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Citate

'K:g Cu penele altuia te poti impodobi, dar nu poti zbura. Acest lucru nu il
prea stiu oamenii, dar 1l stiu pasarile....

Lucian Blaga
'K:g Ideile noastre, dupa ce le nastem, mai asteapta si s murim pentru

ele!
Lucian Blaga

{l} Sa nu te certi cu oamenii mai mult decat cu tine insuti.
Lucian Blaga

'K:g O rugaciune am : Doamne, sa nu ma lasi niciodata sa fiu multumit de
mine insumi!
Lucian Blaga

{l} Esti tanar Inca atata timp cat admiri §i in masura in care admiri.
Lucian Blaga

'Z:} Fabula cainelui. Un céine, voind sd evadeze din arsita si lumina
soarelui, incearcd sa se culce in propria sa umbra.
Lucian Blaga

'K:g Lacul oglindeste stelele pentru ca vrea sa fie cer.
Lucian Blaga

3:1' Starile sufletesti care par a nu avea niciun motiv, au motivele cele
mai adanci.

Lucian Blaga
'Z:} Lupta reuseste mai ales acelora care iubesc mai mult lupta decat

succesul.
Lucian Blaga

'Z:} Lumina trece pe langa noi, navalnica si cu entuziasm, iar noi, in loc
de a ne lasa tarati de iuresul ei, noi, aruncam 1n aceeasi directie, o umbra.
Lucian Blaga

'K:g A iubi e primavara, a cunoaste — nseamna iarna.
Lucian Blaga



O inegalitate in patrulaterul ortodiagonal

Teoremid: Un patrulater convex ABCD este ortodiagonal

(AC 1 BD) daci si numai dacd AB”> + CD?> = BC? + AD*.
Demonstratie:

Fie {O}=ACNBD.

a) Dacd AC L BD atunci AB* +CD? = (04> + OB*)+(0C?* + OD?) =

— (OB? + OC?)+(04% + OD*) = BC? + AD? =| 4B + CD* = BC* + AD*|
b) Dacid AB*> +CD? =BC*+ 4AD* (1) atunci fie x = m(<AOB).

Folosim teorema lui Pitagora generalizata in triunghiurile
aAOB, ACOD, aBOC si aAOD.

AB? =04* + OB* =2-04-OB - cosx ()
CD? =0C? +OD* -2-0C-OD -cos x (3)
BC? =0B? +0C?*-2-0B-0C -cos(180° — x) =
= BC*=0B>+0C*+2-0B-0OC-cosx  (4)
AD? =04% + OD* —=2-04-0D - cos(180° — x) =
= AD* =04> +OD* +2-04-0OD-cosx  (5)
Din (1), (2), (3), (4), (5) rezulta ca A
0A%> +OB? =2-04-OB-cosx+0C?* +OD* =2-0C-OD-cos x =
=0B*+0C? +2-0B-0C -cosx+0A> + OD* +2-0A-OD - cos x =
= cosx-(0A4-OB+0OC-0OD+OB-0OC +0A4-0OD)=0= cosx=0=

=x=90"=|4AC L BD

Problema
Fie ABCD un patrulater ortodiagonal (4C L BD) astfel incat
04> 0C si OB>0D ({0O}=ACNBD).
Demonstrati cd AB-CD<BC-AD.
Solutie:
Fie M,N,X,Y respectiv mijloacele segmentelor [ AB],[CD],[ AC],[BD].
04>0C= XC>0C=0e(XC)
OB>0D=YD>0D= 0e(YD)

Deci O este punctul de
intersectie al diagonalelor
[XC] si [YD] ale
patrulaterului XYCD .

Deoarece N este
mijlocul lui [CD]

rezultd ca O € Int(aNXY).

e . DA
[NXT] - linie mijlocie in aACDA = NX || DA si NX=7 (D

[YM ]- linie mijlocie In aBDA = YM || DA si YM :% @

(1), (2) = NX||YM si NX =YM = MXNY - paralelogram.

O € Int(aNXY) = O € Int(MXNY) = MO+ ON < MX + XN = MY + YN =
AB+CD BC+ AD
= <
2
= AB* +CD*+2-AB-CD < BC? + AD* +2-BC-AD  (3)
Din teoremi = AB> + CD* = BC? + AD*  (4)
(3), (4) =|4B-CD < BC- AD|

= (AB+CD)? <(BC + AD)* =

Observatie
Daca ABCD este un trapez (AB || CD, AB > CD) ortodiagonal
(AC L BD) si {O} = AC " BD atunci OA4 > OC si OB > 0D, deci
AB-CD < BC-AD .
(vezi problema VII.155, pag.52 din RM.C.S., Nr.29, An X — 2009, autor
prof. Sorin Peligrad, Pitesti)
prof. Neagoe Petrisor,
Grup Scolar ,, Mathias Hammer” Anina



Metoda vectoriala in probleme de concurenta

Scopul acestei note matematice este acela de a evoca cateva
nevoie pentru inceput de cateva propozitii cunoscute, propozitii care le
vom accepta fara demonstratie.

—

Definitia 1. Vectorii v,,V,,...v, , se numesc liniari independenti

dacd pentru «,, @, .., € R, a. 1.

g vta, v, +.a,v,=0 rezulti ¢, =a,=..=a,=0 . In plan

numarul maxim al vectorilor liniar independenti este 2. Deci daca u si v
sunt doi vectori necoliniari si & si £ doud numere reale asfel incat:

au+ v =0 atunci & = f =0. Ca o consecinti a acestui rezultat avem:
Propozitia 1. Daca u si v sunt doi vectori necoliniari §i ¢, ,,
B,B, numere reale asfel incat: qu+ fv=a,u+f,v , atunci

a =a, st f=p4,.
Un alt rezultat care va fi util in cele ce urmeaza este:

Propozitia 2. FieO ¢ AB si M un punct din plan. Punctul M va
apartine dreptei AB dacd si numai dacd existd ¢ € R astfel incat:
OM =1t0A+(1-t)OB.

Ca metoda generald de a demonstra cd mai multe drepte sunt
concurente este sd aratim ca dintr-un punct O, oarecare al planului se
poate construi un vector care sa aiba varful pe fiecare din dreptele in
cauza. Varful acelui vector nu poate fi decdt un punct comun acelor
drepte si deci dreptele n cauza sunt concurente. Daca punctul O este pe
una din drepte atunci concurenta dreptelor in cauza revine la a arata ca se
poate construi un vector avand varful pe fiecare din celelalte drepte,
coliniar cu un vector de pe dreapta respectiva. Vom exemplifica aceasta
metoda prin cateva probleme de concurenta.

Problema 1. Aratati ca intr-un pentagon convex, dreptele care
trec prin centul de greutate al triunghiului format de trei varfuri oarecare
si mijlocul segmentului determinat de celelalte doua varfuri sunt
concurente.

Observatie: Cerinta de convexitate nu este obligatorie.

Rezolvare: Fie O un punct oarecare al planului si ABCDE un
pentagon convex. Fie G; centrul de greutate al triunghiului ABC si M;

3

mijlocul  lui [DE] . Fie t=—= s sd calculam vectorul:

5
%zt%{+(l—t)0Ml . Vom avea: %z%O—GpL%OMI =

3
=— +
5 3 5 2 5
Punctul G astfel construit va fi pe dreapta G,M, si analog se
aratd cd este pe fiecare dreaptd cu proprietatea din enunt si deci dreptele
respective sunt concurente.

Problema 2. Pe una din laturile unghiului cu varful in O se

A AB B
considerd punctele A, B, C astfel incat: OT = 7 = —C

04, AB, B(C
3 2

. Pe cealalta

laturd consideram punctele A, By, C; astfel incat:

Aratati ca dreptele AA;, BB, si CC, sunt concurente.
Bacau, etapa locala, 2007
Rezolvare:

Notém:&zasi;zO—A; ;
(vezi fig 1). Se gaseste usor ca:

OB-3, OC=6i. OF=2, 0G="y
.Vom arata ca exista

t,t,,t; € R astfel incat:
t,04+(1-1,)OA4 =t,0B+(1-t,)OB,
=1,0C+(1-1,)0C, .

Aceste egalitati ne dau:

FIG 1

tlﬁ+(l—zl)§=3t25+2(1—zz);=6t3£+§(1—t3)§.



t, =3t

1-, =2(1-1,)
Va rezulta de aici ca: t, = 6t,

8

l—ll = 5(1-%)

Este necesar doar sa aratim ca sistemul de mai sus adimite solutie ceea ce
. 1

nu este dificil de constatat: #, =-3,¢, =—-1,¢, = 5

A treia aplicatie din aceasta nota este o varianta restransa a teoremei lui
Ceva:
Teorema lui Ceva: Fie ABC un triunghi si
A €[BC] B, €[AC] C, €[4B] astfel incat:
BA, CB, AC,

=q, = f3,—L = y . Dreptele AA,, BB, si CC; sunt
VT VIaYey s b PRI

concurente dacd si numai dacd offy =1.

Demonstratie:
Conditia de concurentd a dreptelor &
AA,, BB; si CC, revine la a scrie

ca vectorii BD si BF' sunt

coliniari cu ﬁ; si BD = BF

unde {D}= BB, NCC, i ‘.
{F} = BB, N A4, (vezifig2). Va
exista deci #,,¢,,k € R astfel
incat: BD = tlﬁ+(l—tl)ﬁ ,
BF =1,BA, +(1—1,)BA si ' K
E=kﬁ;.Vomnotaﬂ=; FIG 2

_—

si BC =v si atunci vom avea exprimarile:

BA=—% 35 BC -8B -5+ L 5 Bealiile:
a+1 I+y 1+ 1+p
BD = BF i FD=kﬁ se scriu:
9

- I - - ~ k - kB -
t,v+(l—t1) u=t, & v+(l—t2)u= v+ p u . Aceste
I+y a+l 1+4 1+p
egalitati ne conduc la un sistem la care trebuie sa gasim o conditie de
G:tﬂ
a+1
1—
Thoyoy,
- I+y
compatibilitate. Vom avea: k
t=——
1+
1-t, kB
l+y 1+p

Din primele doua relatii prin eliminarea lui #, se va gasi relatia:

(1 +y+ay )l1 = ay , iar din ultimile doua relatii prin eliminarea lui k se
obtine: (l + B+ By )tl =1. Raportand cele doua relatii deduse se obtine
dupa simplificare afy =1

Prof. Nicolae Staniloiu, Bocsa
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Inegalitatea lui Bernoulli
si convergenta sirurilor lui Euler

Este binecunoscuta inegalitatea lui Bernoulli :
pentru x>-1 siorice neN",areloc (1+x) 21+nx (B)

Sunt de asemenea binecunoscute in analiza matematica,
urmatoarele doua siruri ale lui Euler :

1 n n+l
e, =(1+—] , respectiv, E, =[1+—] ,neN’
n n
Se cunosc cateva moduri de demonstrare a monotoniei si
marginirii — deci a convergentei - acestor doud siruri . De obicei , aceste
demonstratii — asa cum sunt ele prezentate in manuale sau tratatele de
Analiza matematicd - nu sunt foarte scurte si necesitd o oarecare
ingeniozitate matematica .
In cele ce urmeazi vom prezenta demonstratii foarte scurte
pentru convergenta celor doua siruri , folosind - 1n principal, inegalitatea

lui Bernoulli . Pentru inceput vom demonstra monotonia lor .
1. Propozitie

n
Sirul e, = (l + —j ,neN" | este monoton crescator .
n

Demonstratie
Intr-adevar, avem,

s B e A |
1+ —
e”: n = n = n . n =
€n- 1 Y ! n ' ! n n—1
1+
( n—lJ (n—lj n—1
2 n n B
(=1 n 1 n ® 1 n _(, 1} n _
= > P = 1__2 0t 1—n-—2 — =l | —=],
n n—l1 7 n—1 ) n—1 n) n—l1

unde s-a aplicat inegalitatea lui Bernoulli pentru x = ——-> —1, deci

e >e

n-1 2

adicd sirul (e,) _ este monoton crescator .

>1
11

2. Propozitie

n+l
Sirul E, = (1 + —j ,neN", este monoton descrescator .
n

Demonstratie
Avem succesiv,

n n n
() G
En—l: n_l — n_l — n—l . n

E, [ 1Jn+1 [7’1+1JH+1 n+l n+l:

I+—
n n

n? ! n 1 " n ® 1 n
= 2— —= 1+2— '—> 1+I’l' 5 . >
n-—1 n+l1 n-—1 n+l n-— n+1
> 1+n-L2- ol
n n+1 n n+1

in care s-a utilizat inegalitatea Iui Bernoulli cu x = — > -1,
-1

pentru n>2
Rezulta ca E <E

,<E,,, adicd sirul (E,) este monoton
descrescétor .

Proprietatile de monotonie ale sirurilor (e,) ~si (E,)
demonstrate mai sus, asigura si proprietatea de marginire a lor, dupa cum
se poate urmari in continuare .

3. Propozitie

Sirurile (e,) _,» (E,) ., sunt marginite .
Demonstratie

Sa observam ca ,

1y ' 1
En=[1+—j =[1+_] (1+—j:en(1+—j>en
n n n n

Daca mai folosim si proprietitile de monotonie din propozitiile 1 si
2 avem 2=¢ <e¢, <E <E =4de unde rezulta marginirea simultana a

sirurilor (e’l )nZl (E’l )nZl :

12



4. Corolar
Sirurile (e,) _, » (E,) ., . suntconvergentesi lime, =limE, =e.

n—>0 n—o0
Demonstratie
Sirurile  fiind monotone (Propozitiile 1 $i 2) si marginite
(Propozitia 3) , cu teorema lui Weierstrass rezulta ca sunt convergente .

1
Restul rezultd din £, = €, -(1 + —j

n
5. Observatie
Retinem c¢d sirurile (e,) , respectiv (E,) converg crescator,
respectiv descrescator catre binecunoscuta constanta (lui Euler) e —
si,mai mult, avem sirul de inegalitati :
2=e¢1<...<e,<...<e <...<E,<...< Ei=4.
O valoare rationald aproximativd a lui este e=2,7182818284 .
Mai multe date despre aceasta — cu adevarat cea mai importantd
constanta din analiza matematica (poate chiar din toata matematica !.. ),
se pot consulta in [1] — o carte exclusiv dedicata acestui numar.
6. Observatie metodica
Dupa cum se poate constata si din cele de mai sus , studiul simultan
al monotoniei tandemului de siruri (e, ),(E, ), nu complici calculele , ci

din contra — le scurteazd . Practic studiul marginirii sirului (E,) ,care

prin alte metode necesitd o demonstratie separata si relativ laborioasa ,
rezultd acum efectiv din monotonia celor doua siruri .

Bibliografie
[1] Maor Eli, ,, e : the story of a number ”, Princeton University
Press, Princeton, New Jersey,1994 .

Prof. dr. Dorin Mdarghidanu , Corabia
d.marghidanu@gmail.com
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Probleme rezolvate din RMCS nr.28

Clasa a V-a

V.140 Si se determine numdrul natural n>1004 si numerele prime
<p,<...5p, astfel incat sd aiba loc egalitatea
pi+py+...+p,=2009 . Sa se arate ca numdrul p;p,...p,+1 este
compus.

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea
Solutie: Evident n=1004si p, = p, =...= Pygs =2, Pops =3 - Pe de altd

parte, p;p,...p,+1= 21993311 are ultima cifra 5, deci este compus. []

V.141 Sa se arate ca nu existd numere naturale nenule msi n, cu n

impar, astfel incat 2" +5" = m?°10 .

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

2
2010 =(m1005)

Solutie: Deoarece m , adicd este patrat perfect, deci ultima

- Doy (20 n=dkt ,
sa cifrd poate fi {0,1,4,5,6,9} si u(2 )= q Mes3’ unde keN si
, n=4k+

u(S”)zS , oricare ar fi neN*, deducem de aici cd ultima cifrd a
numdrului 2" +5" poate fi 7 sau 3; asadar egalitatea

2
2" 45" =200 = (mIOOS) nu poate avea loc. [J

V.142 Determinati numerele naturale nenule asi b pentru care:

a a+l a+2 a+2008

3a+4b=2009 si —+ + +..+ =2009
b b+1 b+2 b+2008

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
+1 a+2008
<1 <1

+1 77 b+2008
deci suma din enunt devine mai mica decat 2009.

La fel se procedeaza in cazul b >a .Raméne deci singura situatie
viabila a =b, caz in care se verificd a doua egalitate din ipoteza. Nu
ramane decét sa folosim prima egalitate si ajungem la a =b=287.[]

14

Solutie: Daca a<b—= % <1, de unde avem si a



V.143 Determinati numarul natural nenul n pentru care  numérul
A=1-2-3-4-..-n+223 este patrat perfect.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebeg
Solutie: Pentru 7 > 5 ultima cifrd a numarului A este 3, deci A nu poate

fi patrat perfect. Raman de analizat sitatiile pentru care n € {1,2,3,4};

pentru n=2 obtinem A4 =225=15", deci pitrat perfect, aceasta fiind
singura solutie a problemei.[]

V.144 Aratati cd nu exista perechi de numere naturale (x,y) astfel

incat siaavem 5% + y* =2009.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
Solutie: Se stie ca u(y4) S {0,1,5,6} .Dacd x=0 avem ca

u(S" + y4) €{1,2,6,7} deci egalitatea nu poate avea loc.

Daci x este natural nenul, atunci avem ca u(S’C + y4) € {0,1,6,5} , deci

egalitatea nu poate avea loc nici in acest caz. []

V.145 Se considerd numarul 4=2+3+2 +3*+2° 435+ . +2% +3'.
Calculati restul impartirii la 10 a numérului 4.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: B=3"+3"+3°+...+3' % =3"1+3")+3°(1+3")+..+ 3" (1+3),
asadar B este divizibil cu 10; C=2+2° +2° +..+2” =
=2(1+2%)+2°(1+2%)+...+ 27 (1+2%) este deasemenea mulptiplu de 10,

de unde restul impartirii lui 4=B+C la 10 este 0. []
V.146 Aritati cd numarul 2009 se poate scrie ca o suma de numere
naturale care au produsul egal cu 2009.
Red. RMCS
Solutie: 2009=7-7-41=2009=1+1+...+1+41+49 ( dupd cum au
SIS

1919 termeni
observat cativa elevi, aceasta nu este singura posibilitate). []
V.147 Gisiti restul impartirii numérului B =21*"” —10 la 63.
Prof. Romeo Zamfir, Galati
Solutie: B =3""" -7 ~10=...=63'".3.7"° ~10=63k —10, unde
k € N; avem astfel: B =63(k—1)+ 53,k > 2; restul cerut este deci 53.
15

Solutia autorului: B=21""" -10=21""".63-7-63+53.J
V.148 Determinati numerele naturale m si n stiind cd
130 < 2" + 2" <140.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: Putem presupune m <n si astfel a =2" +2" =2"(1+2"™"), care
este evident numdr par; avem a € {132,134,136,138} si folosim
descompunerea in factori primi a celor patru numere. Se ajunge la
m=2,n=7 sau m=3,n="7 (sauinvers!). 0
V.149 Sa se determine cite perechi (4, B) de multimi avand elementele
numere naturale nenule satisfac simultan conditiile:
a) A nu contine niciun numar par;
b) AU B are exact sase elemente;
¢) pentru orice a € A, existab € B astfel incat 2a+b=16.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: Se deduce imediat cé, dacda € A, atunci a este impar sia <7 . Se
ajunge imediat, analizand cazurile posibile, la patru perechi, anume:
A4, ={1,3,5},B,={6,10,14} , 4, ={1,3,7},B, ={2,10,14} ,

A, ={1,5,7},B, ={2,6,14} si 4, ={3,5,7},B, ={2,6,10} . [J

Clasa a VI-a

VI1.140 Determinati numérul maxim gi numérul minim de numere intregi
consecutive care au suma egald cu 26.

Concurs Brasov
Solutie: daca numerele sunt x+1,x+2,...,x+n, xeZ,neN,n>2,
ajungem la n(2x+n+1)=52, de unde ne{2,4,13,26,52} . Imediat
deducem ca numarul minim cautat este 4 ( intr-adevar, 5+6+7+8=26),
iar numarul maxim este 52 (avem: —25—-24—...—1+0+1+...+25+26).
VI1.141 a) Aratati cd pentru orice numere intregi a, b este adevirata
egalitatea a” —b*> =(a—b)-(a+b)

b) Determinati numerele naturale x si y pentru care x° —3" =x* —2”
Prof-Marius Damian, Brdila

16



Solutie: b) x* —x* =x-x-(x—1)=3"—2" si, deoarece x(x —1)este numir
par, deducem ca 3” —2” trebuie sa fie numar par, de unde y =0, apoi

xe{0,1}. 0

V1.142 Gisiti cel mai mic numdr natural care se scrie (in baza 10) doar
cu cifrele 2 si 3 si care se divide cu 132.

Prof. Dorel Mihet, Timisoara
Solutie: 132-6=2112 nu satisface enuntul, dar 132-66 =23232 convine,
deci acesta este numarul cautat. ( sau: 132 =3-4-11 si astfel numarul
cautat n trebuie sa fie multiplu de 3, de 4 si de 11; deducem ca ultimele
doua cifre ale sale sunt 32, etc.) []
V1.143 Fie m si n doud numere diferite de cite 4 cifre distincte, acestea
fiind 1, 2, 3 si 4. Aratati ca m nu divide pe n .

Prof. Daniela Viaicu, Zaldu

Solutie: Daca n=abcd , atunci a+b+c+d =10=n=9k+1; daca

min=3keN,k>2 cu n=km=k=9p+r,re{0,1,2...,8} , de unde

r=1=k>10, absurd, deoarece T4
m

VI1.144 Si se determine numerele naturale nenule p si g pentru care
27+1
27 -1

eN

* % ok

Solutie: Deosebim cazurile:
a) p=1. Evident, orice numar natural ¢ satisface enuntul; b) p=2.

27 +1 (3-1)" +1

Avem eN=> eN=g=2m+1,meN;c)daca p>2,

avem g > p=>qg=cp+r,0<r<p siastfel

q q-p r r
u:2‘”’ u:2““’+2”"2”+...+2 +1,cu ﬂ<1,deunde
27 —1 27 —1 27 —1 27 —1

27 +1

71 ¢ N . ( Problema era sigur mai nimerita la clasa a VII a sau chiar a

VIII a, ne cerem scuze; oricum, s-a primit o solutie corecta si completa
de la elevul Andrei Stefinescu, desi redactata pe 4 pagini !). [

17

VI1.145 Un elev a simplificat o fractie de forma Z—_b stergand b atat de la
c

numadrator cat si de la numitor, obtinand totusi rezultatul corect.
Cate astfel de fractii existd la care, simplificind gresit, obtinem un

rezultat corect ? ( cifrele a,b,c sunt nenule si distincte)
k ok ok

< .. 16 19 49 26
Raspuns: patru fractii: —,—,—,—.
64 95 98 65
VI1.146 Aratati ca pentru orice numar natural nenul  , fractia
2n
F(n)= 6~ +2001 este reductibila.
8" +811
Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad
Rispuns: 6°" =(7-1)"" =7k +1 si 8" =(7+1)" =7p +1; se aratd imediat
cé fractia este reductibila prin 7. [
VI1.147 Aritati ca dacd a,b,c,d sunt numere intregi astfel incat
7/(5a+9b+12¢—-2d),atunci 7/(a—b+c+d).
Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad
Idee: Daca 5a+9b+12c—2d =x§l a—b+c+d =y, avem:

3x—y=T7z,zeZ. ]

VI.148 Si se giseascd numerele ab care sunt divizibile cu 4a +3b .
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

Solutie: k(4a+3b)= ab si, pentru k£ >3 avem
ab=10a+b>3(4a+3b)=12a+9b, imposibil. Asadar k e {1,2}. Se

analizeaza usor cazurile posibile si se ajunge la numerele 13, 26, 39, 52.
U
VI1.149 La un concurs de matematica au fost date 30 de probleme.Pentru
fiecare problema rezolvatd corect s-au acordat cite 5 puncte, iar pentru
fiecare problema rezolvata gresit s-au scazut cate 3 puncte. Cate probleme
a rezolvat corect un elev care a obtinut un total de 118 de puncte?
Concurs Timig
Solutie: Pentru fiecare problema rezolvata gresit, elevul pierde din
punctajul maxim 5+3 =8 puncte; daca ar fi rezolvat corect toate
problemele, elevul ar fi obtinut 150 de puncte. Cum 150-118=32,
deducem ca elevul a rezolvat gresit 32:8 =4 probleme, deci a rezolvat
corect 26 de probleme. []

18
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Clasa a VII-a

VII.140 Se considerd un triunghi ABC si punctele D si E pe (BC) astfel
incdt BD=DE=EC ; se noteaza cu F simetricul lui 4 fata de B,
ADNFC={G} si EGNAB={H|. Aritati ¢ FH = AB.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
Solutie: g—g =2 si BA=BF = D este centru de greutate in triunghiul ACF,

de unde avem ca G este mijlocul Iui (FC). Cu teorema lui Menelaus in

triunghiul BFC avem: %%% =1=2HF = HB, deci F este mijlocul

lui (BH), asadar HF = FB = AB. [
VIL141 Se considerda multimea 4={1,2,...,2009} si multimile
A, 4,,..., A, care satisfac proprietitile :

a) pentru orice ke{l,2,..,n} , multimea 4, are cel putin opt

elemente;

b) 4uUA4uU.U4 =A.
(1) Sa se determine valoarea maxima a numarului # ;
(2) Sd se arate ci existd ke{l,2,..,n} astfel incat 4, contine doud
elemente a caror diferentd este multiplu de 8.

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

Solutia autorului: Deoarece 2009 =8-251+1, vor exista cel mult 251 de

astfel de submultimi.Este clar, conform principiului cutiei, ca, in cel mai
nefavorabil caz (acela In care existd 250 de submultimi de forma

B ={8n,8n, +1,8n3 +2,...,8ng +7}), a 251-a dintre submultimi va avea
forma C ={8my,8m, +1,8m3 +2,...,8mg +7,8mq + s} , unde
s e {0,1,...,7} . Prin urmare vor exista doua dintre elementele multimii C
care vor da acelasi rest prin impartirea la 8, adica diferenta acestora va fi
multiplu de 8. O
VIL.142 La un turneu de sah au participat baieti si fete astfel incét
fiecare participant la turneu a jucat o partida cu fiecare dintre ceilalti.
Daci se stie ca baietii au jucat Intre ei 21 de partide si 1n total s-au jucat
66 de partide, aflati cati baieti i cate fete au participat la turneu.
Prof-Marius Damian, Brdila
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Solutie: Din

n(n2_ D_s , deducem n =7 (baieti) si, din

7m+@=66—21=45 , ajungem la m =5 (fete). L]

VII.143 Fie ABCD un romb, E €(BC),F ( AB) astfel incat

m(£ADF)=m(£EDF).Daca DE = AF + CE , aritati cd ABCD este
patrat.

Prof. Mircea Fianu, Bucuresti

Solutie: O problema frumoasa si nu foarte ugoara. Consideram
M e DE astfel incat ME = CE = DM = AF . Notim CM N AD={N},

CM NFD={P},CM N BD ={R},AC " FD ={Q} . Deoarece triunghiul

CME este isoscel, considerente de unghiuri conduc si la concluzia ca
triunghiul DMN este isoscel; cum DP este bisectoare, deducem

DP 1 CN . Din AAQF ~ ACQOD avem: A0 = AE (1), iar din
oCc CD

ADRN ~ ABRC avem: g—é{:% (2). Cum AF =DN,BC=CD,din(1)
40 _NR

si (2) deducem: — = = RQ// AN . Acum, deoarece R este
ocC RC

ortocentrul triunghiului DQC, ajungem la: RQ 1| DC,RQ// AD, de unde
AD 1 DC, agadar ABCD este patrat. [ ]
VII.144 Determinati numerele reale x i y pentru care
x+y=4gi2"+2"=8.
Prof. Heidi Feil, Otelu - Rosu
Solutie: A doua egalitate se poate scrie 2° +2** =8 sau, notand ¢ =2",
16

t+—=8,deunde (t-4)°=0=>t=4=>x=2,y=2.0]

t
VIIL.145 Determinati multimile M cu trei elemente, numere naturale, care
satisfac proprietatea: daca x € M , atunci JxeMsau x*eM .

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Raspuns: Avem mai multe solutii:

M, ={O,a,a2},aeN,aZ2,M2 ={l,a,a2},a eNa>2,
={b,p*.b*}.beN,b22. ]
21

VI1.146 Pe laturile AD si AB ale rombului ABCD se considera punctele
E, respectiv F astfel incat AE = DF . Dreptele BC si DE se intersecteaza
in punctul P, iar CD si BF se intersecteaza in Q. Aratati ca:

b) P,A si Q sunt coliniare.
Concurs Deva

PE BE QF FD . de unde:
" BC

Solutie: a) BE//CD = —=——5i DF //BC = =—
PD CD
PE PE OF QF BE FD

——=1; b) DF // BC conduce la:
PD OB CD BC

FQ FD _EA ——= EF// AQ ( Thales). Din BE//CD , avem si

OB " BC 4B

PE_BE_AF = EF// AP ; conform axiomei lui Euclid, avem ca
PD CD AD

punctele P, 4, Q sunt coliniare. []

VI1.147 Se considera dreptunghiul ABCD si se noteaza cu E simetricul
lui 4 fatd de BD, iar BE N CD ={M}. Aritati ca:
a) patrulaterul BECD este trapez isoscel;

b) axa de simetrie a trapezului BCED contine centrul dreptunghiului
ABCD.
Prof. Nistor Budescu, Dalboget
Solutie: a) BD este mediatoarea segmentului (4E) si imediat se ajunge la
ABDA=ABDE (1) ,de unde XBED este drept, apoi AEDM = ACBM

(2). Daca notam cu Q proiectia lui M pe BD si {P}=MQNCE , din (2)
deducem (MQ este in triunghiul DMB si indltime si bisectoare.Se ajunge
imediat (!)la MP L CE = PQ 1 EC . Deducem acum BD//CE ; cum
BC = 4D = DE , BCED este trapez isoscel; b) MB =MD,MQ L BD
conduce la: Q este mijlocul lui (BD), deci Q€ AC. o
VII.148 Si se determine numerele naturale x si y pentru care

48" +2x+11=y"

Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad
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Solutie: 16x” +8x +1+43 =4y conduce la 4y” —(4x +1)* =43, de unde
(2y —4x—1)(2y +4x +1) =43 .Analizand cazurile care apar, deducem:
x=5y=11.0

VI1.149 Se considerd un triunghi ABC si M mijlocul laturii (BC). Arétati
ca existd D e(AB),E €(AC) astfel incat DE //BC si m(£XDME)=90°.
Solutie: Notam cu D , respectiv E intersectiile bisectoarelor unghiurilor
KXAMB, XAMC cu (AB), respectiv (AC). Avem imediat:

m(£DME )= %m(&AMB) + %m (£4MC) =90 ; folosind teorema

. . AD AM AM AE . . -
bisectoarei: — =——=——=——, iar cu reciproca teoremei lui
DB MB MC EC

Thales, ajungem la DE// BC. []

Clasa a VIII-a

VIII.140 Determinati numerele intregi a si b pentru care

(\/E—a ﬁ_bJeZ

+

\/5+a \/5+b

Prof. Traian Dutd, Fdgdrag
Solutie: Notdm suma din parantezd cu k € Z si avem imediat:

2(2-ab)=k(2+ab)+~2 -k(a+b).Cum V2 ¢ Q, deducem:

k=0,ab=2 sau a+b=0,k=-2+ € Z . Se ajunge astfel la:

2-4°

(a,b) e{(1,-1),(~11),(0,0),(1,2),(2.1).(-L,-2),(-2,-1)}. I
VIII.141 Determinati numerele intregi x si y pentru care

Jy—x+Jx =35 Jy+x+Jx=5.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
Réspuns: /y—x = 3-/x siJy+x=5 —Jx ; se ridica la patrat cele

doua egalitati, se elimina y si se ajunge destul de rapidla x=4,y=5. 0

VIIIL.142 Fie A o multime de numere reale cu cel putin trei elemente.
Aratati cd, dacd pentru orice a,be€ A,a# b, avem (a3 +b) €@, atunci

AcQ. Prof.Romeo Ilie, Bragov
23

Solutie: Reamintim ¢ x° +y° = (x+ y)(x* —xy+ y°) si

¥ -y’ =(x-y)x* +xy+y*).Fie a,b,c e Adistincte. Din
+a,c+beQ,deducem: a—beQ.Din @’ +¢,b’ +c€Q, avem si
a-beQ.Cumazb,a-beQ, a’-b €Q, ajungem la
a*+ab+b*€Q.Cum (a—b)2 €Q, deducem si ab,a’ +b*> € Q. Din
a+b,a+b’e€Q, ab,a’ +b* €Q, rezulti a+be Q. Acum, deoarece
a+beQsia-beQ,avem: a,bcQ=>A4cQ. ]

. 2
VIII.143 Daca x,y €(0,), aratati ci: r LY (x+y)
I+y 14+x 24+x+y

. Precizati

in ce caz avem egalitate.
Concurs Suceava
Solutie: Adundm 2 in fiecare membru al inegalitatii propuse si aceasta

devine (x+y+1) ! + ! 24(x+y+1)
x+1 y+l1 2+x+y

, adica

(x+1+y+ l)[L1 + %) >4, care este adevirati, egalitatea
x+1 y+

obtindndu-se pentru x =y ( se aratd imediat ca (a + b)(l + %j >4).0
a

VII1.144 in interiorul unui cub de latura 6 se considerd 1001 cuburi
unitate cu fetele paralele cu fetele cubului dat. Ardtati ca existd doud
cuburi unitate cu proprietatea ca centrul unuia se afld in interiorul sau pe
fetele celuilalt.

Prof. Dinu Serbdnescu, Bucuresti

. . . 1
Solutie: impirtind cubul in 12’ cuburi de laturd 5 avem: centrele celor

S - . < N .
1001 cuburi unitate se afla la o distanta de cel putin 3 fata de fetele
cubului initial, prin urmare ele nu se pot gasi in interiorul cuburilor de

latura % ce au o fata pe una din fetele cubului dat. Rezulta ca cele 1001

de centre se afla in cele 1000 de cuburi de latura %interioare cubului dat.
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Atunci doua dintre centrele cuburilor unitate se afla in interiorul sau fe
. o1
fetele unui cub de latura 5 .0

VIII.145 Volumul unui paralelipiped dreptunghic este 24. Mérind
dimensiunile cu 2, 3, respectiv 4, volumul creste de 8 ori. Calculati aria

totald a paralelipipedului.
% sk sk

Solutie: Daca dimensiunile initiale sunt @,b,c, noile dimensiuni sunt
x=a+2,y=b+3,z=c+4. Raportul volumelor este

/ 3 3 3
V—: ) O A S =8 . Deducem: a+2:b+3:c+4,deunde,
14 a b c a b c

calcule facile conduc la a =2,b =3,c = 4 si finalizarea e la indeména. []

VIII.146 Sa se determine minimul expresiei
E(x,y)=x+y’ =3xy,x,y>0.
% %k %
Solutie: Folosim
X +y +2 =3xyz=(x+y+z)(x* +y* + 2" —xy—yz—zx) >0, pentru
x, ¥,z >0 . Deducem astfel: x* + 3’ + 2z >3xyz pentru x,y,z >0 si,
pentru z =1, ajungem la: £, =-1.0]
VIII.147 Daci m si n sunt numere naturale, ardtati cd numdarul 5" +5" se

poate scrie ca suma de doua patrate perfecte dacd si numai daca

n —m este numdr par.

Prof. Vasile Zidaru, Sf.Gheorghe
Solutie: Presupunem ca numarul 5" + 5™ se scrie ca o suma de doud
patrate perfecte si, prin absurd, presupunem ca m si n au paritati diferite,
de exemplu m=2k+1,n=2p, k, p € N. Este acum de observat ca

25=8-3+1= 25" = M8+1,Va e N. Deducem:
5"+5" =5 452 =257 +5.25° =5. (M8 +1)+ M8+1=M8+6. Cum
insd un patrat perfect are una dintre formele M8, M8+1, M8+4, suma

a doua patrate perfecte nu poate fi de forma M8+ 6, contradictie.
Reciproc acum ; fie m si n naturale de aceeasi paritate. Daca

m=2k,n=2p, k,peN, atunci 5" +5" =(5")2 +(5")2; daca

25

m=2k+1Ln=2p+1, k,pe N, atunci

5" 45" :5-[(5")2 +(sp)2}:(12 +zz).[(5k)2 +(5p)2]:
=(2:50+57) + (5 —25) . OO

VIIL.148 Fie multimea M ={1,2,3,..,20}. Si se demonstreze

ca oricum am alege 14 numere distincte din M , putem gési printre
acestea doud numere al céror produs este patrat perfect .

Prof. dr. Dorin Marghidanu, Corabia
Solutie: Construim mai intdi submultimile lui M care au proprietatea ca
produsul a cate doud elemente ale lor dau un patrat perfect:

M, ={1,4,9,16}, M, ={2,8,18},M, ={3,12},M, ={5,20} ( remarcdm c

acestea au Tmpreuna 11 elemente); completam, pana la o partitie a lui M,
cu submultimi care nu mai au aceasta proprietate:

M= {6} M, = {7},M7 = {10},M8 = {1 l} ,
M, ={13},M,, ={14},M, ={15},M, = {17}, M, ={19}.(acestea au,
impreuna, noua elemente). Alegand 14 elemente oarecare din M , va

trebui sa alegem si cel putin doud numere din una dintre submultimile
M, —M,, care se bucura de proprietatea din enunt. [

VIIL.149 Fie [4B] si [CD] doud segmente necoplanare, iar E §i F
mijloacele lor. Aratati cd: 4D + BC > 2EF .
Concurs Olt

Solutie: Daca L este mijlocul lui (4C), avem EL = %BC,LF = %AD . Din

triunghiul ELF deducem EL + LF > EF = %BC +%AD >FEF ..o

Clasa a IX-a

IX.140 Fie 4 o multime de numere naturale si f: 4 — A4 o functie cu
proprietétile:
a) exista aedcuf(a)#a;
b) f(m)—f(n)=m—-n,VYmne A.
Aratati cd multimea 4 este infinita.
Prof. Mircea Becheanu, Bucuresti
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Solutie: Din b) avem f(m)—-m= f(n)—n,VYm,ne 4, deci f(m)—m este
constanta, asadar f(n)—n=k sau f(n)=n+k,k constanta.
Presupunem cé A4 este finitd si notdim a = min 4,5 = max 4, de unde
f@)za, f(b)sb=a+k=2a,b+k<b= k=0.Ajungem astfel la
f(n)=n, contradictie cu a). []

IX.141 Se considera punctele coliniare distincte 4,B,C,D,E astfel incat

AB = BC =CD = DE.Dacd F este un punct din plan, iar G si H centrele
cercurilor circumscrise triunghiurilor ADF, respectiv BFE, aratati ca
GH L FC.

Concurs Baltic 1997
Solutie: Daca U si T sunt proiectiile lui G si respectiv H pe AB, atunci U
si T sunt mijloacele segmentelor (BC)si CD). Notam AB =a si avem:

2 2
FG? —GC* = AG> —CG* = AU* - TC? = (37") - (%J =4a” . Analog
FH? - CH® =44, asadar ajungem la FG* —GC’* = FH* —CH*, de unde
("M avem: GH L FC.[]
IX.142 Fie M c R,M # J i functiile f,g: M — M cu proprietitile:
a) f(g(x)=g(f(x)=x, VxeM;
b) f(x)+g(x)=x, Vxe M.
Aratati ca:

) xeM=-xeM; 2)

Concurs Moldova 2002
Solutie: Din f(x)+ g(x)=x, Vx e M deducem:
JUON+g(f ) =/(y),adicd f(f(»)+y=/(y),yeM . Avem
astfel: f(f(f(¥)))=/(f(¥)-f(y)=—y sideci, pentru xe M , avem si
—x=f(f(f(x)) e M . Deoarece f(x)+g(x)=x, VxeM si
S )= f(f(x))=x, rezultd g(x)=—/(f(x)), deci:
x=f(g)=f(=f(f(x)==f(f(f(x)) . Deducem:
SESON==f(f) st f(=x)==f(x),VxeM. O
IX.143 Determinati numerele reale x,y,z care satisfac proprietitile:
a)0<x<1l; b); c¢)x+y+z=38; d) xpz=2002.

Concurs Australia 2002
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2 2
Solutie: Dacda x <10, avem: 2002 = xyz Sx(y;rzj =x(382—xj .

Notim x=10-2a si deducem: 2002 <1960 —112a — 464 —2a* <1960,
fals. Asadar: 10 < x <11( sa nu uitdm: nu stim ca numerele sunt intregi !!)
Deoarece x+ y+z=38,avem: 27< y+2z <28 si, cum

2
z=14. Aceasta inseamna ca
2002 = xyz <14x(24 — x) < x(24—x) > 143 < (x—12)* <1. Cum insi
x <11, ultima relatie nu poate avea loc decat pentru x=11,z=14, de

2 2
+ - . . . .
yz= (u) - (%) si z>14, avem ca maximul lui yz se atinge cand

unde obtinem si y =13. ( Problema dificila, credem). []

IX.144 Sa se arate nu exista nici un triunghi ABC 1in care

— b—
tgA=u,th: ¢
c

c—a
itgC=——.
§118 b
Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

Solutie: Utilizam identitatile:

a—b+b—c+c—a+(a—b)(b—c)(c—a)
c a b abc
prin calcul direct) tg A+tgB+tgC=1tg A-tg B-tgC (valabild in orice

=0, Va,b,ceR* (se verifica

triunghi ABC care nu e dreptunghic).in cazul in care ar exista un triunghi
ABC cu proprietitile din enunt, folosind relatiile anterioare, ar rezulta ca
tgA-tgB-tgC=0, adica unul din unghiurile triunghiului ar fi nul sau
alungit, fals. []

IX.145 Comparati numerele a = tg% sib=2-+/2.
Prof.Lucian Dragomir, Ofelu - Rosu
Idee: Se calculeaza tg% si se foloseste monotonia functiei tg. []

IX.146 Determinati numerele intregi x si y care satisfac :
(x+y)(x* +y")=1+3xy
Prof.Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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Solutie: Notim § = x+ y,P = xy € Zsi ajungem la S(S* -2P)=1+3P,

3_
de unde P=S I
25 +3

€Z =8P ecZ,adica

85% +27-35
25+3
S €{-19,-5,-4,-2,-1,1,2,16} .Se analizeaza cazurile ce apar si in final se

ajunge la (x,y)e{(L1),(1,0),(0,1),(1-2),(-2.1)}. O

€Z = (25 +3) e D(35) ; se ajunge la

IX.147 Sa se determine numerele reale m pentru care riadacinile ecuatiei
x> —=2(m—1)-x+m=0 sunt intregi.
Prof.Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
Solutie: Folosind relatiile lui Viete, gasim o relatie Intre radacini,
independentd de m : x, + x, —2x,x, +2=0, de unde
x,+2

X, = €Z = 2x,€Z,adica 1+
2x, -1 2x, -1

e Z .Analizand cazurile care

apar, ajungem la m € {0;3} . Obligatoriu ( de ce ?), verificare. [

IX.148 Sa se arate cd dacd intr-un triunghi ABC avem

. 2r
b* —bc+c* > a’, atunci B+C2T.

Red RMCS
Solutie:Folosind ipoteza, teorema cosinusului si monotonia functiei cos,
2 2 2
avem: cosA:uzl:cosz,de unde AS£:>B+C22—H.D
2bc 2 3 3 3

IX.149 Precizati natura triunghiului ABC in care
a’sinB+b*sinC+c’sind=6-A,,.
Prof.Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
Solutie: Folosind teorema sinusurilor, egalitatea devine
2 2 2
ab+bc+ca

2R
a’b+b’c+c’a>33/(abe)’ =3abesi astfel (*)conduce la 65 > 3;?:

=6S (*). Folosind inegalitatea mediilor avem insa

sau

Szi—l;f;cuminsé S=j—[;:,ajungemla a=b=c.l]
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Clasa a X-a

X.140 Si se arate ca dacd a,b,c,d €(0,0) ,atunci
4 4 4 4
aT+bZ—+CT+dea+b+c+d.
b’c c¢d da
Prof. dr. Dorin Mdrghidanu, Corabia
Solutie: Cu inegalitatea mediilor , avem

4 4 4
b=t tbtbic2d b c=4a
bc bc bc

si analoagele , care se insumeaza. []

X.141 Sa se determine toate functiile f:N — N care verifica relatia:
x*+ 2f(xy)+ yi=1 (x + y) pentru orice x §i y numere naturale.

Elev Ovidiu Stdaniloiu, Bocsa
Solutie: Luam x =y =0 si avem: 2f(0) =7 (O) De aici rezulté ca
f(0)=0 sau f(0)=2.Luam acum x =0 in relatia din ipoteza. Se va
obtine: 2f(0)+ y? = fz(y). Daca f(0)=0 atunci fZ(y)z y? side
aici f(y)=y.Daca f(0)=2avem: 4+ y° = fz(y). De aici
f ( y) =+/4+ y® . Observam ci valorile lui f nu sunt naturale decat
pentru y =0. Deci singura solutie a problemei este f(y)=y,VyeN .o
X.142 Sai se determine functiile surjective f:N — N pentru care
f(m)+ f(n)= £(f(m+n)), oricare ar fi m, n numere naturale.

Elev Ovidiu Stdniloiu, Bocsa
Solutie: : Ludm n=0 si notam f (O) =¢.Vom avea:
f(m)+¢=f(f(m))¥ me N, Cum f este surjectivi pentru orice numdr
natural p existd un numar natural k, ai. f (k » ) =p.Luam m=k, in
relatia de mai sus si se obtine: p+¢= f ( p) pentru orice p numar
natural. Daca ¢ # 0 atunci se observa usor ca f nu mai este surjectiva
(f (m) > () pentru orice m. Deci singura functie care verifica relatia din
ipoteza este functia identica. []

30



X.143 Numerele naturale distincte a,b,c,d,e,f,g, h,n verifica egalitatile
ab+cd =ef + gh=n. Determinati cea mai mica valoare a luin .

Concurs Belarus
Solutie: Problema nu e deloc usoara ( nu s-a primit nicio solutie corectd).
Sa vedem: Ne propunem sd demonstram ca n >31. Daca niciunul dintre
numerele date nu este egal cu 1, atunci

2n=ab+cd+ef +gh>4-abcdefgh >4-32-3-4-...-9 ; imediat avem:
n > 48 . Daca unul dintre numere, de exemplu /4 , este egal cu 1, ne
propunem sa estimam o limita inferioara pentru 2n=ab+cd +ef + g;

este relative usor de aratat ca aceastd expresie are valoarea minima cand
cel mai mare dintre a,b,c,d, e f,g este chiar g. Avem:

2n=ab+cd+ef + gh> g +33/abcdef 2g+3m >g+51. Asadar
2n>g+51;cum g>8=2n>60=n=>30.Sa presupunem ca n=30,
deci g =8si {a,b,c,...h} ={1,2,3,...,8} .Exact unul dintre aceste numere
este divizibil cu 5, sa presupunem cd a =5; atunci 30=ab+cd ,
imposibil ( cd nu este divizibil cu 5). Asadarn >31 . E suficient sa aratam
ca n =231 satisface enuntul: 31=1-7+4-6=2-8+3-5. [

X.144 Lungimile a,b,c ale laturilor unui triunghi satisfac egalitatea

b +c=3a. Aratati cd a este lungimea celei mai mici laturi.
% ok sk

Solutie: Notdm semiperimetrul triunghiului cu p si
x=p-a,y=p-—b,z=p—c.Egalitatea din ipoteza conduce la:
3(y+z2)=(x+y)+(x+2z)<= x=y+z.Deoarece
b=x+z>x=y+z=a,analog pentru ¢, deducem ca a este lungimea
celei mai mici laturi. []

X.145 Doud patrate de laturd 1, avand laturile paralele, se intersecteaza

. ! L S
dupa un dreptunghi de arie 3 Calculati distanta minima dintre centrele

celor doud patrate.

Prof. Radu Gologan, Bucuresti
Solutie: Daca MNPQ este dreptunghiul determinat de intersectia
patratelor unitate de centre 4 si B, notdind MN = x, PQ =y, deducem:

| . . .
xy = g,x, ye [0,1] . Paralela prin 4 la MN intersecteaza paralela prin B la
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NP in punctul C si astfel avem: AC =1-x,BC =1—y, de unde
AB* =(1-x)* +(1- y)2 =.=(x+y- 1)2 +% . Asadar distanta minima

N 3 . . 1
cautatd este - si se obtine pentru x+y—1=0,xy = 3 o

X.146 Si se rezolve ecuatia cos2x + 2cos4x +cos6x = cos’ x

Red RMCS
Solutie: Ecuatia se poate scrie 2cos4x-cos2x +2cosdx = cos’ x sau
2c0s4x(1+cos2x) =cos” x = 4cosdx-cos” x = cos’ x . Imediat se ajunge

la: xed+ 2+ 2kn/keZ U il+arccosl+k—”/k eZy;. U
2 4 4 2
X.147 Aritati cd in orice triunghi ABC este adevaratd inegalitatea

AL B C _2r N .
= . Precizati in ce caz are loc egalitatea.

. A . B .
sin— sin— sin—
2 2 2
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
Idei: Se foloseste Zsing S% ( care se poate obtine, de exemplu, cu
nx 2 (Zxk]
inegalitatea lui Jensen) si inegalitatea ZL > kn; ( Titu Andreescu)

k=1 (Xk
2.
k=1

. . A . B .
pentru A°,B*,C?, respectiv smz,smz,sm%. O

X.148 Fie z=x+i-y,i° =—1, cu xy # 0 .Aritati ci, daci |z|:1, atunci

(a+i2j.(a+%]2(a+2b)z ,Va,beN".

X y
Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti

2
Solutie: (a+i)'(a +ij:a2+ab+b si folosim ! - > 4

2 2 2

x y (x») () (¥ +)° )2

( care se demonstreaza imediat). []
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X.149 Stabiliti daca numérul a=1-3-C, +9-Cs) —27-C5, +81-C5) — ...
este par sau impar.
Red. RMCS

. . 60 .
Idei: Se considera z = (1 + i\/g ) , se calculeaza in doua moduri

(formula lui Moivre, respectiv binomul lui Newton), se ajunge la
a=Re(z)=2".0
Clasa a XI-a si Clasa a XII-a

XI1.140 Daci  f:[a,b] >R este o functic derivabild , sa se

demonstreze ¢ existd ¢,,c, €(a,b)astfel incat

P - LOT@ gy SO T,

b-c c,
Prof. dr. Dorin Marghidanu, Corabia
Idei: Teorema lui Rolle si functiile g,4:[a,b] > R derivabile, definite

prin g(x) = (x=b)[f (%)= f(@)], h(x)=(x—a)[f(b)- f(x)]. T

1 2 2
X1.141 Fie Matricea A=|2 1 2 |.Elementele lui 4 se modifica
2 21

dupa urmatoarea reguld: Un element de pe diagonala principala se
mareste sau se micsoreaza cu 2, iar in rest, orice alt element se mareste
sau se micgoreaza cu 1. Este posibil ca dupa dupa 2008 astfel de
transformari determinantul lui A sa fie 2008 ?

Elev Ovidiu Staniloiu, Bocsa
Solutie: Se observa ca dupa un numar par de transformari elementele care
nu sunt pe diagonala principalad devin pare iar celelalte raman impare.
Deci dupa 2008 transformari matricea A va avea toate elementele, cu
exceptia celor de pe diagonala principala, numere pare. Determinantul lui
A va fi atunci un numar impar si deci nu poate fi 2008. o

XI1.142  Determinati functiile polinomiale f:R — R stiind ca exista
a €R astfel incat pentru orice x >a, f nu este injectiva pe intervalul

fa.x]

Elev Ovidiu Staniloiu, Prof. Nicolae Staniloiu, Bocsa
33

Solutie: Fie x, > a . Pe intervalul [a,x,] vor exista doua numere
a,,a, €R ai. f(a,)= f(a,). Conform teoremei lui Rolle existd 7
intre ¢, si «, astfel incat: f’(rl)z 0.Fie x, >a si x; <r,. Vor exista

doud numere reale S, si B, ai f(f)=/f(p,) iarintre B, si 3, va

exista un 7, astfel incat f'(r,)=0. Evident a <r, <r;. Continuand

rationamentul deducem cd f' are o infinitate de raddacini si deci este

polinomul nul. Rezulta ca f este polinomul constant. []

XI.143 Fie a e [0,%) si sirul (xn (a))n21 definit prin

) sina sin” a x
x, (a)=sina+ +oot ,neN",
2 n

a) Sd se demonstreze ¢ lim x, (a)=—In(1-sina).
n—>0

. 1 1
b) Sasearateca lim (1+—+...+—j:+oo.
n—>00 n

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea
a) Solutie: Daca f,:(0,1)> R, f,(x)=1+x+x"+...+x"" , unde

1-x"

neN", atunci f,(x)= , Vxe(0,1) si VneN".

Prin calcul direct se verifica dubla inegalitate:
1 1-x" 1-sin"a . . . ..
- < < , valabild pentru orice xe(0,sina) si orice
I-x 1-x 1-x

neN" . Integrand pe intervalul (0, sina) aceastd inegalitate obtinem:
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sina

sina 1 sina 1— sin" a
j [——jdxﬁ I S (x)dx < I ————dx=-In(1-sina)<x,(a)<

0 1-x 0 1-x
S(sin”a—l).ln(l—sina)
Q)]

(am folosit scrierea initiald a functiei f,, ).

in final, prin trecere la limita in (1), vom obtine, tinand seama de criteriul

clestelui, cd lim x, (a)=—In(I1-sina).
n—>0

b) Daci g:(O,%j—)R este functia definitd prin g(a)= lim x,(a),

n—>0

atunci, conform punctului a), avem

.2 . n
¢) g(a)=lim (sina+sm2 @y a]:—ln(l—sina):

n—o0 n

= lim g() = lim (~In(1-sina)) = lim 1im(sma+51‘12“+...+sm “J =

a/’% ll/% a/% n—%0 n
=400
. 1 1
Im|1+—+...+— |=+00
Nn—>0 n

X1.144 Fie a,b>0 astfel incat ecuatia X —ax® +bx—1=0 si aibd

solutiile reale x;,x,,x; . Daca [xﬂz[x%]z[xg], sd se arate ca
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Prof. Lucian Petrescu, Tulcea
Solutie: Cele trei relatii ale lui Viéte S} =x +x, +x3 =a,
Sy =x1X) + Xx3 + x3x =b, S3 = Xx;x,x3 =1 impreund cu ipoteza a,b >0
ne garanteaza faptul cd xj,x,, x3 >0 (rezultat cunoscut).
k< x13 <k+1
Din [xﬂ = [xg] = [xﬂ n:. keN,rezultd <k < x% <k +1, de unde, prin
k<x3<k+1

inmultirea acestor trei relatii, si tindnd seama de x;x,x; =1, obtinem
k=1.

2
. . s . P . X .
Rescriind acum inegalitétile anterioare si utilizand faptul ca X =1 s
XpX
2%3
analoagele, vom avea succesiv
2
X
1<—1-<2
XoX
23 Xyx3 < xlz <2x5%3
3 ) sumand| 2 4 2 4 x2
I£—<2= X3X1SX2<2X3X1 = =1=
X3X] 2 X1 Xp + X X3 + X3X]
x2 X1 X < X3 < 2)(:1)(:2
1<—-<2
XXz

2 2
M 1= =3
S5 b
XI.145 Pe (0,00) definim o lege de compozitie "o" comutativd, cu
proprietatea cd Vx,ye G cux<y,avem x<xoy<y.Dacd a,b,ceG
b

. a c vy et x
satisfac = = ,ardtaticd a=b=c.
oc coa aob

Prof. Steluta Monea si Mihai Monea, Deva
Solutie: Putem presupune ca a <b < c. Din ipoteza deducem atunci:
a

4< Sﬁsi,deundeéﬁgjbzSac.Analog,és Sési
¢ boc b c b c coa a
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c c c . a b
—< <= =ca<b’. Avem asadar b* =ac. Din = deducem
b aob a boc coa
ac bc b c . .b _ b b .c c c

= = = §1 atuncit — < <—s1—< <—.
boc coa boc coa ¢ boc b ¢ coa a

. b c .
Obtinem = =1, adica

oc coa

boc=bsi coa=c(1). Analog deducem coca=a si aocb=>b (2). Din (1)
si (2) avem a =c si concluzia problemei. []
XI.146 Si se determine functia derivabila f:R — (0,o0) pentru care
fO)=+e si x- f(x)=(1+x%)- f'(x),VxeR.
Prof Lucian Dragomir, Ofelu — Rosu
/
fw_1 (@)

fx) 2 x*+1

Idee: relatia din enunt se poate scrie ; se ajunge la

l(x2+1)
f(x)=e? . O
X1.147 Se considera o functie derivabila f:R — [0,00) , strict
crescdtoare, cu f(0)=0.

[

Doy T
a) Demonstrati ca existd c € [O’Ej pentru care =1gc.

c
/
b) Demonstrati ca existd d (0,%) pentru care S (d) =2-tg2d.

Prof.Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
Idei: a) consideram g(x)= f(x)cosx,x € R, derivabila si cu

g(0)= g(%) =0. Se aplica teorema lui Rolle ( de ce este nevoie de

stricta monotonie a Iui £'?) ; b) A(x)=cos2x- f(x). [
XI.148 Fie f:R — R o functie continud si injectiva, iar 4,8, C puncte
situate 1n aceasta ordine pe reprezentarea geometrica a graficului lui f'.
Demonstrati ci: AC> > AB* + BC*.

Prof. Steluta Monea si Mihai Monea, Deva
Solutie: Conditia din concluzie este echivalenta cu a arata ca unghiul
A£ABC este obtuz. Cum feste continua si injectiva, avem ca f este strict
monotond;presupunand ca este strict crescitoare, construim prin B
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paralele cu axele, care impart planul in patru cadrane, numerotate
0,,0,,0,,0,, . Atunci 4 va fi pozitionat In cadranul Q,,,iar Cin
cadranul Q,,ceea ce aratd ca unghiul este obtuz. []
X1.149 (Enunt corectat)Varfurile unui triunghi sunt puncte avand
coordonatele intregi, unul dintre ele fiind situat pe dreapta de ecuatie
y=x, altul pe dreapta de ecuatie y =2x, iar centrul de greutate este
chiar originea sistemului de axe de coordonate. Sa se arate ca aria
triunghiului este un numér intreg.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Remarca: Ne cerem scuze pentru omisiune si va invitam sa rezolvati
acum problema. []
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Probleme propuse
(se primesc solutii paAni in data de 15 februarie 2010, in

niciun caz mai tarziu !)
Nota: Se pot trimite si solutii la problemele propuse in articolele
aparute in ultimele douid numere ale revistei. Respectati cu
strictete normele de expediere, in special scrieti pe plic, jos in
stanga, clasa in care sunteti acum!!

Clasal

1.31. Scrie numerele mai mari decét 50 si mai mici decat 80 care au
diferenta dintre cifra zecilor i cea a unitatilor egald cu 1.
Inst. Nicoleta Marcu, Resita

1.32. Cate numere naturale de 2 cifre au la sfarsit cifra 3?

Inst. Nicoleta Marcu, Resita

1.33. Scrie toate numerele naturale de 2 cifre care au suma cifrelor egala
cu 6. Aseaza-le apoi in ordine descrescatoare.
Inst. Nicoleta Marcu, Resita
1.34. Intr-o clasa sunt 12 fete, iar baieti cu 3 mai multi. In recreatie,
13 elevi au iesit in curtea scolii. Cati elevi au rdmas in clasa?
Inv. Hildegard Loidl, Resita

1.35. Maria a scris in ordine crescatoare numerele de la 38 la 45.
Cat este suma dintre cel de-al treilea numar si penultimul numar din sirul
scris de Elena?

Inst.. Mariana Mitrica, Resita

1.36. Pe stadion erau 59 copii. Dupa ce au plecat 12 fete si au mai venit 7
baieti, pe stadion au ramas 16 fete.
a) Cate fete au fost la Inceput pe stadion?
b) Cati baieti sunt acum?
Inst.. Mariana Mitrica, Resita
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1.37. Am in acvariu 3 pesti. Mai pun inca 16. {i dau Deliei cadou 2. Cati
pesti mai am in acvariu?

Inst. Lidia Todor, Caransebes
1.38. Bunicul a plantat in livada 13 meri, 12 peri si restul pana la 36,
pruni. Cati pruni a plantat bunicul?

Inst. Lidia Todor, Caransebes

1.39. Sase rate stau pe lac.
Strigd intr-una: mac, mac, mac!
Daca mai vin trei plus sapte,
Afla, daca poti tu, frate,
Cate rate sunt pe lac?
De strigd mereu: mac, mac!
Inst. Neta Novac, Resita

1.40. Ma gandesc la trei numere diferite nenule. La primul numar adun 3,

la al doilea adun 4, iar la al treilea adun 5. Suma numerelor obtinute acum

este 18. Cat poate fi produsul numerelor la care m-am gandit la inceput ?
Carolina Savu, elevd, Moldova-Noud

Clasa a II-a

I1.31. Peste 8 ani, Victor va avea 13 ani. Ce varsta are acum Victor? Ce
varsta va avea tatal baiatului peste 4 ani, daca este cu 26 de ani mai mare
decat fiul sau?

Inst. Lidia Todor, Caransebes

I1.32. Mihai are 56 de timbre. Sora lui ar avea 100 de timbre, daca ar avea
tot atdtea cate are Mihai si si-ar mai cumpdra 17. Cate timbre are sora lui
Mihai?

Inst. Lidia Todor, Caransebes
I1.33. Luni, la biblioteca judeteand, au venit la sala de lecturd 26 de
cititori. Cati cititori vin In-tr-o sdptdmand, daca zilnic vine cu cate unul
mai mult decat in ziua precedentd si daca stim ca biblioteca este deschisa
de luni pana sambata?

Inst. Ozana Drdgila, Resita
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11.34. Mircea rezolva luni 7 probleme, marti cu 6 probleme mai multe, iar
miercuri cu 5 probleme mai putine decat marti, in total rezolvand cu 19
mai multe decat sora sa. Cate probleme a rezolvat sora sa ?

Inv. Ana Modoran, Regsita

I1.35. Suma a 4 numere este cat dublul lui 39. Al treilea numar este cu 14
mai mare decat al doilea, care este cu 9 mai mare decét primul. Sa se afle
numerele, daca al treilea numar este 32.

Inv. Ana Modoran, Resita

I1.36. Intr-un cos sunt 25 de mere verzi si rosii. Dupa ce Maria ia din cos
toate merele rosii si 5 mere verzi, in cos raman doar 10 mere verzi. Cate
mere rogii §i cate mere verzi au fost la inceput in cos?

Inst.Cristina Ardeleanu, Resita

I1.37. Din suma numerelor 53 si 42 scade suma rasturnatelor acestor
numere. Diferenta mareste-o cu cel mai mare dintre numerele date.
Cat 1ti mai trebuie sa ajungi la 100?

Inst.Cristina Ardeleanu, Resita

11.38. Mircea si Alin sunt colectionari de timbre vechi. Mircea are acum
69, iar Marin are 73. Ce ar trebui sa faca cei doi copii pentru a avea
numar egal de timbre? Care sunt variantele posibile?

Inst.Cristina Ardeleanu, Resita

I1.39. Suma a doud numere este 60 si este cu 12 mai mare decat diferenta
dintre 50 si unul din ele. Care sunt cele doua numere?
Inst.Costa Moatar, Resita

I1.40. Micsorati cu 23 suma vecinilor numérului 36.
Inv.Hildegard Loidl, Resita
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Clasa a IlI-a

I11.31. M gandesc la un numar. il triplez, iar din rezultat scad 40.
Triplez din nou rezultatul si iar scad 40. Am obtinut 2.
La ce numar m-am gandit?
Inst. Lidia Todor, Caransebes

II1.32. Vecina mea are in curte 90 de pasari. Gastele sunt de 2 ori mai
multe decat ratele. Ratele sunt de 3 ori mai putine decat gdinile. Cate
pasari din fiecare fel are vecina?

Inst. Lidia Todor, Caransebes

I11.33. M-am gandit la un numar. Daca il marim de zece ori, iar rezultatul
il micsoram la jumatate, obtinem cel mai mic numar scris cu trei cifre.
La ce numar m-am gandit?

Inst.Mariuta Benga, Resita

II1.34. In trei scoli sunt 725 elevi. Cati elevi sunt in fiecare scoala, daca
in primele doua scoli sunt 476 elevi, iar in ultimele doua, 483 elevi?
Inst.Mariuta Benga, Resita

II1.35. Suma a patru numere este 810. Stiind ca fiecare este cu 15 mai
mare decat precedentul, sa se afle numerele.
Inst.Costa Moatar, Resita

II1.36. Diferenta a doud numere este 240. Daca marim descézutul cu 80,
cu cat trebuie sa marim scazatorul pentru ca diferenta sa devina 180?
Inst.Costa Moatar,Resita

I11.37. La un magazin s-au vandut intr-o zi 30 kilograme cartofi. A doua
zi s-a vandut o cantitate de 2 ori mai mare decat in prima zi, iar a treia zi
cat produsul numerelor 5 si 9.
Cate kilograme de cartofi s-au vandut in cele trei zile ?

Inst. Neta Novac,Resita

II1.38. Fiecare elev are in ghiozdan cate 3 carti si céte 6 caiete.
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Cate carti si caiete au in total, jumatate din clasa a IlI-a A, in care sunt de
toti, 22 de elevi?
Inv. Ana Modoran, Resita

II1.39. in trei cutii sunt 86 de bile. In prima cutie sunt de doud ori mai
multe decat in a doua cutie, iar in a treia cutie sunt cu 6 bile mai multe
decét in a doua. Cate bile sunt in fiecare cutie?

Inv. Ana Modoran, Resita

I11.40. intr-un cos sunt 28 mere, pere si gutui. Mere sunt cu 4 mai multe
decat pere, iar gutui cat dublul perelor.
Cate fructe sunt din fiecare fel in cos?

Inst. Neta Novac,Resita

ClasaalV-a

IV.160. Daca se imparte suma a cinci numere naturale consecutive la 7,
obtinem catul 11 si restul 3. Aflati numerele.
Inv. Ana Modoran, Resita

IV.161. Cu o patrime din banii pe care 1i are, Sara cumpara o carte, iar cu
6 lei mai putin decét o cincime din rest cumpara un stilou. I-au ramas 78
de lei.Cat costa cartea? Dar stiloul?

Inv. Ana Modoran, Regsita

IV.162. a)Cate numere naturale de trei cifre exista, stiind ca cifra
zecilor este egala cu 77
b)Calculati diferenta dintre cel mai mare numar obtinut si cel mai
mic.

Inst. Mariuta Benga,Resita

IV.163. Trei veverite au adus intr-o scorbura acelagi numar de alune.Dupa
ce fiecare dintre ele a mancat cate 12 alune, in scorbura au ramas atitea
alune cate a avut fiecare la inceput.
Cate alune au fost in scorbura?

Inst. Mariana Mitrica, Resita
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IV.164. Dana si Andreea au rezolvat impreuni 72 probleme. in timp ce
Andreea rezolva 3 probleme, Dana rezolva cu doud probleme mai mult.
Cate probleme a reusit sa rezolve fiecare dintre ele?

Inst. Mariana Mitricd, Resita

IV.165. Folositi paranteze in exercitiul 3-8:4+5—3 pentru a obtine, pe
rand, rezultatele : a) 18 ; b) 12; c) 4.

* %k ok

IV.166. Noua stalpi, aszati in linie dreapta, se afld la egala distantd unul
fatd de celalalt. Se stie ca intre primul si al cincelea stalp sungt 480 m. Ce
distanta este intre primul si ultimul stalp ?

Concurs Ploiesti, 2008

IV.167. O cutie plina cu mere cantareste 23 kg, iar pe jumatate goald 12
kg. Cat cantareste cutia goala ?
Concurs Ploiesti, 2008

IV.168. O camila aleargd de 6 ori mai incet decat un jaguar. Jaguarul
aleargd de 3 ori mai repede decdt o antilopd. Calculati in cat timp
parcurge o antilopa distanta parcursa de camila intr-o ora.

Concurs Ploiesti, 2008

IV.169. Suma dintre un numar, jumatatea, dublul si sfertul sau este 1860.
Care este numarul?
Inst. Ozana Dragilda, Resita

Clasa a V-a
V.160 Printre primele 10000 numere, cite se termind in 1 si sunt de

forma 8" +5"?
Prof. Loreta Ciulu, Resita

V.161 a) Sai se arate ci existd o infinitate de numere naturale,
care impdrtite la 7, dau restul 5 i, impartite la 6, dau restul 4.
b) Ce rest dau aceste numere, daca le impartim la 42 ?
Prof. Constantin Apostol, Rm — Sarat
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V.162 Aflati cel mai mare numir natural ) pentru care

numarul x=1-2-3-4-...-132 este divizibil cu 5’
Prof. Maria lancu, Oravita

V.163 Ionel este cu 6 ani mai mare decit sora lui Ania, iar media
aritmetica a varstelor lor este de 18 ani. Stiind ca dublul varstei lui Ionel
reprezintd varsta actuald a tatdlui sdu, aflati peste cati ani tatal sdu va
implini vérsta de 60 de ani.

Prof. Maria lancu, Oravita

V.164 Aritati ca dacd numarul natural x este solutia ecuatiei

3 437 435 4372 132 = 1089, atunci el este patrat perfect.
Prof. Maria lancu, Oravita

V.165 Un numir natural se numeste acceptabil daca produsul cifrelor
sale este 15. Cate numere acceptabile de doua cifre exista? Dar de trei
cifre ?
Concurs Suceava, 2009
V.166 Alba ca Zapada si cei sapte pitici au suma varstelor egald cu 216
ani. Daca se stie ca piticii au varstele numere naturale consecutive, aratati
cd, daca Alba ca Zapada are varsta egald cu cea a unuia dintre pitici,
atunci ea are varsta celui mijlociu.
Concurs Mangalia, 2009

V.167 Alex cumpara pentru aniversarea mamei: 7 lalele, 5 narcise si 11
garoafe. O lalea, o garoafa si o narcisd costd impreuna 6 lei, iar 5 lalele
costa cat 3 garoafe si o narcisd. Daca 3 lalele valoreaza cat 2 garoafe, cat
a platit Alex pe florile cumparate ?

Concurs lagi, 2009

V.168 Bunicul si bunica au, in anul 2009, varstele 79, respectiv 75 ani.
Calculati In ce an aveau Impreuna un secol.
Concurs lagi, 2009

V.169 O carte ciudata este o carte in care toate paginile sunt numerotate
cu numere formate numai din cifre impare ( 1,3,5,7,9,etc.). Determinati ce
numar se afla pe a 50-a pagind a unei carti ciudate.

Concurs lagi, 2009
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Clasa a VI-a

VI1.160 a) Sa se arate ca un numar de patru cifre, avand cifrele identice
doua cate doud, nu poate fi prim.

b) Sa se gaseasca numerele n de trei cifre distincte cu proprietatea:
cifrele numarului » sunt factori primi ai lui z .

Prof. Loreta Ciulu, Resita

VI.161 Se dau numerele x =7 si y=21 ;
a) Sase calculeze (7;21) ;
b) Sase calculeze [7;21] ;
¢) Saseverifice ca x+y=(x;y)+[x;y] ;
d) Sa se arate ca exista o infinitate de perechi (x,y)
de numere naturale, avand proprietatea x +y = (x; y) + [x; y] .

Prof. Constantin Apostol, Rm — Sarat

VI.162 Aratati cd nu existd numere naturale a $i b nenule astfel incét
2008a +2009b = 2008 - 2009 .

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
VI1.163 Determinati numarul maxim de numere naturale diferite a
caror suma este 470.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebeg

VI.164 100 de localititi europene sunt toate legate intre ele de trasee
turistice. Stiind cd oricare trei dintre localitati nu sunt situate pe un acelasi
traseu, aflati numarul maxim de trasee existente .

Prof. Maria lancu, Oravita

VI.165 Alegem 61 de numere naturale nenule, distincte, a caror suma

este 2044. Aratati ca printre aceste numere se gaseste cel putin unul care

sd reprezinte volumul unui cub cu lungimea laturii exprimata printr-un
numar natural.

Concurs Bucuresti, 2009
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VI1.166 Pe tabla sunt scrise numerele 29 si 30. Un pas inseamna scrierea
pe tabla a unui numar nou, egal cu suma oricaror doud dintre numerele
scrise deja pe tabla. Este posibil ca, dupa mai multi pasi, pe tabla sa fie
scris numarul 2009 ?

Concurs Carag — Severin, 2009

VI.167 Fie neN". Demonstrati ca, dacd 2" —2 este divizibil cu 9,

atunci 2" — 2 este divizibil cu 63.
Prof. Andrei Eckstein, Timisoara

VI.168 Fie A, B, C, D patru puncte coliniare astfel incat
AC+ CB+ BD = AD . Daca M este mijlocul lui (4B), iar N este mijlocul
lui (CD), astfel incat punctele M si N sunt concomitent in interiorul
segmentului (BC) sau in exteriorul segmentului (BC) si [CM ]E[NB],
atunci [AC]=[BD].

Prof. Ion Cicu, Bucuresti
VI1.169 Pe o dreaptd se considerd un punct fix 4 , un punct mobil P si
mijlocul N al segmentului (4P).Cand punctul P se deplaseazad pe dreapta
si ajunge in pozitia P’, punctul N ajunge in pozitia N’ . Ce relatie exista
intre lungimile segmentelor PP’ si NN’ ?

Concurs Bucuresti, 2009

Clasa a VII-a

VIL160 Aritati ci numarul ~/5' +5°+5° +...+ 5 este irational.
Calin Gheorghigan, elev, Oravita

VIIL.161 Sa se demonstreze cd daca intr-un triunghi cu laturile a,b,c

avem a =1 §i b,c € N, atunci triunghiul este isoscel.

Miruna Ciulu, elevd Resita
VIIL.162 Si se demonstreze ca numarul
n=2007 -2008 - 2009 - 2010 +1 este patrat perfect.

Miruna Ciulu, eleva Resita

VIL163  Aflati numerele naturale x si y pentru care v4x —x° —3

este numar rational.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
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VII.164 Fie M si N punctele de intersectie a dreptelor care includ
indltimile din B si din C ale triunghiului ABC , cu o dreapta care trece
prin A. Sa se arate cd HM = HN daca si numai daca dreapta MN include
bisectoarea unghiului A, unde H este ortocentrul triunghiului.

Prof. Constantin Apostol, Rm — Sarat

VII.165 Lungimile laturilor unui patrulater convex sunt exprimate prin
numere naturale direct proportionale cu 4 numere naturale consecutive.
Daca perimetrul patrulaterului este de 230 cm, aflati lungimile laturilor
lui.
Prof. Maria lancu, Oravita
VII.166 Determinati numerele naturale x, y, z pentru care:
3x 6y  x+y+z
3x+2 3y+4 2x+3y+3
Prof. lon Rotaru, Craiova

VIIL.167 Se considera un unghi ascutit £xOy si un punct P in interiorul

sdu. Notdm cu M si N simetricele lui P fatd de Ox, respectiv Oy. Aratati

. . . MP + PN
ca: a) triunghiul OMN este isoscel; b) OP > MreAv

Concurs Comanesti, 2009

VII.168 Fie triunghiul ascutitunghic 4ABC. Pe semidreapta (AC se
considerd punctul D astfel incdt BA= BD, iar pe (AB se considerd E
astfel incat CA = CE . Notam cu M mijlocul segmentului (4D) si cu N

mijlocul segmentului (4E).Daca {P} = BM N CN, artati ca: AP 1 BC.
Prof. Constantin Apostol, Rm. — Sarat

VIIL.169 Determinati doud multimi disjuncte 4 si B care verificd simultan
conditiile:
a) AUB= {1,2,3,...,2009};
b) toate elementele din B se pot exprima ca suma de elemente distincte
din 4;
¢) niciun element din 4 nu se poate exprima ca suma de alte elemente
distincte din 4.

Concurs Suceava, 2009
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Clasa a VIII-a

VIIIL.160 O piramida gigantica are in total 101 varfuri.
Aflati numarul maxim de plane distincte determinate de aceste varfuri .
Prof. Maria lancu, Oravita

VIIIL.161 Determinati toate perechile (d,n)de numere naturale,
d>2, n>2, caresatisfac: d/(n* +1) si d/(n* +2n+2)
Profiuniv.dr. Vasile Pop, Cluj — Napoca

VIII.162 Determinati numerele intregi a,b,c,d pentru care
ac+bd =1 si ad +bc=2
Concurs lagi, 2008
VIII.163 Un numar natural se numeste pretentios daca se poate scrie sub
forma x° +3)° cu x si y numere intregi. Demonstrati ci:
a) 268 si 279 sunt numere pretentioase;
b) Numarul 1001 nu este pretentios;
¢) Produsul a doud numere pretentioase este un numar pretentios.
Prof. lon Patrascu, Craiova
VII1.164 Fie x,y,z numere reale nenule astfel incat xy,yz,zx sunt numere
rationale.
a) Aritati cd numirul x* + y® +z° este rational;
b) Daci, in plus, numirul x* + y° + z° este rational nenul, aritati ci
X,y,z sunt rationale.

Concurs Piatra — Neamy, 2008
VIIIL.165 Aritati cd, daca in piramida VABCD, cu baza ABCD pitrat,
muchiile laterale sunt congruente, atunci indltimea piramidei are piciorul
in centrul patratului.
Prof. Constantin Apostol, Rm. — Sarat
VIII1.166 Determinati numerele naturale nenule a si b pentru care

(l + Ej eN
a b
Concurs Focsani, 2009
VIIL.167 Stabiliti natura triunghiului in care lungimile a,b,c¢ ale laturilor
satisfac: a+b+c=3 si ¢’ —2ab+4(a+b)<7.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebeg
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VIII.168 Determinati perechile (x,y)de numere intregi pentru care
x2x+y+1)=y" +2y+3.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
X Y

+—=—2
y+1 x+1

VIIL.169 Aratati ca, daca x,y >0si xy =1, atunci

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Clasa a IX-a

IX.160 Sa se géseasca un numar natural n cu proprietatea
n=3-: l\/; J+ 1

Sa se arate ca exista numai doua astfel de numere.
Prof. Loreta Ciulu, Resita

IX.161 Determinati numerele naturale nenule # pentru care
11 1
I+—4+—-+. +—<—.
2 n 2"
k ok ok
IX.162 a) Aratati cd nu existd functii f:R-—>R pentru care
f(x2 —x+1)+f(x—x2):x2 +1, VxeR;
b) Aratati ca, pentru orice keR , exista g:R—>R astfel incat
g(x2 —x+1)+g(x—x2)=k, vxeR.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
IX.163 Determinati numarul elementelor multimii

2 J——
A:{xe@g/x:’j;zn,n:l,zow}.

n +n+l
k ok ok
IX.164 Determinati functiile f,g:R — R care satisfac proprietatile:
a) f(x+2y)=x+2f(y), Vx,yeR;
b) g(x+g(2y)) =x+2g(y), Vx,yeR.
k k%
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IX.165 Aritati cd , daca a,b,c,d €[-2,00)si a+b+c+d =16, atunci
a+b +c+d’ >40.
Prof-Dan Stefan Marinescu, lon Serdean, Hunedoara

IX.166 Determinati cel mai mic numar natural n pentru care primele

doui zecimale ale numarului vn® +4n+1 sunt egale cu 9.
Prof. Costel Anghel, Slatina

IX.167 Determinati n € Z pentru care 3+3" =3-2".
Prof.Dan Negulescu, Brdila

IX.168 Se considera un triunghi ABC in care m(£ABC)=120°.

Perpendiculara din B pe BC taie pe AC in D. Arétati ca, daca

D% =1e(01), atunci 1+ AB=2-(1-1)- BC.

Concurs Bacau, 2008
IX.169 Se considera un triunghi ABC in care AB = AC si un punct D pe
latura AC astfel incat CD =2- DA . Fie M un punct pe segmentul (BD) .
Aratati ca KMCB = XMBA daca si numai daca AM L MC.
Prof.univ.dr. Dan Branzei, lasi
Clasa a X-a
X.160 Fie o, eC ridicinile ecuatiei z* +2z+4=0.
Calculati S=a’ + " si T=(a+2) +(f+2) .
%k k ok

X.161 Se considera numerele complexe
a=1+3i, b=-2+mi, c=4+ mi.
Determinati m € R astfel incat imaginile geometrice ale numerelor

considerate sa fie varfurile unui triunghi dreptunghic.
% % %

X.162 a) Aritati ca: cos% g Q;

. 2+46
2

b) Daca zeC astfel incat z+z~ = , determinati partea reald a

numirului complex u=z'" +z7'".

* % ok
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X.163 a) Rezolvati ecuatia: log, (6 —x)=log, (x—4);
b) Determinati numerele Intregi y pentru care log, (6 - y) =log, (1 + \/; )

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
X.164 Functia f:R— 4, f(x)=a"+b, cu a>0,a#1, este bijectiva,
avand inversa g. Dacd g(7)=1,g(9)=2, calculati f(3), precizati 4 si

determinati numerele naturale n pentru care f(n)=3".

% % %
.17
X.165 Demonstrati ca: 5 <log,5+1og,;8<4
k ok ok
X.166 Rezolvati ecuatia: (\/g + Z)X + (9 - 4\/§)x =9,
* %k ok

X.167 Demonstrati ca: log, 8> % .
Prof. Alfred Eckstein,Viorel Tudoran, Arad

- 13 >4, Vxe(o,zj.
sin” x 2
Prof- Alfred Eckstein,Viorel Tudoran, Arad
X.169 O functie f:N — N se numeste complicatd daca
fx+2y)+2fBx+y)=3f(x+y), Vx,yeN.
a) Studiati dacd exista functii injective complicate;
b) Studiati dacd exista functii surjective complicate.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

X.168 Demonstrati ca: 3sinx+

Clasa a XI-a

XI.160 Se noteazi cu G multimea matricelor din M (R) ale cdror

elemente sunt exact elementele multimii {1,3,5,7} si H ={det4/A4eG}.
a) Aratatica: 0¢ H;
b) Determinati cel mai mare element al multimii 4;
c) Aratati ci existd be R si Be G astfel incat B> =b-B+8b-1,.
k ok ok
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9)1

XI.161 Studiati convergenta sirului definit prin x, = ————-,n>1.
>+)
n
% 3k sk
XI.162 Studiati convergenta sirului definit prin
x =1 3x,,=x,—-4, Vn>1.
% %k %

XL163 Daca (x,) , este un sir definit prin x=a>0 si

x,, —In(n+1)=x,—Inn, Yn>1, studiati convergenta sirurilor (x, )n21 si

(3,)..,»unde y, =2 Vn>1.
- n

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
XI.164 Dacid 4,B,C e M,(R) verificd egalitatile 34B+ A+ B=0, si
34C+ A4+ C=0,, ardtaticd B=C.
Prof. Alfred Eckstein,Viorel Tudoran, Arad
a+2 2a-1 a
XI.165 Se considerd determinantul D=[h+2 2b-1 b*| . Stabiliti

c+2 2¢-1 ¢

natura triunghiului care are lungimile laturilor a,b,c in cazul D =0.

k osk sk
1 2 m
XI.166 Determinati m € R pentru care matricele 4=|m 1 2| si
2 m 1
m -1 3
B=| 3 m -1| auacelasirang.
-1 3 m
* % %

XI.167 Determinati numerele intregi «,b,c care satisfac conditiile
urmatoare: 1)a+2b—c=4; 2) 3a+2b+c=2§,

b+an.

3) 2a—b+3c=3; 4)
C

Red. RMCS
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-2 -1
Red. RMCS
X169 O matrice AeM,(R) are proprictatea (P) daca

A.’(2A):(_42 _22)

a) Determinati matricele 4 M, (Z) care au proprietatea (P);

1 4
XI.168 Determinati matricele 4 € M, (Z) pentru care A’ =( j :

b) Aratati cd existd o infinitate de matrice 4eM,(R) care au
proprietatea (P).
Prof.Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasa a XII-a

XIIL160 Se consideri functia f:R — R, f(x)=x" +e". Aritati ci:

a) Derivata f’ a functiei considerate este strict crescitoare;

b) %—JE<—;;
3

8/, _ 4 .

C) \/; \/Z<64,

d) Exista o primitiva F a functiei f'si un numar intreg n pentru care
F(n)eZ.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

XII.161 Aratati ca functia f:7Z — 3Z este un morfism intre grupurile
G=(Z,+)si H=(3Z,+). Stabileste functia f chiar un izomorfism intre
grupurile G si H ?

* %k ok

XI1.162 Determinati ordinul elementului 7 in grupul (Z ,,y,,+)
* %k ok

XII. 163 Aratati ca orice grup (G,-) pentru care existd a,be G astfel

incat ab®> =ba si b* = e, este un grup finit.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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XII. 164 Pentru orice x,y € R se noteazd xoy=xy—x—y+2.
a) Determinati 4R pentru care "o" este o lege de compozitie pe
G=R\A4,iar (G,o) este grup;
b) Determinati multimea U(Z)={ueZ/3IveZ:uov=2}.
k ok sk

XI1.165 Calculati: / = j—dx , n>2, xe(0,0).

4n 2n
x"+1

Prof. Alfred Eckstein,Viorel Tudoran, Arad

3
XI1.166 Calculatl J= J.#()l)dx x>0.
X +1D)(x +

Red. RMCS

XII.167 Calculati: K = Im-exdx ,X€E (0,%).
cos” X

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

XIL.168  Se considerd multimea H = {A eM,(R)/A4-'4=1, }

1. Sa se studieze care dintre matricele
0 1 1 -1
B= [1 OJ’ C :( Lo ]apar‘gin multimii H considerate.

2. Sa se arate ca Inmultirea matricelor determina pe multimea H o
structura de grup necomutativ.
3. Sise demonstreze ca dacad 4,BeH, X e M, (]R) si

AX =B ,atunci X e H .

* % %

XII. 169 Sa se dea un exemplu de lege de compozitie pe Q care are
elementul neutru e = 0 si pentru care simetricul lui x=1€ Q exista,dar
este un numar din Q\Z.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

55

Rubrica rezolvitorilor
Punctaje obtinute pentru rezolvarea problemelor din RMCS nr.29
(in paranteza apare punctajul acumulat pentru concursul revistei,
editia a V-a)
Repetim: Respectati regulile de expediere a plicurilor cu solutiis ire
special. indicali pe plic clasa in care sunteti!!!
Clasaal-a
Liceul Hercules Biile Herculane ( inst. Alexa QGaitd, inst. Diana
Grozavescu) Viericiu Daniel 100(100), Dudtana Denis 20(20), Ghinea —
Vintilescu Irina 100(100), Megan Alexandra — Ioana 100(100),
Grozavescu Cristian 20(20), Hilgers Abel Aurelian 100(100), Pauna
Robert 100(100), Hogea Patricia 100(100), Stefan Brinzan Georgiana
100(100), Canicean Cristina 100(100), Iliescu Camelia 20(20), Radoi
Andrada 100(100), Coman Alina 100(100), Papava Laurentiu 20(20),
Prodilean Andrei 20(20), Caltun Adrian 20(20), Bolbotina Tulia 100(100),
Bolbotina Flavia 100(100).
Liceul Pedagogic CD Loga Caransebes (inst. Maria Patricia Trion )
Tufisi Alexandru 30(30).
Clasa a II-a
Liceul Hercules Biile Herculane(inv.Adriana Laitin, inst. Mirela
Bolbotina) Timbota Alexandru Valentin100(189), Petcu Alexandru Egon
100(393), Panduru Liviu Dimitrios10(295), Blidariu Mihail00(194),
Grozavescu Andreea Ana-Maria(91), Birlan Florentin(93), Mihalcea
Daniel100(195), Vladica Alexandra 200(295), Staicu Ariana 208(502),
Gongu Cristian(84), Cirdei Bogdan Antonio 100(300), Cionca Flavius
Cosmin 100(289), Spétaru Livia Karina 100(200).
Scoala Bolvasnita Stirban George (50).
Liceul Pedagogic CD Loga Caransebes ( inv. Lidia Todor ) Bona Alin
90(360), Bogdan Alexandral00(370), Boncalo Sebastian
100(370),Marghescu Radu 90(360), Célinescu Christiana 82(392),
Campean Casian 82(282), Cercel Cerasela 90(90), Ghimboasa
Petronela 100(370), Iacob Rares 90(360), Rosu Dan 88(292),Vela
Cristian 90(360), Draghin Alexia Daniela 100(100), Popescu
Cosmina 100(100).
Scoala Generala 2 Resita (inv. Florica Boulescu, Tnv. Mariana
Brebenariu) Ciobanu Elena 290(610),Racoceanu Rares 100(300),
Maletici Noemi 100(200), Solomon Denisa 100(296), Pascu Eugen
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Cristian 100(100), Burileanu Ana — Iulia 100(100), Ciocirlan Rares
100(100), Cicortas Raul 200(200), .

Scoala Generala 9 Resita (inst. Costa Moatér) Borduz Flavius 100(189),
Voinea Nicoleta 100(189), Bodnar Emanuela Deborah 100(192), Rusu
Melisa 100(195), Avram Denisa 100(100), Negrea Alexandra 100(100).
Liceul Teoretic Traian Lalescu Resita (inst. Daniela Osman) Lohon
Ariana 100(100).

Grup scolar Moldova Noua (inv. Anastasia Stroia) Raulea Alina 60(90),
Cristea Bianca (97), Irimia Loredana 90(266), Harca George Adrian
60(196), Tacob Andreea (56),Voicu Andreea 50(50), Bolohan Andreea
(100), Crenicean Georgiana 80(80), Cojocariu Sandra 70(70), Bojici
Ivana 100(100).

Scoala Generala 1 Otelu — Rosu ( inv. Nicoleta Toader, inv. Nicoleta
Doleanu) Jantu Lucian 100(170), Jebelean Cristiana (74), Boghian
Tiberiu 100(150), Borca Delia Ariana 50(121), Preda Sebastian 100(174),
Meild Denis 100(180), Dobre Alexandra (42), Modilca Alin (60), Vetan
Denis 90(250), Baderca Flavius 100(180), Pop Adrian 100(150).

Liceul Teoretic Gen.Dragalina Oravita (inv.Ildiko Stoenescu, prof.
Aurica Lazarov) Lazarov Andrei 120(460),Petcu Cristina 30(30), Milos
Madalina 70(70), Boca Christiana 70(70), .

Clasa a III-a
Liceul Hercules Biile Herculane (inst.Floarea Kuszay, inv.Camelia
Staicu, inv. Doina Zah) Martuica Ana 100(198), Laitin Patricia 100(200),
Bolbotina Gabriel 200(695), Susana Denisa 100(200), Militaru Antonio
100(200), Jircovici Ana-Maria 100(200), Agafitei Cristian Theodor
200(516), Troacd Andrei 200(563), Agafitei Nichita 200(516), Nicoara
Rebeca 200(563), Bocica Cristinel (93), Negoitescu Nicoleta 200(579),
Ciobanu Antonia 200(574), Sorescu Valentin 200(582), Dorobantu Maria
200(585), Stoican Anastasia 200(577), Dancau Maria Ileana 200(585),
Ros Maria 210(587)
Scoala Berzasca (inv. Pirvu Tatiana) Puia Roxana Emilia (190)
Scoala Bolvasnita Jura Miriam [asmina (20)
Scoala Bozovici(inv. Violeta Voin Stanec) Pascariu Anda — Cristina
100(100) .
Scoala Romul Ladea Oravita (inv. Viorica Totorean, inv. Merima
Velcota, inv.Georgeta Curea) Burcusel Alex (35), Burulea Alexandru
190(252), Preda Damir 200(290), Gherman Oana200(280), Dumitrascu
Bogdan Andrei 85(160), Scarlat Sara-Giulia 100(375), Buzdug lonut
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100(276), Nita Cezar (90), Velimirovici lasmina 100(100), Stoica Cezar
90(90), Dudila Eduard 100(100).

Liceul Teoretic Gen.Dragalina Oravita (inv. Mirela — Ana Nicolaevici)
Marila Paul (161), Lazar Denis 60(60).

Scoala Generala 2 Resita (inv. Aurica Nitoiu) Potocean Aura Teodora
230(524).

Scoala Generala 8 Resita (inv. Rodica Moldovan, inv. Corina Nedelcu)
Goian Tudor George 146(324), Bruno Kapros 100(280), Nica Elena
Lorena 70(133), Chiselitd Mara 100(283), Badea Elia Cristina 100(160),
Surugiu Dragos Andrei 100(168), Ciupici Vlad Mihai Jiva (30), Patru
Ralph Antonio (74), Grema Denis (73), Marin Madalin 148(310), Pascal
Roxana 200(379), Teperdel Darius 187(322), Duca David 100(200).
Streng Flavius 105(270), Cenda Sabina 250(324), Coltescu Catalin Emil
100(100), Popovici Naomi 90+100(190), Soreanu Patrick 100(100).
Scoala Generali 9 Resita (inv. Margareta Filip) Jumanca Patricia (232)
Liceul Pedagogic CD Loga Caransebes (inv. Ion Ritta) Miculescu
Andreea (100)

Scoala Generalia 1 Otelu — Rosu (mama) Butéd Jana Adina 260(659)
Scoala Generala 12 Decebal Craiova, Dolj (inst. Letitia Lungu)
Prejbeanu Andreea Cristina 180(420).

ClasaalV-a
Liceul Hercules Biile Herculane (inv.Maria Daria Puschitd) Mircea
Emilian Golopenta 100(200), Brancu Violeta Petruta 100(200), Tudor
Oana 100(300), Bujanca Georgiana 100(200), Barbu Cornel (100).
Scoala Berzasca (inv. Elena Armanca) Béanica Mihai Sebastian (86)
Liceul Traian Doda Caransebes (inv. Margareta Stefinuti)
Stanciu Ana — Zaira 100(197)
Liceul Pedagogic CD Loga Caransebes (inst. Mirela Tétar) Boba
Bianca (90)
Scoala Ciclova Roména (inv. Ruja Caragea) Mitreanu Andrei — Mihai
100(200)
Scoala Generala 2 Resita (inv. Ana Modoran, inst. Ozana Dragila)
Velcsov Flavia 160(570), Cioponea Alexandru Mihai 140(220), Mihai
Flavian Andrei 110(506), Gligor Madalina Georgiana 190(580),
Presnescu Bogdan 180(280), Murariu Dumitru Ciprian 100(496), Bélean
Octavian 70(444), Nicola Elena Beatrice 210(610), Dieaconu Daniel
150(150).
Scoala Generala 9 Resita (inv. Mariana Mitricd, inv. Angela Adina
Belu, inst.Margareta Filip) Imbrescu Raluca 200(639), Gherasim Daniel
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200(385), Vladu Andrei 220(692), Soava Daniel Viorel210(790) , Zaharia
Flavia Cristiana 210(814), Remo Denis 232(575), Tiganila Ionut Lucian
(411),Jumanca Patricia 170(170).

Liceul Teoretic Traian Lalescu Resita ( inst. Lavinia Dolot, inst.
Simona Vancu) Freisz Patrick 200(200), lacob — Mare lonut Radu
130(130), Verdet Vlad 120(120), Cirstea Denisa 150(150), Puscas
Roberta 140(140), Lucaci Cristiana 200(200), Cenan — Glavan Daria
160(160), Catina Paula 140(140), Berivoescu David 70(70), Potocianu
Rebecca 170(170), Puscas Antonia Miruna 110(110), Regulschi Antonia
110(110).

Scoala Romul Ladea Oravita (inv. Camelia Suru, inv. Rozalia Arnautu,
prof. Maria Iancu) Bors Maria 170(473), Schiopu Alexandra (73), Palade
Teodora 130(408), Budimir Madalina 140(433), Caracoancea Timotei
80(145), Bradeanu Luciana Florentina 80(386), Drugérin losmin Ciprian
80(173), Voin Lavinia (229), Rasca Alexandru 152(152)

Scoala Rusca Teregova Blaj Petru 110(210)

Liceul General Dragalina Oravita (inv. Livia Cretu) Clepan Daria
Stefania 150(180),Negru Sebastian 130(250),Boraci Alexandru 140(140).

Clasa a V-a

Liceul Hercules Biile Herculane (Inst.Alexa Gaita, Inv. Doina Zah,
Inv.Diana Grozivescu, prof. Maria Haracicu, prof. Marius Golopenta)
Barbu Andrei 80(203), Sulma Patricia 140(340), Barbu Cristian 90(238),
Burcin Andreea 136(336), Nicoard Denisa (90), Vitavu-Pepa Cilina (90),
Ciobanu Romina 90(188), Visescu Marius 90(90), Novacescu Cristian
80(80).

Scoala Berzasca (inv. Ramona Soroceanu) Radovan lasmina (143),
Secobeanu Flavius (60), Bitea Nadin (76), Mogosan Rebeca Sara (143),
Criste Gabriel (96).

Scoala Bozovici(Prof.Pavel Rincu) Hotac Roberto 90(90), Voda Ana —
Maria 90(90), Bain Oriana 100(100), Melcescu Florina 100(100).

Scoala Generalia nr. 6 Arad ( inv. Irina Ciule, prof. Florian Bolojan)
Popa Iasmina 40(340)

Scoala Bolvasnita (Inst. Mihaela Goanta) Stirban Simona (20),

Jura Damarius Catalin (20)

Scoala Generala 8 Caransebes ( prof. Nutu Jurj )

Andra Ardelean 90(90)

Liceul Traian Doda Caransebes (inv. Elena Minea, inv. [leana Petrescu,
prof. Adrian Dragomir) Szabo Ciprian 100(300), Marco Mihai (70).
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Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (prof. Lavinia Moatar) Jura
Victor 100(100), Ciobanu Iulia — Andreea 140(140), Iovanica Sebastian
70(70).
Grup Scolar Moldova Noua(Prof. Aurelia Voilovici) Bojici Vladislav
110(110), Bonat Bogoslav Gabriel 100(100).
Scoala Romul Ladea Oravita(inv. Camelia Suru, prof. Camelia Pirvu)
Balmez Bogdan 250(350), Simu Victor (50), Ciobanu Raluca 180(180),
Gogea Mirabela 160(160),Cocar Lorena 190(190), Marocico Andreea
130(130) .
Scoala Generala 2 Resita (inv. Elisaveta Vladut, prof. Mariana Draghici,
prof. Mirela Radoi) Popa Radu 30(60), Mihancea Miruna 50(140),
Lolescu Bogdan (80), Schinteie Eugen (40), Ciucd Mihai (40), Pinte Ana
Maria 120(190), Radoi Oana (285), Dacica Anca Cristina 120(120).
Scoala Generala 8 Resita (Prof. Mirela Camelia Radoi) Labos Roxana
150(150), Budimir Claudia 150(150), Tal Andreea 150(150), Radoi Oana
100(100).
Scoala Generala 9 Resita ( inv. Zora Zecheru, prof. Vasile Chis) Balean
Vlad 140(300), Sutila Alexandra 150(150), Célina Antonia 100(100).
Liceul Gen.Dragalina Oravita (inv. Paulina Lé&pusnianu) Smida
Madalina Georgiana (70), Bragsoveanu Alex lonut 70(170).
Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil) Sinka Andrei Fabian
180(180), Moica Dan 125(125), Savescu Ovidiu 125(125), Todor
Jonathan 110(110), Micsa Tudor 150(150), Babeu Denis 150(150),
Bostind Dorian 125(125), Galuska Vlad 160(160), Suciu Teodora
160(160), Bordeianu Mihail 50(50), Firanda Denysa 150(150), Teleaga
Larisa 160(160), Cioarca Adnana 180(180), Damian Patricia Cristina
130(130), Jantu Petre Marin 190(190), Graszl Bianca 160(160), Hrenyak
Alexia 170(170), Pitica Roxana 190(190).
Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Adriana Dragomir) Epuras Georgian
170(170), Mihut Casiana 190(190), Olah losif Valentin 80(80).
Scoala Rusca Teregova ( Prof. Sorin Ciucd) Raduia Elisaveta 125(125),
Codogpan Alina — Célina 147(147) .

Clasa a VI-a
Scoala Generala nr.1 Anina ( prof. Marin Constantin Clesiu )
Goia Ana Maria (40), Lupu Ana (40), Borcean Delia (80), Sirghie
Maédalina (70)
Scoala Biania ( prof. Iancu Clesnescu ) Andrei Nicu Daniel (90)
Stroca Andrei (90), Becia Robert (300) ( 7?7) .
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Liceul Hercules Biile Herculane (Prof. Constantin Bolbotind) Popa
Andrei ( redactare cu creionul ??) 220(416),Cirdei Alex-Cosmin
238(569), Urzica Ionut Sorin 146(532),Cernescu Maria (326), Moaga
Ducu Alecsandru 170(620), Stanciu Ana-Maria 186(687), Stanciu Ani
185(686), Grigorie Denisa Bianca 176(543), Urdes Florin 154(635), Radu
Denisa 155(656), Radoi Flavius (196), Becia Robert 162(462), Vlascu
Catalin Tonut 80(80).

Scoala Bozovici(Prof.Pavel Rincu, prof. losif Gaind) Negru Anca —
Patricia 80(80), Marin Mihaela 100(100), Rominu Denisa 50(50).

Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir, Prof. Janet
Miuta Bocicariu) Iliescu Alexandru 80(465), Jurescu loan Cristian
70(140), Nistor Razvan (110), Dodoiu Oana (80), Stoicanescu Petru
120(300), Neagoe Loredana 130(439), Varga Florina (70), Seracin
Ciprian 70(180), Otet Catalin (30).

Liceul Pedagogic Caransebes (Prof. Dorina Humita,Prof. Marita
Mirulescu) Semenescu Raluca 70(250), Pelin Anitta 50(140), Nicoara
Ioana 100(170), Zamfir Andreea 20(190), Ambrus Patricia (90), Belciu
Aida 110(110), Belciu Anemona 100(100).

Grup Scolar Moldova Noua(prof.Vasilica Gidea) Chiriac Bianca (120),
Petraru Ioana (214), Airini Michel 140(365), Céata Alexandra (80), Dérac
Alexandra (60), Calusariu Ana Maria (50).

Scoala Generala 2 Resita (prof.Marius Sandru, prof. Diana Stanica)
Neatu Monica 80(270), Ursul Larisa lasmina (30), Ciobanu Anca
140(320), Vasilovici Camil (20), Aldescu Dragana 20(20), Antal
Alexandra 40(40), Gaita Timeea 20(20), Schiopu Patrick 20(20).

Scoala Generala 6 Resita (Prof. Susana Simulescu) Alexa Luana Maria
(170), Hertanu Denisa (130), Vida Octavian (100).

Scoala Generald 8 Resita ( Prof. Mirela Radoi ) Trica Alissia (107),
Sanda Mihaela (70), Puscasu Simona 80(248), Stirbu Monica (40), Rus
Daniel 60(317).

Scoala Generald 9 Resita(prof. Irina Avramescu, prof.Vasile Chis)
Stefan Andrei Daniel 85(175), Busoi Natalia (120), Boldea Cristina
150(230), Gaita Nadine 170(555), Costea Denis-Loren (200), Ananuta
Adela Marina 50(170), Ciortan Ionut Petru (195), Pupdzan Andreea
70(260), Muscu Dragos 100(280), Bochizu Constantin (180), Munteanu
Ionut Valentin 160(555).

Liceul Teoretic Traian Lalescu Resita (Prof. Otilia Bejan ) Dolot Diana
Nicole 80(410).
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Scoala Romul Ladea Oravita (Prof.Camelia Pirvu) Balmez Andrada-
Toana 200(672), Murgu Teodora 130(525), Chirciu Cétélina 120(240).
Lic. Gen.Dragalina Oravita(Prof.Aurica Lazarov) Tibulca Andrei
50(110)
Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil) Toader Razvan
152(282), Pandici Cristian Andrei 30(80), Tolea Loredana Oana
100(220), Simescu Larisa Geanina 90(180), Buzzi Cristian Alexandru
90(338), Oprut Raul (80), Szatmari Larisa Maria 130(515), Bauer Richard
(160), Erdei Dorian Emeric 100(205), Oancea Maria Roxana
80(140),Szalma Eric 90(177), Trifu Teodora 40(40), Dinu Alexandru
75(75), Honciuc Laura 60(60).
Scoala Generald nr.3 Otelu-Rosu (Prof. Felicia Boldea, prof.Daniela
Suciu) Barbu Lidia 116(403), Micsescu Cristian 70(230), Carp Andreea
125(432), Piess Helmuth 85(240), Dragan Alexandra Diana (138), Gherca
Sabrina Marinela 70(186).
Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Adriana Dragomir) Lohan Larisa (210),
Cretoiu lonut (210).
Scoala Rusca Teregova ( Prof. Sorin Ciucd) Humita Ionela 160(225),
Banda Ioan Alexandru Ilia 195(495), Stepanescu Alina Iconia 246(464),
Stepanescu Maria 170(454).
Scoala Virciorova (prof. loan Liuba) Banescu Ramona 30(60), Anghel
Alina 30(30), Ivanis Patricia 10(10).

Clasa a VII-a
Liceul Hercules Baile Herculane (Prof. Constantin Bolbotina, prof.
Marius Golopenta) Sandru Ilie Daniel 145(585), Gherghina Liviu
142(436), Torok Bogdan 167(600), Mihart Georgiana 214(684), Ferescu
Liana (448), Croitoru Sabina (140), Domilescu Manuel 152(607),
Terfidloaga Ana — Maria (479) .
Scoala Berzasca (Prof. Dana Emilia Schiha) Vulpescu Iulia (360),
Velicicu Andreea (150), Vilcu Cosmin (50), Buga loana Mihaela (60).
Scoala Bozovici(Prof.Pavel Rincu) Ruva Mihaela 100(170), lancu Maria
Timeea 80(80), Mitocaru Patricia 100(100), Pervu Georgiana 80(80).
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir) Domaneantu
Octavian 60(270).
Scoala Ciclova Roména (prof. Geta Miscoi) Munteanu Andreea
(84),David Gertrude — Melissa 120(120).
Scoala Generald Dalboset (Prof.Pavel Rincu) Motorga Eliza Mirela (50)
Gr. Sc. Moldova Noua(Prof. Zoran Ocanovici)Mereu Madalina (60)
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Scoala Generala nr. 6 Resita (Prof. Susana Simulescu) Ciulu Miruna
Dalila 140(560)
Scoala Generala 8 Resita (Prof. Mirela Radoi) Chiru Cristian 30(188),
Guia Daniel Petru 60(156).
Scoala Generald nr. 9 Resita (Prof. Ion Belci,Prof.Irina Avramescu)
Peptan Andrei Valentin 120(350), Pangica Antonio (160), Munteanu
Ionut Valentin 160(555) — 1n ce clasa totusi???, Valcu Sebastian 10(140),
Bercean Bogdan 70(190),Momin Alexandra 52(132),Popa loan Raul (96)
Scoala Romul Ladea Oravita (Prof. Mariana lancu, Prof. Camelia
Pirvu) Gheorghisan Cilin 380(663), Danila Madalina 196(757), Pirvu
Ancuta Iulia 170(400), Alexa Anca 183(742), Drinceanu Ioana
130(250),Traila Alexandra Iulia 182(292).
Scoala Generala 3 Otelu-Rosu (Prof. Daniela Suciu, Prof. Felicia
Boldea) Baila Cristina (70),Romanu Nicoleta (80), Barbu Daniel
125(270), Preda Cristina (67), Vladu Alina (100), Haba Beatrice 60(127).
Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil, prof. Anigoara Popa)
Stefanescu Andrei 200(655), Rat Laura 30(70), Trica Alexandru 50(150),
Manu Cristina (80), Necsa Adina 60(160), Neagu Alexandra 30(80),
Bidilici Razvan 60(60), Gutan Iuliana 30(30), Ciurica Bianca 30(30),
Vaduva Alex 47(47), lamandei Diana 30(30).
Grup Scolar Otelu-Rosu ( Prof. Iulia Cecon) Olaru Ionut 70(170),
Calau Maria 70(170).
Liceul Pedagogic Caransebes (Prof. Dorina Humita, Prof. Antoanela
Buzescu) Bivolaru Iulia Milina 110(300), Bazdavan Razvan Alexandru
(30), Bazavan Oana Catalina (40), Dinulica Petru Augustin
220(680),Dinulicd Septimiu 220(680), Rica Anda Elena 100(290),
Bogdan Roxana 105(295), Endsoni Lavinia 70(140), Nica Hermina (60),
Iordache Andreea (30), Popovici Daniel (30), Lala Timotei (60), Jurca
Rebeca (50).
Scoala Rusca Teregova (Prof. Sorin Ciucd) Stepanescu Georgeta
210(295), Blaj Ioan 60(155), Moaca Nicolae 20(82), Gherga Marinela
196(392), Codospan Oana 86(161), Banda Giorgiana Violeta 132(162),
Bosneag Maria — Ionela (85), Driter loan (65), Hurduzeu Ana 76(76).
Clasa a VIII-a
Scoala Anina(Prof. Marin Clesiu ) Paiu Andrada (60), Bardag Georgiana
Flavia (40)
Scoala Bozovici(Prof. Iosif Gaind, Prof. Pavel Rincu) Vrancea Andreea
60(140), Borchescu Eugen 60(60), Careba Denisa 70(70), Munteanu
Madalina 60(60), Hotac Adina 80(80), Stefan Ana 70(70) .
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Grup Scolar Moldova Noua(Prof. Vasilica Gidea ) Oprea Adelina (70)
Scoala Generald 2 Resita (Prof. Mariana Draghici) Teudan Adina
90(310), Draghici Livia Liliana 137(407), Aghescu Monica Elena (160).
Scoala Generala nr. 9 Resita (Prof. Irina Avramescu, Prof.Vasile Chis,
Prof. Ton Belci) Peptan Alexandru 130(320), Lazar Silviu loan 90(330),
Popa Ioan Raul 96(96).

Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil, Prof. Anisoara Popa)
Pop Cristian Ionut 70(277),Radu lonela 40(245), Tustean Patricia (160)
Boran Cristian (40), Alexa Alexandra (70).

Scoala Generala 3 Otelu-Rosu(prof.Felicia Boldea) Baila Diana 40(110).
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu(Prof. Tulia Cecon) Vargatu Alina
(40), Popescu Ana Maria (40).

Scoala Rusca Teregova(Prof. Sorin Ciuca) Humita Ileana 152(256),
Ursulescu lonela 137(243), Banda Elisabeta (72), Humita Cosmin Vasile
23(23), Stepanescu Georgeta (116)

Clasa a IX-a
Scoala Berzasca (Prof. Dana Emilia Schiha) Patrascu Alin (60),
Dragomir Ionut (60)
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Adrian Dragomir, Prof. lacob
Didraga) Stoicanescu Gelu 76(266), Popa Andreea (35) , Dumitragcu
Andreea 75(135), Maran Marius (80), Antonescu Nicoleta 46(46),
Raécajdianu Sorana 47(47), Agape Oana 45(45), Milu Nicoleta 40(70),
Negrei Bianca 56(156).
Grup Scolar Moldova Nouid (Prof. Lacrdmioara Ziman) Vidinaru
Andreea 62(62), Marculescu Mihaela 57(57), Girjan Laura 47(47).
Scoala Rusca Teregova (Prof. Sorin Ciucd) Codospan Florinela (75),
Blaj Marinela (52), Humita Maria (85), Milu Ionela (30)
Liceul Gen.Dragalina Oravita (Prof.Aurica Lazarov) Bénuc Vasilica
Angel 18(18)
Grup Scolar Otelu — Rosu (prof. Lucian Dragomir)Krokos Lorena
48(228),Kuhn Anne Marie 36(136).

Clasa a X-a
Liceul Traian Doda Caransebes(Prof. Delia Dragomir, prof. Lavinia
Moatédr) Mocanu loana 70(222), Matei Sergiu (93), Szabo Cristian 50(96),
Pagan Petru 55(158), Tustean Claudiu (17), Buliga Adrian Denis (17).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Dorina Humita, Prof.
Antoanela Buzescu, prof.Marita Mirulescu) Magu Georgiana (42),
Semenescu Anca 103(297), Timofte Tina (30), Untaru Madalina (30),
Berdich Adriana (20).
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Tehnologic Nicolae Stoica de Hateg Mehadia (prof. Mihaela
Costescu Nicoleta 103(227), Coconete Cosmina 62(62).

iceul Traian Lalescu Resita (prof. Ovidiu Badescu) Nemes Adina
20(167), Azap Bianca 20(167).
Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir) Duma Andrei Florin
40(131), Bugariu Razvan 41(110).
Liceul Gen.Dragalina Oravita (Prof.Mihai Lazarov) Goian Raluca
Madalina 28(92).

Clasa a XI-a
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir, lacob Didraga)
Baneu Petru 50(97), Zanfir Cristian 124(272), Bona Petru 84(126), Prunar
Victor 123(203), Todor Elena 98(303), Galescu Dan 100(230), Ciuca
Cristian Sorin 50(100), Stolojescu Petronela 96(166).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes(Prof. Antoanela Buzescu)
Marta Marian Sebastian 108(255).
Liceul Traian Lalescu Resita (Prof. Ovidiu Béadescu) Mester Sergiu
(154)
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu(Prof. Lucian Dragomir) Cococeanu
Oana 47(200), Atinge Carina 45(131).
Liceul Gen.Dragalina Oravita(Prof.Mihael Lazarov)Pricop Romina
82(182), Gherghel Gordana 40(40), Sas Raluca Ionela 40(40).
Grup Scolar Moldova Noui (Prof. Lacrimioara Ziman)
Istudor Deian 20(77), Vireanu Adelina 30(50), Calota Bianca (28),
Radoicovici lasmina (20), Harabagiu Dragana Gabriela 60(80), Puca
Alexandra Elena 60(80), Mina Nenad Nesa(20).

Clasa a XII-a
Colegiul National Moise Nicoara Arad (Prof. Ovidiu Bodrogeanu)
Adina Vlad (60)
Liceul Tata Oancea Bocsa (Prof.Ioan Todor) Staniloiu Ovidiu 130(330)
Liceul Hercules Biile Herculane(Prof.Constantin Bolbotina) Stolojescu
Anca (115).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Antoanela Buzescu)
Muresan Ana-Maria 70(170), Muresan Alexandru Ioan 70(170).
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Lavinia Moatér, Prof. lacob
Didraga) Balulescu Bianca Veronica (30), Aghescu Alina Mihaela (30),
Turnea Ana-Maria (30), Firan Maria — Mirabela (30), Train Anca 64(94),
Dozsa Cecilia (30).
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir) Bugariu
Dan (76), Damian Raluca (30).
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