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PREFATA

Matematica apare in toate domeniile ingineresti si este esential ca absolventii unei facultati tehnice
s inteleaga cat mai multe conceptesi sa invete sa le aplice cu sucCes in problemele de inginerie.
Matematica, in interdependenta cu alte discipline: fizica, chimia, tehnologia, informatica, economia,
biologia, medicina, stiintele umane, ocupad astizi o pozitie importanta in lumea stiintifica si in
economia moderna. Matematica are un rol esential in dezvoltarea instrumentelor de modelare
folosite de aproape toate disciplinele, si este omniprezenta in societatea contemporana hiper-
tehnologizata (de exemplu, aritmetica este aplicata in metodele de codare §i criptare, ecuatiile cu
derivate partiale - in prognozele meteo, calculul probabilitatilor si statistica - in finante, analiza
Fourier si calculul operational - in mecanica undelor, electrotehnica). Numeroase profesii presupun
cunostinte de matematica.

Ne intrebam care este rolul matematicii in acest context. Emanuel Kant spunea ca “o stiinta contine
atata stiinta cdta matematica contine in ea”. Nimic mai adevarat si in cazul de fata! Oare se pot
acorda premii Nobel in economie, fizica, chimie fara ca teoria enuntata sa aiba o fundamentare
matematica, o modelare stiintifica sub forma algoritmica riguroasa?

Cartea de fata cuprinde intr-o forma accesibila cat mai multor studenti notiunile de matematica
inginereasca pe care autorul le preda studentilor din anul al II-lea de la Academia Navala “Mircea
ce Batran”, Constanta. Desi se adreseaza in special studentilor de la facultatile cu profil tehnic,
cartea poate fi utila si in pregatirea studentilor din invatdmantul economic sau a celor de la
facultatea de matematica.

Dorinta autorului este ca lucrarea sa fie de un real ajutor studentilor in straduintele lor de intelegere
si insugire a cunostintelor de Matematici speciale.

Cartea este structurata in 5 capitole, contindnd numeroase exemple rezolvate, care acopera
programa analitica a cursului de Matematici speciale.

August 2010 D.L.



1. FUNCTII COMPLEXE

1.1 Numere complexe

1.1.1 Introducere. Forma algebrica

Multimea numerelor complexe a aparut din necesitatea extinderii multimii numerelor reale R astfe
ca orice ecuatie de gradul al doilea sa aiba solutii in noua multime.

Fie R produsul cartezian al perechilor ordonate (X,y) de numereresle, adici
R? ={(x,y)|XGR,yeR}.
Pe multimea R* se definesc doui operatii algebrice interne, adunarea si inmultirea, astfel:
(%) + (%0 ¥2) = (6 + % Vs + Y, (1.1.1)
(%0 ¥2) (%0 ¥2) = (X% = Yo X Yo + 1) (1.12)
Asadar, prin multimea C a numerelor complexe vom intelege tripletul (R2,+,-). Multimea C

inzestrata cu cele doud operatii are o structura de corp comutativ. Elementele corpului C se numesc
numer e complexe.
Un element al corpului C sevanotaprin z, zeC, z=(x,y),cu X,yeR.

Elementele neutreae corpului C sunt

0=(0,0) si 1=(10). (1.13)
Elementul
~z=(-%,-Y) (1.1.9)
este opusul dementului z, iar
_ X -y
z'= , 115
] 19
esteinversul lui z si se noteaza l
z
Numarul complex (O,l) afost notat de Euler cu i si se numeste unitatea imaginara. Avem
i?=(0,1)-(0,1) =(-1,0)=-1. (1.1.6)

Asadar, pentru orice z=(x,y)eC, avem
z=(x,0)+(0,y)=(x0)+(0,1)-(y,0)
deunde, prinidentificarea x=(x,0) si y=(y,0), seobtine scrierea uzuald a numerelor complexe
Z=X+iy. .17

Deci, un numar complex ze C sepoate scrie in mod unic in forma (1.1.7), unde X,y € R . Expresia
(1.1.7) se numeste forma algebricd a numérului complex z=(x,y).
Definitia 1.1.1 Daca z= x+iy esteun numar complex, cu X,y € R, atunci

= X senumeste parteareald alui z si se noteaza cu Rez;

= y senumeste partea imaginarg alui z si se noteaza cu Imz;

»  z=x-iy Senumeste conjugatul lui z;



» |4=4%x*+y* senumeste modulul lui z.

Definitia 1.1.2 Fie z= x+iy . Daca x=0, atunci spunemca z este pur imaginar.
Definitia 1.1.3 (Egalitatea) Numerele complexe z = X, +iy, si z, =X, +iy, sunt egaledaci x, = X,
si y,=Y,.Deci, z =z, dacd Rez =Rez, si Imz =Imz,.
Definitia 1.1.4 (Operatiile aritmetice) Daca z, = X, +1y, si z, = X, +1y,, atunci

" 4+ =(0 i)+ (X i) = (X %)+ (YY)

" -z =) - (e +iY) = (% = %) i (Y- V)

"z =4V ) (% +iY, ) = X0 = VY, i (XY + XY, )
4 XY X%+, XY XY,

- N, 2 2 T 2 2

Z2 X2 + |y2 X2 + y2 X2 + y2
Exemplul 1.1.5Daca z, =2+4i si z, =-3+8i , atunci si se gaseasca z, + z, si 7z,.
Solutie. Avem:

, % #0sau y,#0.

2,+2,=(2+4i)+(-3+8i)=(2-3)+(4+8)i =-1+12i

si
2,2, =(2+4i)(-3+8i)=—6+16i —12i + 32i* =(—6-32) +(16-12)i =-38+4i .
Exemplul 1.1.6 Daca z, =2-3 si z,=-9i, atunci si se gaseasca modulelelui z si z,.

Solutie. |z] =2 +(-3)° =13, |2,| =/(-9)" =9.

Propozitia 1.1.7 Dacd z,z,,z, sunt numere complexe oarecare, atunci

= Rez=%(z+§), Imz=2i(z—2);

" 2+2,=2+2,24-2,=2-2;

= z+2=2X, z-2z=2iy, zE=x2+y2=|x|2;
» |4=0&2z=0;
" |a+z|<[z]+|z]. |2+ 2] 2]z]-[z];

. _ z|_la].
e, [ - 2
[z -2f= (%) (Y, W) unde 7= x +iy, si 2, =%, +iy,.
Exemplul 1.1.8 Daci z=2-3 si z, =4+ 6i, alunci i se giseasca %
SOIUﬁe. i=ié=zl—é= leg ;
Z %7 2,7, |z



z 2-3 2-34-6i 8-12i-12i+18% -10-24 10 24. 5 6.

z, 4+6i 4+6i4-6 4 4+ 62 52 52 52 26 13

Exemplul 1.1.9 Daca z=2-3i, atunci sa se gaseasca inversul sau.

Solutie. Din |Z|2 = Z-E, obtinem ca l=ﬁ Deci,
Z

N

1 1  2+3 2+3
z 2-3 4+9 13
Asadar,
L, 1 2 3.
Z =—=—+—1.
z 13 13

1.1.2 Forma trigonometrica a numerelor complexe

In calculul cu numere complexe este foarte utila scrierea acestora sub forma trigonometrica. Un
numar complex z=X+iy poate fi privit ca un

Y a vector in planul xOy, al carui punct initial este
originea, punctul final fiind punctul (x,y). Din
triunghiul dreptunghic OMP din figura alaturata
avem: x=rcosf si y=rsné . Asadar, numirul

Pix.y)
r | complex z=x+iy sepoate scrie sub forma:
év Z=rcosf +irsing,
8 V- deci
0 X I:.-[ g z=r(cos@+ising), (1.1.8)

care reprezinta forma trigonometrica a numarului
complex z. Tot din figura alaturata se observa ca

r poate fi interpretat ca fiind distanta de la origine la punctul (X, y), deci r este modulul lui z,
adica

r=|2. (L1.9)
Unghiul 6 al inclinatiei vectorului z, care este masurat intotdeauna in radiani de la axa reala

pozitiva, este pozitiv cand este masurat in sens trigonometric si negativ cand este masurat invers
trigonometric. Unghiul 6 se numeste argument al lui z si se noteaza cu € = Argz. Un argument al
unui numar complex z trebuie sa verifice ecuatiile

y

cosB:E, sing=—. (1.12.10)
r r

Deoarece cos@ si sin@ sunt functii periodice, avand perioada 27 , rezultda ca Argz nu este unic.
Cu alte cuvinte, daca 6, este un argument al lui z, atunci si unghiurile 6, £ 2z, 6, +4r, ... sunt
argumente alelui z. In practica, pentru a gasi unghiul 6 vom utiliza formula:

tgo=" (1.1.11)
X

Exemplul 1.1.10 Daca z= —/3-i, atunci s se gaseasca forma satrigonometrica.



Solutie. Decarece x=—/3 si y=-1, avem r=|z|=,/(—\/§)2+(—1)2 —J4=2. Cum 1:%,
X

avem th:%, deci 9=%+ k7 , keZ . Deoarece punctul (—\/5,—1) se afla in cadranul al I11-leq,

. 7 . . .
atunci 6 = % +7= % . Asadar, forma trigonometrica a lui z este

z= 2[cos7—”+ [ S|n7—”J
6 6

Definitia 1.1.11 Vom numi argument principal a lui z, z=#0, si il vom nota cu argz, valoarea
unghiului @ care seafla in intervalul (—7r,7r] .
Asadar, Argz reprezinta o multime de valori, i anume

Argz={argz+2kz|k e Z}, (1.1.12)
iar argz esteunic,

—-r<argz<r. (1.1.13)

Forma trigonometrica a numerelor complexe este extrem de utila la inmultirea si impartirea a doua
numere trigonometrice.

Exemplul 1.1.12 Daci z =i si z, =—/3 i, atunci si se giseasca argz si argz,.

Solutie. Deoarece z =0+1i, avem x =0 si y, =1. Deci, tgd, — o, deunde 91=%+k7r, keZ.

Din (1.1.13), rezulti ci argz, =—. Din exemplul 1.1.10, avem ci 6,=—+kz, keZ. Din
2 6

(1.1.13), rezulta ca argz, =%—7r = —%r.

Propozitia 1.1.13 Fie
z=r(cos@+isng), z =r,(cosd, +ising,) si z, =r,(cosH, +ising, ),
unde 6, si 6, sunt oriceargumentealelui z si z,, respectiv.

Atunci,
= zz,=11,(cos(6, +6,)+isin(6,+6,)), (1.1.14)
. %=:—l(cos(91—62)+isin(91—62)), z,#0, (1.1.15)
= Z"=r"(cosn@+isinnd), neZ, (1.1.16)
. Q/E:{‘/F[congrnZk”HsinHJrnZk”J, k=0,1,...n-1, (1.1.17)
*  Arg(zz,)=Argz +Argz,, Arg [%J =Argz, — Argz, . (1.1.18)

Definitia 1.1.14 Spunem ca un numar W este radacina de ordinul n a unui NUMar complex nenul
z daca W' =z, unde n este un intreg pozitiv.

Exemplul 1.1.15 Daca z =i si z, =—/3~i, aunci si se giseasca arg(zz,) si arg[ij.
z,



Solutie. Dupa cum am vazut mai sus, argz, =% siargz, = —%r . Avem

. . . i 1 3.
zlzz=|(—\/§—|)=l—\/§| sl%=—\/§—i =_Z_7l'

Din (1.1.18), avem

5 . 5 4
e Arg[%}g_[_gj:g_

Exemplul 1.1.16 Daca z= —\/§ —i, atunci sa se calculeze Z°.

Solutie. in exemplul 1.1.10 am obtinut ca z=2[cos%”+isin%”j. Aplicand (1.1.16) cu r=2,
9=% si n=3, obtinem
3
23=(\/§—i) =23[c0337—”+isin37—” =8[cos7—”+isin7—” =
6 6 2 2

= 8[cos[37r + %} +i sin[37z +%B =8(0+i(-1))=-8.

Remarca 1.1.17
» Daca luam r =1, atunci din relatia (1.1.16) se obtine formula lui de Moivre

(cos6 +ising)" =cosnd +isinng . (1.1.19)
* Folosind formula lui Euler
e’ =cosf +isng, (1.1.20)
obtinem forma exponentiala alui z:
z=ré’. (1.1.21)
= Tot cu gutorul formulei lui Euler obtinem si expresia
e’ ="V =¢*(cosy+isiny). (1.1.22)

N

Exemplul 1.1.18 Daca Z=7+%i , atunci si se calculeze Z°.

Solutie. Cum xl=§ si y1=%, avem 9=% si r =1. Dinformulalui de Moivre, avem

3
[£+%iJ =00336+isin39=cos[3%j+isin[3%j=

2
T T
=C0S—+isin—=i.
2 2
Solutie. Pentru a gisi aceste ridicini va trebui sd rezolvim ecuatia W* =i . Deoarece numirul
. . .. T T oea .
complex z=i areformatrigonometrica z= cosE +isin cosE , utilizand (1.1.17) obtinem:

z+2k7r z+2k7r
W, =cosZT+isinzT, k=0,12.



k=0, w_cos—+|sm£=£+l,
6 6 2 2

k=1, w_c055—+|sm5—”=_£ 1
6 6 2 2

k=2, w, _cos3—+|sm3—”=—i.
2 2

Solutie. In acest caz avem: r = J2, 0= Z .Din (1.1.17) cu n=4, obtinem:

£+2k7r Z+2k7r
— 42 COS4T+isin4T k=0,123.

Deci, cele patru radacini sunt:

k=0, w, f[cos—ﬂsm—J
16

16

k=1, W0=<‘/§ cosg—”+isin9—” ,
16 16

k=2, w, f[cosﬂ—g isinl7—”J,

k=3, w, f[cos—6+|sin%—”)

1.2 Elemente de topologie in corpul numerelor complexe

Definitial.2.1 Aplicatia d:CxC — R definita prin
d(z,2)=|z-2|, V7,2,€C, (1.2.1)

Se numeste metrica sau distansa pe multimea C .
Definitia 1.2.2 Se numeste disc deschis cu centrul in punctul ae C si deraza r >0, multimea:

A(ar)={zeC||z-d<r}. (1.2.2)
Prin disc inchis cu centrul in punctul ae C si de raza r > 0, vom intelege multimea:

Aar)={zeC||z-a|<r}. (12.3)
Definitia 1.2.3 Se numeste cerc cu centrul in ae C si deraza r >0, multimea:

S(a,r)={zeC||z-4/=r}. (1.2.4)

Definitia 1.2.4 O multime V , V < C, se numeste vecinatate apunctului z, € C daca exista discul
A(z,,r) astfel incat A(z,r)cV .

Definitia 1.2.5 Punctul z, este punct interior multimii E — C daca z, € E si exista o vecindtate V
apunctului z, continutd in E , adicd z,eV cE.

10



Multimea punctelor interioare multimii E se noteaza cu IOE sau IntE si se numeste interiorul lui
E . Multimea E c C se numeste deschisz daca orice punct @ Siu este punct interior.

Definitia 1.2.6 Punctul z, este un punct aderent multimii E < C daca in orice vecinatate V a
punctului z, exista cel putin un punct al multimii E, adica VN E#¢. Multimea punctelor
aderente multimii E < C senumeste inchiderea multimii E si se noteaza cu E.

Daci E=E, atunci E este multime inchisa.

Definitia 1.2.7 Punctul z, este un punct de acumulare pentru multimea E daca in orice vecinatate
V asaexistd cel putinun punct ze E cu z# z,, adica (V\{Zo})ﬂ Exg.

Multimea punctelor de acumulare ale lui E se numeste derivata multimii E si se noteaza prin E'.
Definitia 1.2.8 Punctul z, este un punct frontiera al lui Ec C daca in orice vecindtate a lui z,
exista puncte z=# z, careapartin lui E si puncte z# z, care nu apartin lui E . Multimea punctelor
frontiera ale lui E senumeste frontiera multimii E si se noteaza prin Fr E sau JE .

Definitia 1.2.9 Daca cel putin unul din numerele x=Rez, y=Imz esteinfinit, vom scrie z=o si
vom spune ca reprezinta punctul de la infinit al planului complex.

Definitia 1.2.10 O multime EcC este marginita daca exista discul A(O,r) astfd incat

Ec A(O, r) . In caz contrar, multimea este nemdrginitd.

Definitia 1.2.11 O multime marginita si inchisa se numeste multime compacta.
Definitia1.2.12 O multime E — C senumeste multime conexa daca oricare ar fi descompunerea

E=EUE,,unde ENE,=¢, E #¢, E,#¢,
cd putin una din multimile E, si E, are un punct de acumulare in cealalta.

Definitia 1.2.13 O multime deschisa si conexa se numeste domeniu.

Observatia 1.2.14 O multime deschisa este conexa daca si numai daca oricare doua puncte ale sale
pot fi unite printr-o linie poligonala continuta in acea multime.

Definitia 1.2.15 Un domeniu D se numeste Simplu conex daca pentru orice curba simpla inchisa T
continutd in D, interiorul curbei esteinclusin domeniul D .

Un domeniu care nu este simplu conex se numeste domeniu multiplu conex.

Observatia 1.2.16 Prin introducerea unor frontiere noi, numite taieturi, domeniul devine simplu
conex. Ordinul de conexiune a unui domeniu multiplu conex se obtine adiaugand o unitate la
numarul de tdieturi necesare si suficiente pentru ca domeniul sa devinad simplu conex.

1.3 Functii complexe de o variabila reala

1.3.1 Definitii. Limita. Continuitate

Definitia 1.3.1 Vom numi functie complexa de variabila reala, aplicatia
fiEcR—>C sau f(t)=x(t)+iy(t), teR (13.1)

unde x(t)=Ref (t) si y(t)=Imf(t).
Definitia 1.3.2 Spunem ca un numar complex | € C este limita functiei f (t) in punctul t, e E' si

scriem lim f (t)=| daca pentru orice ¢ >0, existd un numar 77(8)> 0 astfd incat oricare ar fi
t->ty

teE, t=t, cult—t)|<n(e), rezulta | (t)-1|<e.

11



Observatia 1.3.3 Avem lim f (t) =1 < limx(t)=Rel si limy(t)=Iml .

t->ty t->ty t->ty

Definitia 1.3.4 Spunem ca functia complexa f (t) este continug in punctul t, € E daca pentru orice
&>0, exista un numar 77(8)>0 astfd incat oricare ar fi te E cu proprietatea |t—t0|<77(8)
rezulta ca | (t)— f (t,)| <&

Observatia 1.3.5 Daci t, e ENE’, atunci f (t) estecontinud in punctul t, < limf (t)=f(t,).

t->ty
Propozitia 1.3.6 Conditia necesara si suficientd pentru ca functia complexa f (t)=x(t)+iy(t) s
fie continua in punctul t, € E estecafunctiilereale x(t) si y(t) s fie continue in t,.

1.3.2 Derivabilitate. Diferentiabilitate
Fie f:EcR—>Csit,eENE'".
Definitia 1.3.7 Spunem ca functia complexa f (t) este derivabila in punctul t, daca exista si este
finita limita:
f(t)—f(t
jim )= F(b) (132)

t—ty t— tO

df (t
Valoarea acestel limite se noteaza cu f'(t,) sau cgtO) si se numeste derivata functiei f in

punctul t, € E.

Propozitia 1.3.8 Conditia necesara si suficientd ca o functie complexa f(t) si fie derivabild
intr-un punct este ca functiile reale X(t) si y(t) sa fie derivabile 1n acel punct.

Se poate scrie:

fH)-ft) _ x()-x(t) yO)-yt) EVt),

t—t, t—t, t—t,
de unde, trecand la limita cand t —t, obtinem:
f'(ty) =X (t,)+iy'(t,) . (1.33)

Observatia 1.3.9 Mentionam ca regulile de derivare pentru functii reale se pastreaza si in cazul
functiilor complexe de variabila reala.

Fie f (t) o functie complexa derivabila pe ECR.
Definitia 1.3.10 Se numeste diferentiala lui f in punctul t, € E, urmatorul numar complex

df (t,)=f'(t,)dt, dt=t—t,. (1.3.9)
Ultimarelatie se mai poate scrie si astfd:
df (t)=dx(t)+idy(t), (1.35)

unde dx(t)=x'(t)dt si dy(t)=y'(t)dt.
Observatia 1.3.11 Regulile de diferentiere cunoscute pentru suma, produs si cat se pastreaza si
pentru functiile complexe de variabila reala.
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1.3.3 Integrala Riemann. Primitive

Definitia integralei Riemann pentru functiile complexe de variabila reald este analoaga cu cea data
pentru functiile reale.

Fiefunctia complexa f (t) , te [a,b] cR.
Definitia 1.3.12 Se numeste diviiune a intervalului [a,b] orice submultime
A={ty,t,,....t;,....t,} =[a,b] astfel incat:

t,=a<t <t,<...<t_, <t <..<t =Db. (1.3.6)
Definitia 1.3.13 Se numeste norma diviziunii A numéarul real:
|A] = max (t, —t, ;). (1.3.7)

1<k<n

Definitia 1.3.14 Se numeste suma Riemann asociata functiei complexe f , diviziunii A si punctelor
intermediare &, si se noteaza cu o, ( f ,fi) , numarul complex avand expresia:

aA(f,;)=iZ::f(a)(x “X)- (138)

Definitia 1.3.15 Spunem ci functia complexa f esteintegrabila Riemann pe [a,b] daci exista un
numar complex | astfe incat pentru orice ¢ >0, exista 77(8) >0 cu proprietatea ca oricare ar fi
diviziunea A, cu ||A|| < 77(8) si oricare ar fi punctele intermediare & = (51,...,§n), avem

oy (.8)-1|<e. (1.3.9)

b
Numiarul | se noteazi cu jf(t)dt si se numeste integrala Riemann a functiei f(t) peintervalul

[a, b] . In cazul in care integrala exista, vom scrie
b

| = j f(t)dt=limo, (f.5). (1.3.10)
Propozitia 1.3.16 Functia complexa f (t) este integrabila Riemann pe [a, b] daca si numai daca
functiile reale x(t) si y(t) sunt integrabile pe [a,b], unde x(t)=Ref (t) si y(t)=Imf(t). De
asemenea, avem ci

b b b

[f(t)dt=[x(t)dt+i[y(t)at. (1.3.12)

a

Definitia 1.3.17 Spunem ci functia complexa F(t), te[a,b]c R, se numeste primitiva functiei
complexe f (t) peintervalul [a,b], daci F(t) estederivabila pe [a,b] si

F'(t)=f(t), vte[ab]. (1.312)
Observatia 1.3.18 Daci f(t) are o primitiva F(t), atunci f(t) are o infinitate de primitive, si
anume multimea {F (t)+C,te[ab],Ce (C} .
Definitia 1.3.19 Multimea tuturor primitivelor functiei f (t) pe [a,b] se noteazi cu jf(t)dt si se
numeste integrala nedefinita afunctiei f (t). Deci,

[f(t)dt=F(t)+C, vte[ab]. (1.3.13)
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Observatia 1.3.20 In particular, daca functia f este continui pe [a, b] , atunci functia complexa
t
j f (r)dr este primitiva pentru functia f pe [a,b] si F'(t) =f (t), te [a,b] .

Teorema 1.3.21 (Formula Leibniz — Newton) Daca f(t) este o functie integrabila pe [a,b] si

F(t) esteoprimitiva alui f(t) pe[a,b], atunci
b

[f(t)at

a

Il
M
—~
—
~—

_F(b)-F(a). (13.14)

1.4 Functii complexe de o variabila complexa

1.4.1 Definitie. Limita. Continuitate

Definitia 1.4.1 Se numeste functie complexa de variabila complexa o aplicatie f :EcC — C.

Observatia 1.4.2 Functia f poate fi privita fie ca o functie de variabila z=x+iye E, fie ca

functie de variabilele x si y, cu (X, y) e E . Asadar, f sepoate scrie sub forma
f(z)=f(x+iy)=u(xy)+iv(xy), (L.4.1)

unde u(x,y)=Ref (z) si v(x,y)=Imf(z).

Observatia 1.4.3 Definitia lui f (z) este echivalentd cu definirea simultand a doud functii reale u

si v, de variabile resle x si y, deci putem considera f(z) ca fiind o functie vectoriald de o

variabili vectoriald definiti pe E < R? cuvalori in R”.

Observatia 1.4.4 Limita si continuitatea unei functii complexe f(z) intr-un punct z, sereduc la

limita si continuitatea functiei vectoriale f (X, y) in punctul (XO, yo), notiuni studiate la capitolul

“Functii vectoriale de variabila vectoriala” de la analizd matematica din anul 1.

Propozitia 1.4.5 Fie f :EcC—C si 7z, € E'. Functia f(z) arelimita in 7z, dacd si numai dacd

functiile u(X, y) si V(X, y) au limita in acest punct si, in caz afirmativ:
Iimf(z)=|imu(x,y)+iLLr?ov(x,y). (1.4.2)

757, 77
Propozitia 1.4.6 Conditia necesara si suficientd pentru ca functia f (Z) S fie continud in punctul
z, € E estecafunctiile reale u si v Si fie continue 1n acest punct.
Observatia 1.4.7 Daci z, eENE', atunci f(z) este continud in z, dacd si numai daca

limf(z)="f(z).

77
Exemplul 1.4.8 Sa se studieze existenta limitei in origine a functiei f :C" — C, data prin
Rez

f (Z) = W .
Solutie. Observam ca

f(xy) =fy2, (x,y)e RZ\{(O,O)}.
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Consideram doui siruri din R® \{(0,0)} , ((Xﬁ, yﬁ))n , ((Xﬁ,yﬁ))n prin

1
L vt)=|0,=1, neN"
(x%.¥3) [ nj
si
2 2 1 *
1 Jn = _,0 y n S N .
(X, v7) [n J
Celedoua siruri au aceeasi limita si anume (0,0) . Deoarece
f(x,yh)=0,iar f(x,y2)=1, neN’,
rezulta ca nu exista limita in origine a functiei f .
Exemplul 1.4.9 Sa se studieze continuitatea 1n origine a functiei f :C — C, data prin
Imz
f(z)=—.
Solutie. Observam ca

y 2
f(z)=———, (X,y)eR"\{(0,0);, f(0,0)=0.
(@)= () =R (00}, 1(00)

Vom arata ca
m Y _1(0,0)=0

Fie ¢ >0. Cautam ¢, > 0 astfel incat
v(x y)eR?, cu m<5g , rezulta
Pentru orice (x,y)eR?, sunt adevarate inegalitatile
ﬁ <|y|< m .

In concluzie, alegand 5, = ¢, areloc relatia de mai sus, deci functia dati este continua in origine.

y

1+ X2 +y°

<&.

1.4.2 Functii olomorfe
Definitia 1.4.10 Fie D<= C un domeniu, z,eD si f:D—C. Spunem ci functia f(z) este
derivabila in z, (sau monogend in z,) daca exista si este finita limita raportului
T@-1@) L p\(y (1.4.3)
-7,
cind z— z,.
Limita, daca existd, se noteaza cu f’(zo) si se numeste derivata complexa a lui f in z,.
Definitia 1.4.11 Functia f :D — C este olomorfa (sau analitica) in D daca f este monogena in
oricepunct z, din D.
Definitia 1.4.12 O functie olomorfa pe C senumeste functie intreaga.
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Teorema 1.4.13 (Teorema Cauchy — Riemann) Functia f :D — C, f =u+iv, este monogena in
z,e D daca si numai daca functiile u(X, y) si V(X, y) sunt diferentiabile in z, si derivatele lor
partiale verifica in punctul z, relatiile Cauchy — Riemann:

u_ov
ox o (14.4)
u_ o
oy  ox
in acest caz, avem:
, ou . OV 1( ou . OV
(20)= 200 30) 1 220090) = Do)+ o) | (149

Exemplul 1.4.14 Sa se determine punctele din C in care functiile urmatoare sunt monogene si sa
se calculeze derivatele lor in acele puncte:

a) f(z)=2";

e f(z)=22+z-E—(E)2+22—E.

Solutie.

a) Observam ca functia se mai scrie
f(z)=(x+iy)2=x2—y2+2ixy.

Deci, daca u=Ref si v=Imf , atunci

Prin calcul avem:
ou « ou ov ov

Cum derivatele partiale exista si sunt continue, iar conditiile Cauchy — Riemann sunt verificate in
orice punct, rezulta ca functia f este monogena in orice punct. Derivate ei este:

f’(z)=%(x,y)+i?(x,y)=2x+ 2iy=2z.
X X

b) Deoarece functiile u(x,y)=Ref(z)=x si v(x,y)=Im f(z)=-y nu verifici conditiile Cauchy
— Riemann in niciun punct, rezulta ca functia nu este monogena in niciun punct din C .
¢) Functia f semai scrieastfd:

f(z)=€"Y =€*(cosy+isiny).
Deci, daca u=Ref si v=Imf , atunci
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u(x,y)=e"cosy,
v(x,y)=e"siny.
Prin calcul direct se obtin expresiile:
ou ou X o . oV x
—=ge"cosy, —=-€e"siny, —=e"siny, —=¢€" Ccosy.
oX oy oX oy
Cum derivatele partiale exista si sunt continue, iar conditiile Cauchy — Riemann sunt verificate in
orice punct, rezulta ca functia f este monogena in orice punct. Derivata & este;
ou . OV oy
f'(z)=—(x,y)+i—(x,y)=e*cosy+ie*siny=¢e”.
(2)=2, (xy)+i—(xy) y y

d) Seobserva ca functia f semai poate scrie astfel:

X—iy
f(2)= 5o
deci
X
u(xy)=———,
x+yy X +y?#0
V) =z

Derivatde partiale de ordinul intai
u_ y*-x*  au -2xy oV 2xy o y?-x?

2 o 27 A 2 2 1 . o2
OX (x2+y2) oy (x2+y2) OX (x2+y2) oy (x2+y2)
sunt continue in orice punct cu exceptia lui z=0. Obsarvam ca relatiile Cauchy — Riemann sunt
verificate in orice punct z= 0. Deci, functia f esteolomorfa in C\{0}. Derivataei este:

2 2 . \2
()= Y oy) 11 Y oy) =LK 2y (i)
ox ox (x2+y2)2 (X2+y2)2 (x2+y2)2

€) Observam ca
f(Xy)=x+y* +x+i(4xy+3y), (x,y)eR?.
Notind cu u=Ref si v=Imf , gasim:
u(x,y)=x"+y +x

{v(x, y)=4xy+3y.

Calculand derivatele partiale si verificand conditiile Cauchy — Riemann, obtinem:
2X+1=4x+3,

deunderezulta x=-1 si y=0. Asadar, functia f este monogena doar in punctul (X, y) = (—l, 0) .
Derivata in acest punct este:
ou
ox

(—Lo)+ia—i(—],o)=—1.

f'(-1,0)= -
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1.5 Functii armonice. Consecinte ale relatiilor Cauchy — Riemann
Definitia 1.5.1 Functia u:D - R, D cR®*— multime deschisd, ue C*(D) se numeste armonica

o°u o4

daca Au=—2+——0 in oricepunct din D.
ox* oy’

Propozitia 1.5.2 Fiefunctia f :D—C, f =u+iv olomorfiin D, iar u,veC*(D). Atunci u si

v sunt functii armonice pe D .
Demonstratie. Functia f fiind olomorfa in D sunt verificate relatiile Cauchy — Riemann.

Derivand acesterelatii in raport cu X, obtinem

Pu_ o
oxc  oxoy
’u_ oA
o ayx
Din egalitatea derivate or mixte 6_2\/ si o (teorema lui Schwarz) rezulta Au:a—2L21+a—2L:=0.
oXoy =~ oyox ox- oy

Analog searatda Av=0.

Observatia 1.5.3 In continuare, vom arita ci dacd avem o functie armonici putem determina o
functie olomorfa care sa admita ca parte reala sau imaginara functia data.

Consecinta 1.5.4 Fie u o functie armonica definita pe un domeniu D. Atunci, exista functia
armonica v astfel incat f =u+iv s fie olomorfa in D .

Demonstr atie. Partea reala si imaginara a unei functii olomorfe trebuie sa verifice relatiile Cauchy
— Riemann (1.4.4). Folosind aceste relatii, diferentiala functiei v este

dv=Yax+ Ny = - Mg My (15.1)
OX oy oy OX
o (ou ofaou
In partea dreapti a egalititii avem o diferentiala totala exacti, deoarece —| — |= —— , adica
OX\ OX oy ay
Ya ZLZJ“LZyu 0, adicdi u armonica. Deci, v se poate
(X’ y) exprima printr-o integrala curbilinie independenta de

drum, integrala ce determina functia v 1in afara unei
constante aditive.

Avem v X, y j——dx —dy Deci,
B(X Y,)

A%, Yo)

v(x,y)=_j%(t,yo)dt+ j%(x,t)dt. (152)
X Yo

v

O

x

Consecinta 1.5.5 Fie v o functie armonica definita pe un domeniu D. Atunci, exista functia
armonica u astfel incat f =u+iv sa fie olomorfa in D .

Demonstr atie. Analog ca mai sus, avem
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du=—dx+—dy=—dx——dy. 1.5.3
» Y y P (1.5.3)

Deoarece v armonica, in partea dreapta a egalitatii avem o diferentiala totald exacta. Deci, u se
poate exprima printr-o integrala curbilinie independenta de drum, integrald ce determina functia u
in afara unei constante aditive. Avem

ov ov
u(x,y)= | —dx——dy.
(xy) A-[,, oy OX
Deci,
tov tov
V)= —(t,y,)dt — | —(x,t)dt. 154
u(xy)= [y (o)t [ (%) (L5.4)
Exemplul 1.5.6 Sa se determine functia olomorfa f =u+iv stiind ca

a) u(x,y)=e€"cosx si f(0)=1;

b) v(x,y)=€"siny si f(0)=1;

o) u(xy)=x"-y*si f(0)=0;

d) u(x,y)=x-3xy* -2y si f(0)=0;

e v(x,y)=e‘siny+y si f(0)=1.

Solutie. @) Observam ca pentru orice (X, y) eR* avem:

ou uoo
—=e‘cosy, — =e‘cosy,
oX

OX
2u
—=-€e'siny, — =-€"cosy
Cum pentru orice (X, y) e R?, avem:
2 2
a_L21+a_LZJ=0,
ox- oy

atunci u este o functie armonici pe R*. AplicAnd consecinta 1.5.4, rezultd ci existd functia v
astfd incat f =u+iv s fie olomorfa in C . Aplicand formula (1.5.2), avem:

v(x,y):je‘sinyodt+iexcostdt=(sinyo).[e‘dt+exjcostdt=
X0 Yo X0 Yo
=e“siny-e®siny, =€*siny+C,
unde C este o constanta arbitrara reala. Deci,
f(x y)=€ cosy+i(e"siny+C).
Cum f(0)=1, atunci f(0,0)=1+iC=1, deci C=0. Asadar,
f(x,y)=€"cosy+ie*siny=¢"(cosy+isiny)=e’.
b) Prin calcul direct, obtinem ca pentru orice (X, y) eR?*:
2

o Voo,
—=€'siny, — =¢€"siny,
OX X
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@—excosy a—ZV——eXsiny
oy %

Cum pentru orice (X, y) e R?, avem:

o°v 0%

PYRPY]

ox- oy
atunci v este o functie armonici pe R*. Aplicind consecinta 1.5.5, rezulti ci existd functia u
astfd incat f =u+iv sa fieolomorfa in C . Aplicand formula (1.5.4), avem:

=0,

u(x,y)= je‘ cosy,dt — fexsintdt = (cosyo).[etdt —exfsintdt =
X0 Yo X0 Yo
=e"cosy —€e* cosy, =€e*cosy +C,

unde C este o constanta arbitrara reald. Rezulta ca:
f(x,y)=€"cosy+C+ie‘siny.

Din conditia f (0) =1 gisimca C =0. Asadar, functia olomorfa f este:
f(x,y)=€"cosy+ie*siny=¢".

) Verificam daca u estefunctie armonica, adica daca Au=0. Avem:

2 2
M _ox, M_ oy TU_, TU_ 5
oX oy oX oy
2 2
deci Au:%+%=2—2=0. Folosind consecinta 1.5.4, avem:
X

X y

v(xy)= ijodt + ijdt =2y, (X= %)+ 2X( Y = Yo ) = 2Xy — 2%y, = 2xy+C,
Xo Yo

unde C este o0 constanta arbitrara reala. Rezulta:

f(xy)=x"-y*+i(2xy+C).
Din conditia f (0) =0 gasimca C =0. Asadar, functia olomorfa f este

2

f(x,y)=x2—y2+2ixy=(x+iy)2 =7°.
d) Verificam daca u estefunctie armonica, adica daca Au=0.Avem:
2 2
@=3x2—3y2, @=—6xy—2, a—L:=6x, a—L;:—Gx,
oX oy oX oy
. o’u ou . :
deci Au=— +—=6x-6x=0. Folosind consecinta 1.5.4, avem:
ox- oy
X y
v(xy)= j(6ty0 +2)dt + j(3x2 =37 dt =3y + 2x— Y~ B¢ Yy — 2%, + s =3y +2x-y*+C,
X0 Yo
unde C este 0 constanti arbitrara reald. Rezulta:

f(x,y)=x—3xy? —2y+i(3x2y+2x—y3+C).
Din conditia f (0) =0 gasim ca C =0. Asadar, functia olomorfa f este
f(x,y)=x—3xy? —2y+i(3x2y+2x— y3) :
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€) Verificaim daca v estefunctie armonica, adica daca Av=0.Avem:

N o oV, . o’v .
&=e S|ny,5=e Cosy+l,y=e ﬂny,yz—e Sny,
o%u o

deci Au=— +-—-=0.Folosind consecinta 1.5.5, avem:
ox- oy

X y
u(x, y) = j(et CcosYy, +1)dt - j e sintdt = e*cosy+ x— € cosy, — X, =€‘cosy+ x+C,
X0 Yo
unde C este 0 constanti arbitrara reald. Rezulta:

f(xy)=€ cosy+x+C+i(e'siny+y).
Din conditia f (O) =1 gasim ca C =0. Asadar, functia olomorfa f este:

f(xy)=€ cosy+x+i(e'siny+y)=€’+z.

1.6 Reguli de calcul pentru derivatele functiilor monogene
Propozitia 1.6.1 @) Daca f si g sunt monogene intr-un punct z, € D, atunci functiile f +g si
f - g sunt monogenein z, si avem relatiile:

(f+9)(z)=1(2)+9(z) (16.1)

(f-9)(2)="1"(2)9(z)+f(2)9(z)- (16.2)

b) In conditiile de mai sus, daca g(zo) # 0, functia il este monogend in z, si derivata sa este datd
g

de expresia

f ! f ' g _ f g!
g 9°(2)

Propozitia 1.6.2 Daca f este monogena intr-un punct z, € D si k este constanta, atunci functia
k- f estemonogend in z, si derivata saeste

(k-1) (z)=K"(z). (1.6.4)
Observatia 1.6.3 Orice constanta derivata este zero, adica
k'=0.
Propozitia 1.6.4 Daca f este monogena in punctul z, D, iar g este monogeni in punctul
f (Zo), atunci functia compusa F (Z) = g( f (Z)) este monogena in z, si derivata ei este

F'(2)=0(1(2))f'(z)- (1.6.5)
Observatia 1.6.5 Regula derivarii functiei putere ramane valabila:
(z” )' =nz"*, neZ. (1.6.6)
Observatia 1.6.6 Din rdatiile (1.6.5) si (1.6.6) rezulta formula:
(1"(2)) =nf"*(2)t(2), nez. (16.7)
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Exemplul 1.6.7 Sa se deriveze functiile monogene:
a) f(z)=3z"-52"+2z;
z

0 H2)=4 7

0 f(z):(izz+3z)s.

Solutie. Folosind regulile de mai sus, obtinem:

a) f'(z)=3-42-5-32 +2-1=127"-157° + 2;

b 1(2)- 22-(4z+1)—222-4= 4zz+2§ ;
(4z+1) (4z+1)

2

0 1"(2):5-(iz2 +32)4-(iz2 +3z)' =5-(iz2 +3z)4 (2i-z+3).

1.7 Integrala curbilinie in complex. Definitie. Proprietati
Fiecurba C de ecuatii parametrice reale
x=x(t), y=y(t), te[ab],

sau de ecuatie parametrica complexa

z=2(t), te[ab], cu z(t)=x(t)+iy(t).
Definitia 1.7.1 Curba C: z(t)=x(t)+iy(t), te[ab], se numeste curba inchisa daca punctul
initial z(a) coincide cu punctul terminal z(b), adici z(a)=z(b).
Definitia 1.7.2 Curba C : z(t)=x(t)+iy(t), te[a,b], se numeste curba simpla daci pentru orice
t,t,e[ab], cut #t,, avem z(t,) = z(t,), adica daca nu se autointersecteaza.
Definitia 1.7.3 Curba C: z(t)=x(t)+iy(t), te[a,b], se numeste curbd neteda daci derivata sa
Z(t), te[a,b] estecontinuasi Z(t)=0, te[ab].
Definitia 1.7.4 Curba C : Z(t) = X(t)+ iy(t) , te [a,b] , S8 numeste curbd neteda pe portiuni (sau
drum, sau contur) daca derivata sa Z'(t) este continua pe portiuni.
Definitia 1.7.5 Fie curba neteda C: Z(t) = X(t)+iy(t), te [a,b] , sl f(z) o functie complexa
continua pe C . Integrala functiei f (Z) se defineste prin egalitatea

if(z)dz:j[ f(z(t))Z (t)ct. (1.7.2)

Observatia 1.7.6 Fie f (Z) = u(X, y)+iv(x, y) o functie complexa continud pe curba neteda C:
z(t)=x(t)+iy(t), te[ab]. Daci notam u=u(x(t),y(t)) si v=v(x(t),y(t)), dx=X(t)dt si
dy=y'(t)dt, avem

b

j f (z)dz:j f(z(t))z (t)dt =§[(u+iv)(dx+idy) =

(03 a
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b b
= judx— vdy + ijudy + vdx. (1.7.2)

Propozitia 1.7.7 (Liniaritate) Daca f(z) si g(z) sunt functii continue pe curba netedd C si
A, 1 € C doua constante, atunci

j(if(z)ﬂ;g( dz= /1.[ dz+ng (1.7.3)

C
Propozitia 1.7.8 (Aditivitate in raport cu drumul) Fie curba neteda C: Z(t)=x(t)+iy(t),
te[a,b] si C, si C, restrictiile curbei C la subintervalele [a,c] si [c,b], a<c<b. Daci f(z)
este o functie continua pe C , atunci
[ f(2)dz=[f(2)dz+ [ f(2)dz. (1.7.4)
c,uc, c

Propozitia 1.7.9 (Evaluarea modulului integralei) Fie C o curba neteda cu lungimea L si f(z) o

G

functie continua pe C, cu | f (Z)| <M pe C . Atunci

lf(z)dz

Exemplul 1.7.10 Sa se calculeze integrala | = .[Edz, unde y estepatratul ABCD parcursin sensul

4
A—B—>C—D— A, varfurilefiind A(1+i), B(-1+i), C(-1-i), D(1-i).
Solutie. Observam ca functia f (Z) = 7 este continud pe multimea C si ca avem egalitatea
= jEdz+ j dz+ j dz+ jEdz.

[AB] [BC] [cD] [DA]

<[|t(2)|dz <™ -L. (1.7.5)

Ecuatiile parametrice ale acestor patru segmente sunt:

[AB]:{X(t)zl te[-L1] , dedi 2(t)=—t+i,iar 2(t) =1,
te[-11] , deci z(t)=-1-it,iar Z(t)=-i,

[CD]:{);((t))=—,l te[-11] , deci z(t)=t—i iar Z(t)=1,
)

e[-11] , deci z(t)=1+it,iar Z(t)=i.

Aplicand definitia integralei obtinem:

I—jzdz j—t—l 1)dt=2i, I—jzdz j —1+it)(-i)dt=2i,
(28] [BC] -1

I_jzdz jt+| dt_2| I_jzdz jl |t idt=2i.
[co] [0a]

Deci, | =8i.
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Exemplul 1.7.11 Sa se calculeze integralele curbilinii in complex:
al= j Z2'dz, neZ;

|2=r
b) I = jEdz;

|Z=r

X2 y2

o | =jzdz, unde T este sfertul de elipsa ¥+F=1 cuprins in primul cadran.
Solutie. a) Fie z(t)=re", t€[0,27], parametrizarea cercului |z| =r . Deci, dz=r-i€'dt. Conform

formule decalcul (1.7.1), avem:
27 27

| = jr” etrigtdt = n+1je””'tdt w”*lj(cos(n+l)t+isin(n+l)t)dt.

0
Pentru n# 1,avem.

| = j Z"'dz=0.
|Z=r
Pentru n=-1, avem:

I = j dz_ljdt_Zm
|2=r
Seobserva ca valoarea acestei integrale este independenta de raza cercului.
b) Cu aceeasi parametrizare a cercului ca in exemplul precedent avem:

| = j zdz= j re"-ire'dt =ir jdt = 2rir?
|Z=r
c) Sfertul de élipsa din primul cadran are ecuatiile parametrice:

X = acost a
-, te|0,— .
{y:bsmt { 2}

Folosind formula (1.7.2), integrala devine:
I=jzdz:j(x+iy)(dx+idy)=j(x+|y )(dx+idy) =j (xdx — ydy)+ j(ydx+xdy)=
r r

Tr r

7!'

(a +b2)smtcostdt+|j —ab coszt—sm t)dt a’+b’

o'—.mm

Observatia 1.7.12 Se poate observa ca rezultatul obtinut la punctul a) poate fi generalizat. Astfel,

n 0, nz-1
| = -a) dz=
Z-L_r(z a) ? {Zﬂi ,n=-1

1.8 Teorema lui Cauchy

Teorema 1.8.1 (Teorema lui Cauchy pentru domenii simplu conexe)
Daca f esteolomorfa in domeniul simplu conex D, atunci

¢ f(2)dz=0, (1.8.1)
(03
oricarear fi C curba neteda pe portiuni, simpla inchisa continuta in D .
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Demonstratie. In ipoteza suplimentard ci derivata lui f si fie o functie continua in D (deci,
fe Cl(D)), demonstratia este o consecintda imediata a formulei lui Green si a ecuatiilor Cauchy —
Riemann. Reamintim formula lui Green:

0Q oP
Pdx+ Qdy = [— ——j dxdy ,
gras = [ 2
unde A c R? este domeniul avand frontierd curba simpla, inchisi si netedi pe portiuni C , iar P si
Q sunt functii continue pe A astfel incat Z—Q si % existd si sunt continuepe A .
X

Acum, deoarece f(z)=u(xy)+iv(xy) are derivata continu, rezulta ca @, N @ | v
X

x' oy oy

sunt continue. Dupa cum aratat i mai sus in relatia (1.7.2), avem
cﬁ f(z)dz= cﬁu(x, y)dx—v(x,y)dy+ icﬁv(x, y)dx+u(x,y)dy.
C

C C
Deci, aplicand formula Iui Green integralelor din membrul din dreapta, obtinem

§[> 7)dz = ”[————jdxdy |”[—“——jd Xy .

Cum f este o functie olomorfé in D, functiile reale u si v verifica relatiile Cauchy — Riemann:
u u . . . . .
6_ XN 6_ = —? in orice punct din D . Asadar, cele doua integrale sunt nule si demonstratia

X

ox 8y oy
este compl eta.

Exemplul 1.8.2 Sa se calculeze | =<j)d—f, unde C estedipsa (X—Z)2 +%(y—5)2 =1.
z

C

. . 1 N . . .
Solutie. Functia rationald f(z)=- este olomorfa in orice punct cu exceptia lui z=0. Dar,

Z2
punctul z=0 nu este punct interior elipsel C . Deci, din teorema de mai sus, avem:
d
| =§Z 0.
z

C

Exemplul 1.8.3 Sa se calculeze | = j (E+ e’sin Z) dz.
|7-2
Solutie. Integrala se mai scrie
| = j zdz + j e‘sinzdz.
|72 |72

Parametrizarea cercului |Z| =2 este Z( )= 2¢'dt, te [O 27r] Aplicand formula (1.7.1), avem:

j zdz= j 2e" . 2ig"dt = 4i j dt =8ix.

|7=2
Functia e*sinz este olomorfa in interiorul cercului |Z| =2, deci

j e’sinzdz=0.
|7=2

Asadar, | =87i .
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Teorema 1.8.4 (Teorema lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe)
Fie D un domeniu multiplu conex, cu ordinul de conexiune n+1, deimitat de curbele C, C,, ...,

C,.unde C, C,, ..., C, sunt exterioare intre ele si interioare
& une curbe C (vezi figura alaturata pentru cazul n=2). Daca
I f (z) esteolomorfa in domeniul D, atunci

At i i 3& Il $(2) dz=i<j‘> f(2)dz. (18.2)

k=1
l I \“r Lk I.r'w; 4 c Ck

Exemplul 1.8.5 Sa se calculeze | = .[ idZ.

42271
Solutie. Functia f (z) =il este olomorfa pe C\{1}. Asadar, avem un domeniu dublu conex.
Z —
Deci,

| = jidz= jidz, r<1i.
2271 4271

Conform observatiei 1.7.12, | = 27i .

1.9 Formula integrala a lui Cauchy
Teorema 1.9.1 (Formula integrald a lui Cauchy) Fie f(z) o functie olomorfa intr-un domeniu

simplu conex D care contine curba simpld inchisa C . Daca z, este un punct oarecare interior lui
C, atunci
f(z0)=i_jﬂdz. (1.9.2)
2711 L 2~ 2,
Observatia 1.9.2 Formula integrald a lui Cauchy exprima faptul ca daca o functie este olomorfa in
interiorul unel curbe simple inchise si pe curba, atunci valorile functiei in interiorul curbei sunt
complet determinate de valorile el pe curba.

Teorema 1.9.3 (Formulele integrale ale lui Cauchy pentru derivate) Fie f(z) o functie olomorfa
intr-un domeniu simplu conex D care contine curba simpld inchisa C . Daca z, este un punct
oarecare interior lui C, atunci derivatele functici f(z) de toate ordinele existd si au urmdtoarea

reprezentare integrala:
e 1(2)

£ (z)=—- dz, neN, . 1.9.2

(ZO) Zﬂic(z_ZO)nJrl + ( )

e’ 1 1

Exemplul 1.9.4 Si Icul int la I, =|————dz, unde C, :|lz2=—, C,:|z-1=—,
p se calculeze integrala |, c'[z(l— 2)3 . | | 2 ) | ]] 2

C,il4=2.
Solutie. Avem:
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1-2)° . : €

Il:cjl( Z) dz = 27if (0)=27i , unde f,(z)= 1_2)3,

eZ

5 27, . e’
I2=—é[(z_zlsdz=—7”!f2(1)=—7re|,unde fl(z)=?,
l,=1,+1,=7i(2-¢)

< sinz
Exemplul 1.9.5 Sa se calculeze: | = j dz.

Z-Z[Z—ZJ(ZZ +5)

. < ko . < . . . /s
Solutie. Se observa ca singurul punct in care se anuleaza numitorul situat in cercul |Z| =2 este R

Functia f(z) =SziLZ5
7+

formulaintegrala a lui Cauchy, obtinem:
f .
f[ﬁJ 1 jﬂdz 1 [ Nz 4.

2) 2xi ) K3 " om ) )/
4=2 7 ) 42(2—2J(Z +5)

este olomorfa in interiorul cercului |Z| =2 si pe cercul |Z| =2. Aplicand

? 72 +20°
—+

Exemplul 1.9.6 Sa se calculeze: | = j mdz.

45 ( Z_”JZ
2

Solutie. Functia f(z)=2—3cosz este olomorfa in interiorul si pe cercul |Z|=3. Calculam
f’[%j.Cum f'(z)=1+3sinz, rezulta ci f’[%}=1+3=4.

Aplicand formula integrala a lui Cauchy pentru f '[%J , Obtinem:

v/

f ’[—J = .[ Lz)zdz.
4=

()
Z_i
2
z+1

Exemplul 1.9.7 Sa se calculeze: | = j ———4dz.
a2 +22

Deci, | = 27i - f'[%}=8ﬂi .

Solutie. Punctele in care functia de sub integrala nu este olomorfa sunt z=0 si z=-2i , dar numai
z=0 segaseste in interiorul |7 =1. Functia de sub integrald se mai scrie
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z+1
z+1 742

+22 2B
si identificim z,=0, n=2 si f(z)= Z*; .Calculim ”(z). Avem:
z+2i
2i-1 2-4i
f'(z)= , f'(2)= .
(2) (z+2i)2 (z+2i)3
Deci,
f"(zo)=i!_ f(z)3d2=i_.[ f(?,z)dz=i - Z+1, dz.
27t 1, (2~ z,) T, Z 7,7 (z+2)
Asadar,
. c2A-1 &,
| =7zi-f"(0)=7i-——=—(2-1).
i f7(0)=ri " 4( i—1)
Exemplul 1.9.8 Sa se calculeze integralele:
z
)l = dz;

b (Z — i)
Sau;
V4
o) I= ——0az.
1.2 +9
|z-2i[=4
Solutie. @) Punctele in care se anuleaza numitorul sunt: z =3, Z,=-3 §i z,=—1, dar numai z

si z, se afla in interiorul cercului |Z| = 2. Functia f(Z) = este olomorfa in interiorul

_22

cercului |Z| = 2 si pe cercul |Z| = 2. Aplicand formula lui Cauchy, obtinem:

o
2
f(oi)=t [ 2=Z g7,
27 1, z—(-1)
Dedi, | = 27if (~i)=27i —~ ="
10 5
b) Aplicam formula integrala a lui Cauchy pentru functia f (Z) =€” si obtinem:
! f
f"(ZO)=i (Z) dz

27Z'i a (Z— Zo)2+l
Astfd,

e’ .- .
I=j — dz=7i€" =-7i.
c(z-n
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¢) Radacinile numitorului sunt z =-3 si z, =3I, dar numai z se afla in interiorul cercului

L |z—2i| =4 (vezi figura alturatd). Aplicam formula integrala a lui

z
i i Cauchy pentru functia f (z)= 3 care este o functie olomorfa
» Il i z+3

ah ] in interiorul si pe cercul |Z - 2i| =4, obtinem:

z

dz= [ 2+3idz= 27if (3)=27i .
|z-2i[=4 z-3 6i

z

1.10 Siruri si serii de numere complexe

Definitia 1.10.1 Se numeste sir de numere complexe o functie f :N—C, f(n)=z. Vom nota
sirul definit mai sus: (z, )nEN sau (Zn)n sau (z,).

Observatia 1.10.2 Daca (Zn)n este un sir de numere complexe, atunci pentru orice he N, numarul
z, poate fi reprezentat sub forma z, =X, +iy,. Asadar, sirului de numere complexe (Zn)n i
corespund doua siruri de numere reale (Xn )n si (yn )n .
Definitia 1.10.3 Spunem ci (Zn)n este un sir marginit daca exista o constanta C e R, astfel incat
|z|]<C, VneN.

Definitia 1.10.4 Spunem ca (Zn)n este un sir convergent daca exista un zeC astfel incat
LLrPOZn =z, adica pentru orice ¢ >0, exista un rang n_ e N astfe incat |Zn - Z|<g, pentru orice
n>n_.

Propozitia 1.10.5 Sirul de numere complexe (z,) , cu z, = X, +iy, , este convergent daci si numai
daca sirurile (Xn )n si (yn )n sunt convergente. in plus, LLrPO z,= LLrPO X, +1i Llﬂ; Y, -

Definitia 1.10.6 Spunem ca (Zn)n este un sir Cauchy (fundamental) daca pentru orice ¢ >0, exista

unrang n, € N astfd incat

Z,.,— 4‘ <&, pentruorice n>n_ siorice peN .
Propozitia 1.10.7 Sirul (Zn )n este sir Cauchy daca si numai daca (Xn )n si (yn )n sunt siruri Cauchy.
Exemplul 1.10.8 Sa se studieze convergenta sirurilor de numere complexe cu termenul general:

1 . n
a =—+i——, NeN;
) 7, 2" n+1

b) 4=(-1)”+i%, neN;

Solutie. @) Observim ci X, =2—ln iy, =Ll. Deoarece sirurile (x,) si (y,) sunt convergente,
n+

rezulta ca sirul (z,) esteconvergent. Mai mult, limx, =0, limy, =1, deci limz, =i .

n—oo n—oo
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b) Observam ci x, =(-1)" si vy, ~ 1 Deoarece sirul (x,) este divergent, rezulta ca sirul (z,)
n

este divergent.
Definitia 1.10.9 Fie (Zn)n un sir de numere complexe. Seria de numere complexe

D z,=2+2Z,+...+ 7 +... esteconvergentd si are suma se C, daci sirul sumelor partiale (s,) ,

unde s, =2z +z, +...+ Z,, esteconvergent si are limita S
Observatia 1.10.10 Daca z, =x, +iy,, atunci seria de numere complexe poate fi scrisa

D=2 % DY,
n=1 n=1 n=1

Propozitia 1.10.11 Fie seria de numere complexe >z, =Y X, +iY_y,.

n=1 n=1 n=1

a) Seria z z, esteconvergenta daca si numai daca seriile de numere complexe z X, si z y, sunt
n=1 n=1 n=1

convergente.

b) Seria )z, aresuma s daci si numai daca seriile ) X, si Yy, ausumele s si s,, respectiv,

n=1 n=1 n=1

unde s=s +is, .

Propozitia 1.10.12 (Conditia necesara de convergenta) Daca seria z z, este convergenta, atunci
n=1
limz, =0.

n—oo

Definitia 1.10.13 Spunem ca seria de numere complexe z z, este absolut convergenta, daca seria
n=1

Zw:|zn| este convergenta.

Definitia 1.10.14 Spunem ca seria de numere complexe ZZn este semi—convergenta, daca seria
n=1

Zzn este convergenti, iar Z|zn| este divergenta.

n=1

Propozitia 1.10.15 Daca o serie de numere complexe este absolut convergenta, atunci seria este si
convergents.

Observatia 1.10.16 Pentru studiul convergentei absolute a seriilor de numere complexe se
utilizeaza criteriile de convergenta pentru serii cu termeni pozitivi. Pentru studiul naturii seriilor de
numere complexe pot fi utilizate criteriile de convergenta pentru seriile de numere reale.

Exemplul 1.10.17 Sa se studieze convergenta seriilor de numere complexe:

3) i[iﬂn—lzj

03w
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M 1M
— N|H
=] \e VR
-

8

1

. (1 1) .. ..
Solutie. a) Seriei de numere complexe —+1— | 1i atagam seriile de numere reale ) —
! p 2n n2 2n
n=1

n=1

=

Z—Z. Deoarece cele doua serii de numere reale sunt convergente, rezultd ca seria de numere
n=1 n

complexe »_ [2—1n +i n_lzJ este convergents.
n=1

&1
Dy

- (1 01 g . . C
b) Seriei de numere complexe Z[— +1i —ZJ 1i atasam seriile numerice reale z
n n n-1 N

n=1 n=1

S

Deoarece seria de numere reale Z
n=1

S

este divergentd, rezulta ca seria de numere complexe

Z[1+ i %J este divergents.
n=1 n n

1(1 .1Y
c) Facem notatia =—| —=+i—= |, neN". Obsarvim ci, pentru orice heN", =—
) w555 p =

n
1
Deoarece seria Z este convergents, rezulti ci seria de numere complexe z [ J

= NEARN

este absolut convergenta.

d) Facem notatia z, =i%, neN’. Deoarece seria Zw:|zn| il este divergenta, rezultd ca
n=1 n=1 n
0 — 0 _1 n
seria Zi ﬂ nu este absolut convergenta. Pe de alta parte, seriei de numere complexe Zi ( n)
n=1

00 00
ii atasam seriile de numere reale z X, si z Yy, in care
n=1 n=1

(-2)"
X, =0s1y = , NeN".
n
Deoarece cele doua serii de numere reale sunt convergente, rezulta ca seria de numere complexe

Zw:i Q este convergenta.
n

n=1
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1.11 Siruri si serii de functii in complex

1.11.1 Siruri de functii

Fie (f,)_, un sir de functii complexe definite pe multimea EcC, f :E— C. Pentru orice

n>0
ze E, sirul ( f, (Z))nZo este un sir numeric care poate fi convergent sau divergent. Fie A multimea
punctelor zeE in care (f,(2))  este convergent, multime care se numeste mulfimea de
convergenvd a sirului (f,) .
Definitia 1.11.1 Un sir de functii (f,)
(converge simplu pe A) daci Vze A si Ve >0, IN(&,z)eN astfe incat, pentru n>N(¢,z), s
f,(z)-f (z)|<g .

Functia limita este definita de lim f (z) = f (z), vze A.

n—oo

converge punctual la o functie f pe multimea A
n=0 s 5

avem

Definitia 1.11.2 Daca in definitia precedenta numarul N depinde numai de ¢, nu si de z, vom
spuneca sirul ( f,)  esteuniformconvergent pe A catre f , adica:

Un sir de functii (f,) converge uniform la o functie f pe multimea A daci Ve>0,

HN(g)eN astfel incat, pentru n> N(g),séavern fn(z)— f(z)|<g, Vze A.

1.11.2 Serii de functii

Definitia 1.11.3 Fie EcC si (f,) unsir de functii, f,:E— C. Serianotata ) f, care are

n=1

proprietatea ca pentru fiecare ze E seria Z f,(z) este o serie de numere complexe, se numeste
n=1

serie de functii complexe pe multimea E

Definitia 1.11.4 Seria z f, este convergenta punctual in punctul zeE catre f daca sirul

n=1

sumelor partiale (s,) , s, = f, +...+ f, converge punctual in ze E citre f .

Definitia 1.11.5 Seria Z f, esteuniform convergenta pe multimea E c E catre f, f:E —>C,

n=1

daca sirul sumelor partiale (s,) convergeuniformpe E, citre f .

Definitia 1.11.6 Seria )_ f, este absolut convergentd daca seria Y |f,| este convergenta.
n=1

n=1

Propozitia 1.11.7 (Criteriul lui Weerstrass) Daca Z f, este o serie de functii pe multimea E < C
n=1

si > a, esteo serie de numere pozitive astfel incat |f,(z)|<a,, VneN si VzeE, aunci seria
n=1

> f, esteuniform convergenta pe multimea E .
n=1
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Exemplul 1.11.8 Sa se studieze convergenta seriei de functii z f, pe multimea D, unde
n=1

D={Z€CZ|Z|Sl} si f :D>C, fn(z)=z—z, neN".
n
Solutie. Observim ci fn(z)|si2, vneN",VzeC. Deoarece seria Zw:iz este convergents,
n ~n

conform criteriului lui Welerstrass rezulta ca seria de functii Z f, este uniform convergenta pe

n=1

multimea D .

1.11.3 Serii de puteri
Definitia 1.11.9 Se numeste serie de puteri o serie de forma:

Zoozcn(z—a)n =G +¢(z-a)+...+c,(z-a)" +..., (1.11.1)

unde a, z,c,eC, n>0.
Pentru a=0, seria de puteri (1.11.1) devine
>z =C+CZ+...+CZ +.... (1.11.2)

n=0

Definitia 1.11.10 Fie f : Ec C — C ofunctie olomorfa si ae E un punct arbitrar. Seria
0 f (n) (a)

; n!
se numeste seria Taylor a functiei f in jurul punctului a.

Teoremal.11.11Daca f :EcC— C esteolomorfain E si ac E, aunci f sepoatereprezenta
in orice disc din E , [z—a/ <R, prin seria Taylor

(z-a)" (111.3)

o £()
f(z)= zf—fa)(z—a)“ : (1L11.4)
n=0 n
Observatia 1.11.12 Din (1.9.2) si (1.11.4) rezulta ca
I

" 2 1 (z—a)"™

Observatia 1.11.13 Seria Taylor in jurul punctului a=0,

0 f(n) 0
f(z)=) |( )z” (1.11.5)
n=0 n
se numeste seria MacLaurin.
Exemplul 1.11.14 Serii MacLaurin importante:
Z2 e Zn
€=1+—+—+...=) —, 1.11.6
o2 nz::; n! ( )
] 23 25 0 n Z2n+1
snz=z—-——+——...= -1 , 1.11.
3 5 nz:;( ) (2n+1)| ( L
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22 Z4 o n ZZFI
COSZ=1—E+Z—...=;(—1) W (1118)

Propozitia 1.11.15 (Teorema lui Abel) Pentru orice serie de puteri (1.11.2) exista un unic numar
Re [0,00] , Numit raza de convergentd, care are urmatoarele proprietati:

i) pentruorice zeC cu |z <R, seriade puteri (1.11.2) este absolut convergents;

i) pentruorice zeC cu |7 > R, seriade puteri (1.11.2) este divergents;

iii) pentruorice ze C cu |7 <r <R, seriade puteri (1.11.2) este uniform convergenta.

Definitia 1.11.16 Discul deschis {ze C:|7 <R} se numeste discul de convergerya al seriei de

puteri.
Observatia 1.11.17 Teorema lui Abel nu da nicio indicatie cu privire la natura seriei in punctele
cercului |Z|= R. Din acest motiv, natura seriei in aceste puncte se va studia separat, folosind

criteriile de convergenta cunoscute.

Ca si in cazul seriilor de puteri reale, raza de convergentd se determind conform urmatoarei
teoreme.

Teorema 1.11.18 (Teorema Cauchy — Hadamard) Fie seria de puteri (1.11.2) si R raza sa de
convergenta.

1,0<L<oo,
L

i) Daca 3limgc,| =L, atunci R={o,L =0,
0,L =0.
1,0<L<oo,
L

i) Daci 3lim|[<02| = | atunci R=1c,L =0;

0,L =0.

n

n

Exemplul 1.11.19 S se studieze natura seriei de puteri ZZ—Z
n=1 n

Solutie. Aplicand formula de mai sus gasim ca raza de convergenta este

(n+

1)°
n2

R=Ilim =1.

n—oo

. = 1 . . o S .
Pentru z=-1, seriadevine Z(—l)n — sl este o serie convergenta (criteriul lui Leibniz pentru serii
n=1 n

: o>l . 9 . . o
alternate). Pentru z=1, seria devine 2—2 si este o serie convergenta (serie armonica generalizata
n=1
a =2>1). Deci, seria de puteri din enunt este convergenta pentru ze [—Ll] .

n

Exemplul 1.11.20 S se studieze natura seriei de puteri ZZ— :
n=1 n

Solutie. Calculam raza de convergenta si gasim



- . _ - 1 . . < s .
In punctul z=-1, seria devine E (—l)n— si este o serie convergenta, iar In punctul z=1, seria
n=1 n

R L <
devine Z— si este o serie divergenta.
n=1

Exemplul 1.11.21 Sa se studieze natura seriel de puteri » nlz" .
n=1
Solutie. Calculam raza de convergenta si gasim

R=Ilim

n—oo

!
ELLIN !
(n+1)!
Deci, seria este convergenta numai pentru z=0.
Exemplul 1.11.22 Sa se studieze natura seriei de puteri Zz—n .
n=1 n
Solutie. Aplicand teorema Cauchy — Hadamard, avem:
_I|m4/ =lim n/—

deci R=o0. Cu alte cuvinte, seria convergein orice punct ze C.

- . . . . = (_1)n+1 .\Nn
Exemplul 1.11.23 Sa se studieze natura seriei de puteri z—|(2—l—l) .
=~ n!

n+l
Solutie. Identificand c, = = )| , avem:;

I|mi=0.
n—on+1

C,.
lim|—=

n—oo C

Deci, raza de convergenta este R=o . Asadar, seria de puteri in jurul punctului a=1+i este
convergenta absolut pentru orice z, adica pentru |Z—l— i| <00,

Exemplul 1.11.24 Sa se studieze natura seriei de puteri Z[ n+3 (z-2i)".
n=1 +

Solutie. Identificand c, =[6”+1J ,

2n+5

_ 1 . . <
Deci, raza de convergenta este: R=§. Asadar, seria de puteri este absolut convergenta pentru

z-2i<2.
3

Exemplul 1.11.25 Sa se dezvolte in serie MacLaurin functia f (Z) = ( )2 .
1-z

35



e . iy = (o)

Solutie. Seria MacLaurin a functici este f(z)=)] |
n=0 n

folosind aceastd formula. In acest caz, vom evita aceasti metodd si vom face apel la cateva

cunostinte cunoscute. Astfel, stim ca, pentru |Z| <1, avem:

Z", deci putem calcula coeficientii

1
—— =1+z+22+Z2%+....
1-z

Diferentiind termen cu termen aceasta relatie, obtinem:

d( 1 d, d d ., d _;
— — | =—1+—Zz2+—Z"+—Z"+...,
dz\1-z dz dz dz dz

(11)2=1+22+322+...= L
-7 n

Raza de convergenta a acestei serii de puteri este R=1.

nz

[Ms

Il
[N

Exemplul 1.11.26 Sa se dezvoltein serie Taylor functia f (z)= L in jurul punctului a=2i.
P 1-z

Solutie. Vom folosi si aici seria geometrica de mai sus. Astfel,
1 1 3 1 1 1
1-z 1-z+2-2i 1-2i—(z-2) 1-2i,_ z-2 "~
1-2i

1

. B . :
Asadar, dezvoltarea in serie Taylor a functiei a lui 13 in jurul punctului a=2i este:
A

1 1 1 1 z-2i (z-2iY (z-2Y
= - — = - 1+ —+ - + . +...
1-z 1-2i,_z-2 1-2 1-2i \1-2i 1-2i

1-2i
sau
1 1 1 . 1 2 \3
= + z-2i)+ z-2) + z-2i) +....

1-z 1-2i (1—2i)2( ) (1—2i)3( ) (1—2i)“( )
1.11.3 Serii Laurent
Definitia 1.11.27 O expresie de forma

3 ¢ (z-a) (1.11.9)

se numeste serie Laurent.
Observatia 1.11.28 Seria Laurent generalizeaza notiunea de serie de puteri.
Observatia 1.11.29 Expresiadin (1.11.9) semai poate scrie

0 0
Cf n

Yo (z-a) =3 (z-a) + e (z-a)' -3

n=—ow n=-w n=0 n=1 ( Z— a)n

+Zw:cn(z—a)n.
n=0

Definitia 1.11.30 Seria G se numeste partea principald a seriei Laurent.
y (z a)” p p
n=1 -
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Definitia 1.11.31 Seria ZCn (z- a)n Senumeste partea intreaga sau tayloriand a seriél Laurent.
n=0

Teorema 1.11.32 (Teorema lui Laurent) Daci o functie f(z) este olomorfa intr-o coroana
circulard R <|z-a| <R, (vezi figuraalturatd), atunci f (z) arereprezentareain serie Laurent

T f(z)=n;cn(z—a)n, R<|z-d<R,. (1.11.10)
Codficientii ¢, sunt unic determinati de expresia
1 f(z)
C,=—|—"=d&, n=0,£1,£2,..., (1.11.11)

n_2ﬂir(§—a)n+l
R> unde I estecercul [é—a|=r,cu R<r<R,.

Exemplul 1.11.33 S& se dezvolte in serie de puteri in jurul punctelor O si —1 functia
272 +3z-1
f(z)=—7/"—.
(2) Z2+72%-z-1
Solutie. Functia din enunt se mai scrie astfel:
f(z)=l+1+ 12.
z-1 z+1 (z+1)

Stim ca au loc egalitatile

1 1 "
Z__1=_E=—(1+z+22+23+...)=—n§:02 ,|Z|<l,
1 zw n_n
m=1—2+22—23+...=n:0(—1) V4 1|Z|<1'
Din ultima egalitate deducem ca

LS ()t =3 (-1 (n+ D)2, |4 <1
(Z+1) n=1 n=0

Punctul z=0 esteun punct in care functia f este monogena. Functia f areurmatoarea dezvoltare

in serie Taylor 1n jurul punctului z=0 in domeniul simplu conex {Z eC :| Z| < 1} :

f(2) =3[ -1+(-1)" +(-0" (n+1) |2

n=0

Pede alta parte,

1 1 1 1 1&(z+1Y"
= == ===, 2.
z-1 (z+1)-2 2, z+l ZZZ[ 2 J 244 <

Vom obtine o dezvoltare in serie Laurent in jurul punctului z=-1, in domeniul

{ZEC:O<|Z+1|<2} , acarei parte principala este i+#2:
z+1 (z+1)
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1 1 =1 n
+ —22n+1(z+1) )

z+1 (z+1)° =

2
Exemplul 1.11.34 Sa se dezvolte functia f(z)= % intr-o serie de puteri in domeniul
2 -27°+z-

D ={Ze(C:l<|Z|<2} si apoi in domeniul . E={ZeC:|Z|<l} .

f(z)=

Solutie. Functia din enunt se mai scrie astfel:

1 llZ 7
272°-3z-3 5 § 5
() 22-272%+72-2 z-2 1+72 1+7

1 1 11 1 7 1

f(z)== + = S — .
10, 2 521+i2 5z l+i2
2 z z
Astfdl, din ultimarelatie, rezulta ca:
1&7" 11 n 1 7T & n 1
f(z)=—=> —+—> (-1) —=+—=)> (-1 ,zeD
( ) 10n:0 2n 52 n:o( ) ZZr‘I 522 ;( ) ZZr‘I

1 n( 11 7 1& 2"
(D25 (B 232 2e0,

In cel de-al doilea caz, domeniul este simplu conex. Dezvoltarea in serie Taylor a functiei f este:

()5 m 2 - £ (Y s 22K

n=0
9 . 8z+1 | . . .
Exemplul 1.11.35 Si se dezvolte functia f(Z)z - (1 Z) in serie Laurent In domeniul
D={zeC:0<|Z<1}.
Solutie. Functia f serescrieastfd :
8z+1 1 9
f(z)= =—+—.
(2) z(1-z) 2 1=

Deci, seria Laurent afunctiei f pedomeniul D este:

f(z)=l+9+92+922+923+..., 0<|Z<1.

z
. 1 . . . .
Exemplul 1.11.36 Sa se dezvolte functia f(Z)z in serie Laurent In domeniul
z(z-1)
y D={zeC:il<|z-2<2}.
//,- s Solutie. Domeniul D din enunt este reprezentat in figura
P 5 alaturata. Functia f serescrie astfd:
& f(2)=-2+ =@ ()
& ; - Ly Z)=—-+—=1(2)+ f,(2z
o, 2 ] ] z z-1 ! 2
. e Acum,
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2 3
-1z ) =,

Seria este convergenta pentru

1 1 1 1 1 1 1 1
f2(2)= = = = 1- + >~ st |=
z-1 1+z-2 z—21+ z-2 z-2 (2_2) (2_2)

<1, adici |z-2/<2. Mai departe,

1
z-2
1 1 1 1

22 (z-2f (-2 (2-2)

serie convergenti pentru <1, adici 1<|z-2].

Asadar, pentru functia din enunt avem:
2 3
£(2)=.— 1 - 1 . 1 . 1 _1+z—22_(z—32) +(z—42) .
(z-2)" (z-2) (z-2)° z-2 2 2 2 2

pentru 1<|z-2/<2.

1.12 Puncte singulare ale functiilor olomorfe

Fie D undomeniudin C si f:D — C ofunctie complexa.

Definitia 1.12.1 Spunem ca punctul ae D esteun punct ordinar pentru f daca existd o vecinatate
asaincare f esteolomorfa.

Definitia 1.12.2 Punctele care nu sunt puncte ordinare se numesc puncte singulare ale functiei,
adica:

Spunem ca punctul ae D este un punct singular al functiei f daca in orice vecinatate a sa se
gasesc atat puncte in care f este olomorfa, cat si puncte in care f sau nu este olomorfa, sau nu
este definita.

Definitia 1.12.3 Spunem ca punctul ae D este un punct singular izolat al functiei f daca exista o
vecinitate V asaastfel incat f esteolomorfi pe V \{a}.

Definitia 1.12.4 Spunem ca punctul singular izolat ae D estepol simplu al functiei f daca exista

si este infinita limita: lim f (z)=co.

zZ—a

Definitia 1.12.5 Spunem ca punctul ae D esteun pol de ordin ne N* al functiei f daci a este
un punct singular pentru functia f si are loc relatia:
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f(z)= qD(Z))n , ze D\{a},

unde ¢:DU{a} — C esteofunctie pentru care a este un punct ordinar si ¢(a)#0.
Definitia 1.12.6 Spunem ca punctul aeD este un punct singular esential a functiei
f:D\{a} - C daca a esteun punct singular izolat pentru f sinu exista lim f (Zz).

Definitia 1.12.7 (Punctul de la infinit) Functia y :C* — C, definitd prin y (z) _1 o bijectie.
z

Prelungim aceasta functie atasand lui z=0 un punct unic care se noteaza oo si se numeste punctul
de la infinit. Multimea CU{eo} se numeste planul complex extins. Multimea {zeC:|Z|>r} este

vecinatate a punctului o« . Punctul z=o0 este un punct ordinar (respectiv, singular) pentru o functie
f daca punctul z=0 este punct ordinar (respectiv, singular de aceeasi naturd) pentru functia

g(z):f[éj.

Exemplul 1.12.8 Sa se studieze natura punctului de la infinit si singularitatile din multimea C
pentru functiile urmatoare:

a) f(z)=2"+1;

zZ+2i

b) f(z)=—;
) 1(2) z(z—l)3

le
c) f(z)= - =

(z-1) (zz+4)
d f(z)=¢€".
2
Solutie. a) Deoarece punctul z=0 este un pol de ordin 2 pentru functia g(z)= f[1J=1+22 ,
z z

rezultd ca punctul z=oo0 estepol deordin 2 pentru functia f .
b) Punctul z=0 este pol simplu, iar punctul z=1 este pol triplu. Deoarece punctul z=0 este

punct ordinar pentru functia g(z) = f[lJ= 2 1+ 2|z3 ,
2/ (1-7)

rezultd ca punctul z=o este punct ordinar

pentru functia T .

C) Punctul z=1 este pol de ordin 5, punctul z=2i este pol dublu, iar punctul z=-2i este, de
asemenea, pol dublu. Punctul z=w este pol dublu pentru f .
1

d) Punctul z=0 este punct singular izolat pentru functia g(z)= f (lj —e? . Pedealta parte,
z

y .y
g(z)=€" [cosx2 ~—isin— ZJ.
Rezulta ca

Iimg[—iOJ: lime" =0,
n

n—oo
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Iimg[iOJ:lime” =,

n—oo n n—oo
Deoarece nu exista limg(z), rezulta ca punctul z=0 este punct singular esential pentru functia g .
z—0

In concluzie, z=o0 este punct singular esential pentru functia f .
Exemplul 1.12.9 Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia:

sinz=10.
Solutie. Ecuatia devine
€ Ie 10,
2
sau
e”-e"”-20i=0,
adica

€’ —20ie” —1=0.
Notand €” =u, ultimareatie devine:
u®—20iu-1=0,

U, =(10+/99)i

Relatia €” = (10 ++/99 )i este echivalenta cu relatia

cu solutiile

e’y(cosx+isinx)=(10+\/®)i ,

de unde se obtine sistemul:

e’sinx=10++/99.
Din cea de-a doua ecuatie a sistemului rezulta ca sinx> 0. Deoarece, din prima ecuatie, cosx=0,

{ey cosx =0,

rezulta ca sinx=1 si, mai departe, ca X= % +2kz, keZ. De asemenea, din cea de-a doua
ecuatie, gasimca y = |n(10 ~J9%9 ) . Asadar, am obtinut o prima familie de solutii, $i anume:

z, =%+2kn+i|n(1o—@)  keZ.
In mod analog, din relatia €” = (10 ~J99 )i , gasim

z, =%+2kn+i|n(10+@), keZ.

Observam ca putem scrie familia tuturor solutiilor sub forma

z, =%+2knii|n(10+@), keZ.
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1.13 Teorema reziduurilor
Definitia 1.13.1 Fie a un punct singular izolat a functiei olomorfe f . Se numeste reziduul
functiei f in a, si se noteaza rez( f ,a) , coeficientul lui (Z— a)f1 din dezvoltarea in serie Laurent
afunctiei f in O<|z-a|<r:

1

rez(f,a)=c,,adica rez(f,a):T f(z)dz. (1.13.2)
mi ¥
Propozitia 1.13.2 Daca z=a este un pol de ordin n, atunci:
rez( £ ,a) =F11)!Izi£2[(z— a) f(z)] (1.132)

Propozitia 1.13.3 Daca z=a este un pol smplu al lui f, iar f este o functie rationala,

f(Z)=M, cu g si h functii olomorfe intr-0 vecinatate a lui a, g(a);tO, h(a)=0 si

h(2)

h'(a)= a, atunci:

rez( f,a) =ﬁ ) (1.13.3)
h(a)
Teorema 1.13.4 (Teorema reziduurilor) Fie f o functie olomorfa intr-un domeniu simplu conex
D si C ocurba simpla inchisa si neteda pe portiuni continuta in D . Daca in interiorul domeniului
marginit de curba C , functia f areun numar finit de puncte singulare izolate a,,...,a,, atunci:

cﬁf(z)dz:hiirez(f,ak). (1.13.4)

(03

Demonstratie. Pentru fiecare punct a vom considera un cerc C, cu centrul in a, si cu raza

suficient de mica astfel ca in interiorul lui C, si nu se mai afle altd
} singularitatea lui f diferita de a, si astfel incat cercurile C,,...,C
L Sd nu aiba puncte comune si sa fie continute in interiorul marginit de
curba C . Din teorema lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe
®l|| rezulta:
[t I  f(2)dz= [ f(2)dz+ [ f(2)dz+...+ [ f(2)dz. (1135)

C, C,

L C C,

n

¥ 1 1{ [ HE Deoarece, din reatia (1.13.1) avem: jf(z)dz:Zni-rez(f,ak),

I Cy

jpas k=1n, prin inlocuire in (1.13.5), obtinem:

i .[f(z)dz=2ni2rez(f,ak).
k=1

C

L i

Exemplul 1.13.5 Sa se calculeze integrala:

I =&[Z(ji1dz, unde C:|7=2.
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: 3 L e’ .
Solutie. Determinam polii functiei f(z)= . Pentru aceasta rezolvim ecuatia z*+1=0.

2 +1

Aceasta are radacinile z =—i §i z,=1. Se observa ca ambii poli ai functiei se afla in interiorul

cercului |2 = 2. Din teoremareziduurilor, obtinem:

I =27ri(rez(f,zl)+rez(f,22)).
Pentru calculul reziduurilor functiei f 1in punctele z =—i si, respectiv z, =i, vom aplica formula
din (1.13.3). Astfel, avem:

] eier e/z' ) ] irz e—ir
rez(f,—i)= 1 si rez(f,i)= >l =

Asadar, | = ﬂ(e’” - e’”) .

Exemplul 1.13.6 Sa se calculeze integrala:
dz

(-0 (2-3)
1
(z-1)°(z-3)
este z=1. Aplicand teorema reziduurilor, avem:
dz . . (1
| = izm= 2mirez( f,i) = 2ni [_ZJ =-
Exemplul 1.13.7 Sa se calculeze integrala:

Solutie. Singurul pol a functiei f (Z) = care se &fla in interiorul cercului |Z| =2

.
—I.
2

22+6
7 +4

[ dz.
|z-i|=2
Solutie. Numitorul se descompune astfel: z°+4=(z—2i)(z+2i). Se observi astfel ci functia

f(z):zzz—f are polii simpli z =2 si z,=-2i. Deoarece numai polul z =2i se afli in
Z+

interiorul cercului |z—i|= 2, din teoremareziduurilor rezulta ca:
1= [ 2228 z- onirex(1,21).

-2 24

Dar,
rez(f,2i)=|im(z—2i) 2.z+6 . =6+.4| =3+.2| .
22 (z-2i)(z+2) 4 2i

Deci,

| =2ni- 3’;_2' = n(3+2i).

i
Exemplul 1.13.8 Sa se calculeze integrala:
eZ
= dz.
L2 7' +57°
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Solutie. Deoarece numitorul se mai poate scrier z*+52°=2°(z+5), rezulta ca functia

Z

f(z):%sza are polul simplu z =-5 si polul triplu z, =0, dar numai z, =0 se &fla in

interiorul cercului |Z = 2. Din formulele (1.13.4) si (1.13.2), rezulta:

, , 2
| = j © 3dZ=27'cIra(f,0)=2nli|lm{23%} =

422" +52 21250 z+5
(22 +8z+17)€  q7n.
=n|-||rrg 3 = i.
= (z+5) 125

1.14 Aplicatii ale teoremei reziduurilor la calculul unor integrale
reale

Lema 1.14.1 (Jordan) Daca f este continua in exteriorul unui cerc cu centrul in a, exceptand
eventual punctul de lainfinit, si dacd lim (z-a)f(z)=0, atunci Ilmj z)dz=0, unde I' este

|z-a>e

un arc decerc cu centrul in a si deraza R.

1.14.1 Integrale de tipul | I
(

unde P si Q sunt polinoamecu Q );to vxeR si grQ>2+grP, unde grP reprezinta gradul
polinomului P.

P(z
tf Fie f(z)=£. Integram functia f pecurba C formata din
| Q)
[ | e [l segmentul [-R.R] de pe axa reala si semicercul C, din
illlhiflhizin Il Wlll semiplanul superior, cu raza aleasi astfel incét in interiorul lui
SIHRIN 1 i Il C si fie toti polii functiei care se gisesc in semiplanul y>0.
1 Conform teoremei reziduurilor, avem:
[ f(z)dz=2niy rez(f,z,), (1.14.1)
e k=1
unde z,...,Z, sunt polii functiei f(z), cu lmz >0, k=1n. Dar,
R
[f(z)dz= [ f(2)dz+ [ f(2)dz. (1.14.2)
C -R Cr
Deci,
R
.[f dz+.[ z)dz= Zerez(f z). (114.3)
-R

Trecand lalimitd dupa R— oo in ultima rela‘gle, obtinem:



R

lim f(z)dz+Lim f(z)dz:Lim[ZniZn:rez(f,zk)J. (1.14.4)
7R S - k=1

R 0
Dar, lim [ f(z)dz= [ f(x)dx=1.Cum grQ>2+grP, rezulta ca Iimzf(z):limm=0

RﬁooiR i |7 |4—w Q(Z)
Deci, dinlema 1.14.1 avem ca: Lim f (Z) dz . Asadar, relatia (1.14.4) devine:
Cr
| =2ni ) rez(f,z),culmz >0. (1.14.5)
k=1

Exemplul 1.14.2 Utilizand teorema reziduurilor, sa se calculeze urmatoarea integrala:

T odx

| = .
-[ x*+1

—0

Solutie. Vom aplica formula din relatia (1.14.5). Pentru aceasta, trebuie sa gasim polii functiei

1 N . A A . <.
f(z)= cu partea imaginard mai mare decat zero. Rezolvand ecuatia z'+1=0, gisim

z*+1
radacinile
z, =cos£+isin£=£(1+i), zl=cos3—”+isin3—”=£(—1+i),
4 4 2 4 4 2
z, =c055—”+isin5—”=£(—1—i), z, =cos7—”+isin7—”=£(1—i).
4 4 2 4 4 2

Dintre acesti poli, numai z, si z au parteaimaginara mai mare decat zero. Deci,
I =27ri(rez(f,zo)+rez(f,zl)).

Calculam cele doua reziduuri aplicand formula din (1.13.3). Avem:
1 1 1

rez( f,z )=——= = ,
( ZO) 4z, 4[cos?’”+isin3”J \/E(_l”)
4 4
1 1 1
rez(f,z)=—= = .
( Zl) 4213 4[c039”+isin9”J \/E(l”)
4 4

Asadar,

I=27ri[ SN J:i.
V2(-1+i) V2(1+i)) V2

Exemplul 1.14.3 Utilizand teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala:

Y RS-

,w(x2+1)(x2+9)'
Solutie. Fie f(z):(zz+1)1(zz+9). Cum (22+1)(22+9):(z—i)(z+i)(z—3i)(z+3i),
rezulta ca polii functiei sunt: z =i, z,=—1, =3 si z,=-3 . Alegem doar polii cu partea

imaginara mai mare decat zero, adica: z =1 si z, =3i. Aplicand formula (1.14.5), avem ca:
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. . . 1 1 b
I =2n|-[rez(f,|)+rez(f,3|)1=2m-{E—E}=E.

Exemplul 1.14.4 Utilizand teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala:
Tod
| = j—x

700( 2+l)4 .

Solutie. Fie f(z)= . Observam ci functia f are polii simpli z=-i si z =i.

4
( Z + 1)
Aplicand formula (1.14.5), obtinem:
| =2mi-rez(f,i).
Aplicand formula (1.13.2) pentru calculul reziduului unui pol multiplu, obtinem:
®)
1

®
. 1 N4 —iml 7 i R _
iy T ) 3![( | <z—i>“<z+i>“]

_(3) (2) '
1] o1 1] 4 1] a5
=lim— — | =limz|———| =limz|——| =
zi 3![(Z+|) | ZHIG[ (Z+|) ] ZHIG[(Z-FI) ]

imil-456| 20 5
i G (

z+i) 2T 32

Deci, | =2ni - —=—.
321 16

1.14.2 Integrale de tipul | = I R(sin®,cos0)d6

0
unde R este o functie rationala de sin® si coso .
Efectuand schimbarea de variabili z=€", cand 6 parcurge intervalul [0,2n], z descrie cercul
|7 =1. Dinformulalui Euler, avem
€’ =cos0+ising si € =cosf—ising.
Din aceste formule, obtinem expresiile lui sin® si cos@ in functie de €°, si anume:

cos@:%(eie +e") si sind =%(eie -e").

Deci,
cose=£[2+lJ sl sin@:i_[z—l) (1.14.6)
2 z 2 z
Prin diferentierea relatiei z=¢€", rezulta:
de =_idz. (1.14.7)
iz

Prin inlocuire, integrala devine:
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o e

z 4
unde a, sunt polii lui R care seafla in interiorul cercului |Z| =
Exemplul 1.14.5 Utilizand teorema reziduurilor sa se calculeze integrala:
1+ cose
-[ 5+4sin 6
Solutie. Facem schimbarea de variabila z=€". Din celede mai sus, rezulta:

1 1
1+ | z+— )
2( ZJ g_j z+2z+1

. - 2 .
21—15_'_4;[2_1} 4 ‘Z‘:12z(22 +5IZ—2)
{ Z

| = dz.

2 +2z+1
22(222+5iz—2)

Functia f(z)= aepolii z=0, z,=-2i si 23=—|—2. Dintre acestia doar z, si

z, seafla in interiorul cercului |Z| =1. Deci,

| = j f(z)dz=27ri(rez(f,zl)+rez(f,23)).
e
Calculand reziduurile, obtinem:

ez(f,O):—%, rez[f,—%}:sl—;i.

1.3-4)_2r
| = 27i iy
VART: 3

Exemplul 1.14.6 Utilizand teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala

N

o (2+cos0) .

Asadar,

Solutie. Facind schimbarea de variabild z=¢€’, avem cos6 = 1[z+ EJ , deci:
z

I_T do 1 dz_4 z N
0 (2+cos6)2 TP 241) iz \z\:1(22+4z+1)2
2z
Functia f(z)=m arepolii z =-2-~/3 si z,=—2++/3, dar doar z,=-2++/3 se

afla in interiorul cercului |Z| =1. Deci,
z ~dz=2ni-rez(f,z,).
\z\:l(zz + 4z+1)

Dar,
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( 2+\/§) 1

f
deci,
z 1 T
— —dz=2n - —=—+.
z'[-1(22+4z+1)2 6J3 33
Asadar,

4 7mi Arx
i 3/3 3/3
Exemplul 1.14.7 Utilizand teorerna reziduurilor, sa se calculeze integrala:
cosno
- -[ 1-2acosd + a*

~df, a>1, neN".
Solutie. Sa consideram si integrala
_ ,[ sinnd _de.
1-2acos6 +a’

Ne propunem si calculam valoarea expresiei | +1J . Avem:

f cosng +isinng | J» (cosO+ising)’

| +1J =
~([1—2acose+a 1-2acosé + a*

do.

Facand schimbarea de variabila z=¢€°, avem:

cose=£[2+l} €’ =cosf +isind si d6=_£d2.
2 z 1z

% (cos@+isng)" dH—I z" dz_ 1 z" 4z
) 1-2acosf + &> kA 1 iz e -(1+a)z+a

1-2a—2+a?
2

n

z
—(1+a2)z+a

Observam ca functia f(z)= are polii simpli z, == si z,=a, dar numai
a
1 N . - . . <
punctul z, = — seafla in interiorul cercului |Z| =1. Aplicand teorema reziduurilor, avem ca:
a

n

z
182 —(1+a’)z+a

dz:Zni-rez(f,ij,
a

si folosind formula (1.13.3), obtinem:

1
4 a"

dz=2xi-

182 —(1+a’)z+a 1-a°

Asadar,
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de unde,

1
o1 a" __ 2z
I+|J_i 2ri a2 a”(l—az)’
B 2r —
I_a”(l—az) siJ=0
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2. TEORIA CAMPURILOR

2.1 Introducere

Pentru inceput vom reaminti cateva notiuni generale despre Sistemele simetrice.
Definitia 2.1.1 Un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai se numeste Sistem simetric daca are

forma
& % o & (2.1.1)

R(X%) B(X%) R (%X,)
unde functiile Pk(xl,...,xn), k=1,n, nu se anuleazi simultan pentru (Xl,...,xn)e DcR".

Solutia generala a sistemului (2.1.1) este de forma
F (%0 %) =G,
F (%0 %,)=C,

Fn—l(xl""’xn) = Cn—l’
unde F,F,,...,F _, sunt continue cu derivatele partiale de ordinul intdi continue in D < R".

1 n-1

(2.1.2)

Orice relatie F (x,...,x,)=C,, k=1n-1, se numeste integrald prima. Din cele de mai sus,
rezultda ca daca se cunosc n-1 integrale ale sistemului (2.1.1), se cunoaste solutia generala a
sistemului (2.1.1).
Din (2.1.1) avem egalitatea
dx, dx,  dx,  Adx +A,dx, +...+ A dX,
R P 7 P AP+AP+...+A,P

n

, (2.1.3)

unde A, (Xl,. o Xn) , k =171, sunt functii arbitrare continue in D .
Definitia 2.1.2 Un sistem de n functii 2,(X,...,X,),....A,(X,...,X,) continue in D care
indeplinesc conditiile

A X +AL0%, +...+ A dx, =dD

MB+APR+...+A P =0,
pentru orice (Xl,...,xn) e D, senumeste o combinatie integrabild a sistemului (2.1.1)in D .
Functia ®(X,...,X,)=C a carei diferentiald totald in D este A,dx +A,dx, +...+A,dx este o
integrala prima a sistemului (2.1.1). Daca se determina n—1 combinatii integrabile distincte, se

obtin n—1 integrale prime, care dau solutia generala asistemului (2.1.1) sub forma (2.1.2).
Exemplul 2.1.3 Folosind metoda combinatiilor integrabile, sa se determine solutia sistemului:

dy, __dx, _dx
N6 X=X XX
Solutie. Sistemul dat poate fi scris sub forma
dx,  dx,  dxg dx +dx,+dx;  xdx + Xdx, + Xx,dX,
K% X=X X=X 0 0
Deaici, rezulta ca dx, +dx, +dx, =0 si x,0x + X,dx, + x,dx, =0. Solutia generala va fi formata din

doud integrale prime: X + X, +%, =C, si X + X, +X =C,.
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Exemplul 2.1.4 Sa se rezolve sistemul simetric:
dx dy  dz

x(y-2) y(z-x) z(x-y)

Solutie. Avem:
dx dy dz
dx dy dz  dx+dy+dz x y z
- 0

x(y-2z) y(z-x) z(x-y) 0

si prin integrare obtinem:

X+y+z=C/, xyz=C,.
Exemplul 2.1.5 Sa se rezolve sistemul simetric:

dx  dy  dz

1+X  x(2-y) 1+2°°
Solutie. Din prima si ultima fractie, obtinem prima integrala prima:
arctgx—arctgz=C,,

iar din primele doua:
1+ 2- y
deci, a douaintegrala prima este:

xadx dy

. adici %In(1+ x2)=—ln(2—y)+CZ,
(1+ xz)(Z— y)' =G,.

2.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai liniare si omogene
Definitia 2.2.1 O relatie de forma

ou ou ou
Pl(Xu---’Xn)an Pz(xl,...,xn)67+...+Pn(xl,...,xn)67=0, (22.1)

2
cu Pk(xl,...,xn), k=1,n continue si care nu se anuleaza simultan intr-un domeniu D < R", se
numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul intdi, liniard §i omogend daci se cere si se
determine functia u= u(xl,...,xn) avand derivatele partiale de ordinul intdi continue care verifica

relatia (2.2.1).
Definitia 2.2.2 Sistemul simetric

& % o & (2.2.2)
R(X%)  B(X0x) Py (X0 %,)

definit in D senumeste sistem caracteristic al ecuatiei cu derivate partiale (2.2.1).

Observatia 2.2.3 Problema integrarii ecuatiei cu derivate partiale (2.2.1) se reduce la problema

integrarii sistemului caracteristic (2.2.2), asa dupa cum reiese din urmatoarea teorema.

Teorema 2.2.4 Daca (p(xl,...,xn)=C este o integrala prima a sistemului caracteristic (2.2.2),

atunci functia u = (p(xl,...,xn) este 0 solutie a ecuatiei cu derivate partiale (2.2.1).
Demonstratie. Integrala prima ¢(x,,...,x,)=C are diferentiala nula de-a lungul unei curbe
integrale a sistemului (2.2.2)

99 g + X gy .+ 22 g —o0. (2.2.3)
24 0%, X,
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Insd, de-a lungul unei curbe integrale, diferentialdle dx,,dx,,...,dx sunt proportionale cu
B.PR,....,P, conformréatiilor (2.2.2). Asadar, egalitatea (2.2.3) mai poate fi scrisa si sub forma
@a+a—q’g+...+a—q’a=o, (224
4 0%, oX,
pentru orice (Xl,...,xn) Situat pe o curba integrala a sistemului (2.2.2). Egalitatea (2.2.4) fiind
adevarata pentru orice constantd C , este adevarata pentru orice curba integrala a sistemului (2.2.2)
Situatda in D . Prinurmare, u= (p(xl,...,xn) este 0 solutie a ecuatiei cu derivate partiale (2.2.1).
Teorema 2.2.5 Fie ecuatia cu derivate partiale (2.2.1) si fie n—1 integrale prime (independente) ale
sistemului caracteristic (2.2.2), @, (%.,---,%,)=C,, k=Ln-1. Functia u(x,...,x,) dati de

(X %) = @ (@3 (KX)o es Py (X%, )
este 0 solutie a ecuatiei cu derivate partiale (2.2.1), unde ® este o functie arbitrara, @ e Cl(R”’l) .

Exemplul 2.2.6 Sa se determine solutia generala a ecuatiei:

y@+x@=0.

OX
Solutie. Sistemul caracteristic corespunzator acesteaiicua‘gii este:
dx dy
Y x
careareintegralaprimi x> —y® =C, deci solutia generala a ecuatiei este
u(x,y) =CD(X2 - yz),
unde @ este o functie arbitrara, ® Cl(R) .

Exemplul 2.2.7 Sa se determine solutia generala a ecuatiei:
,ou ou 5 6_u B

X ™ xyay +y . 0.
Solutie. Sistemul caracteristic corespunzator este
dx_dy dz
NG - —Xy - yz '
Din d—)2(=ﬂ, adica %=ﬂ, rezulta integrala prima Xy =C, . Din a doua egalitate ﬂ=d—f si
X =Xy X -y Xy 'y

tindnd cont de prima integrald, obtinem y* + 3xyz= C, . Asadar, solutia generald a ecuatiei este
u(x,y)= CD(xy, Y+ 3xyz) ,
unde ® este o functie arbitrara, ® e C'(R?).

Exemplul 2.2.8 Sa se determine solutia generala a ecuatiei:

U, ou eyt au
OX oy z 0z
Solutie. Sistemul caracteristic corespunzator este:
dx dy  zdz
Xy sy
Din primele doua, rezulta:
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Inx=Iny+C,,
adica,
X
; =C,.
Amplificand cu x primafractie si cu y adoua fractie, avem:
xdx ydy xdx+ydy — zdz

2 2

X yo o Xty _~/x2+y2’

d(x2+y2)

20X +y°
/X +y* -7 =C,.

deunde,
=zdz.

Deci, adouaintegrala prima este:

2.3 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai cvasiliniare
Definitia 2.3.1 O relatie de forma

0 0
F{()g,...,xn,u)i+...+ Pn(xl,...,xn,u)i= Pra(X,.X,u), (23.1)

cu B, (Xl,...,xn,u) , k=1,n+1, continue si care nu se anuleaza simultan intr-un domeniu D c R™*,
Se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul intdi cvasiliniara daci se cere sa se determine
functia u =u(Xl,...,Xn) avand derivatele partiale de ordinul intdi continue care verifica relatia
(2.3.2).

Pentru determinarea solutiilor unei ecuatii cu derivate partiale cvasiliniare (2.3.1) se procedeaza
astfd:

i) sescrie sistemul caracteristic corespunzitor ecuatiei (2.3.1), adica:

b _de_ % _du (23.2)
I:)1 PZ Pn Pn+1
i) folosind metoda combinatiilor integrabile se determina cele n integrale prime:
Fo (% %,....%,)=C,, k=1n . (2.3.3)
iii) solutia generald a ecuatiei cvasiliniare (2.3.1) este data sub forma implicita de relatia:
®(F,F,....,F,)=0. ®eC'(R"). (2.3.4)
Exemplul 2.3.2 Sa se determine solutia generald a ecuatiei cu derivate partiale:
— 4+ Xy—=(x"+y?)-u.
Y OX y oy ( y )
Solutie. Sistemul caracteristic corespunzator este
dx dy du

xy? = x2y: (x2+ yz)u :



oty X

Din —; =
xy2 x2y y X
prima procedam in felul urmator:
ydx xdy ydx+xdy = ydx+xdy du
x? Xy xP+xCy xy(x2 + y2) (x2 + yz)u
Deci,
dx dy_du
X 'y u
si prin integrare, obtinem a doua integrald prima:
Xy
—=C,.
u 1

Asadar, solutia generala a ecuatiei este:

unde @ este o functie arbitrard, ® e Cl(Rz) .

Exemplul 2.3.3 Sa se determine solutia generald a ecuatiei cu derivate partiale:
2y%+3x2g+6x2y=0 .
oX oy
Solutie. Sistemul caracteristic corespunzator ecuatiei cvasiliniare din enunt este:
ooy
2y 3% -6X%y
Din prima egalitate rezulta:

3x%dx = 2ydy,
deci obtinem integrala prima:
x*—y?=C,.
Din prima i ultima fractie, obtinem:
—3x’dx=dz,
adica cea de-a doua integrala prima:
x*+2z=C,.

Solutia generald a ecuatiei este functia z= Z(X, y) data implicit de ecuatia:
CD(X3 -y X3+ z):O,

unde @ este o functie arbitrard, ® e Cl(Rz) .

Exemplul 2.3.4 Sa se determine suprafata data de ecuatia:

252 %% 2yzg= v GV
oX oy

r X=2
Y+ =y,

care contine curba
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Solutie. Vom gasi mai intdi curbele caracteristice, adica solutiile sistemul simetric:
dx dy dz
2xz2 2yz ZZ-XP-y

Din primele doua rapoarte rezulta imediat ca:

y

;=C1.

Amplificand prima fractie cu X, adouacu y sia treia cu z, obtinem:
xdx ydy zdz _ Xdx+ ydy + zdz
2%z 2y*z Z-X*z-vyz Z+Xz+y’z’

> -

deci,
dx d(x2+y2+zz)
2xz Zz(x2 +yi+ 22) ’

dx d(x2 +y°+ zz)

X Xty +Z
Asadar, a doua integrald prima este:

X’ +y +7
X

Pentru a gasi suprafata care trece prin curba I' formam sistemul
X +y'+7
— -
X=2

y+Z2=vy.

=C,.

C

2

Eliminand necunoscutele X,y,z seobtine conditia de compatibilitate
C,-C =2,
care conduce la
X +y*+72-y-2x=0.

2.4 Camp scalar. Camp vectorial
Definitia 2.4.1 Fie D c R® un domeniu. Se numeste camp scalar o functie ¢:D - R.
Observatia 2.4.2 Pentru valoarea cAmpului ¢ in punctului Pe D scriem (p(P) sau (p(x, Y, Z)

daca (X, 2 Z) reprezinta coordonatele punctului P.
Definitia 2.4.3 Se numeste suprafaza de nivel a campului scalar ¢ multimea tuturor punctelor din
D in care ¢ iaaceeasi valoare. Ecuatia unei suprafete de nivel este, in general:

o(xy,z)=C, (2.4.1)
iar ecuatia unei suprafete de nivel care contine punctul P, (X0 A ) e D este:
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(% ¥,2)=0(%: Yo%) - (2.4.2)

Pornind dintr-un punct P, al suprafetei de nivel (p(P)=(p(PO) si deplasand punctul P, € va
descrie un arc de curba B)P despre care presupunem ca admite o tangentd determinata in punctul
P.
Fie s versorul acestei tangente:

S=cosai + cosB] + c05yR .

Definitia 2.4.4 Se numeste derivatd a campului scalar ¢ pe directia versorului S urmitoarea

limita:
lim Mnﬁ'["—‘f} , (2.4.3)

lFbF’*)w I
unde I, reprezintd lungimea arcului RP.
Teorema 2.4.5 Daca (peCl(D), atunci existd derivata cAmpului ¢ dupa directia S, expresia
acesteia fiind:

d—(f = cosaza—(p + cos[3a—(p + COSY % (24.4)

ds ox oy oz’
unde toate derivatele sunt calculate in punctul P,.
Observatia 2.4.6 Relatia (2.4.4) se numeste expresia carteziana a derivatel campului scalar ¢

dupd directia s.
Teorema 2.4.7 Daci n este normala la suprafata de nivel S a cimpului scalar (peCl(D) in

punctul P, iar 6 este unghiul dintre normala n si o directie s, atunci:

d—(f = d—(fcose , (2.4.5)
ds dn
unde derivatele sunt considerate in punctul P,.
Exemplul 2.4.8 Se considera campul scalar (p(x, Y, Z) =2x% - 3y® + 6xyz.
i) Sa se afle valoarea campului ¢ in punctul A(IL -1, 0) si suprafata de nivel care treceprin A.
i) Sa se determine derivatele functiei ¢ in punctul A dupa directiile axelor de coordonate si dupa
directia AB, unde B(4,-2,3).
Solutie. i) (p(A) = (p(l, -1, 0) =-1. Ecuatia suprafetei de nivel care trece prin A este
o(x Y, z)=9(L-1,0), adicd 2x* —3y* +6xyz=—-1.

ii) Directiile axelor de coordonate au versorii T, ],R , deci:

do o9 2
— | =cosa—| =(6x"+6 =6,
(32 ~comalll —(o¢+oye),

di R

[d—(f] =cos[36—(p =(-6y+6xz), =6,
dj), oy,

do o

— | =cosy—| =(6 =—6.
(dkl = altadd
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Vectorul AB este AB=3i-j+3k, cu norma HHBH=\/9+1+9=\/1_9. Asadar, directia S a
vectorului AB este S=—— AB. Deci, cosinusurile directoare ale directiei sunt: com:i,
J19 J19
CoSp = — cosy—i
V19’ J19”
Asadar, d—(f =cosoc6—(P +cosBa—(P +cosya—(P =—i.
dsfa A Y|, 0z|, \/E

Definitia 2.4.9 Fie ¢ un camp scalar, (peCl(D). Se numeste gradientul campului scalar ¢ in
punctul P e D vectorul:
o0p~ O0p= OQr
gradp=—i+—j+—Kk, (2.4.6)
oX oy 0z
unde derivatele partiale sunt calculate in punctul P.
Definitia 2.4.10 Functia ¢ al carui gradient este V= grade se numeste functia de forta avectorului
v, iar functia y = —¢ senumeste potentialul vectorului v .
Exemplul 2.4.11 Campul vectorial
v= V22 +2xyZ° | + 3xy? 22k
este cimp de potential, deoarece V= grade, unde qo(x, Y, Z) =xy’Z’.
Teorema 2.4.12 Derivata unui camp scalar (peCl(D) dupi o directic s este egali cu proiectia
gradientului pe acea directie, adica:

d—?:é- grado . (2.4.7)
ds
Vectorul grade are directia si sensul normalei n la suprafata de nivel in punctul considerat si

modulul egal cu % , adica:
n

grade =d—(f-ﬁ . (2.4.8)
dn

Exemplul 2.4.13 Se considera campul scalar (p(x, Y, Z) =xX*+y +7°.
i) Sa se afle calculeze grad¢ .

1

++

i) Sa se calculeze derivata campului scalar ¢ dupa directia vectorului S= NG in punctul
(12,3).
Solutie. i) Conform definitiei 2.4.9, avem:
grade =227+ 227, 90k _ oy oy 4 27k
oX oy 0z

ii) Din teorema 2.4.12 avem:

99 —S-grade,,, == (i + ]+ K)(2+4] + 6K) =2 = 43.

ds 12.3) t23) 3 \/é
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Proprietati de calcul ale gradientului
i) Fie ¢ si y doua campuri scalare din Cl(D), vy #0 si aeR oconstantd. Atunci, intr-un punct
din D avem:
= grad(e+y)=grade+ grady,
» grada=0, grad(ag)=a-grade,
= grad(py)=ygrade+egrady ,
. grad[gj=wgrad(p—2(pgradw-
\ \
ii) Daca F eC*(D), atunci gradF (¢)=F'(¢)grade.

iii) Fie r=OP este vectorul de pozitic al lui P(x,y,z) si r este modulul siu, adici:
r=xi+yj+zk, r=yx+y*+7z* . Avem:

gradr =

, do = gradcp-dF ,

= | =

unde dr =dxi +dy| + dzk .
Definitia 2.4.14 Fie D < R® un domeniu. Se numeste Cdmp vectorial pe domeniul D o functie
vectoriald v:D — R®,

V(P)=v,(x,Y,2)i +V, (%, y,2) j +V,(x,y,2)k, P(x,y,2)eD. (2.4.9)
Definitia 2.4.15 Se numeste linie de camp o curba C din D, care are proprietatea ca in fiecare
punct P al siu, vectorul v(P) este tangent curbei.

Observatia 2.4.16 Directia tangentei la curba este data de dr . Conditia ca v si fie tangent curbei

este echivalenta cu conditia de coliniaritate a vectorilor v si dr,adica produsul lor vectorial sa fie
nul:
vxdr =0. (2.4.10)

Ecuatia (2.4.10) se numeste ecuatia vectoriald a liniilor de cimp. Deci, ce doi vectori au
componentele proportionale, adica

d d d

& _%% %, (2.4.11)

Vl V2 V3

{Fl(x,y,z)zc1

Sistemul (2.4.11) areintegralele prime:

(2.4.12)
F,(xY,2)=C,,

carereprezinta forma implicitd a ecuatiilor liniilor de camp.
Definitia 2.4.17 Se numeste suprafasa de camp o suprafata generata de liniile de camp. Ecuatia unei
suprafete de camp este de forma:

(D(Fl(x, ¥,2),F, (%Y, z))=0, (2.4.13)
sau
®(C,,C,)=0,
unde C, si C, sunt constantele din expresia integralelor prime, legitura @ fiind stabilita prin

conditii suplimentare (de exemplu, suprafata sa treaca printr-0 curba I care nu este linie de camp).
Exemplul 2.4.18 Sa se determine liniile de cAmp ale campului vectorial definit de vectorii:

59



Q:(xy—222)7+(4xz— yz)]+(yz—2x2)R.
Solutie. Liniile de cimp ale campului vectorial v sunt date de urmitorul sistem de ecuatii
diferentiale (sistem simetric):
dx  dy = dz
xy—27° 4xz—vy? yz-2x°
Aplicam metoda combinatiilor integrabile. Astfel, amplificand prima fractie cu y, adouacu X sia
treacu 2z, obtinem:

ydx  xdy  2zdz  ydx+xdy+2zdz d(xy)+d(Z°)
xy? - 22y AxXPz—xy? 2yZ? —4x’z 0 - 0 '
Deci, prima ecuatie a liniilor de camp este:
xy+2*=C,.
Apoi, amplificand prima fractie cu 2x, adouacu z si a treia cu y, obtinem:
2xdx  zdy  ydz  2xdx+zdy+ ydz_d(X2)+d(yZ)
22Xy —4xz?  AxZ2-vy’z  yiz-2x%y 0 - 0 ’
deci, cea de-a doua ecuatie a liniilor de camp este:
xX*+yz=C,.

Exemplul 2.4.19 Sa se determine liniile de camp ale campului vectorial:
v=(2x-y)i+(x-2y)] + (x2 - yz)R,

si apoi sd se gaseasca suprafetele de cAmp care contin curba:

r :{Xy =t
z=1
Solutie. Liniile de camp ale lui v sunt solutiile sistemului simetric:
dx dy @ dz
-y x-z x-y
Formam combinatii liniare in acest sistem in vederea obtinerii unei rezolvari simple:
dx+dy  d(x+y) dz
x-y+x-2zy (x-y)(z+1) (x-y)(x+y)’

> -

d(x+y) dz

(z+1)  (x+y)’

echivalent cu
(x+y)d(x+y)=(z+1)dz.
Integrand, obtinem prima ecuatie a liniilor de camp:
(x+y) —(z+1)° =C,.
Folosind acelasi rationament, avem:
dx-dy  d(x-y) dz
x—-y-x+2zy (x+y)(z-1) (x-y)(x+y)
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d(x-y) dz

(z=1)  (x-y)

(x-y)d(x-y)=(z-1)dz

Sau

si integrand, obtinem:
2 2
(x-y) —-(z-1)" =C,.
Pentru a determina suprafetele de camp formam urmatorul sistem:
(x+y) —(z+1)° =C,

(x-¥ (21 =c,

xy=1
z=1
Eliminand necunoscutele X,Y,z seabtine conditia de compatibilitate:
C =C,,

care conduce la
2 2 2 2
(x+y) —(z+1) =(x-y) -(z-1),
adica
Xy=2.
Definitia 2.4.20 Se numeste derivatad a campului vectorial v pe directia versorului S intr-un punct
P, € D, vectorul obtinut prin limita:

{ d_\:/J " im Y(P)=V(R) (2.4.14)

lpp —>©
ds A R RP

unde I, estelungimeaarcului R P, iar tangentain R, laacest arc de curba are directia s.
Propozitia 2.4.21 Fie V este un camp vectorial de clasa Cl(D) si fie directia
S=cosai + COSB_j: + COSyR. Atunci existi derivata campului vectorial v dupa directia S, expresia
acesteia fiind:

dv v oy, v,

== =+ | —+ k—_., (2415)
ds ds ds ds

d—Y = cosa@ + cosBﬂ + COSy@ . (2.4.16)
ds OX 0 z
Exemplul 2.4.22 Sa se calculeze derivata campului vectorial
v=(y+xz)i +(x+yz)] +(x2 - yz)R
dupa directia vectorului U=+ 2]+ 2K .
dv,

Solutie. Vom aplica formula din relatia (2.4.15). Pentru a calcula % " si % vom aplica
u u u

formuladin (2.4.7). Astfel,
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V,=Yy+Xz, d—‘é:ﬁ- graadv, =(T+2]+2R)(ZT+T+XR)= Z+ 2+ 2X,
du

V, =X+ Yz, %:G-gradvz=(T+2T+2R)(|+zi+yR)=1+22+2y,

3

Vv, =X -y, dlﬁ —u-gradv, = (T+ 2j+ ZR)(ZXT— ZyT) =2x—4y.
du
Definitia 2.4.23 Fie \7( P)=v,(xY, z)T+ v, (X, Y, z)] +V,(X, Y, Z)R un camp vectorial de clasi
Cl(D) . Se numeste divergenza cAmpului vectorial v si se noteaza divv, scalarul (functia scalara):

divv = M + Ny + Ny .
ox oy oz
Definitia 2.4.24 Se numeste rotorul cAmpului vectorial de clasi C'(D),

(2.4.17)

V(P)=v,(x,Y,2)i +V, (X Y,2) j +Vv,(x,y,2)k, vectorul notat cu simbolul rotv a cirui expresie
analitica in coordonate carteziene este:

i ]k
rotv=l > 2 2 (2.4.18)
oX oy oz
Vl V2 VS
determinant simbolic care se dezvolta dupa elementele primei linii, obtinandu-se:
rotve| N Mo | [P N |z [NV Mg (2.4.19)
oy o0z 0z OX oX oy

Observatia 2.4.25 (Interpretarea fizica a divergentei) Divergenta este un operator care masoara cat
de mult un camp vectorial iese din sau intra intr-un punct. Pentru un camp vectorial care reprezinta
viteza de expandare a aerului atunci cand acesta este incélzit, divergenta campului de viteze are o
valoare pozitiva deoarece aerul se dilatd. Daca aerul se ridceste §i se contractd, divergenta este
negativa.

Observatia 2.4.26 (Interpretarea fizica a rotorului) Rotorul este un operator vectorial care scoate
in evidentd rata de rotatie a unui cAmp vectorial, adicd directia axei de rotatie §i magnitudinea
rotatiei.

Observatia 2.4.27 Daca introducem operatorul nabla V al lui Hamilton care are caracter
diferential si vectorial si a carui expresie analitica este:

v:ihihik, (2.4.20)
oxX oy 0z
atunci deducem urmitoarele formule:
o+ 0+ 0-

rado=| —i+—j+— =Vop, 2.4.21
gqo[ax Wlazjww ( )
divi=| Zie LT Lk |(yie v, ] uk)=v 7, (24.22)

oxXx oy oz
rotv=| L+ LT LR (i e, ] k) = Vv, (2.4.23)

oxX oy 0z



Proprietati de calcul ale divergentei si rotorului
a) Fie u si v doud campuri vectoriale de clasa Cl(D), iar ¢ un camp scalar de clasa Cl(D). in
punctul curent din D au loc urmatoarele relatii:

) div(a +\7) = divu + divv;

ii) rot(ﬁ+\7) —rotu+rotv:

i) div(qo\?) =v-grade + pdivv;

iv) rot(gm?) =grotv—vxgradg

) div(axfl)=f/-rotf1—ﬁ-rot§;

vi) rot(ax(/)=a-divv—v-diva+d—i‘—d—l’.
dv du
b) Daca r estevectorul depozitie, r = xi+ yj + zk , si a esteun vector constant, atunci avem:
i) div5=0; iv) rot§=0;
i) divF=3; V) rotF:O;
i) div(axF)=o; vi) rot(axF)=2a.

Observatia 2.4.28 Daca ¢ este un camp de clasa CZ(D), iar v este un cimp vectorial de clasa

c? ( D) , aunci au sens urmatoarele cinci combinatii:
grad (divf/) , div(grad g), div(rotf/) , rot(grad ) si rot(rotf/) .
Propozitia 2.4.29 Daci ¢ este un cimp scalar de clasi C? ( D) si v esteun camp vectorial de clasa

v, atunci au loc relatiile:

div(rot\7) =0, (2.4.24)
rot(gradp)=0, (2.4.25)
div(grad)=Ag, (2.4.26)
rot (rotf/) = grad (diV\?) —Av, (2.4.27)
unde A este operatorul lui Laplace,
0> o o°
A=—+—+—. (2.4.28)
ox oy oz

Exemplul 2.4.30 Se dau campurile:
V= (xyz+ xg’)iﬂ+(y2 + yS)] +(sz + 23)R ,
W= (yz+ xy2)7+(xyz+ yzz)] +(3xy+ XZZ)R .
Si se calculeze grad (divf/) si rot (rot Vv)
Solutie. Folosim definitiile gradientului, divergentei si rotorului date mai sus. Avem:
divv=yz+3x? + 2y + 3y? + 2xz+ 327,
deci
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grad(div9)=(6x+22)7+(6y+ z+2)] +(6z+y+2x)k,
si
rotw=(3x—xy - 2yz)i +(-2y - 2xz) j +(yz-z— 2xy)k,
deci
rot(roth):zT+ XK .

2.5 Fluxul si circulatia

Fie © o suprafati continuti in domeniul D c R® in care este definit cAmpul vectorial V si fie n
versorul normalei la suprafata ¥ orientat in sens pozitiv.

Definitia 2.5.1 Se numeste fluxul vectorului v prin suprafata ¥, méarimea:
®(x)=[[v-ndo. (25.1)
z

Fata de reperul cartezian ortogonal, avem:
O(2)= ”(vl cosa. +V, Cosp +V, cosy )do = ”vldydz +V,dzdx + v,dxdy (25.2)
X X
unde n = cosai + cosB] + COSy_R .
Observatia 2.5.2 Pentru o suprafatda inchisa, normala o vom considera totdeauna dirijata spre
exteriorul domeniului.
Observatia 2.5.3 Fluxul @ reprezinta diferenta dintre cantitatea de fluid iesita din suprafata X care
delimiteaza un volum Q si cea initiald in unitatea de timp. Fluxul ® reprezinta cantitatea de fluid
produsa de volumul Q in unitatea de timp, deci @ este productivitatea volumului Q.
Exemplul 2.5.4 Un fluid oarecare curge in spatiu cu viteza
v=3xi + 3y] + 7K.
Sa se gaseasca fluxul total @ al fluidului prin suprafata superioara a paraboloidului
(S*):z=9—x2 —y?
Situata in semiplanul superior z>0.
Solutie. Folosind definitia 2.5.1, avem de calculat urmatoarea integrala de suprafata:

@=”\7-ﬁdc,
<
unde n este versorul normalei la suprafata S*:
. VF(x,Y,2)
||VF(X, Y, z)” ’
unde
F(xy,z)=xX+y +z-9.
Deci,
- 2Xi +2y]j +k
Asadar,



2X 2y 1

—_— S ——=—— , C0Sy = —————.
VA +4y* +1 JAxE +4y? +1 (42 +4y? +1

Aplicand formula de calcul, obtinem:
O = ﬂ(vl cosa. + V, COSP + v, cosy ) do =
S+

_ ﬁ[ 6y’ 2 do.

Jaxe + 4y% +1 \/4x +4y?+1 \/4x +ay?+1
Dar, din ecuatia suprafetei si din definitia elementului de suprafata, avem:
dazmdxdy, (x,y)eD,
unde D este proiectia suprafetei pe planul xOy:
D ={(x,y)eR2:x2 +vy° —930}.

Inlocuind in expresia de mai sus, avem

6X° + 6y’ +9—X* — 1+ 4x% + 4v2axdy = [[(5x% + 5v2 + 9)dxdy .
@JI[ Joxway 1 Jm”ﬂ(““)”

Integrala dubla o calculam folosind trecerea la coordonatele polare r si t, unde:
{x =r cost

COSa =

y—rent’ €[0,3], te[0,27].

Aviand 1n vedere cé jacobianul transformarii care se utilizeaza la schimbarea de variabile de mai sus
esteegal cu r si folosind formula schimbarii de variabile in integrala dubla, obtinem:

2n 3
= jdtjr (5r2 +9)dr _ o7,
5 2
Exemplul 2.5.5 Sa se calculeze fluxul carnpulu1 vectorial:

V= XI+yj+Zk

prin suprafata exterioara a semisferei
(Z):{Xz +y*+72°=9
z>0.
Solutie. Conform relatiei (2.5.2), avem:
()= ”\7 ndoc = ”(vl cosa. +V, CoSP +V, cosy ) do
z z

unde n este versorul normalei la suprafata X :

- VF(x,Y,2)
||VF (XY, z)”
unde
F(xy.z)=x*+y*+2°-9.
Deci,
- 2xi+2yj+2zk  Xxi+yj+zk
J(2x) +(2y) +(22)° 3
Asadar,
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cosa:%, cosp = y, Cosy =

z
3 3
Inlocuind in formula de mai sus, obtinem:

O(2)= ”(vl cosa + V, COSP + V, cosy ) do =

X
X Y 4 Z 1 2 2, .5
=Lj[x.§+ y.§+ y4 -gjdc=§g(x +y +2z )dc.
Pentru gasirea elementului de suprafatd do folosim urmatoarea parametrizare a sferei:
X =3sinf cosp
(£):{y=3sindsing, 6 e {0,%}, pel0,27].
z=3cosd
Dupa cum se stie, dementul de suprafata se calculeaza cu formula

do =+JEG-F2déde,

unde codficientii E,G,F sunt dati de
2 2 2
E= [% + [ﬂ + [E ,
00 00 00
6 2 2 6 2
G= _X + ﬂ + _Z ,
op op op

FoOXox oy ozoz
00 09 00 0p 00 g
Prin calcul, obtinem ca
do =9snfdode .
Asadar,
@(Z)=%”(93in2ecosz(p+9sin2esinz(p+243cosse)95ined9d(p, D ={O,g}<[0,2n] :

D
deci

2n

do [ (27sin’0+729sin0cos’6)dg = 2r
0

— A

®(T)= (27sin® 0+ 729sin6cos’0)do =

ot—n|a

0

2 p
= 2r- 27[sin®0d0 + 21 729[ sin O cos® 616
0 0
Pentru prima integrala folosim formula trigonometrica
sin36=%(3sin6—sin36)

si obtinem

N a

jsin39de=3.
) 3

Pentru a douaintegrala, facem schimbarea de variabila
cosf=u , —sinf=do,
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si obtinem

% 1
jsinecossed6=—.
0 6

Asadar,
(%)= 2n-27-§+ 2n-729%= 279
Definitia 2.5.6 Se numeste circulayia vectorului v de-alungul curbei inchise continute in domeniul
D dedefinitie a campului v, valoareaintegralel curbilinii:
¢ =dvdr. (2.5.3)
C

Fata de reperul cartezian, avem:
C= cﬁv1 (%Y, Z)dx+V, (XY, Z)dy+Vv; (X y,z)dz. (2.5.4)
C

Exemplul 2.5.7 Sa se calculeze circulatia campul vectorial
v=—Vi+x?]
pe frontiera domeniului
D ={(x,y)eR2‘x2 +4y? s4,y20}

parcursi in sens trigonometric.
Solutie. Fie C frontiera domeniului D, parcursd in sens trigonometric. Conform relatiilor (2.5.3) —
(2.5.4) avem:

C= cfn?d? = C.[>—y2dx+ x2dy .
C C
Curba C este jumitatea superioard E adipsei x*+4y® =4, completati cu diametrul mare al siu
[AB] pe care ea se sprijina si este parcursa in sens trigonometric (ca in figura alaturata).
Asadar, avem:
y“ 2 2 2 2
C= j —y“dx+ X dy+j—y dx + x“dy.
E [AB] E

/ \ Folosind reprezentarile parametrice ale celor doua
A(2,0) O/B(Z,O)

curbe,
cele doua integrale curbilinii devin:

<V

X=t

[AB]:{ 0,te[—2,2],

I, = j —y%dx+ x°dy =0,

(A8]

I, =j—y2dx+ xzdy=j(23in36+4c0536)d6=j[gsine—lsin%+cos36+3cosejd6=§.
A 0 o\ 2 2 3
Deci,

C’=I1+I2=§.
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Exemplul 2.5.8 Sa se calculeze circulatia campul vectorial
v=x%+xy] — yzk
de-a lungul curbei ABCA, unde A(1,0,0), B(0,10), C(0,0,1), AC si AB sunt segmente de
dreapta, iar BC este un sfert din cercul cu centrul in origine si de raza 1, din planul yOz.
Solutie. Fie curba ABCA reprezentata in figura alaturata. Aplicand definitia 2.5.6, avem:
C= cﬁ vdr = §> x2dx + xydy — yzdz = j\?d?+ j\?dF+ j\?d?.
AB BC CA

ABCA ABCA
Dregpta AB are parametrizarea
Xx=1-y
AB:iy=y ,ye[0]],
z=0
deci

1 1
j var = j x“dx + xydy = j—(l— y)2 dy+j(1— y) ydy = _% )
AB AB 0 0
Parametrizarea arcului BC este
x=0
BC:{y=cost,te {O,E} ,
z=sint 2
deci

—cos’tsintdt .

O t—n A

j vdr = j —yzdz =
BC BC
Facand substitutia sint =6, obtinem: j vdr = —% .
BC
Dreapta CA are parametrizarea

deci

Asadar,
€= [+ Wi + [udr=—" T4 2= T,
AB BC ca 6 3 3 6
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2.6 Formule integrale

2.6.1 Formula flux — divergenta (a lui Gauss — Ostrogradski)

Fie Q un domeniu compact din R® care are ca frontiera o suprafati  inchisi simpli, netedi sau

neteda pe portiuni. Versorul n al normalel exterioare intr-un punct al suprafetei ¥ are expresia:
n=cosai + cosﬁ] + cos;/R ,

unde &, B si ¥ sunt unghiurile pe care acest versor leface cu versorii i, |,k ai reperului Oxyz.

Teorema 2.6.1 (Formula integrald Gauss — Ostrogradski) in ipotezele de mai sus, dacd v este un

camp vectorial de clasa ct (QUZ) (X Y, ) (X, Y, Z)T+v2(x, Y, Z)] +V3(X, 2 Z)R, atunci are

loc:

j”[av Ny 6\; jdxdydz ” (v, cosa +V, cosp +V, cosy ) do . (26.1)

Observatia 2.6.2 Folosind expresia divergentei campului vectorial v, deducem ca formula (2.6.1)
Se poate scrie in forma vectoriala:
[[] divvdxdydz = [[vndo (2.6.2)
Q z

si exprima fluxul printr-0 suprafata in directia normalei exterioare, prin integrala divergentei pe
domeniul marginit de acea suprafata. Acesta este si motivul pentru care aceasta formuld se mai
numeste si formula flux — divergenya.

Observatia 2.6.3 (Interpretare fizica) Daca v este viteza de curgere a unui fluid din domeniul Q
prin suprafata ¥ care margineste domeniul, in directia normalei, atunci fluxul este integrala

proiectiilor lui v pe normala.
Exemplul 2.6.4 Fie Q regiunea marginita de emisfera

x2+y2+(z—l)2 =9,1<27<3
si planul z=1. Sa se verifice teorema flux — divergenta daca
v(x,y,2)=x +yj+(z-1)k.
Solutie. Calculam mai intai divergenta vectorului Vs apoi integrala tripld din aceasta. Avem:
divv=3
si
=54r

][ divvdxdydz = 3[ [ dxdydz = 3-
Q Q

In ultimul calcul am folosit faptul ca integrala tripli din membrul secund este volumul emisferei de
razi R=3 careesteega cu 27R*/3.

Calculam acum direct integrala de suprafata care apare in formula flux — divergenta. Observam mai
intai ca suprafata X este formata din reuniunea a doud suprafete: X, si X,, unde X, este fata

2727
3

superioara a emisferei de raza 3 situatd deasupra planului z=1, iar X, este fata inferioarda a

portiunii din planul z=1 limitata de cercul de raza 3 cu centrul in punctul (0,0,1) aflat n acest

plan.
Deci,

J‘J‘;/Flda = ”\7& do + ”an do,
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unde n, este normala unitari la fata X, , iar n, estenormalaunitari la fata %,

3 Tt

\/xz +y? +(z—1)2 3 3

Asadar,
J‘J‘;/Flda = ”3d0 + ”(—Z+1)d0 = 3” do=54r,
deoarece E § N ;
[[ do=arias, =27R* =18,
Zy
si

.ij(—z+l)da=0

deoarece pe suprafata pe care efectuam integrarea, z este egal cu 1 si deci integrantul este nul si ca
atare si rezultatul integrarii este nul. Prin urmare,

jj\“/ﬁda=547r,
z

ceea ce arata ca formula flux — divergenta se verifica.

2.6.2 Formula lui Stokes

Fie T osuprafati deschisi, netedi, mirginiti de un domeniu Q din R®.

Teorema 2.6.5 (Formula integrala a lui Stokes) Fie ¥ suprafata de mai sus si I' 0 curba neteda
z care margineste suprafata . Daca Vv este un camp vectorial de
clasi C*(D), Q(x,y,z)=v1(x,y,z)T+v2(x,y,z)]+v3(x,y,z)R,

D fiind un domeniu din R® care contine suprafata X, atunci are
loc formula:

jvl(x,y,z)dx+v2(x,y,z)dy+v3(x,y,z)dz=
r
= .[K%—%jcosa+[%—%jcosﬂ+[%—%jcos;/}da.
- S\ oy oz 0z OX oxX oy

Observatia 2.6.6 Utilizand expresia analitica a rotorului unui camp vectorial, rotv, si tinand cont

ca diferentiala vectorului de pozitie r este
dr =dxi +dy]j + dzk,

deducem ca formula integrala a lui Stokes se poate scrie in forma vectoriala:
[vdr = [[rotv-ndo . (2.6.3)
r X

Observatia 2.6.7 (Interpretare fizica) Formula integrala a lui Stokes exprimata prin (2.6.3) arata ca
circulatia cAmpului vectorial v pe frontiera I' a unei suprafete orientate ¥ este egala cu fluxul

rotorului lui v prin acea suprafata.
Exemplul 2.6.8 Fie I' curba situata la intersectia cilindrului
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X2 + y2 — aZ ,
cu planul z=1, parcursa in sens direct. Sa se verifice formula integrald a lui Stokes daca
352 3

Q(x,y,z)=—£7+ XZ oG+ xyzk.
3 3
Solutie. Calculam rotv si obtinem:

3 3
ron?:[xz—%jh[—%— yzj] +(Xz+y* 2 )k.

3
De asemenesn,
T
o= =—, :0,
B 57
deci
n=k.
Asadar,

”ron?- ndo = ”(xzz+ yzzz)da = j(x22+ yzzz)dxdy ,
X X D

deoarece suprafata > seafla in planul z=1. Folosind coordonatel e polare pentru calculul integralei

duble, obtinem:

I =Td9ir3dr = 7a’
0 0 2

Mai departe calculam integrala

— Yars X’z
var = | ———dx+| —+2 + xyzdz,
[ = (Lo 2o

unde I" estecercul x* +y* =a’ aflat in planul z=1. Asadar,

oo y3 XS
| = jvdr =j——dx+ —+2|dy.
/ 3 3
Trecand la coordonatele polare r =a si t, unde:

X = acost
{y=asim , te[0,27],
obtinem:
1 a’cos’t
| = j{——assinst-(—asint)+[ +2jacost}dt=
K 3
a.4 2r 2r
=€j(sin4t+cos4t)dt+2aj costdt.
0 0
Dar,
27 27 2r 2r - 2
j(sin4t+cos4t)dt = j[l—Z(sintcost)ﬂdt: j dt—Zj[SantJ dt =
0 0 0 0 2
27
=2”_ijﬂdt=zﬂ_l.”=3_”
) 27 2
si cum
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2r
jcostdt =sint§'r =0,
0

atunci
B a* 3z B rat

[ =2 2% _
3 2 2

2.7 Campuri particulare importante

2.7.1 Campuri irotationale

Fie D undomeniudin R®.

Definitia 2.7.1 Un camp vectorial v declasi Cl(D) Se numeste irotarional in D daca rotv=0 in
orice punct al domeniului D .

Definitia 2.7.2 Un camp vectorial V se numeste Cimp potential in D daci existd un camp scalar
peC ( D) adtfel incat grado = v in fiecare punct al domeniului D.

Teorema 2.7.3 Fie D un domeniu simplu conex din R® si v un camp vectorial de clasi C'(D).

i) Circulatia unui cAmp irotational v peorice curb inchisa din D este nula.

i) Circulatia unui cAmp irotational v pe un arc de curbi AB din domeniul D depinde
doar de extremitatile curbei si nu depinde de drumul care le uneste.

iii) Orice cAmp irotational v intr-un domeniu D este un cAmp potential in acel domeniu si
reciproc, adica:
rotv=0 < v=grade, peC*(D).
Functia de fortd ¢ aunui cAmp irotational v se poate exprima printr-o integrala curbilinie
independenta de drum:
o(P)=[vdr, (2.7.2)
AP

unde A(X,,Y,.Z,) esteun punct fix, iar P(x,y,z) un punct oarecare.

2 2

- X+ - X+ = . . N .

Exemplul 2.7.4 Sa se arate ca v=2—i+ ZXJ - 2y k este un camp irotational in semiplanul
z z z

z> 0 si apoi sa se determine functia de forta.

Solutie. Aratam ci rotv=0. Astfel,

[ k
rotv=|2 2 il =[—le+2—2/ T+[—212+2—Z( j+(0+0)k=0.
oxX oy 0z zZ z a4
2 2
X Y X +2y
z z z

Campul v fiind irotational, rezulti ca functia de fortd se poate exprima printr-o integrala curbilinie
independenta de drum:
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2

- - X y x* +y?
P)= [wdr = [| 2Xdx+2Y dy- dz |=
o(P) jvr JP[ Jdx+ 27 dy—— zj

cu A(X, Yo: Z,) esteun punct fix, iar P(X,y,z) un punct oarecare.

Exemplul 2.7.5 Sa se arate ca V= (2X—Sinx)| —2yj+4zk esteun camp irotational §i apoi sa se
determine functia de forta.
Solutie. Evident rotv=0. Pentrua gasi functia de forta aplicam relatia (2.7.1) si obtinem:
o(P)= j\?d? = j ((2x—sinx)dx— 2ydy + 4zdz) =
AP AP
X y z
= j(Zt —sint)dt - thdt + j4tdt = X" +cosx—y> +27° +C,

%o Yo Z

cu A(X, Yo: Z,) esteun punct fix, iar P(X,y,z) un punct oarecare.

2.7.2 Campuri solenoidale

Definitia 2.7.6 Un camp vectorial v declasi C'(D) se numeste solenoidal in D daca divv=0 in
orice punct al domeniului D .
Definitia 2.7.7 Campul vectorial w se numeste potential vector a campului solenoidal v daca
rotw=v.
Teorema 2.7.8 Fie v un cimp vectorial de clasd C* ( D) .

i) Fluxul cimpului solenoidal v prin orice suprafatd inchisd = continuti in D estenul.

i) Fluxul cimpului solenoidal v prin orice suprafati deschisa 2, continutd in D si

marginitd de curba C depinde doar decurba C si nu depinde de X, .
iii) Orice camp solenoidal in D este un camp de rotori §i reciproc, adica:
divwv=0 < v=rotw, we Cc*(D).
Exemplul 2.7.9 Fie campul vectorial V= (p(r )F +axr, unde Qe Cl(R) si a este un camp
vectorial constant. Sa se determine functia ¢ astfel ca v si fie solenoidal.
Solutie. Deoarece r=xi+yj+zk, r={xX+y+7°, a=ai+a,]+ak,
axr =(a,z-ay)i +(ax-az)]+(ay-ax)k, aunci
v=(p(r)x+a,z-a,y)i +(p(r)y+ax-az)j+(o(r)z+ay-axk.

Dinrelatia (2.4.17), avem:

din:%(cp(r)x+ a,z— agy)+%(cp(r)y+ a,x— alz)+%((p(r)z+ ay-a,x)=

0

=&((p(r)x)+%((p(r)y)+%((p(r)z).

In acest moment, folosind metoda derivarii functiilor compuse, obtinem:
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divv=%cp’(r)x+(p(r)+2—;(p'(r)y+(p(r)+%(p'(r)z+(p(r)=

=[x—x+ y—+ z—rzjcp’(r)+3<p(r) =r¢'(r)+3g(r).

Campul vectorial Vv este solenoidal daci divv=0, deci r¢'(r)+3p(r)=0, adici r’p(r)=C.
Asadar,
<

o(r)="5.

2.7.3 Campuri biscalare

Definitia 2.7.10 Un cimp vectorial v de clas C'(D) senumeste biscalar in D daca exista doud
functii scalare independente A si F, A e Cl(D) , Fe CZ(D) astfel incat sa avem: v=A-gradF
in orice punct din D .

Teorema 2.7.11 Fieun camp biscalar in D, v=A- gradF . Atunci, au loc afirmatiile:

i) Campul v este perpendicular perotorul siu, v-rotv=0.
i) Campul v admite o familie de suprafete, care depind de un parametru, ortogonale
liniilor de camp. Ecuatia suprafetelor ortogonale liniilor de camp este: F (X, Y, Z) =C.
Teorema 2.7.12 Fie v un cimp vectorial de clasa C* ( D) . Daca 1n orice punct al domeniului avem:
v-rotv=0si rotv=0, (2.7.2)

atunci v este un cimp biscalar.
Observatia 2.7.13 Suprafetele ortogonale liniilor de camp trebuie cautate printre suprafetele de

camp ale campului rotv. Suprafetele de camp ale vectorului rotv semai numesc si suprafefe de
Vartej, iar liniile de cAmp ale vectorului rotv senumesc linii de vértej.

Exemplul 2.7.14 Se did campul vectorial V= yz(y+ Z)T+ XZ(X+ Z)] + Xy(X+ y)R . S se afle
suprafetele ortogonale liniilor de cAmp ale lui V si sd se scrie v sub forma: v=x-gradF .

Solutie. Aratam ca Vv este cimp biscalar aplicand teorema 2.7.12. Astfd,

i j K
rotv = ix % % =2x(y-2)i+2y(z-x)j+22z(x-y)k =0,

yz(y+2z) xz(x+2z) xy(x+y)
si
V-rotv= 2xyz(y2 - 22)+ 2xyz(z2 - x2)+ 2xyz(x2 - yz) =0.
Teorema fiind verificata, rezultd ci v este biscalar, deci v admite o familie de suprafete ortogonale
liniilor de camp. Cautam aceste suprafete printre suprafetele de camp ale lui rotv . Astfel, ecuatiile

diferentiale ale liniilor de camp ale lui rotv sunt:
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axk  dy  dz
2x(y-2) 2y(z-x) 2z(x-y)
Rezolvand acest sistem cu ajutorul metodei combinatiilor integrabile, obtinem ecuatiile liniilor de
camp ale lui rotv:

{x+y+z=C1 273

xXyz=C,.
Stim cé gradientul este un vector care are directia si sensul normalei nla suprafata. Din definitia
liniel de camp, avem ca rotv este tangent curbelor din reatiile (2.7.3). Asadar, avem relatiile:

rotv-grad (x+y+2)=0
rotv- grad (xyz) =0
v-rotv=0.
Deaici, rezulta ca vectorul v este coplanar cu vectorii grad (x+y+2z) si grad(xyz). Dedi,
v=agrad(x+y+z)+pgrad(xyz). (2.7.4)
Calculam cei doi gradienti si identificam elementele celor doi vectori. Astfel, se obtine sistemul:
o+Byz=yz(y+2)
o+Bxz=2x(Z+X)
o +BXy =Xy(X+Y)
cu solutiile oo =—Xyz si p= X+ Y+ z. Asadar, relatia (2.7.4) devine:

v=—xyzgrad (x+y+2)+(x+y+z)grad(xyz),
relatie echivalenta cu

v=(x+y+ z)2 gradi.
X+y+2z
Deci,
k:(x+y+zfsiF=——§EL—.
X+y+2z
Asadar, ecuatia suprafetelor ortogonale liniilor de camp este:
% _c.
X+Y+2Z
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3. SERII FOURIER. INTEGRALA FOURIER.
TRANSFORMATA FOURIER. TRANSFORMATA LAPLACE

3.1 Serii Fourier

Functiile periodice constituie una din clasele de functii care, datoritd proprietatilor lor, intervin
frecvent in diverse probleme teoretice i practice. Un mijloc de reprezentare si studiu al acestor
functii il constituie dezvoltarea in serie Fourier. Termenii unei serii Fourier sunt functii periodice cu
care se pot descrie fenomenele oscilatorii din electrotehnica, mecanica undelor si orice procese
vibratorii periodice.
Definitia 3.1.1 O functie f:R — R se numeste periodica daca existd un numar real T =0 astfd
incat pentru orice Xe R Si avem:

f(x+T)=f(x).
Deoarece orice multiplu intreg KT, keZ, este de asemenea perioada pentru f , cea mai mica
perioada pozitiva T >0 se numeste perioadd principali afunctiei f . In continuare, prin perioada
unei functii vom intelege totdeauna perioada principala a functiei f .
Propozitia 3.1.2 Daci f(x) este periodica, de pericada T, atunci f(o-x) este periodicd, cu

perioada T .
a
Exemplul 3.1.3 Functiile sinx si cosx sunt periodice, de perioada 2r . Functiile sinkx si coskx
sunt periodice, de pericada T = Z—J Perioada comuni a familiei {sinkmx,coskox|,  este T = n
(O]

Propozitia 3.1.4 Fief :R —» R o functie periodica, de perioada T, integrabila pe un interval de

lungime T . Atunci pentru orice o e R, avem:
a+T T

j f (x)dx:j f (x)dx.
o 0
Definitia 3.1.5 Se numeste serie trigonometrica o serie de functii de forma:

a, + (a8, coskox+h, sinkox), xeR, (3.1.1)
k=1
unde coeficientii a,,a,,b,, ke N, sunt constante reale.
Sumele partiale ale seriei (3.1.1) se numesc polinoame trigonometrice, iar constanta o se numeste

pulsasie.
Observatia 3.1.6 Deoarece sumele partiale ale seriei trigonometrice sunt functii periodice, de

. 2n - 9 . .. .
pericada T =—, este suficient sa studiem convergenta unor astfel de serii pe un interval de
®

lungime T , de exemplu o, +T].

Proprietatile sumelor unor astfel de serii trigonometrice punctual convergente sunt sintetizate in
urmatoarea teorema.
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Teorema 3.1.7 Presupunem ca seria trigonometrica (3.1.1) este punctual convergenta pe [a,a +T] ,
To2" si fie S(x) suma acestei serii. Atunci:
®

i) Functia S:R — R esteperiodica, de perioada T
ii) Daca seria (3.1.1) este uniform convergenta pe [oc,oc +T] , aunci S este continua pe
R si, in acest caz, au loc relatiile:

oc+T oc+T a+T
a,=— j x)dx, a =— j x)coskoxdx, b, =?2 j S(x)sinkoxdx, k>1.

Demonstr atie.

i) Fie ( )>1 sirul sumelor partiale ale seriei (3.1.1). In baza ipotezei, sirul ( ) converge

n>1
punctual catre S si, cum toate functiile S, sunt periodice, de perioada T , aceessi proprietate o are
si S.

i) Deoarece seria (3.1.1) este o serie uniform convergenta de functii continue, suma ei S este o
functie continua pe R . Pentru orice xe R , avem:

S(x)=a, +i(ak coskmX + b, sinkox) . (31.2)

Continuitatea lui S si uniform convergenta seriei ne permit integrarea termen cu termen a relatiei
(3.1.2):

a+T a+T a+T a+T
j X) dx = j a,dx + Z[ak j coskoxdx + b, j smkoaxdxj (3.1.3)
Dar, ’
et 1 a+T ot 1 a+T
j coskmxdx = —sinko x| =0, j S|nkoaxdx_——coskoax| =0.
ko ko

Deci, rdatia (3.1.3) devine:

a+T oc+T

j S(x)dx = a0x|°”T_aoT:>a0——j

o

Inmultim relatia (3.1.2) cu functia mirginita cos pmx. Conver genga uniforma se péstreaza si seria

obtinuta poate fi integrata termen cu termen pe [oc, o+ T] . Obtinem:
o+T a+T
j S(x)cos pwxdx = a, j CcOS poxdx +

o

o a+T a+T
+Z[ak j coskmxcos poxdx + b, j sinkoxcos pooxdxj (3.1.4)
=1
Dar,

a+T 1

j cos poxdx = ——sin pe ><|°HT

po
a+T 1 a+T a+T
j coskmx cos pmxdx = 5 j cos(k+ p)oxdx+ 5 j cos(k — p)oxdx =
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a+T

j sinkwxcos poxdx =

a+T

{0 k=p
1
2

n(k+ p)ooxdx+% j sin(k— p)oxdx=0, Vk,peN.

o

Q'—;+ N|—|

Deci, rdatia (3.1.4) devine:

a+T a+T
j S(x)cos poaxdx:TEap, deci a, =_|_E j S(x)coskmxdx .

a+T

Cosficientii b, = T j S(X)Sln koxdx seobtin in mod analog, inmultind relatia (3.1.2) cu Sin poX .

Definitia 3.1.8 Fie functia f:R — R periodica, de perioada T, continua pe portiuni pe orice
interval compact din R, cu limitele laterale finite in orice punct. Consideram coeficientii:

a+T a+T a+T

=—j x)dx, ak_—j x) coskoxdx , bk=?2.[ f (x)sinkoxdx, k>1, (3.1.5)

2n . L . o . . R
unde (o=?. In acest mod, oricarei functii f cu proprietatile mentionate i se asociaza seria

trigonometrica (3.1.1), numitd seria Fourier alui f ; coeficientii a,,a,,l, de mai sus se numesc
coeficienyii Fourier ai lui f .
Observatia 3.1.9 Conditiile suficiente pentru ca o functie periodica sa poata fi reprezentata prin
seria Fourier asociata ei au fost date de Dirichlet si se mai numesc conditiile lui Dirichlet.
Definitia 3.1.10 Spunem ca functia f indeplineste condifiile lui Dirichlet peintervalul [a, b] daca:
i) f este marginita si are cel mult un numar finit de puncte de discontinuitate de prima
speta (limitele lateralefinite).
ii) f este monotona pe portiuni (adica, intervalul [a, b] poate fi impartit intr-un nUMar
finit de subintervale astfel incat pe fiecare subinterval f Sa fie monotona).
In legitura cu convergenta seriei Fourier si cat de bine aproximeazi ea functia f se poate da
urmatoarea teorema.
Teorema 3.1.11 Daca functia f , periodica de perioada T , indeplineste conditiile lui Dirichlet pe
uninterval [a,0+T], atunci seria sa Fourier este convergenta punctual pe R . Suma S(x) aseriel
Fourier in fiecare punct de continuitate este egald cu valoarea functiei f in acel punct. in punctele
de discontinuitate, valoarea sumel S(X) este egala cu media aritmetica a limitelor laterale
corespunzatoare punctului de discontinuitate, adica:
. f (X), in orice punct de continuitate al lui f
a,+ Y (a, coskox+h, sinkox)=1 (c-0)+ f (c+0)
k=1 >
Observatia 3.1.12 Determinarea seriei Fourier a une functii f sereduce la calculul coeficientilor

Fourier dati de formulele din (3.1.5).
Observatia 3.1.13 Dezvoltarea in serie Fourier a functiilor periodice se simplifica daca pe

, C— punct de discontinuitate.

: TT
intervalul 55 functia este para sau impara.
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Propozitia 3.1.14 Daca f este o functie para pe {—12 %} atunci seria sa Fourier este:

a, + Zw: a, Coskwx,
k=1

f (x)coskoxdx, k>1.

O —r [+

.
2n 2% 4
unde o=—, a,=—| f(x)dx, a =—
T % T;[ (x) % T

TT
Propozitia 3.1.15 Daca f este o functie impara pe {—E E} atunci seria sa Fourier este:

3 b, sinkox,
k=1

T

2
undeoa—— b =— j smkoaxdx, k>1.
Observatia 3.1.16 Daca f este o functie definita pe intervalul [a,b], neperiodica, dar care
indeplineste conditiile Iui Dirichlet pe [a, b], atunci ea poate fi prelungita prin periodicitate cu
pericada T =b—a lafunctia F definita pe toatda axa reald. Dezvoltarea in serie Fourier a functiei
F pe R esteoreprezentarein serie Fourier a lui f pe[a,b].

Exemplul 3.1.17 Sa se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [—7[,7[] functia f (X) = x* si apoi si

=1
se deduca suma seriei numerice 2—2
n=1

Solutie. Functia f reprezinta restrictia functiei periodice F, de perioada T =2, la intervalul
[—7Z',7Z']. Conditiile lui Dirichlet sunt indeplinite deoarece functia f pe intervalul [—7[,7[] este

monotona si marginita. Deoarece f (X) = x* estefunctie pari, dezvoltarea ei in serie Fourier este:
f(x)=a,+)_a coskox,
k=1

unde m=ﬁ=1, iar
2n

si

T

2 T T . !

j f (x)coskoaxdx:ijx2 cosde:ijz[smka dx =
0 21 0 k

T

2sinkx|®  27sinkx 4 “[coskxj'

—X - 2xd =—j -xdx =

T k |0 ny Kk

4 ”[coskxj' 4 coskx
Xdx =—

Tkl K “kr K

0

y _i”coskx
o Kmy K

dx =
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4 cosk;r”_ 4 sinkx|”_i(_l)k
Ckr k Kr k |, k? '
Deci,
-, (-1)"
f(x)=x2=£+4z ——coskx, Vxe[-7,7].
3 k=1 k

In particular, pentru Xx= 7 obtinem:

2 0 _1k 2 0 _1k 2 0
n2=%+4;%coskn=%+4;(k2) (—1)k=%+4§I klz,
deci
=1 _nz
=L

Exemplul 3.1.18 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier functia periodica de perioada T =7 data
prin
f(x)=€™, xe(0,7).

Solutie. Functia f fiind periodica cu perioada T =7, rezulta ca a)=2_|_—”= 2. Deci seria Fourier

atasata functiei f este:

f(x)=a,+_(a cos2kx+h sin2kx),

k=1
T T T
unde a0=%jf(x)dx, ak=$jf(x)c052kxdx si bk=$jf(x)sin2kxdx, k>1. Caculam
0 0 0

coeficientul a,:
17 1
=—|e¥dx=—(1-e").
b e lie)
Pentru gasirea coeficientilor a, si b, calculam suma a, +ib, dupa care vom identifica partea reald
CU &, sipartea imaginard cu b, . Asadar,

a +ib, =%.([eax(coska+sin2kx)dx=§z[ef""e“‘“dx:%gﬂgiki (e’(a*m)” —1) =

e M)

7 a+ 2ki r a’+4k?
Deci,
2a(l-e ™ 1 ) 4(1-e* k
a, = ( ) 5 > sib = ( ) 5 >, k>1.
Vs a” +4k Vs a“ +4k

3.2 Forma complexa a seriilor Fourier

Inlocuim in termenul general al seriei Fourier, functiile trigonometrice cu expresiile lor complexe:
ikmx —ikox ikmx —ikox
.o —-e
coskox=———— si Sinkox= -
2 2
Deci,
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—ikox ikox —ikox

f(x)=a0+i[akelmx+ze +h S ;ie J:

[akeikmx +akeikmx_ih<eikmx+ih(eikme_

2

a, —ib, gkox | a, +ib, eikmx}
2

N

Fiec, =a,, ¢, =X _ZIbK si C = X ;Ibk . Deci, din (3.1.5), avem:

_a-ib _1(2°f 20 _1
ck_—_—[?j f(x)coskooxdx—l? j f(x)smkooxdxj_? j f (x)e™dx,

2 2 o o o
*_a‘k+ibk_1a+T ikox
C=— =T ! f (x)€e"“*dx.
Asadar,
f (X) — Co +i(ckeikmx +C;e—ikmx) — i Ckeik(uX , (316)
k=1 k=—00
unde
C, =1T f(x)e™*dx, keZ. (3.17)
T

o

Observatia 3.2.1 Expresia (3.1.6) se numeste forma complexa a seriei Fourier. Daca functia
periodica f deperioadd T satisface conditiile lui Dirichlet, atunci considerand coeficientii Fourier

(3.1.7), rezulta ca seria (3.1.6) este punctual convergenti citre %[f (x+0)+ f(x=0)], pentru

orice xeR.
Exemplul 3.2.2 Sa se determine forma complexa a seriel Fourier pentru functia periodica

f:0l]>R,

. . 2r 9 . .
Solutie. Decarece T =1, gasimca w = T Asadar, forma complexa a seriei Fourier este
0 2mikx

f(x)=> ce'

k=—o

Cosficientii dezvoltarii sunt

iar pentru k = 0, obtinem:
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| 2nikx 2nikx | 2nikc
Ck=:_Lj 1 x e | dx=_i ! e | | + 1_ ,[X e ! dx =
Iy [ 2l 2kmi 2kl ¢
|

1  2nik ! i
= —| xe ! =——.
2Kkl o o 2k

Asadar, pentru orice punct de continuitate xe R avem:

72nikx
+——-=e !
2k

(=gt Txe "

#0

3.3 Integrala Fourier

Fie f:R —> R neperiodici. Functia f nu poate fi reprezentatd printr-o serie Fourier pe R. In
schimb, in anumite conditii, f poatefi reprezentata printr-o integrala dubla improprie care prezinta
0 oarecare analogie cu seria Fourier.

3.3.1 Forma complexa a integralei Fourier
Teorema 3.3.1 Daca functia f :R >R

i) indeplineste conditiile lui Dirichlet in orice interval de lungime finita,
i) 1n fiecare punct ¢ de discontinuitate, valoarea functiei este egala cu media aritmetica a
limitelor laterale in acel punct,

iii) esteabsolut integrabila pe R, adica este convergenta integrala j | f (X)| dx,

atunci exista egalitatea
== j du j gy (33.1)

care se numeste formula lui Fourier care reprezi nta dezvoltarea functiei f inintegrala Fourier sub
forma complexa.

3.3.2 Forma reala a integralei Fourier

Integrala (3.3.1) poate fi scrisi si sub forma reala daci se inlocuieste €™ cu expresia

eiu(x—t)

=cosu(x—t)+isnu(x-t).
Astfel, obtinem:
_1 f(t cosu X— t)+isinu(x—t))dt=

1 f (t)cosu(x— t)dt+—jduj t)sinu(x—t)dt. (3.3.2)

P CIR0
S G
Consideram func‘gule o

g(u,x) =z f (t)cosu(x—t)dt si h(u,x) =z f(t)sinu(x—t)dt.
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Seobserva ca:

g(-u,x)=g(u,x) si h(-u,x)=-h(u,x).
Deci,
j g(u,x)du =2jg(u,x)du si j h(u,x)du=0.
—o0 0

—0

Relatia (3.3.2) devine:

f(x):ljduj f (t)cosu(x—t)dt, (3.3.3)
n 0 —0
egalitate care se numeste forma reala a formulei Fourier, iar integrala dubla improprie din dreapta
se numeste forma reald a integralei Fourier.

Observatia 3.3.2 Dezvoltind cosu(x—t) dupa formula

cosu(x—t) = cosuxcosut + sinuxsinut ,
relatia (3.3.3) devine

f(x) =%jduj f (t)(cosuxcosut + sinuxsinut) dt =
0

—0

= %Tcosuxdu T f (t)cosutdt + %Ts nuxdu T f (t)sinutdt . (3.3.4)
Asadar, daca f esteo fur(;c;ie pard ;Oe R, atunci 0 h
f(x)= %ICOSUXdUI f (t)cosutdt , (3.3.5)
iar daca f esteofunctie impard pe R, atunci
f(x):%IsinuxduI f (t)sinutdt . (3.3.6)
Exemplul 3.3.3 Sa se reprezinte printr-0 integrala Fourier functia:
1L|x<a
f(x)= % X=+a
0,|x>0
Solutie. Din relatia (3.3.1) avem f(x)= 2—1n T du ]O f(t)e“*dt. Calculam integrala

—0 —0

j f (t)eiu(xft)dt dupa care vom introduce rezultatul in formula. Avem:

© » a ) iu(x-t) a ) ) jUX ) )
J‘ f (t)elu(Xft)dt _ J'l_ Ut gt — € . =fl(e|u(xfa) _ elu(x+a)) _ _?_(e—lua _ elua) _
e bt —Ilu a —Iu u
=e_|uxw.2i= .qu.g'nua.Zi:Eeiuxsinua_
iu 2 iu u

Deci,



152 ... 1 7 sinua .
f(x)=—— | —€"sinuadu= j (cosux +isinux)du =
27 % U T u
1 % sinuacosux i ¢ sinuasinux 2 ¢ sinua.cosux
=_j—du+—j—du=—j—du-
T u e u Ty u

Exemplul 3.3.4 Sa se reprezinte printr-0 integrala Fourier functia:

1
f =
() 1+ %
Solutie. Din relatia (3.3.1) avem f(x)=21 [duf f(t)e"*dt. Calculam integrala
T —0

—0

[ f()e" ™ dt=e" [ f(t)e™dt.
Pentru aceasta, vom aplica teorema reziduurilor (vezi §1.14.1) si vom obtine ca
o —iut
j © 5 dt = net
1+t

—0

Asadar, avem:

f(x)=— j e“ne Mdu = je’“ cosuxdu.
2m 5, 5
Exemplul 3.3.5 Sa se reprezinte printr-0 integrala Fourier functia:

7
cosx,|X <=
(%)= 2
0,[x > z
2

si sa se deduca apoi valoarea integralei improprii

uz
o COS——

I =E[ 1—u22 du.

Solutie.  Deoarece  functia f este pard, din relatia (3.3.5) avem

f(x)= %jcosuxduj f (t)cosutdt . Rimane sa calculim
0 0

T

ur
5 C0S—.
1-u 2

0

© 2
j f (t)cosutdt = jcost cosutdt =
0
nta prin integrala

In concluzie, f sereprezi

200
f(x) =—j COSUZ( cos= du.
nyl-u 2
In particular, pentru x=0, gisim
2
1=f(0)=—1.
(0)-
Deci,
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3.4 Transformata Fourier
Pornim de laforma complexa a formulei integrale a lui Fourier (3.3.1) care poate fi scrisa si astfel:

l i i jux —i —i
X)=2_n:[ dujwf(t)e et = J‘ je J_j “dt. (3.4.2)
Definimfunctia g:R —> R prin
1 % . 1 % .
= f(t)e'dt=—+ | f . 34.2
9(u)=—= [ Fe™d=—= ] £ (x)e ox (342)

Deci, rdatia (3.3.7) devine

X) =ﬁ£g u)e“du. (3.4.3)
Definitia 3.4.1 Functiile g(u) si f(x) din relatiile (3.3.8) si, respectiv, (3.3.9) se numesc una
transformata Fourier a celellalte.
Observatia 3.4.2 Pentru functiile definite pe (0,%0) sefolosesc asa numitele transformate Fourier
prin cosinus si sinus. Pentru ca transformatele Fourier sa functioneze oricare ar fi x real, functia
f: (0,00) — R sepoate prelungi la o functie para sau impara pe R .
Relatia (3.3.5) poate fi scrisa sub forma:

200 200
= |= du,/—| f(t tdt . 344
‘/n.([cosux u‘/n.([ (t)cosu (3.4.4)
2% 2%
= [—]f(t tdt=,/—| f dx, 345
‘/n.([ (t)cosu ‘/n.([ (x)cosuxdx (3.4.5)

5
= \/%2[ g(u)cosuxdu . (3.4.6)

Definitia 3.4.3 Functiile g(u) si f(x) din relatiile (3.4.5) si, respectiv, (3.4.6) se numesc una

transformata Fourier prin cosnus a celeilalte.
Analog, pornind dela(3.3.6), obtinem:

Daca se noteaza

atunci

Definitia 3.4.4 Functiile g \/7.[ smuxdx si f \/i[g sinuxdu se numesc una

transformata Fourier prin snusa ceeilalte.
Exemplul 3.45 Si se determine transformatele Fourier prin cosinus si sinus ale functiei

f(x)=€™, x>0, a>0.

Solutie. Functia f:R>R,
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?(x) et {e""x, x>0
e™, x<0

este prelungirea prin pariate a functiei f (x), iar functia f:R >R,

e® x>0
f(x)=e e sgnx=140,x=0

-e™, x<0
este prelungirea prin imparitate a functiei f (x).
Fie g, - transformata Fourier prin cosinussi g, - transformata Fourier prin sinus. Avem:

2% 2%
= |2 dx= < [e™ dx,
n.([ (x)cosuxdx n.([e cosuxdx
Y 3 T P S
g, (u) = ;.([ (x)sinuxdx = ;.([e sinuxdx .

Vom calcula simultan cele doua functii astfel:

g (u)+igq( \/7.[e cosux+isinux)dx = \/7.[e gy = \/7.[e Xy =
_\/7 —a+iu)x \/7 \/E atiu
- —a+iu| a-iu a?+u?
2 a . 2 U
gc(u)=\/;a2+u2 3 gs(u)_\/;a2+u2

Exemplul 3.4.6 Sa se determine transformata Fourier a functiei

Deci,

f(x)=xzia2 , xeR, a>0.

Solutie. Transformata Fourier alui f este:

u) =%L f (x)e'“ﬂx:%whdx
Pentru calculul ultimei integrale vom aplica teorema reziduurilor (§1.14.1) si obtinem:
1 n, [n€°
9(u)= J_ae N2 a’

Exemplul 3.4.7 Sa se rezolve ecuatia integrala:

Z[g(u)gnUXdu=¢)(X)={())(: ?(ii(ﬁl

Solutie. Forma membrului din dreapta a ecuatiei ne indica faptul ca in rezolvarea ecuatiei apare
transformata Fourier prin sinus. Astfel,

2x 0<x<1
\/7.[9 sinuxdu =

0, x>1
Deci,
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g(u)= \fj X)sinuxdx = \fj\fxsmuxdx_—jxsmuxdx_—j [—COSUXJ dx =

2 COSUX 2 cosu N 2 S|nux| 2 cosu N 2

2 ¢

— | cosuxdx =—
Onuo T -u nuu|on—u nu
2 sinu—ucosu

T u?

2SII’IU=
T -u

3.5 Transformata Laplace

3.5.1 Definitii. Exemple
Definitia 3.5.1 Functia f :R —>R(C), f = f(t) senumeste funcfie original daci:

i) f(t)=0,vt<0;

i) f estederivabila pe portiuni;

i) existad doud numere M >0 si s, >0 astfe incat

|1 ()< Me™. (35.1)

Numarul s, senumeste indicele de crestere al functiei original.
Exemplul 3.5.2 Ceamai simpla functie original este functia unitate a lui Heaviside:

0,t<0
n(t)= %,t=0, $=0.
Lt>0
Alte exemple de functii original: k; t",neN; €',1eC; sinot; cosot ; shot; chot.

Propozitia 3.5.3 Sumasi produsul a doua func‘gu original sunt functii original.
Definitia 3.5.4 Fie f o functie original. Functia F devariabila complexa definita prin

©

F(p)=]f(t)e™dt, p=s+io, (35.2)
0
se numeste imaginea dupa Laplace afunctiei f sau transformata Laplace afunctiei f .

Notatii. Vom nota functiile original cu litera mica f,g,h,... si imaginile lor cu litera mare
corespunzatoare F,G,H,.... Transformata Laplace (3.5.2) o vom nota prescurtat:
F=£(f)sauF(p)=£(f(t)).
Observatia 3.5.5
i) Deoarece prima conditie din definitia 3.5.1 nu este in general indeplinita, in calculul
transformatei Laplace, vom considera ca orice functie f :R —R(C) este in prealabil
inmultita cu functia unitate n §i notatd apoi tot cu f .

i) Domeniul in care functia F este definita precum si proprietatea ei de a fi functie
derivabila sunt precizate in urmatoarea teorema.

Teorema 3.5.6 (Teorema de caracterizare a transformatel Laplace) Transformata Laplace a unel

functii original f exista si este o functie olomorfa in semiplanul Rep> s, unde s, este indicele
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de crestere al functiei original f . Derivatasa F'(p) se obtine din (3.5.2) derivind sub semnul de
integrare:

F'(p) = [t (t)e "t (353)

0

3.5.2 Proprietati ale transformatei Laplace
Propozitia 3.5.7 Transformata L aplace este un operator liniar, adica daca f si g sunt doua functii
original si a si b sunt doua constante, atunci:

£(af +bg)=ac(f)+bL(g). (3.5.4)
Exemplul 3.5.8
i) Imaginea dupa Laplace a functiei unitate a lui Heaviside:
© © _pt |*
£(n(t)=[n(t)e dt=e™dt="— -1 Rep>o0.
0 0 -Pl, P
if) Imaginea dupa Laplace a functiei exponentiale:
o (-p)t|”
L’(e“):je“e’ptdt= © | I Rep>Rek>0.
0 A-p |0 p—2

iif) Imaginea dupa Laplace ale functiilor trigonometrice:

. grt—e™) 1 o e 111 ) e
£(S|nwt)=£[Tj=E[[(e t)_,L’(e I)J_Zi[p_im p+i®j_ p2+0)2 .

eimt +e—imt _ p
2 P>+

L’(coswt):t[ ~, Rep>0

ot

ot ot — ot
z(mm):z[e —° J: © L’(choat)=L[e +ze J= P Rep>o.
(O]

2 p2 —0)2 ' p° -
Propozitia 3.5.9 (Teorema asemanarii) Fie f o functie original si a 0 constanta strict pozitiva.
Daci L’(f(t)): F(p), atunci:

1_(p
L(f(at))=—F| —|. 3.55
(1(a)-27( 2] (355
Demonstr atie. Facem schimbarea de variabila at = z. Deci, dt =1dz. Avem:
a
o0 ~ 100 —EZ 1 p
f(at))=|f(at)ePdt=—|f adz=="F|—|.
L’( (a)) .([ (at)e a-([ (z)e @ dz a [a}

Propozitia 3.5.10 (Teorema intdrzierii) Fie f o functie original si t,>0. Daca £( f (t))=F(p),
atunci:

£(f(t-t)))=€"F(p). (3.5.6)
Demonstr atie. Facem schimbarea de variabila t —t, = z. Deci, dt =dz. Avem:

© ©

L(f(t-t,))=[f(t-t)e™dt=[T(z)e "*az=eL((t)).
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Propozitia 3.5.11 (Teorema deplasirii) Fie f o functie original si g O constantd astfel incat
Re(p-q)>s,. Daci £(f(t))=F(p), aunci:

£(e"f(t)=F(p-q). (357)
Demonstr atie. Avem:

(eqt ) jeqt e Pdt = jf(z)e’(p’q)tdt=F(p—q).

0

Propozitia 3.5.12 (Teorema derivarii originalului) Daca f si derivatele sale f',f”,..., " sunt
functii original si £ ( f (t))=F(p), atunci:

£(t'(t))=pF(p)-f(0), (35.8)

£(f7(t))=p*F(p)-[ pf (0)+ f'(0)], (35.9)
sau, in general:

£(17(t) = p'F(p)-[ P (0)+ P21 /(0)+...+ 1"V (0)], (35.10)

unde prin f(O), f'(O),..., f(n)(O) se inteleg limitele la dreapta ale functiilor respective pentru
t—>0si Rep>s.
Demonstr atie. Aplicand integrarea prin parti, obtinem:
t)):jf' e Pdt=f'( ‘ +pj e Pdt=—f(0)+ pF(p).
0
deoarece !ime’p‘f (t)=0 pentru Rep>s,.

Pentru a obtine relatia (3.5.9), aplicam formula (3.5.8) pentru functia f':
£(1(0)=£((1) )= p£ (1)~ 1'(0)= (7 (p)- £(0) - 1'(0)-
- pZF(p)—[pf (0)+ f'(O)].

Analog se obtine si relatia (3.5.10).
Propozitia 3.5.13 (Teorema derivarii imaginii) Fie f este o functie original. Daca
£(f(t))=F(p), atunci:

£((-)" 1 () =F"(p). (35.11)

Demonstr atie. Formula (3.5.3) din teorema de caracterizare se mai poate scrie astfel:
F'(p)=£ (-t (1)

care reprezinta de fapt formula (3.5.11) pentru n=1. Functia F fiind olomorfa in semiplanul
Rep>s,, admite derivate de orice ordin in acest semiplan, iar integrala (3.5.3) fiind absolut si
uniform convergenta pentru Rep>s, poate fi derivatd in raport cu p sub semnul integrala,
obtindndu-se astfd (3.5.11) pentru n=2, n=3 €ic.
Propozitia 3.5.14 (Teorema integrarii originalului) Fie f este o functie original. Daca

£(f(t))=F(p), atunci:
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c[i f (r)dr] =@. (35.12)

t
Demonstr atie. Functia g(t) =j f (t)dt este o functie original cu acelasi indice de crestere ca si
0

f (t) ,adica s,. Aplicim teorema derivarii originalului:
£(9'(t) = p£(9(t)-9(0).
Dar, ¢'(t)=f (t) si g(0)=0. Deci,

t

£(f(t)= pz[jf(r)dr] , adica z[i f (r)dr]=w.

0
Propozitia 3.5.15 (Teorema integrarii imaginii) Fie f este o functie original. Daca

£(f(t))=F(p), atunci:
L’[@J = I F(a)dg. (3.5.13)

Demonstratie. Functia F este olomorfa in semiplanul Rep>s,, deci admite o primitiva @ in
acest semiplan. Daca @ arein punctul de la infinit un punct ordinar, atunci:

G(p)=[F(a)da=o(a) =0 ()~ (p),

deci
G'(p)=-2'(p)=-F(p).
Daca g(t) esteoriginalul lui G(p), atunci din teorema derivarii imaginii, avem:
&'(p)=£(-t-g(1).
Asadar,
F(p)=£(t-g(t)). (3.5.14)

Cum £(f(t))=F(p),din(3.5.14) avem ci g(t):@,deci G@):t[@}.

Definitia 3.5.16 Fie f si g doua functii original. Se numeste produs de convolutie a functiilor f

si g sisenoteaza f *g functia definitd prin relatia:
t
(f*g)(t)=[f(r)g(t-7)dr. (3.5.15)
0
Teorema 3.5.17 (Proprietati ale produsului de convolutie)
i) f=xg=g=f, oricarear fi functiile original f si g;
i) (f,+f,)*g=(f*g)+(f,*g),oricarear fi functiile original f,, f, si g;
iif) f *g estefunctie original, oricare ar fi functiile original f si g.
Teorema 3.5.18 (Teorema lui Borel — produsul a doud imagini)
Fie f si g doua functii original. Daca L’( f (t)) =F ( p) si L’(g(t)) = G( p), atunci:

91



i
£((f=g)(t)=£(f(t)£(g(t)). (3.5.17)

Demonstratie. Inmultim reatia L’(f(t)) (p) cu G(p) si folosim definitia (3.5.2) a
transformate Laplace. Obtinem:

£(f(1)=F(p)=[f(r)e™dre
0
Aplicand teorema intarzierii, ultima relatie devine:

©

F(p)G(p)=] () £(g(t—7))dr.
0
Folosind din nou definitia transformatei Laplace, ultima relatie devine:

O t—_—y

f(r)g(t—r)drj: F(p)G(p). (3.5.16)

adica

©

-G(p) = F(p)G(p):j f(t)e™G(p)dr.

0

©

F(p)G(p)=]* (r)drfg(t—r)e*mdt=Te*pfdtf f(t)g(t-T)dr.

0
Deoarece g estefunctie original, avem ¢ g(t—7)=0 pentru t—z <0, deunde:

G p)=zep‘dt;[ ¢ (r)g(t—r)dr=z(f rg)(t)e"dt=2((f +g)(t)),
deci

£(1())£(s(v)=£((f *)(1).
Observatia 3.5.19 In continuare, ne punem problema determinirii originalului f(t) cand se
Cunoaste imaginea sa F ( p) .
Teorema 3.5.20 (Formula de inversare Méellin — Fourier) Daca f este o functie original avand
indicele de crestere s, , iar F(p) esteimaginea sa, atunci in toate punctele de continuitate t >0 ale
lui f avem:
f(t)=—— [ F(p)e"dp, a>s. (3518)
27l %,

Demonstr atie. Fie functia qo( ) e? f( ) Functia ¢ indeplineste urmatoarele conditii:

i) estederivabila pe R;

i) esteabsolut integrabild pe R pentruci ¢(t)=0, pentru t <0, iar pentru t >0 avem:
F(t) <M et

7(’:1'(

(1) =e
pentru a> s,

et
0

este convergentd, deci ¢ este absolut integrabila pe (0,).
Pe baza proprietatilor de mai sus, functia ¢ Se poate reprezenta printr-o integrala Fourier si avem:

=_.[de —at IGt‘(
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Deaici obtinem:
eat(P(t) =2_::_C.[Oe(a+i6)td0£ f (T)ei(aﬂc)rd’t )
Facand schimbarea de variabila a+io = p, obtinem:
1 a+io © . .
Z_ﬂa:[iweptdp'! f(r)e ™ dr=e"p(t)=f(t),
deci,
1 a+io
f(t)=— | F Pdp.
()= [ F(p)etap
Egalitatea (3.5.18) se numeste formula lui Mellin — Fourier si reprezinta inversa transformarii
(3.5.2) si se noteazd cu £ . Adici, daci L’( f (t)) =F ( p), atunci f (t) = lfl(F ( p)) . Ma mult,
oricarear fi F ( p) si G( p) ale caror inversa existd, avem
£*(aF (p)+bG(p))=ac™(F(p))+bL™(G(p)), a, b - constante.
Deci, inversatransformatel Laplace este un operator liniar.
Observatia 3.5.21 In fiecare punct ¢ de discontinuitate, valoarea functiei din membrul drept este
egala cu:
1

E[f(c—0)+ f(c+0)].

Observatia 3.5.22 Teorema 3.5.20 ofera un mijloc de calcul pentru determinarea originalului f

cand se cunoaste imaginea sa, dar nu cunoastem in ce conditii o functie F este imaginea unei
functii original f . Teorema urmatoare contine conditii suficiente pentru ca o functie F S fie o
imagine.
Teorema 3.5.23 Daca o functie F de variabila complexa p=s+ioc indeplineste urmatoarele
conditii:

i) esteolomorfa in semiplanul Rep=s>s,,unde s,>0;

i) ‘I‘im F ( p) =0 limitafiind uniforma in raport cu argumentul lui p;
P>

iii) integrala j F(p)dp esteabsolut convergenta,
atunci functia f data de

1 a+io
f(t)=—— | F(p)e”dp,t>0
(t)=5, ] Fp)eTdp

este o functie original si imaginea sa este F .
Propozitia 3.5.24 (Produsul a doua originale)

Fie f si g doua functii original. Daca L’( f (t)) =F ( p) si L’(g(t)) = G( p), atunci:

1 a+io
,(:(f(t)g(t))=2—ni j F(q)G(p-q)dy, (3.5.19)
unde a>s;, s fiind indicele de crestere al functiei f .
Demonstratie. Vom scrie formula lui Méellin — Fourier pentru functia f si inmultim egalitatea cu

g(t) . Obtinem:
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f(g(t)=-1"] F(a)e"g(t)da, a>s.

£(eqtg(t))=G(p—q),
deci

b+io

e"g(t)=£(G(p-0q))=-— j (p-g)e”dp,
bloo

unde b>s, +Req, s, fiindindiceledecrestere al lui g .
Inlocuind e*g (t) mai sus si schimband ordinea de integrare, obtinem:

1 a+io 1 b+io
(0= T Fae) L | ao-ajere) -
a—io b—io
1 b+ioo 1 b+ico
-— [ |== [ F(a)G(p-a)dq|e"dp,
L bizm T F@e(e-a q}e b

de unde, pe baza formulei Mellin— Fourier, deducem ca

a+io

£(f(t) =—j q)dq.

a—iwo

Observatia 3.5.25 Pentru determinarea originalului  f (t) cand se cunoagte imaginea sa F ( p) se
folosesc deseori urmatoarel e teoreme (numite teoreme de dezvoltare).

Teorema 3.5.26 Daci F(p):% este o functie rationald, unde gr (A)<gr(B), iar B(p) are
p

toate radacinile simple py, p;, P,...., P, , atunci originalul functiei F(p) este:

f(t)= ;%ew . (35.20)

Demonstr atie. Din ipotezele din enunt, F ( p) admite o descompunere deforma

2 & a
F(p)= + +ot =
(p) P=B P-P p- pn ;p P’
unde coeficientul a, se poate determinaintegrand functia F ( ) peuncerc y, cucentrul in p, si

deraza suficient de mica astfel incat in interiorul cercului sa nu mai fie alt pol al functiei F . Avem:

JF(p

7i
Conform teoremei lui Cauchy integralele din membrul drept sunt nule, exceptand una singura,

Yk p_ pk

Rezulta ca
jF(p)dp:Z;riak.
Yk

Pe de alta parte, folosind teorema reziduurilor si formula pentru reziduul relativ la un pol simplu,
obtinem:
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JF(p)ep=2ri-re(F.p )21 (1P

de unde deducem ca

Prin urmare,

2 A(p) 1
F ( p) = z B’ _ )
< B'(p) P— P
Aplicand inversa £ si tinind cont de liniaritatea acestui operator, precum si de faptul ci

e =[1[

j, rezulta
P— P
% AP
f(t)=) ——=e .
(=2, & (p,)
Consecinta 3.5.27 Dacd una din radacinile polinomului B este nula, de exemplu, p,=0, notand
cu B(p)=pR(p), avem:
A(0) & Alp) e
f(t)= £y SR (3.5.21)
() R(0) ;R(pk) P,
Egalitatea (3.5.21) se numeste formula lui Heaviside.
Demonstratie. Din B'(p)=R(p)+ pR'(p), obtinem
B'(0)=R(0) si B'(p)=pR(p)-
Descompunerealui F vafi deforma
A(p) A(0)
F(p)=——L = :
P er(p) "R (O
Lafd cum am procedat si mai sus, obtinem:

A
Consecinta 3.5.28 Daca F(p) =ﬂ este o functie rationald, unde or (A) < gr (B)—2, iar B(p)

B(p)
are toate radacinile multiple p, cu ordinul de multiplicitate m , k=0,n m+m+...+m =n+1,
atunci originalul functiei F(p) este:

n

(0= gm0 m )" (o) ] @520
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Demonstratie. Indicasie. In acest caz, vom aplica teorema reziduurilor pentru functia

R( p) =F ( p) e” care apare in formula lui Mellin
¥4 — Fourier, pe cuba I'=CUBA din figura si
trecand la limitd pentru R— o0

a+io

1
f(t)=—= [ F(p)e"dp=> rez(R(p),p).
} A(a+R) 271 %, 7

b

0 ta ):
(©
B(a-iR)

Teorema 3.5.29 Daca F ( p) este olomorfa in exteriorul unui cerc ¥ cu centrul in origine si de raza
r, inclusiv punctul de lainfinit, atunci F(p) admite dezvoltarea in serie Laurent

F(p)= Z_;% p>r (35.22)
iar originalul sau este
N an n-1
f(t)y=) ——t"~. 3.5.23
® nz:ll(n—l)! (3529)

Observatia 3.5.30 Functia original f (t) Se poate determina chiar si fara aplicarea acestor teoreme.
Astfel, daca imaginea sa F ( p) poate fi descompusa intr-0 suma de functii
F(p)=F(p)+...+F,(p),

ale ciror functii original sunt cunoscute, f,,..., f , atunci aplicind inversa £, obtinem:

1 Ips

LHF(p))=£*(F(p))+...+ £ (F ()= fi(t)+...+ f (1) = ().

3.5.3 Exemple
) f(t)=cos’t, £(f(t))=2

Solutie. Cum cos’t =%(cos3t +3cost), din liniaritatea transformatei Laplace, obtinem:
_ sy (1 _1 3 _
L’( f (t)) = L’(cos t) = [[4(cos3t + 3cost)J 41:(cos3t) + 41:(cost)

p .3 . p _pf_ 1 3

= + =— + .
p>+9 4p*+1 4[p2+9 p2+1j
i) f(t)=€e"t", £(f(t))="

AR
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Solutie. Aplicim teorema deplasarii pentru functia original g (t) =t", [(g (t)) = G( p) ,

£(€'g(t))=G(p-1). Pentru calculul imaginii lui g(t)=t", folosim integrala gamma a lui

Euler:
1

n+l

p

1

n+l

p

n!

I(n+1)=

[(g(t)):[(t”):jt”e’p‘dt=jinx”e’X%= jx”e’xdx=
0 o P p o

Deci,

n!

L’(e“t”):w.

i) f(t)= Sjr‘twt L £(f(1)=2

t o0
Solutie. Aplicam teorema integrarii imaginii: £[gT)J=jG(q)dq, g(t)=sin(ot.
p
£(snot)= ®__ avem:
p2+0)2
,C[Slnwtj:j 5 2dq=arctgE =£—arctg£.
t ,d o o, (0]

.. p9nx
iv) j—dx:?
5 X

Solutie. Din definitia transformatei Laplace si teorema integrarii imaginii, obtinem:
fO)_t ) T
L|—~|=|——=e"dt=|F(q)dqg,
e e
deunde, pentru p=0 avem:

)
E
o
Q
E.
=
o
5)

~
w
el
[\]
N

~—
Qo
o

e
=
Q
B

n+l °

Cum

(3.5.24)

t .
Solutie. Aplicam teorema integrarii originalului: £ [I g (r) drj = G( p) ,unde g (t) = SITnt . Avem:
p

L’[SITMJ = g —arctgp . Dedi,

t E—arctgp
of o) - 2
o * p
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vi) F(p)=%+ pf4, f(t)="

Solutie. Stim ca c(r‘j:% si c(e‘“)=i. Deci,

p-4
f(t)y=c*(F(p))=<" 3—9+i =30, i7 vec 1=
p° p-4 p p-4
!
=30L ig vact| |- ger o Lo get
6! p p-4) 6l 24
. 1
vii) F = f(t)=?
) F(p)= s 1)
Solutie. Vom descompune in fractii simple imaginea:
1 1 A B

= + s
p’+p-6 (p-2)(p+3) p-2 p+3

1 . 1 C g Ce . . .
unde A=g si B= s Deci, utilizand aceasta descompunere si liniaritatea inversei transformatei

Laplace, obtinem:
f(t)=[1(F(p))=[l 2; =t £+__]7/5 -
p°+p-6 p-2 p+3
L 1)1 1) 1. 1a
5 p-2) 5 p+3) 5 5
3p+1

Solutie. Casi mai sus, vom descompune in fractii simple imaginea:
3p+1 3p+1 Ap+B Cp+D
4, 2 2 2 = 2 T 2 J
p*+p® pi(p*+l) P° P4l
unde A=3, B=1, C=-3 si D=-1. Utilizdnd aceastd descompunere si liniaritatea inversei
transformate Laplace, obtinem:

f<t>=ﬁ(F<p>>=:l[ 3p+1j=[1[3p+1+—3p—1j=[1[31+i_3i_ 1 j

p*+p’ p?  p’+1 p p° p°’+1 p°+1
=3[1[ij+[1[i2j—3[l[ 2p j—3[1[ 21 j=3+t—3cost—sint.
p p p°+1 pe+1
ix) F(p)=———, f(t)=2

Solutie. Vom scrie numitorul fractiei astfel:
p?-8p+25=(p-4)° +9.
Deci,
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1 1 1
f(t)=f(F(p))—f[—(p_4)2+9}

Utilizand teorema deplasarii si faptul ca £ (Sin St) = , avem ca

p>+9

f(t):%e‘“sin3t.

3.5.4 Integrarea ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti constanti

In general, prin aplicarea transformatei Laplace, ecuatiile diferentiale si integro—diferentiale devin
ecuatii algebrice, a céror rezolvare este mult mai simpla.

Ne punem problema determinrii solutiei y:[0,50) - R aecuatiei diferentiale

oy (t)+a Y™ (t)+...+ 2.y (t) +ay(t) = f(t) (35.25)
care satisface conditiile initiale
¥(0)= Y5, Y (0) = Yio, YV (0) =, 4. (35.26)

Codficientii a,,4a,,...,a, sunt constante reale, Vy,,V,,...,Y,, sunt numere reale date. Functia
f :[0,00) > R este de asemenea cunoscuta.
In continuare, vom presupune ca f (t) este o functie original si ca solutia y(t) a ecuatiei (3.5.25)
cu conditiile initiale (3.5.26) indeplineste conditiile impuse originalelor impreuna cu derivatele lor
pand la ordinul n inclusiv (functia 7(t)y(t) care verifica (3.5.25) si (3.5.26) este o functie
original).
Vom aplica transformata Laplace ecuatiei (3.5.25). Notam: £(y(t))=Y(p), £(f(t))=F(p).
Tinand cont de proprietatea de liniaritate a operatorului £ , din (3.5.25) deducem:

aOL’(y(”) (t)) + alL’(y(”’l) (t)) +..+a,L(y(1)+acL(y(t)=£(f(t), (3527
Folosind teorema derivarii originalului si tinand seama de conditiile initiale (3.5.26), avem:
£(y'(t))=pY(p)-y(0)=pY(P)- Yo,
£(y'(t)= pZY(p)—[py(0)+ y’( )]= pZY(p)—(pyo+ %),
L’(y(“) )= "Y(p) [ y'(0)+...+ py" ¥ (0)+ y(”’z)(o)] =

=Y (P) =[P Yo+ Pt et BYoat Yia |
£(y"(©)=pY(p)-[ P"y(0)+ "7y (0)+...+ py" 2 (0)+ " (0) =

=Y (P) =[P Yot P Vit DYoo+ Vas |-
Inlocuind aceste relatii in ecuatia (3.5.27) si ordonand termenii convenabil, obtinem:

(aop” +ap™+...+a,p+ an)Y(p)—G(p)z F(p), (3.5.28)
unde G( p) provine din termenii din paranteza din membrul stdng care nu contin Y( p). Daca
notaim cu P(p)=a,p"+a,p " +...+a,,p+4a,, atunci ecuatia (3.5.28) devine

P(p)Y(p)-G(p)=F(p) (35.29)
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si se numeste ecuatia operationala corespunzatoare ecuatiei (3.5.25) cu conditiile initiale (3.5.26).
Din (3.5.29) gasim ca

v(p)-F(P*C(P), (3.5.30)

P(p)
Solutia ecuatiei (3.5.25) cu conditiile initiale (3.5.26) este f(t)=[ 1(F(p)) si se determind
folosind descompuneri convenabile ale functiei Y(p), teoreme de dezvoltare sau, in ultima

instanta, folosind formula Iui Mellin—Fourier.
Exemplul 3.5.31 Sa se integreze ecuatia

yﬂ_7y!+1oy=3et’ t>01 y(O):l, y'(0)=—3-

Solutie. Fie £ (y(t))=Y(p). Stim ci L’(eﬁ:il. Din cele expuse mai sus, avem

£(y')-7£(y)+10£(y)=3£(¢).

Din teorema derivarii originalului, avem
£(y(t)=pY(p)-¥(0)=pY(p)-1,
£(y'(t)=p>Y(p)-[ py(0)+y'(0)]= p*Y(p)- p+3.

Inlocuind in ecuatia de mai sus, obtinem:

p*Y(p)- p+3—7pY(p)+7+10Y(p)=il,
p_

3 3
(p*-7p+10)Y(p)- p+10=—1 =N (p2—7p+10)Y(p)=p—_l+ p-10.

3 3 -10
(2= 2o =8 (0) = 5710 = YOO~ () T ai(p5)

B p>-11p+13 _ 34 53 -17/3
M g (-2(p-5) -1 -2 -5

Aplicind £, obtinem

1 1 1 3 5 17
Y=Y =34, — 53, —/— |-17/37Y — |=Zd 4+ Tt ™,
y(t)=£*(¥(p) -3 [p_1j+/ [p_zj / [p_Sj 3, Ser 1,

3.5.5 Integrarea sistemelor de ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti

Metoda prezentata anterior se poate aplica si sistemelor de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti
constanti. Aplicand transformata Laplace ecuatiilor sistemului, vom obtine un sistem de ecuatii
operationale, sistem algebric, liniar in imaginile functiilor necunoscute. Rezolvand acest sistem
algebric obtinem imaginile functiilor necunoscute, iar originalele acestora constituie solutia cautata
asistemului.

Exemplul 3.5.32 Sa se integreze sistemul
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{x'+4x+4y=0 x(0)=3, y(0)=151 x=X(t), y=y(t)-

Yy +2x+6y=0’
Solutie. Fie £ (x(t))= X (p) si £(y(t))=Y(p). Dinteorema derivarii originalului, obtinem
£(x(1))=px(p)-x(0)=pY(p)-3, £(¥'(t))= pY(p) - ¥(0)= pY(p)-15.
Prin aplicarea transformatei Laplace, sistemul devine
{C(x')+4£(x)+4£(y)=0 - {(p+4)X(p)+4Y(p)=3
L(y)+2£(x)+6£(y)=0 2X(p)+(p+6)Y(p)=15

Pentru rezolvarea acestui sistem liniar de doua ecuatii cu doua necunoscute aplicim metoda lui
Cramer. Astfd,

A, . A
X(p)="siY(p)=—2,

unde
p+4 4 3 p+4 3
= = A = =3p-42, A, = =15p+54.
A7 p+6 (p+2)(p+8). 4, ‘15 prg Do ‘ 15‘ o
Deci,
3p-42 -8 11 15p+54 4 1
X = = Y = =
(p) (p+2)(p+8) pr2 pig’ (p) (p+2)(p+8) p+2 p+8
sl

E e

y(t)=£*(Y(p)) =4£1[ pl 2}1151[ pl 8}: 4% 1116,
+ +

3.5.6 Rezolvarea unor ecuatii integrale

O alta aplicatie a transformatei Laplace o intalnim la rezolvarea ecuatiei integrale Volterra, anume:
t
A-y(t)+B-Jy(r)k(t-7)dr=C-f(t), t>0, (3.5.31)
0

unde A B,C sunt constante, f si k sunt functii original continue, iar y estefunctia necunoscuta,

tot original.
Notam cu F,K si Y imaginile functiilor original f, k si y. Aplicim transformata Laplace
ecuatiei (3.5.31) si folosim proprietatea de liniaritate a operatorului £ :

A-£(y(t))+ B-z[jy(r)k(t —r)dr] =C-£(f(t)). (35.32)

Din teorema lui Borel (produsul a doua imagini) si folosind notatiile de mai sus, relatia (3.5.32)
devine:

A-Y(p)+B-Y(p)K(p)=C-F(p) < (A+B-K(p))Y(p)=C-F(p).
Deci,

Y(p)= %f(‘?p) . (35.33)
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Originalul lui Y ( p) din (3.5.33) reprezinti solutia ecuatiei (3.5.31).
Exemplul 3.5.33 Sa seintegreze ecuatia

t
y(t)=¢ —jez(”)y(r)dr.
0

Solutie. Fie £ (y(t))=Y(p). Folosind cele expuse mai sus, avem

£(y(t))= L’(et)—[[f!ez(”)y(r)drj e £(y(t)=<(¢)-£(e *y(1)),

_1 .
p-1 p-2

Deci,

(p-1° P-1 (p-1)
de unde, prin aplicarea inversel L avem:

y(t)=£*(Y(p)) =£1[ij—[l[ ! J: e —te.

p-1 (p-2)°

-2 1 1
Y(p)= -

Am folosit faptul ca
£(e't)=

5 (din teorema deplasirii).

Exemplul 3.5.34 Sa se integreze ecuatia

y(t)=sint~ [y(c)de .

Solutie. Fie £(y(t))=Y(p). Stm ca £(sint)=

2

p-+ p
integrarii originalului). Avem:
. t 1 l
£(0)- £(ant)- £ [yle)er | = (o) - 2v(o
Deci,
L _ 1 p+l,, , 1
[“BJY(p)_ p*+1 p Y(p)= p?+1
adica
Y(p)= P _-V2 12p+12

(p+l)(p2+l)_ p+1  p*+1
Prin aplicareainversei £, avem:

y(t)= (¥ (p)) =_%ﬁ[pi+lj+%ﬁ[ p2p+lj+%[1[ p21+1j.

Deci,
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1 1 1.
t)=——e"' + =cost +—sint .
y( ) 2 2 2

3.5.7 Rezolvarea unor ecuatii integro—diferentiale
Fie ecuatia integro—diferentiala liniara

n ) ton .
Ya-y" )+ [y (r)k (t-7)dr = (1), (35.34)
i=0 0 i=0
cu conditiile initiale
y(O) = Yor y'(O) = ylv---vy(nil) (O) = Yo (3.5.35)

unde a,,....a,, Y,....,Y,, sunt constante, iar k,,...,k, si f sunt functii date. Presupunem ca
functiile k,,...,k,, f, precum si functia necunoscutda y sunt functii original. Notdm imaginile
Laplace corespunzitoare acestor functii original cu K,,...,K , F si Y. Aplicand transformata

Laplace ecuatiei (3.5.34) si tindnd cont de liniaritatea operatorului £, de teorema derivarii
originalului si de teorema lui Borel, obtinem ecuatia operationala:

Y(p){aop“+a1p“+...+an+ii<i (p) p‘}A(p), (3.5.36)

unde A( p) este o functie cunoscuta. Rezolvand ecuatia operationald se obtinem Y( p) al carei
original este solutia ecuatiei integro—diferentiale (3.5.34) cu conditiile initiale (3.5.35).
Exemplul 3.5.35 Sa se rezolve ecuatia integro — diferentiala:
t t
y"(t) + y(t) + j y(r)sh(t —z’)dz’ + j y’(r)ch(t - z’)dz’ =cht,
0 0

cu conditiile initiale y(O) =y (0) =0.
1
transformata Laplace ecuatiei si tindnd cont de liniaritatea operatorului £ , obtinem

K(y"(t))+£(y(t))+£[ly(r)sh(t—r)dr]+£[;[y'(r)ch(t—r)drj=L’(Cht). (35.36

Din teorema derivarii originalului, avem: L’(y'(t))= pY(p), L’(y"(t))= pZY(p), iar din
teorema lui Borel, avemn ca:

L’[.:[sh(t —r)y(r)dr] =£(y(t))£(sht)=Y(p)

Solutie. Fie £(y(t))=Y(p). Stm ca £(sht)

si £(cht)= pzp_l. Aplicand

p? -1

L’[jch(t -7) y’(r)drj =£(y(t))£ (cht)= pY(p) P

Inlocuind in (3.5.36), obtinem ecuatia operationala

P2V (p) +Y(p)+ =Y (p) +—2—¥(p) =P
p?-1 p? -1 p? -1

cu solutia
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Aplicind inversa £, avem:

y(t)=<*(Y(p))= :{%j—[l[ P j=l—cost .

pe+1
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4. Ecuatiile fizice matematice

4.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea

Studiul ecuatiilor cu derivate partiale isi are originea in secolul al XVIII-lea si a fost inspirat de
modelele concrete din mecanica (elasticitate, cdmp gravitational). Ulterior, acest studiu a fost
impulsionat de probleme de teoria difuziel, eectrostatica, electricitate sau magnetism. Prima ecuatie
cu derivate partiale studiata a fost ecuatia coardei vibrante:

u_ o

ar ot
unde u=u(x,t) reprezinta elongatia in punctul X si la momentul t, iar constanta pozitiva a
semnifica raportul dintre presiunea constanta exercitata asupra coardei si densitatea ei.
Studiul unor fenomene fizice ca: vibratiile firelor si membranelor, propagarea caldurii, propagarea
undelor electromagnetice si altele, conduc la ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea. Aceste
ecuatii descriu in timp (t) si spatiu ( X) evolutia fenomenului respectiv, pe langa care sunt date si
conditii suplimentare concrete in care s-a realizat fenomenul, care asigura in general existenta si
unicitatea solutiei problemei cercetate.
In general, prin ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea in n variabile independente se
intelege o ecuatie care leagd valorile celor n variabile independente de valorile functiei
necunoscute si ale unor derivate partiale ale acesteia pana la ordinul al doilea. Cu alte cuvinte, avem
urmatoarea definitie.
Definitia 4.1.1 Se numeste ecuatie cu derivate partiale (EDP) de ordinul al doilea 0 ecuatie de
forma

2 2 2
ou ou ou o0°u o°u ﬂjﬂ)’ (4.1.1)

F Kyee o XK'y y—m— ), — 0oy ——y——,—————, ..
[Xl R T Y:
unde u=u(xl,...,xn) este functia necunoscuta, UECZ(D), D c R" domeniu, iar F esteo functie
data.

Exemplul 4.1.2 Ecuatia lui Laplace

2 2
Au=0, unde Au:a—g+...+a—g. (4.1.2)
28 ox,

Aceastd ecuatie a fost studiata pentru prima oara de catre Laplace In cercetérile sale cu privire la
campul potential gravitational in jurul anului 1780.
Exemplul 4.1.3 Ecuatia lui Poisson

Au= f(x). (4.1.3)
Aceasti ecuatie a aparut pentru prima oard in anul 1813, cu ocazia studierii de catre Poisson a unor
probleme de elasticitate si magnetism.
Exemplul 4.1.4 Ecuatia lui Helmholtz

Au=-1-u. (4.1.49)
Aceastd ecuatie a fost dedusa in anul 1860 si a aparut ca urmare a studiului unor probleme de
acustica.
Exemplul 4.1.5 Ecuatia undelor

2
% —a’Au= f(xt). (4.1.5)
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Ecuatia a fost introdusa si analizatd de catre D’Alembert in anul 1752 ca un model care descrie
Miscarea coardei vibrante.
Exemplul 4.1.6 Ecuatia caldurii

u
Z—t—azAu= f(xt). (4.1.6)
Ecuatia a fost introdusa de catre Fourier in celebrul sau memoriu din 1822, “Teoria analitica a
caldurii”.
Definitia 4.1.7 Se numeste solutie (clasica) a ecuatiei (4.1.1) o functie ue CZ(D) care satisface
identic ecuatia. Multimea tuturor acestor solutii se numeste SolUtia generala a ecuatiei (4.1.1). A

integra ecuatia (4.1.1) inseamna a afla solutia ei generala.
Definitia 4.1.8 Prin problema Cauchy a une EDP de ordinul a doilea se intelege problema

determinarii solutiei u=u(x,,...,x,) a acestel ecuatii care verifici anumite condifii inifiale, adica
conditii care se refera la variabila t .

De exemplu, daca ecuatia in raport cu t este de ordinul intai (vezi exemplul 4.1.6), atunci se da
valoarea functiel u(x,to) = uo(x) la momentul initial t=t,. Daca ecuatia in raport cu t este de

ordinul a doilea (vezi exemplul 4.1.5), atunci la momentul initial t=t, se cunosc u(x,t,)=u,(x)

. ou
si g(x,to) =u,(X).
In continuare, ne vom ocupa de ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea pentru functii de
doua variabile:
2 2 2
Flxyu M M OU OU U 4.17)
OX 0y OX° OXoy oy
Observatia 4.1.9 In unele carti se mai pot intilni si notatiile:
ou ou o4 o%u o’u
p:—,q:—,r :_Z’S:_’t:_Z
OX oy OX oxoy oy
numite notariile lui Monge.
Definitia 4.1.10 Daci u:DcR? >R este solutie pe D a ecuatiei (4.1.7), atunci suprafata

u=u(xy), (x,y)e D senumeste suprafasd integrald a ecuatiei (4.1.7).

4.2 EDP cvasiliniare de ordinul al doilea. Forma canonica

4.2.1 EDP cvasiliniare

Definitia 4.2.1 O EDP de ordinul al doilea, liniara in raport cu derivatele partiale de ordinul al
doilea se numeste ecuarie cvasiliniard. Forma generala a acestei ecuatiei este:

2 2 2

a(x, y)a—f+ 2b(x, y)ﬂ+ c(x, y)a—f+ d| x, y,u,@,@ -0, (4.2.1)
ox OXoy oy ox ' oy

unde coseficientii a,b,c, precum si functia necunoscuta u se considera functii de clasa CZ(D), iar

a,b si ¢ nutrebuiesi fie nuli simultan, adici a® +b”+c*#0 pe D.

Definitia 4.2.2 O EDP liniara in raport cu functia necunoscuta si toate derivatele sale partiale se
numeste ecuayie liniarda. Asadar, o ecuatie liniara are forma din relatia (4.2.1), cu d avand forma:
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ou ou ou ou
d[x, yuggj =a(x, y)&+ﬁ(x, y)a—y+y(x, y)u+s(xy), (4.22)

cu a,f,7,0:D — R functii continue.
Definitia 4.2.3 Se numeste curbd caracteristica a ecuatiei (4.2.1) orice curba pland de clasa
C'(D), =D, deecuatic ¢(x,y)=0, cu gradp(x,y)=0 care satisface ecuatia:

a(x, y)[a—ﬂzﬂb(x, y)a—w—q’%(x, y) % 2 =0. (4.2.3)
ox oX oy oy
Fie My(%,Y,) un punct fixat a curbei caracteristice I'. Din conditia grade(xy)#0,

presupunem ci %(Xo,yo);to. Conform teoremei functiilor implicite, in vecindtatea punctului

M, curbaare ecuatia y=y(x). Dinrelatia go(x, y(x)) =0, rezulta ca

6—¢-1+6—¢-y’(x)=0,

oX oy
deci
op__9%
- ay y'(%). (4.2.4)

Inlocuind (4.2.4) in ecuatia (4.2.3), obtinem:

0 i) 0P ()20 A
a(x, y)[ Y y (X)J 2b(x,y) Py y'(x) Py +c(X, y)[ J 0,
adica
a(x, y)(y'(x))2 —2b(x,y)y' (X)+c(x,y)=0. (4.2.5)
Definitia 4.2.4 Ecuatia (4.2.5) se numeste ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice ale ecuatiei
(4.2.1).
Observatia 4.2.5 Dupa cum se vede, ecuatia (4.2.5) este o ecuatie de gradul al doilea in y'(x) .
Fie
Y (X)=2(xY) (4.2.6)
0 solutie a ecuatiei (4.2.5) si qo(X, y) =C solutia generala a ecuatiei (4.2.6).
Definitia 4.2.6 Curbeleintegrale ¢(x,y)=C senumesc curbe caracteristice ale ecuatici (4.2.1).
Rezolvand ecuatia (4.2.5), obtinem:

y(x)- b(x, y)i\/bz(x, y)-a(x y)c(xy)
a(x,y)
In functie de semnul lui A =b? —ac, putem aveatrei cazuri:
i) A>0, deci avem doua familii de curbe integrale, reale si distincte. In acest caz,
spunem ca avem o ecuatie de tip hiperbolic.
i) A=0, deci avem doua familii de curbe integrale, reale si confundate. In acest caz,
spunem ca avem o ecuatie de tip parabolic.
i) A<0, deci avem doua familii de curbe integrale, complex conjugate. In acest caz,
spunem ca avem o ecuatie de tip eliptic.
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S4 consideram schimbarea de variabile

&=¢(xy), n=n(xy), §neC*(D),

Cu proprietatea

2%
D(&,n) |ox
D(xy) |on
OX

4.2.7)

9%

8y;atOin D,

on

oy

ceea ce asigura posibilitatea determindrii lui X si y din (4.2.7).

Deoarece u(x,y)
ou_adu 65 oudn odu_ou 6§ ou on
x 0& OX 677 ox ay o0& oy 877 oy’

ou 6(6uJ__ oudg ouan)_
e oxlox) ox 0& O0X 0On oX

= u(f(x y).n (X, y)) in baza formulelor de derivare a functiilor compuse, avem:

’ud¢
ag X 0Zon ox

“og [agj "“agon
o _ [6§J2+
oy* o0&\ oy

o’ _i[@j [auag auanj
oxoy oy\ o oy\ 0 ox 0n oOX
O’u o
[65 oy " ozon oy

0E% oy OX  0Eom\ oy ox

u on 6§ ou 0° §
oX 6§ ox?

o%u 6n6§+6u6§+62
0&om ox ox 0 ox*  on’
8 u an 8§ ou 62§ o°u
a&on oy oy 65 oy* 677

o’u o0& %udn)on  oudty _
onoE Ox | on? ox ) ox - on ox?

(%) -

u %

on oxt '

[a_nj ou &’y
oy) ooy’

u on 65 ou 6§
oX 6§ axay
_5_U@_§5_§+_U[6_ﬂ6_§+6_§6_f7}+@ 0%
oy OX

o%u o | o%u an on , ou o'

onoé& oy 677 oy ) ox 677 axay
6u677677+6u o’n
OE X0y On® oy ox  on oxdy

Inlocuind aceste expresii in ecuatia (4.2.1), obtinem:

) o%u ) oou ., o’u ., ou du
a (5,77)652 +2b (5,77)65677+C (5,77)6772 +d [f,n,u e a_J 0, (428
unde
()= ocY 08 0% ¢
< (em)=alon Z ] s 20 L s Z].
N o oy o an & an o on
b(§.n) =a(xy)—=— +b(x y)[axay ayaxJ c(x,y)ay 5 (4.2.9)
(e m—alxy) L) anan an)
¢ (6)-a(x) 32| +2(xy) 222 () 2.
Se constata ca

109



o ol

A*:(b*(x,y))z_a*(x, y)c*(x,y)=(b2(x,y)—a(x,y)c(x,y)) s: sz . (4210
ox oy

Asadar, in urma schimbarii de variabile, expresiile A" si A pastreaza acelasi semn sau sunt in
acelasi timp nule. In consecintd, ecuatia (4.2.1) nu-si modifica tipul.

4.2.2 Reducerea la forma canonica

Rezolvarea diferitdor probleme care conduc la EDP de ordinul al doilea este strans legata de
reducerea acestor ecuatii la forme mai simple printr-0 schimbare a variabilelor independente.
Acesteforme ireductibile la altele mai simple le vom numi forme canonice.

In cazul ecuatiilor hiperbolice, ecuatia (4.2.5) are doud familii de curbe integrale, reale si distincte.
Adica,
, b(x,y)+/A .
(=2 -

b(xy)-A
a(xy) ’

a(xy)
sau

Y(x)=sm (%), ¥ (%)= (%),
deunde, prinintegrare, se obtin cele doua familii de curbe caracteristice

o (%Yy)=C., ,(xy)=C,. (4.2.11)
Propozitia 4.2.7 Ecuatia (4.2.1) de tip hiperbolic in D, prin schimbarea de variabile
E=p(xY), n=p,(xY), (4.2.12)
cu @, si @, din(4.2.11), sereduce la forma canonica
2
OU _opfepudd ] (4.2.13)
050m ds on

In cazul ecuatiilor parabolice, ecuatia (4.2.5) are doud familii de curbe integrale, reale si
confundate. Adica,

, b(x,y
y(x)=0ed)
a(xy)
sau
Y (x)=u(xy),
deunde, prinintegrare, se obtine familia de curbe caracteristice
p(x,y)=C. (4.2.14)
Propozitia 4.2.8 Ecuatia (4.2.1) de tip parabolic in D, prin schimbarea de variabile
E=p(xy), n=h(xy), (4.2.15)

Cu ¢ dat in relatia in (4.2.14) si h o functie arbitrara (independenta de ¢), se reduce la forma
canonica

2
u o j . (4.2.16)

o°u
=® H 7u7_7_
on’ 2[5 T eE oy
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Observatia 4.2.9 In general, alegem functia h Cit mai simpld, si anume h(X, y)=X sau

h(x,y)=y.
In cazul ecuatiilor eliptice, ecuatia (4.2.5) are doua familii de curbe integrale complex conjugate.
Adica,

' b(x,y)+i\/K ' b(x,y)—i\/K
Y(X) == V() ==
a(xy) a(x,y)
de unde, prin integrare se obtin cele doua familii de curbe caracteristice
o (xy)=a(xy)+iB(xy)=C, g,(xy)=a(xy)-iB(xy)=C,. (4.2.17)
Propozitia 4.2.10 Ecuatia (4.2.1) de tip eliptic in D, prin schimbarea de variabile
E=a(xy), n=8(xY), (4.2.18)
cu a si B dinrelatia (4.2.17), se reduce la forma canonica
2 2
OU, U _o [epud M (42.19)
o0& on o0& on
Exemplul 4.2.11 Sa se aduca la forma canonica si sa se integreze ecuatia:
62 o%u , 0°U ou
- 2xy

+y° —+2y——2ax =0.
6x oxoy oy’ oy

Solutie. Deoarece, a(x,y)=x*, b(x,y)=-xy, ¢(x,y)=y*, avemci: A=0. Deci, avem o ecuatie
detip parabolic. Ecuatia caracteristica atasata este:

2
xz[%j +2xy%+y2=0,

Obtinem familia de solutii

Consideram schimbarea de variabila

&=xy,
n=Xx

Dupa cum am procedat si mai sus, efectudm urmatoarele calcule:
ou oéu ou du ,d%u o’u o4
— =Y —t—, =Y ——t2y +—
oXx ~0& oOn ox 0¢ o&on  on
ou_ou du_ ,0u du _du ou ou
oy o0& oy 6§ 6X6y 6§ o0& onoé

Ecuatia devine:
o%u
on?
care reprezinta forma canonica a ecuatiei din enunt. Pentru a gasi solutia generald a ecuatiei,
integram de doua ori in raport cu 7 forma canonica si obtinem:

o%u
on’

=2a,

=2a = 2—n=2a]7+qo(§) = u(&n)=an’+ne(&)+w($).
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Revenind la variabileleinitiale, obtinem solutia generala a ecuatiei noastre:
u(x,y)=ax’+xe(xy) +y (xy),
unde ¢ si  sunt functii arbitrare de clasi C* de o variabila.

4.2.3 Ecuatii liniare si omogene in raport cu derivate partiale de ordinul al
doilea, cu coeficienti constanti

Definitia 4.2.12 Forma generala a unei ecuatii liniare si omogene in raport cu derivate partiale de
ordinul al doilea, cu coeficienti constanti este
u u u
all o0l O _g (4.2.20)
OX oxoy oy

unde a,b,c sunt constante.

Ne propunem si reducem ecuatia (4.2.20) la forma canonica si sa determinam solutia ei generala.
Ecuatia caracteristica atasata ecuatiei (4.2.20) este
a(y'(x)) —2by'(x)+c=0. (4.2.21)
Radacinile 1, si u, aeecuatiei (4.2.21) sunt constante:
Y (X)=u, Y (X)=u,,
sau, echivalent
dy ~ dy_
dX_ﬂl’ dx_ﬂ21
relatii care se mai scriu
dy—,dx=0, dy— u,dx=0.
Prin integrare, obtinem
y—uXx=C, y—u,x=C,. (4.2.22)

Cazul |. In cazul ecuatiilor de tip hiperbolic, A=b*-ac>0, radicinile g si u, sunt rede si
distincte. Cu schimbarea de variabile

=YX, =Y~ X, (4.2.23)
obtinem
o°u L, 0% o°u , 0%
y=ﬂ1 652 +2ﬂ1ﬂ2%+ﬂ26_772’
o°u o°u o%u o%u
ooy HaE ) gy ey

6_2u o°u o’u 4

> = 5 + + 7 -
oy 0¢°  0%0n on
Inlocuind aceste expresii in relatia (4.2.20), avem

o%u o%u , 02U ou
au’— +2a +a -2b -
£ 652 L Hy o&om £y 6772 H 652
2 2 2 2 2
by + gty )T 2y, S Y e OV T

- c +C—— =
scon e on? Toer Togon  on?
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) o%u o%u 5 o°u
(a,u1 —2bu, + C)6_§2 + (2a,ul,u2 —2bu, —2bp, + 2C) oeon + (a,u2 —2bu, + 0)6_772 =0.

Acum, tindnd cont ca 4, si w, sunt radacinile ecuatiei (4.2.21), avem

o%u
Z(afulluz - b(:ul + :uz) + C) aéon =0,
S s 2b c .
iar din relatiile lui Viéte, u, + u, =—, p, 1, =— , Obtinem
a a
ac—b* o’u
a o&on
de unde obtinem forma canonica
2
ou _ (4.2.24)
050m
Ecuatia (4.2.24) se integreaza imediat. Intr-adevir, scrisi sub forma %[S—UJ =0, se obtine
n

S—U =qo(77) . Integrand aceastda ultimd ecuatie, obtinem U= j(p(?])d?] + f (§) , adica
n

u= f(§)+ g(n), cu f si g functii arbitrare. Revenind la vechile variabile, solutia generala a
ecuatiei (4.2.20) este

u(x,y)=f(y—mx)+g(y+mx). (4.2.25)

Cazul 11. In cazul ecuatiilor de tip parabolic, A=b*—-ac=0, ridacinile x4 si u, sunt reale si

confundate, deci y, = u, =E, a=0. Ecuatia (4.2.21) se reduce la % =E, cu integrala generala
a X a
ay—-bx=C. (4.2.26)
Cu schimbarea de variabile
E=ay-bx, n=x, (4.2.27)
obtinem
2 2 2 2
6_L21= zag_Zbau +6L:,
ox o o  on
o°u o%u o’u
=— ~+a ,
X0y oE% | a&an
Fu_ o
ay* G
Inlocuind aceste expresii in relatia (4.2.20), avem
2 2 2 2 2 2
ab? 0 L: —2ab ou +a6 L: —2ab? 0 lj +2ab ou +azca L: =0,
o on  on o o&dn o
sau
2 2 2 2
(ab2—2ab2+azc)a L: +a6 L: =0 < a(bz—ac)a - +aa—L:=0,
on o= 0n
adica,
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a =0,
on’
de unde obtinem forma canonica
2
ou_p. (4.2.28)
on

Pentru integrarea ecuatiei (4.2.28) observam ca putem scrie
ofau)_,
on\on

ou
%—f(f)

deci

si integrand inca o data, obtinem

u=nf(&)+g(&).

Revenind la variabileleinitiale, solutia generald a ecuatiei (4.2.20) este

u(x,y)=xf (ay —bx)+ g(ay—bx). (4.2.29)
Cazul I11. In cazul ecuatiilor de tip eliptic, A=b*-ac<O0, radicinile g si u, sunt complex
conjugate, adica
) _b_. Jac-b? .
' a a
Deci,

dy b | Jac-b?

dx a a

ady=(b+i\/ac—b2)dx,

sau, echivalent

cu integrala generala
ay—(b+i\/ac—b2)x=C sau bx—ay+ivac—-b*x=C. (4.2.30)

Cu schimbarea de variabile

E=bx-ay, n=+ac-b’x, (4.2.31)
ecuatia (4.2.20) se reduce la forma canonica
2 2
ou, oU_y, (4.2.32)
og" on

adica functia u este o functie armonica arbitrara de & si 7 . Solutia generala a ecuatiei (4.2.20) este
u(xy) =<I>(bx—ay,\/ac—b2 x), (4.2.33)

unde @ este o functie armonica arbitrara.
Exemplul 4.2.13 Sa se determine solutia ecuatiei:
o’u _0u  _o%
+3—=0,

¢ oxoy oy:

care verifica urmatoarele conditii
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u(0,y)=9y?,

ou 5
—(0,y)=vy".
OX ( y) Y

Solutie. In acest caz, avem ca: a=2, b= —g si c=3, deci, A= % > 0. Asadar, avem o ecuatie de

tip hiperbolic. Ecuatia caracteristica atasata ecuatiei noastre este:
dy) -d
2[—yJ 7% 3-0,

dx dx
cu solutiile
dy = 1 si dy =-3.
dx 2 dx

Obtinem familiile de solutii
2y+x=C, st y+3x=C,.

Consideram schimbarea de variabila

§=2y+X,

{77 =Y+ 3X.

Fiind o ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea, omogena, cu coeficienti constanti, forma sa
canonica este:

o%u

o&m

iar aceasta din urma are solutia generala
u(§n)=e(¢)+v(n).
Rezulta ca ecuatia noastra are solutia generala
u(x,y)=e(2y+x)+y(y+3x).
Din conditia u (0, y) =9y°®, obtinem:

3

o(2y)+v (y)=9y’.
Pede alta parte,
ou

&(x, y)=¢'(2y+x)+3y'(y+3x),

deci

S0y)=0(2y)+3/(y).

Din cea de-a doua conditie, obtinem:
¢'(2y)+3p'(y)=y".
Rezolvand sistemul
o(2y)+w(y)=9y",
o'(2y)+3p'(y)=Y",
obtinem
¢'(2y) =16y,
y'(y)=-5Y",
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deunderezulta ca

Asadar,
4 3 5 3
u(x,y) =§(2y+ X) —§(y+ 3x) +C.
Deoarece u(O, y) =9y°, deducem ci C =0, deci solutia generali a ecuatiei este:

4 5
u(x,y) =§(2y+ x)3 —§(y+3x)3.

4.3 Coarda finita. Metoda separarii variabilelor (D. Bernoulli si
J.Fourier)

Problema matematica la care conduce studiul vibratiilor libere ale unei coarde finite, de lungime |,
cu capetele fixe, se poate formula in urmatorul mod.

Sa se determine functia u(x,t), ue C*(D), D=[0,l]x[0,0) care si verifice ecuatia cu derivate
partiale:

o%u o%u . .
¥=a2¥, Xe[O,I], t >0 (ecuatia coardei) (4.3.1)
cu conditiile initiale
u(%,0)= f(x), %(X,O)zg(x), vxe[ol] 432)
si conditiile la limita
u(0t)=u(l,t)=0, vt>0. (4.33)

Asadar, avem o coarda de lungime | care in pozitia de
echilibru este situata pe axa Ox , avand un capat in origine

si celalalt capat in A(I). Asupra coardel nu actioneaza
forte exterioare. Coarda, in acest caz, executa vibratii
libere descrise de ecuatia (4.3.1). Conditiile initiale (4.3.2)

indica starea in care se afla coarda la momentul initial de
u timp, precum si viteza fiecarui punct al coardei la acelasi
moment. Conform conditiilor la limita (4.3.3) capetele
v > : . .. . .
o Al »  coarde sunt fixe. Functiile f si g sunt date si presupuse
X
" nenule si de clasi C* pe [0,I]. Pentru compatibilitatea

conditiilor (4.3.2) si (4.3.3) trebuie sd avem: f (O) =f (I ) =0 si g(O) =g (I ) =0. Pentru rezolvarea
problemel enuntate mai sus, vom folosi metoda separarii variabilelor a Ilui Fourier. Aceasta
metoda consta in a cauta pentru ecuatia (4.3.1) solutii de forma:
u(x,t)=X(x)T(t), (4.3.4)
care verifica conditiile (4.3.2) si (4.3.3). Din (4.3.3) avem ca:
X(0)T(t)=0si X(I)T(t)=0, Vt>0.
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Deci, X(0)=X(l)=0, deoarece, daca T(t)=0, Vt>O0, a rezulta ci u(xt)=0 ceea ce ar
contravine conditiilor (4.3.3). Derivam functia udin (4.3.4) si introducem in (4.3.1):
X(x)T"(t)=a’X"(x)T(t), xe[0,1], t=0,
Sau
X"(x)_1T"(t)
X(x) & T(t)
Ultima relatie ne spune ca o functie de t coincide cu o functie de x, acest lucru fiind posibil numai
daca ambele sunt egale cu 0 aceessi constanta reald, pe care o vom nota cu A . Asadar,
X"(x)_1T'(t)
X(x) a T(t)
de unde obtinem doua ecuatii diferentiale:
X"(x)=AX(x)=0, (4.35)
T"(t)-2a’T(t)=0. (4.3.6)
Pentru inceput, determindm solutia ecuatiei (4.3.5) cu conditiile X (0) =X (I ) =0. Astfd, ecuatia
caracteristica a ecuatiei diferentiale liniare (4.3.5) este
r’-A=0 < r’=»x. (4.3.7)
Daca A >0, ecuatia (4.3.7) are rdddcinile r, =Jr i, =—J1, deci solutia generala a ecuatiei
(4.3.5) este:

X€[0,|],t20.

X(x)=Ce"* +Cg ™",
Din X (0)=0, avem: C,+C, =0, iar din X(1)=0, avem: C,¢"* +C,e"* =0. Din aceste relatii
rezulta ca C, =C, =0 si, deci, X (x)=0, adica u(x,t)=0, solutie care nu corespunde problemei.
Daca A =0, solutia generala a ecuatiei (4.3.5) este:
X (x)=Cx+C,.

Din conditia X (0)=0, avem C, =0, iar din X(1)=0, avem C|+C, =0, adici C, =0. Asadar,
vom avea tot solutia banala.
Daca A <0, atunci radacinile ecuatiei caracteristice (4.3.7) sunt r,, = +in/=A, si, deci, solutia
generala a ecuatiei (4.3.5) este:

X (X) = C, cosy/-A X+ C, Siny/-Ax . (4.3.8)
Din X(0)=0, avem C, =0, iar din X (1)=0, avem C,siny/~Al =0. Pentru a nu obtine din nou

2
solutia banala, vom lua C, #0 si siny/-Al =0, adica v—Al =nn, neN". Deci, —k=[%} .In

final, rezulta ca ecuatia (4.3.5) are o infinitate de solutii:

xn(x)=cnsin$x, nen'. (4.3.9)

2
fnlocuind —7, = [%} in (4.3.6), obtinem:
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CU ecuatia caracteristica

2
nn anm,
r2+[I—J =0 < rl,ZZiI_I

si, deci, are solutia generala:

an . an
T.(t)= Dncos|—nt+ Ensml—nt, neN",
unde D, si E, sunt constante arbitrare.

Dacid notim A =C, -D, si B,=C,-E,, obtinem solutia ecuatiei (4.3.1) cu conditiile la limitd
(4.3.3):

n

0, (%)= X, (X)T, (t)=(A1 cos ™« aningthin$x, neN.

Aplicam principiul suprapunerii efectelor care afirma ca, dacd seria » u,(xt) este convergenta,
n=1

atunci suma sa, u(x,t)=2un(x,t), este, de asemenea, solutie pentru problema noastrd. Vom
n=1

presupune, in plus, ca aceasta serie este si derivabild termen cu termen de doua ori In raport cu X si
respectiv cu t . Asadar,

u(x,t):Z(A] cosﬁn anin#thin$x (4.3.10)
n=1

verifica ecuatia (4.3.1) si conditiile la limita (4.3.3).

Vom determina constantele A, si B, din conditiile initiale (4.3.2). Astfd,

f(x):u(x,O):Zw:A]sinﬂx

n=1 I

si
@<x,t>ﬂ§n(_mnﬂt+Bncosﬂtjg-nﬂx,
ot | | | [
deci
g(x):aa—l:(x,o) _?gansm—x

Vom presupune ca functiile f si g indeplinesc conditiile lui Dirichlet, deci pot fi dezvoltate in
serie Fourier de sinusuri pe intervalul (O,I). Prelungind prin imparitate functiile f si g pe

intervalul (-1,0), perioada prelungirilor este T =2/, pulsatia m:%:lﬁ, iar coeficientii au
valorile cunoscute:
47 2 nm
A]=?j f(x)sinnmxdx:l—jf(x)sinl—xdx, (4.3.11)
0 0
T/2 |
ani I—g(x)sinneoxdx:i g(x)sinﬂxdx. (4.3.12)
T ¢ anm anm ¢ I

Prin urmare, solutia problemei (4.3.1) cu conditiile (4.3.2) si (4.3.3) este functia u(x,t) definita in
(4.3.10), unde coeficientii A, si B, sunt dati de formulele (4.3.11) si (4.3.12).
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o'u  ,0%

Exemplul 4.3.1 Sa se integreze ecuatia coardei ra =a gV cu conditiile:
X

2h I
au I—x, 0< X<E,
u(0,t)=u(l,t)=0, —(x,0)=0 si u(x,0)=
ot 2h I
—(I-x), z<x<I
I 2
Solutie. Solutia ecuatiei date este
u(x,t):i(A] cos|—t+ B sn?—t}sn%x
n=1
unde
Alzzjff(x)sinﬂxdx si B =i.Ig(x)sinExdx.
I3 I " anmy I
ju In cazul nostru, f(x)=u(x,0) si g(x)=%(x,0).
Observamca B, =0 si
L
h|F--------=- = 'I Sln—xdx+j sml—xdx .
E
_ Integrand prin parti, obtinem:
0l ] 1 X a8 (Y
J— nl T
2 (2n+1)
Asadar, solutia ecuatiei este:
= (1) 2n+1 2n+1
u(x,t)=8—h (=) cosa( n+ )nt-sin( n+1)n

n* 55 (2n+1)°

4.4 Ecuatia propagarii caldurii

Problema matematica la care conduce studiul propagarii céaldurii in bara omogena, izotropa si
nemarginita se poate formula in felul urmator.

Sa se determine solutia u: R x[0,00) > R aecuatiei
ou o2 ’u

(4.41)
a o
care satisface conditia initiala
u(x,0)=f(x), f eC(R), (4.4.2)
cu a =L, unde k este coeficientul de conductibilitate termica, ¢ este caldura specifica, iar p
Cp
este densitatea.

Observatia4.4.1 u(x,t) reprezintd temperatura intr-un punct x lamomentul t .
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Aplicam metoda separarii variabilelor cautand solutii ale ecuatiei (4.4.1) de forma:
u(x,t)=X(x)T(t). (4.4.3)
Derivand si inlocuind in (4.4.1), obtinem:
X(X)T'(t)=a’X"(x)T(t).

Eliminam solutia banala si impartim relatia la X (X)T (t) si obtinem:

X"(x) 1 T'(t)

X(x) @ T()
Cele doua rapoarte egale se reduc la o constanta p deoarece x si t sunt variabile independente.
Obtinem ecuatiile diferentiale:

= u , p— constanta reala.

X"(x)-uX(x)=0, (4.4.9)
T'(t)— wa’T(t)=0. (4.4.5)
Ecuatia (4.4.5) fiind o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai, solutia ei generala este:
T(t)=ce*™ ¢ - constant.
Putem avea 3 cazuri.
Daca u >0, atunci |T (t)| — o0, cand t — o0, deci aceeasi proprietate ar avea-0 si |u(x,t)| , Tapt
inacceptabil din punct de vederefizic.
Daca u =0, atunci T(t) =C, adica temperatura in fiecare punct al barei nu depinde de timp, fapt
de asemenea inacceptabil.
Asadar <0 sinotim u=-1%, 1>0. Solutiile generale ale ecuatiilor (4.4.4) si (4.4.5) sunt:
X (x)=C,cosix+C,sinix,
T(t)=Ce*™*, C, C,, C, - constante
Deci, solutiile (4.4.3) ale ecuatiei (4.4.1) sunt:
u(xt;4)=X(X)T(t)=( A(2)cosix+B(2)sinAx)e™=", (4.4.6)
unde A(2)=C-C, si B(1)=C-C,.
Deoarece conditiile la limita lipsesc, toate valorile A >0 sunt acceptabile.
Vom incerca sa determinam solutia problemei sub forma:

u(x,t):ju(x,t;i)di (4.4.7)
0
care inlocuieste seria de functii din cazul coardei. Conditia initiala (4.4.2) ne da:

ju(x,O;i)di = f(x),
0
sau, tinand cont de (4.4.6),

T(A(i)cosﬂx+ B(4)sinAx)dA= f(x). (4.4.8)

Vom determina A(4) si B(A) din (4.4.8) in ipoteza ci functia f (x) poate fi reprezentata prin
integrala Fourier:

f(%) =%Idiz f (r)cosi (x—7)dr,
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relatie care se mai scrie:

=—jdij )(cosAxcosAz +sinAxsinir)dr =

=—j cosixj cosirdr+smixj smirdr dA

—0

Comparand cu (4.4.8), observarn ca:

©

=—j cosirdr B =1j f snirdr (4.4.9)
T
Introducand relatiile din (4.4.9) in (4.4.6), obtinem:
u(x,t;4) ——j e” "“cosi(x—r)dr. (4.4.10)

Deci, solutia (4.4. 7) a ecuatia (4.4. 1) devme.

100
di tcosA(x—7)dr == r)dr | e tcosA(x—r)dr.
I I (x=e)de=2[1(7) J (x=7)
e . 11 % . .
Folosind integrala Poisson: je COSbXdX=E —e %@ solutia ecuatiei (4.4.1) cu conditia initiala
7

(4.4.2) este:
_(x)?
e 4a%t dT

Xt

( 2a\/7'[
4.5 Problema lui Dirichlet pentru cerc
Fie D ={(x, y)eRz‘x2 +yi< rz} si 7/={(X, y)eRz‘x2 +y?= rz} frontiera domeniului D.
Asadar, D= DUy reprezinta discul cu centrul in origine si de raza r . Problema lui Dirichlet

pentru ecuatia lui Laplace constd in a determina functia de clasi C? u:D >R care satisface
ecuatia

2 2
au=2U U5 v(xy)eD (4.5.1)
ox> oy
cu conditia la frontiera
u|y =f, (45.2)

unde f esteofunctie data, continua pe y .

Vom folosi metoda separarii variabilelor pentru a gasi solutia acestei probleme. Din cauza simetriei
centrale fatd de origine a problemei, vom trece la coordonatel e polare.

Fie p si @ coordonatele polare ale punctului (x,y). Deci,

X=rOS0 o pelor), oe[0.2r) (453)
e 1 1 e 1 - . .
y=ysing, P "
Deci,
p=+X+y si 9=arctgz+k7r, k=012. (4.5.4)
X
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Observam ca

6_9_#_1 op___ ¥y Y
x SEiyr p oy iy P
00 -y -y 90 X X

~ =T 2 2. 2 2

X X+y: pPloy X+y: p
Folosind formula de derivare a functiilor compuse, obtinem:
@_6_u6_p+@@ Xou 'y du du 6u6p ou 06 yau

6X_6p6X 06 0x p@p p> o0’ 8y op oy 698y p@p p69’

oxX\ ox) ox\ pop p° 00 6p plop® ox  0pod ox

op
yp& u_y *u op 30 _p*-x au+x o°u

p’ 20 p>\ 060p Ox 692 OX p> op p° 6p
Xy 2xy ou xy ou vy y* o°u

paeap p* 00 paeap p* 00%’

a[@j_i[l@erauj P yayau [ﬁuﬁp 2u aej

oy\oy) oylpap pro0)” o7 op plaptay opo0 oy

3

p’ 69 p>\ 060op oy 00% oy p> op p°op’

Xy 0°u  2xyou xy ou X du
ey a2, s t o
p 000p p° 00 p°o0bop p° 00

Inlocuind aceste expresii in ecuatia (4.5.1), obtinem:

X2+ y? 6% .\ X2 +y? 6% +[—ny .\ —2xyj o%u

p>  0p° pt 00° p° 06op

2 2 2 2
J{p <, 02y ja_u_[z_XAy_Z)?jﬂ=0
p p

P’ op p 20
Sau
X2 +y? 6%u x+y o’u +2/02—(X2+y2)@=0
P opt pt o0 P’ op
Sau

o°u 1 0u 1au
2t 22" =
op- p 00" pop

sau, dupd inmultirea cu p?,
, 0°U ou o4
+p— =

op° pap 06°

ol
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a[auj 6[x6u yau] p—X P ou [62u6p+ o2 ae}r
2
P

8y6u [62u o, auaej p'-y ou y'ou
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Astfel, problema (4.5.1) — (4.5.2) se reformuleaza dupa cum urmeaza: sa se determine functia
u(p,B) , u: [O,r)x [0, 27r) — R caresatisface ecuatia (4.5.5) si conditia pe frontiera

u(p.0) _ =1(9). (4.5.6)

solutia fiind evident periodica, cu perioada 27 1in raport cu variabila 6 .
Conform metodei separarii variabilelor, cautam solutiile ecuatiei (4.5.5) de forma

u(p.0)=R(p)T(0), (45.7)
unde functiile R si T sunt de clasi C?. In plus, functia T este presupusi periodica de perioada
27 . Punand conditia ca functia u din (4.5.7) s verifice ecuatia (4.5.5), obtinem:

PR(p)T(0)+pR(p)T(0)=-R(p)T"(6)

Sau
2pr ’ "
PR(p)pRp) __T'O) (4.5.8)
R(p) T(9)
unde k este o constanta.
Din (4.5.8) rezulta urmatoarele ecuatii diferentiale:
T"(6)+KT(6)=0, (45.9)
pZR"(p)+pR'(p)—kR(p)=0. (4.5.10)

Ecuatia (4.5.9) este o ecuatie diferentiald liniard, omogena cu coeficienti constanti. Ecuatia sa
caracteristica este:

22+k=0 = 4,=+/k.
Caz I. k<0 = T(B) =C1eNI +C2e’9ﬂ. Aceasta functie este periodicd numai pentru
C,=C, =0, adica doar daca T =0, ceeacear insemna ca si U este nula.
Cazll. k=0 = T"(6)=0, adica T(¢)=C,0+C,. Cautim acum C, si C, astfel incat T () si
fie periodica de perioada 2r :

T(0+27)=T(0)=>CH+2Cr+C,=CH+C, = C, =0.
Deci, T(B) =C,, C,- constanta, o solutie banald inacceptabila.
Cazlll. k>0 = T(6)=C,cosdvk +C,sin6/k . Dar, T(6)=T(6+2x), deci
C,cosd-/k +C,snék = C, cos( + 27 )k +C,sin(6 +27)k,

Sau
C, (coso/k —cos(6 + 27 )k ) + C, (sinok —sin(6 + 27)k ) =0,
deunde,
(6+27)vk -6k =2nz sau 27k =2nz sau k=n?.
Deci,
k =n*, neN. (4.5.11)
Asadar, solutia generala a ecuatiei (4.5.9) este;
T,(0)=C,cosnd +D,sinng, neN. (45.12)
Inlocuind (4.5.11) in ecuatia (4.5.10), obtinem:
pZR"(p)+pR'(p)—n2R(p)=O, (4.5.13)
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care este o ecuatie de tip Euler. Pentru integrarea acestei ecuatii vom folosi schimbarea de variabila

p=¢€.Deaici, t=Inp, dp=¢€dt, £=%=£.Asadar,
dp € p
R'(p)=ﬁ=ﬁﬂ=eftﬁ,
dp dtdp dt

, d’R d (dR d( ,dR) dt drR d°R) ., _x(d’R dR
R(p)=—7F="/]|—"—|=—|€¢"— | —=|-€'—+e'— |e'=¢ ——— |
dp® dpldp) dp dt Jdp at dt dt dt

Inlocuind in ecuatia (4.5.13), obtinem:
2
pe? [—d R_ de + pe’t drR_ n’R(t)=0

dt?  dt dt
sau
2
c:jtf -n’R(t)=0. (4.5.14)

Ecuatia diferentiala (4.5.14) este o ecuatie liniarda omogend cu coeficienti constanti avand ecuatia
caracteristici r*—n”=0 cu radacinile r,, = £n, deci solutia generald a ecuatiei (4.5.14) este:

R(t)=E€e" +Fe™,
sau, revenind lanotatia in p :

R(p)=Ep"+Fp", (4.5.15)
unde, E, si F, sunt constante oarecare.
Daca F,#0, rezultd cd R (p)— +o, cand p—0, deci functia u,(p,0) ar tinde la infinit spre
centrul cercului, ceea ce ar contrazice faptul ca functia u,(p,0)=R, (p)T,(0) este continua. In
consecinta, F, =0, deci solutia ecuatiei (4.5.14) este:

R.(p)=E.p". (4.5.16)
Asadar, din (4.5.12) si (4.5.16), obtinem:
u,(p.0)=E,p"(C,cosnd+D,sinng),

si, notaind A =EC, si B,=ED,, avem:

u,(p.0)=p" (A cosnd+B sinng). (4.5.17)

Conform principiului suprapunerii fortelor, in ipoteza convergentei, seria ZUn ( p,B) va fi solutia
n=0

problemel Dirichlet. Vom presupune ca aceasta serie este convergenta si este derivabild termen cu
termen de doua ori in raport cu p sirespectiv cu 6 . Fie, deci:

u(p.0) =Zw:p”(A] cosnd + B sinng) = A, +Zw:(Ah cosnd + B sinnd)p".  (45.18)
n=0 n=1

Este usor de verificat ca aceastd functie satisface ecuatia (4.5.5). Conditia la frontiera (4.5.6) va fi
satisfacuta daca si numai daca:

A +ZOO:(A1 cosng + B sinnd)r" = f (6). (4519

In relatia (4.5.19) avem dezvoltarea in serie Fourier trigonometrici a functiei periodice f , de
perioada 27 . Coeficientii acestei dezvoltari se obtin astfd:
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l 2r
A =— [ f(t)at, (4.5.20)
2| (t)
2r
iinj f (t)cosntdt (4.5.21)
zr"

27
A =%j f (t)cosntdt , deci A, =
0

r'B =12ff(t)sjnntdt,deci B =1i2j”f(t)sinntdt. (4.5.22)
R oty

Prin urmare, solutia problemei (4.5.5) — (4.5.6) este data de (4.5.18), unde coeficientii A, neN,
B,, ne N" sunt dati de relatiile (4.5.20) — (4.5.22).

In cele ce urmeaza vom scrie solutia (4.5.18) sub o alta forma, utilizata frecvent in aplicatii.

Inlocuim expresiile coeficienti in (4.5.18) si obtinem:

u(p,H):in(t)dHi 1izjrf(t)cosntcoandHiin(t)sinntsinant p" =
2r mlzrty zr"e

2r o n

1 j F+Z[£J (cosntcosn9+sinntsinn9)} f (t)dt.
Tyl 2 =T

Deci,

(4.5.23)

u(p.0) =%2ﬂ%+ g(?}n cosn(t —0)} f(t)dt.

Pentru a prelucra aceasta formula, sa remarcam ca suma seriel Za” coshe , cu |a| <1, este partea

n=1

reala a seriei z a"eé™ care este 0 serie geometrici cu ratia q=ae”, unde |p| <1. In consecinti,

n=1
ae“ a a B a
|

ianeina — — — — —
—~ 1-a€* e -a cosa-isina—-a (cosa-a)-isina
cosa —a+isina

2 . 5
(cosa —a) +sin’«a

Deci,
I acosa —a’
Za cosna = =
=l 1-2acosa +a
Asadar,
2
possa{ 7]
n Zcosa —| = )
i rcos(t—6)-—
Z[ﬁj cosn(t-6)= ' /- 2p2 ( (t)B)p ~.
~\r r*—2prcos(t—0)+
! 1- 2£ COSo + (p} r r
r r

Inlocuind in (4.5.23), obtinem:

| i e e

0
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u(p,9)=i2f o pt f(t)dt. (4.5.24)
27 4| r®—2prcos(t—-0)+ p?

Formula (5.4.24) se numeste formula lui Poisson.
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5. FUNCTII SPECIALE

5.1 Polinoame Legendre
Ecuatia diferentiald a lui Legendre
(1-x*)y"-2xy' +a(a+1)y=0 (5.1.1)

unde a este o constanta reala, apare in probleme diverse cum ar fi problema fluxului unui fluid
ideal la trecerea printr-o sfera, determinarea campului electric generat de o sferd incarcata si
determinarea distributiei temperaturii intr-0 sfera cand se da temperatura la suprafata.
Vom arata ca daca parametrul real a este un intreg nenegativ n, atunci una dintre solutiile ecuatiei
(5.1.1) sereduce laun polinom de grad n. Aceste solutii polinomiale sunt cunoscute sub numele de
polinoame Legendre. Vom obtine reprezentarea explicitd a acestor polinoame si vom discuta cateva
dintre proprietatile lor.
Deoarece functiile
2x . a(a+1

()= 5 ()=

sunt analitice pentru |x| <1, rezulta ca x=X, =0 este un punct ordinar pentru (5.1.1). Deci, solutia

e y(x) esteunici si analitici in x,. Adicd, y(x)= ) cX" este oserie convergentd pentru || <1.
k=0
Pentru a gasi aceastd solutie, Inlocuim direct in (5.1.1) si obtinem:

0 0

(1-%) Y (k+1)(k+2) ¢ X — 2xl(20(_32)(k+1)ck+1xk +a(a+1)) X =0

k=0 k=0
sau, echivalent

S (k+1)(k+2)g,., ~((k-1)k+2k-a(a+1))c, X =0

k=0

0

Y [(k+1)(k+2)c,, +(a+k+1)(a-k)c |x =0.

k=0
Ultimarelatie este adevarata daca si numai daca
(k+1)(k+2)c,, +(a+k+1)(a-k)c, =0, k=0,1,...
adica
(a+k+1)(a-k)

Ck+2=_ (k+l)(k+2) Ck1 k=0111 (512)

si relatia de recurentd care ne da coeficientii C, .
Efectuand anumite calcule, obtinem
(-1)(a+2k-1)(a+2k-3)...(a+1)a(a-2)...(a~ 2k +2)

Czk = (Zk)l C0

r 1a+1 r 1a+k+1 2%
2 2

Co =(‘1)k F(la+lJr[;a_ k+1J(2k)!

2 2

¢, k=12... (5.1.3)
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si
o (-1) (a+2k)(a+2k-1)...(a+1)(a-1)(a-3)...(a— 2k +1)
Ao (2 +1)!

r 1a+1 r 1a+k+1 22K+l
K 2 2 2
1

2F[2a+1j1“[;a—k+;j(2k +1)!

Asadar, solutia ecuatiei (5.1.1) se poate scrie astfd:

Coes = (-1) ¢, k=12,.... (5.1.4)

ERUNLE LN LSS P
(a+2)(a-1) , (a+4)(a+2)(a-1)(a-3) ,
+c{x— o X + 5 X —}
=CoY; (X)+ ¢y, (). (5.1.5)

Evident y,(x) si y,(x) sunt solutii liniar independente ale ecuatiei lui Legendre.
Daca in ecuatia (5.1.1) , a=2n, atunci din (5.1.3) rezulti ci c,,,, =C,,, =...=0, adicd y,(x) se
reduce la un polinom de grad 2n. Analog, dacd a=2n+1, atunci vy, (x) se reduce la un polinom

de grad 2n+1 care contine doar impare ale lui X. Cum yl(x) si yz(x) sunt solutii ale ecuatiei
(5.1.2), rezulta ca ecuatia diferentialda Legendre are o solutie polinomiald pentru orice valoare
intreaga nenegativd a lui a.

In continuare vrem sa obtinem aceste polinoame in ordinea descendentd a puterilor lui x. Pentru
aceasta, relatia (5.1.2) se mai poate scrie:

s+1)(s+2
= — (s+1)( ) C.,, SSN-2, (5.1.6)
(n—-s)(n+s+1)
unde am luat drept indice pe s si pe a ca fiind intregul n. Cu autorul réatiei (5.1.6) putem
exprima toti coeficientii nenuli in functie de coeficientul ¢, a celel mai mari puteri a lui x. De

obicei se alege

(Zn)! l-3-5-...-(2n—1)
C,= 5= (5.1.7)
2"(n!) n!
astfd incat solutia polinomiala a ecuatiei (5.1.1) sa aiba valoarea 1 in punctul x=1.
Din (5.1.6) si (5.1.7) se obtine:
(2n-2k)!

c —(-1)
v =() 2"k!(n-k)!(n-2k)!
Definitia 5.1.1 Solutia rezultatd a ecuatiei (5.1.1) se numeste polinom Legendre de grad n si se
noteaza cu P, (X) . Din (5.1.8), aceasta solutie se scrie astfel:

,cand n-2k>0. (5.1.8)

2 n_2K)!
7= g(_l)k 2"m! ((nz— k)?z(rz— 2k)! X (19

Observatia 5.1.2 Din (5.1.9) se dbtine ca:
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R (X)L, R(x)=x, Py(x) = (3¢ ~1)  Py(x)=3(5¢ ~3x),

P,(x) =%(35x4 -30x* +3), Ry(x) =%(63x5 — 70x° +15x).

Polinoamele Legendre P,(x) pot fi reprezentate intr-o formid compactd dupd cum se aratd in

teorema urmatoare.
Teorema 5.1.3 (Formula lui Rodrigues)

P.(x)= 1n a (¥-1). (5.1.10)

Demonstr atie. Fie v= (x2 —1)n . Deci,
(x* —1)ﬂ =2nXv. (5.1.11)
dx
Derivand relatia (5.1.11) de n+1 ori dupa formula lui Leibniz, obtinem:

d"v d"v d"v d™v d"v
(x2—1) +2(n+1)x v ——+n(n+ 1)an Zn{x +(n+1)— }

an+2 an+1 an
Sau
d n+2V d n+1, d nv
1-x° - 2X +n(n+1 =0. 5.1.12
( ) an+2 an+1 ( ) an ( )
Daca facem substitutia z= % , atunci (5.1.12) devine:
X
d?z dz
1-x°)—-2x—+n(n+1)z=0,
( )d 2 dx ( )
care este, defapt, identica cu ecuatia (5.1.1) pentru a=n. Asadar, este necesar ca
d"v
z= =cP (x),
an n( )
unde ¢ este o constanta. Cum P, (1) =1, avem:
c= d;/ = dn(xz—l)n dn(x 1) (x+1)"| =
dx" ) | dx o X o

->c; (_k)<—1>”ﬁ<x 1

k=

Asadar, am obtinut ca

1dv 1 d" n
P (x)= = Z-1) .

(%) cdx” 2"n! dx”(x )

Definitia 5.1.4 Fie {fn(x)} un sir de functii pe un interval oarecare | . O functie F(X,t) se

numeste functie generatoare a lui { f, (X)} daca

F (x.1) =z £ (X"

Urmatoarea teorema ne da functia generatoare a sirului polinoamelor Legendre {Ln (X)} .

130



Teorema 5.1.5 (Functia generatoare)

P, (x)t". (5.113)

[Ms

(1— 2xt +t2)7% =

Il
o

n

NI

Demonstratie. Daca | <r , r - arbitrar, si |t|<(1+r ) —r, atunci avem ci:
‘th—tz‘s2|x||t|+‘t2‘<2r(1+r2)5—2r2+1+r2+r2—2r(1+r2)% =1.

1
Asadar, putem scrie functia (1— 2xt + t2) 2 in forma:

L 1 13 2 1-3-...-(2n-1) , "
(l—t(ZX—t)) 2=l+§t(2X—t)+Ezt2(2X—t) ++24—(2n)t (ZX—t) +

Cosficientul lui t" din aceasta expresie este

1-3-...-(2n—l)(2X)n ~1.3-..-(2n-3) (n—1)(2X)n,2 N

2-4-...-(2n) 2-4...(2n-2) 1

+1-3-...-(2n—5)(n—2)(n—3)(2)()n,4_ _
2-4-...-(2n-4) 2!
_1.3-..-(2n-) e n(n-1) XH+n(n—l)(n—Z)(n—3)Xn74_m _p (%)
n! (2n—l)!l-2 (2n—1)(2n—3)2-4
Teorema5.1.6 (Relatia de recurenta)
(n+1)P,, (x)=(2n+1)xP,(x)-nP_,(x), n=1,2,.... (5.1.14)

Demonstr atie. Derivand relatia (5.1.13) in raport cu t, obtinem:

(X_t)(l— 2xt +t2)7g = inpn (X)tn—l

(x-t)(1-2xt +t2)7% =(1-2xt +t2)zw: nP, (x)t"*

n=1

(x-1) 3R ()t = (1-2xt +£2) Y, (x)t™
n=0 n=1
Identificand coeficientii lui t", rezulta:
XP,(X) = Py (X)=(n+1)P,, (x)—2nxP, (X)+ (n-1)P_,(X),
relatie echivalenta (5.1.14).
Observatia 5.1.7 Cum P, (X) =1 si Pl(x) =X, reata (5.1.14) poate fi utilizatd la gasirea
polinoamelor Legendre de grad mare.
Definitia 5.1.8 Sistemul defunctii { f,} esteun sistem ortogonal pe Q< RP, daca:

0, m#n
j f(x dx—{ (5.1.15)

5 C,>0 m=n.

Daci pentru orice neN, avem C, =1, atunci sistemul de functii (fn(x))nN se numeste

ortonormat.
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Propozitia 5.1.9 Polinoamele L egendre sunt functii ortogonale pe intervalul [—Ll] si

1 0, m#n,
P (x)P, dx =
LJ@M@X 2 a
2n+1
Exemplul 5.1.10 Sa se verifice urmatoarea relatie de recurenta pentru polinoamele Legendre:
P (X)- P (x)=(2n+1)P,(X). (5.1.16)

Solutie. Derivand relatia (5.1.13) in raport cu X, obtinem:

t S D (3 )0
—= =R

(1-2xt+t?) ™

sau

00 t 00

P(x)t"=——=> P (x)t" 5.1.17

P WA (517

adica
(1-2xt +t2)i P/(X)t" = S P, (x)t™ |
n=1 n=1

Identificand coeficientii lui t", rezulta:

P,(X)=P/,(X)—2xP;(x)+ P_,(x). (5.1.18)

Acum, derivand relatia (5.1.13) in raport cu t, obtinem:

20 =S

S P, (x)t™ = — <L SR ()t
Z{n »(%) 1—2xt+t22 »(%)

n=1
Din (5.1.17), ultima relatie devine:

0

>R, ()1 = XS R
n=1

n=1

gnpn(x)tn =(X—t)g Pn'(x)t" = gxpn'(x)t" _ipn'(x)tml

n=1
si, identificand coeficientii lui t", obtinem:
XP!(X)=nPR,(x)+P_,(x). (5.1.19)
Din (5.1.18) 5i (5.1.19), rezulta:
R (%) = R (%) = 2R, (x) + By (X)) + R (%),
care este echivalenta cu relatia din enunt.
Exemplul 5.1.11 Sa se arate ca:

) P.(1)=1; ii) P(-1)=(-1)"; iii) P, (0)=(-1)

Solutie. i) Dinteorema 5.1.5, pentru x =1, obtinem:

n (2n)!
22 (nt)?

. V) By, (0)=0.
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1-2t+t> "o
adica
1. i P, (Dt"
1-t n=0 "
Dar, sestie ca:
1 o0
i t"
)
Asadar,
Zw:t” = Zw: P,(1)t", pentru orice t cu |t| <1.
n=0 n=0
de unde

it) Analog, cala punctul i).
iii), iv) Din teorema 5.1.5, pentru x=0, obtinem:
1

NAER & B Z:; ROt
1

Dezvoltand (1+ X2 )7 in serie binomiala, obtinem:
[ lJ[ 3j [ 2n—l}
2 2)" 2 ( S\
t ) +...,

n!

+...+

(l+ xz)é =1+[—%}t2 +%(t2)2
adica _1n1.3.5 (2n-1) 21.2.3-4.5.._.(2n-2)-(2n-1)-2n

(1+x2)7%=i( ) 2” t2n=i(_1) 2".nl.2.4.6-(2n—2)2n e

=0

>

el
—
~—
=}
N
—~
N
>
~=
N
=}

Il
s
—_
=

=}
—~
N
=]
=

—_

N
=}

o

n=!

Asadar, avem:

n=0 2. (n!)2 n=0
Identificand coeficientii, obtinem:

2, (0)-(1) 22

2°(n1)

> si P, (0)=0.

1
Exemplul 5.1.12 Sa se calculeze j XP,_1 (X) P, (x)dx.
-1

Solutie. Inmultim relatia de recurent (5.1.14) cu Pn—l(x) si integrdm apoi pe intervalul [—Ll].
Avem:

(n+1).1[1Pn+1(x) P (x)dx=(2n +1).1[1xPnl(x)Pn(x)dx— n.lfanzl(x)dx.
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Tinand cont de propozitia 5.1.9, ultima expresie devine:

1
0= (20 [ ¥R ()R () dx-nor S
deci
2n 2n

jXR”(X)R(Xﬂk=(2n+1K2n—1)=4n2—1'

-1

Exemplul 5.1.13 Sa se arate ¢a P,(-x) = (—l)n P(x).

n

Solutie. Pornim de lafunctia generatoare a polinoamelor Legendre si obtinem:

w = - - . =3P (—x)(<t)" = 3 (<1)" P, (=x)t".
§auﬁ_ﬁr&Hﬁ_¢f%4Wﬂﬂ4f_§a()(0 ;(D&()t

Deci,
R.(9)=(-1)"R (-9
si, Inmultind cu (—l)n , rezulta relatia din enunt.
Exemplul 5.1.14 Sa se dezvolte functia f :[—Ll]—)R, f(x)= x?, intr-0 serie de polinoame

Legendre.
Solutie. Asadar, trebuie sa scriem functia f deforma:

F(x)=c.P(x). (5.1.20)

Pentru a gasi coeficientii ¢, vom inmulti relatia (5.1.20) cu Pm(x) si vom integra pe [—Ll].
Obtinem:

J 100 (= e 9] (g0

Tinand cont de propozitia 5.1.9, avem:
1

j f(x)Pn(x)dx:cn.lfllaf(x)dx:cn

-1

2n+1’
deci

. =2n+1j

n

f(x)P,(x)dx, n=0,1,2,.... (5.1.21)
-1
Functia f (x)=x* fiind un polinom de gradul al doilea, atunci vom avea ci:

F(4= 2 6R(x).

X2=C0P(J+C1Pl+czpz'

Deci,

2 1 2

X _c0+clx+5c2(3x -1).
Aplicand (5.1.21), obtinem ca:
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Asadar,

5.2 Polinoame Cebasev
Fie ecuatia diferentiala a lui Cebasev

(1— xz)y"—xy'+n2y=0. (5.2.1)
Facand substitutia x = cos@ , obtinem:

2
(1—c0529) _1 _1 d )2/— (?Oieﬂ +cose_iﬂ+n2y=0,
sin@\ sing df- sin“6 do sing d@

echivalenta cu
2

:—9)2/ +n’y=0.
Aceastd ultima ecuatie diferentiala are solutiile sinnd si cosng . Deci, solutiile ecuatiei (5.2.1) sunt
sin(ncos™ x) si cos(ncos™x).
Definitia 5.2.1 Solutia T, (X)=cosnd =cos(ncos™x) este un polinom de gradul n in x si se
numeste polinom Cebdsev de speta 1.
Asadar, avem T, :[—Ll] - [—Ll].
Pentru a gasi reprezentarea sa explicitd, avem nevoie de urmatoarea relatie de recurenta.
Teorema5.2.2 (Relatia de recurenta)

T.a(X)=2xT, (x)-T,,(x), n>1. (5.22)
Demonstr atie. Folosind identitatea

cos(n+1)6 + cos(n—1)6 = 2cosnd cos
si inlocuind @ = arccosx rezulta recurenta (5.2.2).
Observatia 5.2.3 Devarece T, (x)=cos(0)=1, T,(x)= cos(cos’1 x) =X, atunci folosind relatia de
recurenta (5.2.2) rezulta:
T,(x)=2x* -1, T,(x)=4x*-3x, T,(x)=8x" —8x* +1.

Propozitia5.2.4

n

2
T,(x)= > (-1 C*x"*(1-x)", n>1. (5.2.3)
k=0
Demonstr atie. Din formula lui de Moivre obtinem:

(cos6 +ising)" =cosnd +isinng ,
iar din formula lui Newton avem ca:

(cos6 +ising)" = Zn:Crf cos™ 0 (ising)".
k=0

Egaland partile reale din cele doua formule, obtinem:
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B
cosnd = cos’ 6 — C?cos’ 2 fsin? 0+ Cl cos™9sin* 0 +... = ¥ (1) C* cos™ * 9sin* 4 .

k=0

—

Cum x=cos@, deci 0 = arccosx, expresia devine:

d ,
cos(narccosx) =y (-1) C2*x"*(1- %),

k=

o

adica relatia (5.2.3) este verificata.
Teorema 5.2.5 (Formula lui Rodrigues)

T, (x)=(-1)" (22“ ) (1 X )1 i:n (1_ Xz)“f%_ (5.2.4)

Teorema 5.2.6 (Functia generatoare)

XS () (52.5)

1 2Xr +r2 &=

Demonstr atie. Stim ca seria geometrica z Z" cu |Z| <1 este convergenta, avand ca limita functia
n=0

f(z)= .Daca z=r(cos@+isind) cu r <1 si 6 <[0,2x], atunci putem scrie

" =ir“(cos9+isin9)n =ir”(cosn9+isinnH):ir”coanHir”sinnH,

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

DM
N

1 3 1 3 1-rcos@+irsing 3
1-r(cos@+ising) 1-rcos@—irsingd (1—rcosH)2+rzsin29

f(r(cosH+isin9))=

__ 1l-rcosd . rsing
1-2rcosf+r%> 1-2rcosf+r?’

Deci,

o 1-rcosé
Z rrcosnd=———,
n=0 1-2rcosf +r

sicum X=C0sd, avem ca

iTn(X) &

s 1-2rx+r?
Definitia 5.2.7 Sistemul de functii ( (x))_, esteortogonal cuponderea p(x) pe Q, daci:
—_— 0, m#n
f X)dx = 5.2.6
(0009000 0 00 2T 620

Propozitia 5.2.8 Polinoamele Cebasev sunt functii ortogonale pe intervalul [—Ll] Cu ponderea

1 ,
p(X)=—————, adica avem:
(¥)=7=
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Exemplul 5.2.9 Si se arate ca T, (—x) = (—l)nT (x).
Solutie. Avem:

ng(X)rn __1-rx - 1-(-r)(-x) =iTn(—x)(—r)n =i(—1)”Tn(_x)rn ,

1-2xr +r? 11— 2(—x)(—r)+(—r)2 n=0 n=0

deci
adica

Exemplul 5.2.10 Sa se arate ca:
) T,(1)=1; ii) T,(-1)=(-1)"; iii) T,,(0)=(-2)"; iv) T,,.(0)=0.
Solutie. i) Din definitia 5.2.1, avem: T, (1) = cos(ncos 1) = cos(n-0) = cos0=1.
i) Din exemplul 5.2.9, avem: T, (-1) =(-1)"T, (1) =(-1)" -1=(-1)".
iii) Din definitia 5.2.1, avem:

T,.(0)= cos(2n -cos™ 0) = cos[Zn-%J = cos(nz)=(-1)".
iv) Din definitia 5.2.1, avem:

0.

T,na(0) = cos((2n +1)-cos™ O) = cos[(zn +1) %J
Exemplul 5.2.11 Sa se dezvolte functia f :[—Ll]—)R, f(x)= x*, intr-0 serie de polinoame

Cebasev.
Solutie. Asadar, trebuie sa scriem functia f deforma:

f(x)= ganTn (x). (52.7)

Pentru a gasi coeficientii a,, inmultim relatia (5.2.7) cu

! T (X) si apoi integram pe
NI

intervalul [-1,1]. Avem:

Din propozitia 5.2.8, rezulta:
1 1
a, =ij f) dx si an=3.[de, n>1. (5.2.8)
T T

“iN1- X2 SoA1-X°
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Functia f (x)=x* fiind un polinom de gradul al doilea, atunci vom avea ci:

F(9=3aT,(x),

X =Ty (X)+ 6T (X) +¢,T,(X).

Deci,
X =8, +ax+a,(2X -1).
Aplicand (5.2.8), obtinem:

17z 1 ¢
Aot el sl [ =0
21X2(2X2—1 XX . 437 27_3 1
- dx—= _Eerm_s 42
% ﬂ'[ V1= '[\/1 X2 § '[\/1 X2 3 T2 2 2
Deci,
=t 1(2x —1)

Observatia 5.2.12 O alta metoda de a dezvolta in serie de polinoame Cebasev o functie de forma
X", este urmitoarea. Se rescrie relatia de recurenta (5.2.2), astfel:

XT, (%) =T,(x) si xTn(x)=%[Tn+1(x)+Tnl(x)] n>1.
Verificam acum dezvoltarea din exemplul 5.2.11:
1

X2 = xﬂ(x):%[Tz(x)+To(x)J =%T0(x)+ET2(x)

Analog, pentru f (x)=

11

2(2x -1).

=2 L)+ (0] + ST (0= [T (x) + 30 (x)]= xT(x)+ij()
=%%[T4(x)+T2(x)J+% %[TZ(X)+TO(X)J=1[T4(x)+4T( )+ To(%)]
Deci,
K =T (0 ST (02T (4

5.3 Polinoame Hermite

Polinoamele Hermite reprezinta o importanta serie de functii din clasa polinoamelor ortogonale care
au fost introduse pentru prima oara in matematicd in secolul al XIX-lea in cadrul studiului
probabilitatilor. Expresia explicitd a acestor polinoame se deduce pe cale analiticd prin rezolvarea
ecuayiei diferentiale a lui Hermite, i anume

y'—2xy"+2ny=0. (5.32)
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Aceastd ecuatie apare in mecanica cuanticd pentru a studia pozitia spatiald a unei particule in
Miscare care sufera a migcare armonica in timp. In mecanica cuantica pozitia exacta a unei particule
la un moment dat nu poate fi precizata, spre deosebire de mecanica clasica.

Procedand in mod analog ca in cazul polinoamelor Legendre, presupunem ca y(x) = ZCka este
k=0
solutia ecuatiei (5.3.1) si obtinem relatia de recurenta
s+2)(s+1
C, =wcS+2 , S<n-2.
2(s—n)
Aceasta relatie, cu ¢, =2", neda
(-1) 22
Cook =7 v -
(n - 2k)! k!
Astfel, obtinem urmatoarea expresie.
Definitia 5.3.1 Polinoamele Hermite degrad n, notatecu H, (), au urmétoarea reprezentare:

H —1)“n!
H.(x)= Zﬁ(ﬂ)” : (5.3.2)

k=0
Observatia 5.3.2 Din (5.3.2), obtinem ca:
Ho(x)=1, H,(X)=2x, H,(x)=4x* -2, H,(x)=8x"-12x, H,(x)=16x" - 48x* +12.
Teorema 5.3.3 (Formula lui Rodrigues)
n _x? d" —x2
H,(x)=(-1)"e o (e ) n>0.
Demonstr atie. inmultim ecuatia (5.3.1) cu € si obtinem:

e* y'— 2xe y' + 2ne’* y=0,

(e’xz y')' +2neXy=0. (5.3.3)

1 _(_1\" ¥ d" —x? d_n i — X
y=(-1)e [Zxdxn(e )+dx”[dxe B

fnmultind ultima expresie cu € * si derivand apoi rezultatul, obtinem:
{ p § p {

’

(efxzy')' = (-1) 2x§|Xn (e**2)+ ;Xn [%(em B
- el 2l e )
_ (_l)“ 2 (?xn“ (e’X2 ) + 2X ;jxnn [%(exz )J + 3;:1 (_er*"z )J B

=2n(-1)™ d" (e’Xz ) =-2neXy.

=3
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Deci, (-1)"e* %(exz) si H,(X) sunt ambele solutii ale ecuatiei (5.3.1). Acest lucru este posibil
X

doar daca H(x)= c(—l)n e’ %(exz ) unde c este o constanti. Identificand coeficientii lui X"
X

din ambele parti, obtinem ca c=1.

Teorema 5.3.4 (Functia generatoare)

& =Y H, (0 (5.3.4)
n=0 n:

2xt—t

Demonstr atie. Daca dezvoltdm functia f (x,t)=e€ " =e“e™" in serie Taylor in raport cu t, Se

obtine relatia (5.3.4), unde coeficientii Hn(x) ai seriel de puteri (5.3.4) reprezinta polinoamele

Hermite abstractie facand de un factor de proportionalitate.
Teorema 5.3.5 (Relatia de recurenta)

H...(x)=2xH (x)-2nH _,(x), n>1. (5.3.5)

Demonstr atie. Fie u(x) = . Dedi, u'(x) =-2xe™* si aplicand formula lui Leibniz, obtinem:

(™D (%)= (_erfxz )(n) = _z[nu(”’l) (x)+ xu™ (X)] ,

U™ (x) = —2xu™ (x) - 2nu™ M (x).
Inmultind ultima relatie cu (—1)n+1 e’ seobtine formula de recurent (5.3.5).

Propozitia 5.3.6 Polinoamele Hermite sunt functii ortogonale cu ponderea p(x)=€™ pe

intervalul (—oo,oo) , adicd avem:
Twp(x)Hn(x)Hm(x)dx={

Exemplul 5.3.7 S se arate cd H (—x)= (—l)n H,(x).
Solutie. Din teorema 5.3.4, avem:

2“4@%=@m=éuw”&=iHi4%4),

0, n#m,
2"ni/7z,n=m.

deci

[
Exemplul 5.3.8 Si se arate ca: H,, (0)= (—l)n (Znnl)' si H,,,,(0)=0.

Solutie. Din teorema 5.3.4, pentru x =0, obtinem:

. . - 2 .
Dar, dezvoltand in serie de puteri €, obtinem:
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Deci,

Identificand coeficientii lui t, obtinem:
H,(0)=0, daci n esteimpar,

adica,
H2n+1(0)=0
si
n 1
-1) —=H, ——
(-9 nt*(2n)!
adica,

H,0(0)=(-17 2.

Exemplul 5.3.9 Sa se calculeze: j xe ¥'H, (X)H, (x)dx.

Solutie. Din teorema 5.3.5, rezulta:
an(x)=an1(x)+%Hn+l(x).

Integrala devine:

zxeszn(x) Hm(x)dx=1exz [an1(x)+%Hn+1(x)me(x)dx=
=n1esznl(x)Hm(x)dx+%zeXszl(x)Hm(x)dX.

Daci m#n-1si m#n+1, atunci jxe’szn(x)Hm(x)dx=0.

—0

Daci m=n-1, atunci jxe’szn(x)Hm(x)dx=n-2”’1(n—1)!\/;.

—0

Daci m=n+1, atunci j xe™H, () Hm(x)dx=%-2“(n—l)!\/;.

Exemplul 5.3.10 Sa se dezvolte in serie de polinoame Hermite functia f :R >R, f (X) =x*.

Solutie. Asadar, trebuie sa scriem functia f deforma:
f(x)=>c,H,(x). (5.3.6)
n=0

Pentru a gasi coeficientii C,, inmultim relatia (5.3.6) cu e* H, (X) si apoi integram pe intervalul

(—o0,00) . Avem:
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zexz f (X)H,(x)dx= T[iann(x)Jeszm(x)dx,

—oo \ N=0

cnje’szf(x)dx= je’xz f(X)H,(x)dx.

Din propozitia 5.3.6, rezulta:

H,(x)dx, n>0. (5.3.7)

C,= 2nn|\/_je’xf

Deoarece f (X) = x*, atunci dezvoltareain serie de polinoame Hermite este:

f () =§;CZHH2”(X),
f(X)=coHo(X)+C,H, (X)+c,H,(x).

f(X) =+, (4x° —2)+c, (16x" —48x* +12).

Deci,

Aplicand (5.3.7), obtinem:

e o 3
=\/_je x'dx==, ¢, = 222| J 4(4x - ) X=Z,
C =S J_j e x* (16x* 48x2+12)dx=%.
Deci,
=3 j(4x —2)+1—16(16x4—48x2+12).

5.4 Polinoame Laguerre

Polinoamele lui Laguerre sunt solutiile canonice ale ecuariei diferentiale Laguerre care apare in
studiul oscilatorului armonic din mecanica clasica si care are forma:

xy"+(1-x)y' +ny=0, (5.4.1)
unde n este un intreg nenegativ.
Definitia 5.4.1 Polinoamele Laguerre sunt polinoame de grad n, notatecu L, (), si au urmatoarea
reprezentare:

n Ck
L,(x)=T(n+1) (-1) —=—x*. 5.4.2
(=T (n+ )30 (542)
Teorema 5.4.2 (Formula lui Rodrigues)
ex dn n—X
L.(x)= ~ dx”(x e”), n>0. (5.4.3)

Observatia 5.4.3 Primele polinoame Laguerre sunt:

L(X)=1, L,(X)=-x+1, Lz(x)=%(x2—4x+2), Ls(x)=%(—x3+9x2—18x+6),

142



1
L4(x)=£(x4—l6x3+72x2 —96x+24).
Teorema 5.4.4 (Relatia de recurenta)
(n+1)L,,,(x)=(2n+1-x)L, (x)-nL,_,(x), n>1, (5.4.49)
cu Lo(x)=1si L(x)=-x+1.

Teorema 5.4.5 (Functia generatoare)
xt
1t

- f L (x)t". (5.4.5)

Propozitia 5.4.6 Polinoamele Laguerre sunt functii ortogonale cu ponderea p(x)=e pe

intervalul (O,oo) , adicd avem:
< 0, m#n
.([p(x)Ln(x)Lm(x)dx={L en (5.4.6)
Exemplul 5.4.7 Sa se arate ca:
i) L,(0)=1; ii) L,(0)=-n.
Solutie. i) Din teorema 5.4.5, pentru x =0, obtinem:

—=> L, (o)t
! n=0
Dar, stim ca
1 00
i t" ,
Y
deci
YL =3t
n=0 n=0
Asadar,

L,(0)=1.
ii) Dupa cum am mentionat mai sus, polinoamele Laguerre Ln(x) satisfac ecuatia diferentiala
(5.4.1). Deci, avem:

2

d d
X7 L, (x)+(1- x)& L, (x)+nL,(x)=0.
Punand x=0 in aceasta expresie, obtinem:
L, (0)+nL,(0)=0,
si, cum L, (0)=1, rezulta:

L, (0)=-n.
Exemplul 5.4.8 Sa se arate ca:
n-1
i) XL, (x)=nL,(x)-nL,(x); ii) L, (x)==>_L.(X).
m=0

Solutie. i) Derivam relatia (5.4.5) in raport cu X si obtinem:
xt

Syt ettt $ n
Z:;)Ln(x)t =T 1o =—l_tz::oLn(x)t : (5.4.7)
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Deci,

Asadar,

Identificand coeficientii lui t", obtinem:

Lo (%)= Loa(x)=-L,,(x), n>1. (5.4.8)
Derivand relatia de recurenta (5.4.4) in raport cu X, obtinem:
(n+1)L), (X)=-L, (x)+(2n+1-x)L;(x)-nL,(x). (5.4.9)

Rescriind relatia (5.4.8) in formele:
Lr. (X)) =L (%)= L,(x) si Li(X)=L}(x)+ L, (x),
si Inlocuind in (5.4.9), obtinem:
(n+2)(Ly (%)= L, (X)) = =L, (x) +(2n+1=x) L}, (x) = n(L; (%) + L, (X)) ,
sau
XL, (x)=nL,(x)-nL,(x).
i) Daca in relatia (5.4.7) scriem

l 00
2o
1-t S
obtinem:

DL ==t YL ()T == D L™

n=0 k=0 m=0 k,m=0
deci L, (X) este dat de coeficientul lui t" din membrul drept al ecuatiei. Pentru o valoare fixata a
lui m, luind m+k+1=n, adici k=n-m-1, si deci, coeficientul lui t" este —Lm(x). Obtinem
coeficientul lui t" prin insumarea dupa valorile lui m. Deoarece am presupus k >0, rezultd ca
n-m-1>0, adica m<n-1.

Asadar,
coeficient t" = ni—Lm(x) ,
adica "
L (x)=-5L,(x).
r)

Exemplul 5.4.9 Sa se arate ca:

Ieth (t)dt =e’X[Ln(x)— LM(X)J _

Solutie. Folosind integrarea prin parti si exemplul 5.4.8 ii) de mai sus, obtinem:
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je14om=zpet)g(0m=_em40j+femgodnpeXg(@_fe(”ﬂmaﬂdL

X X X m=0
Astfel
) n-1®
je’th (t)dt+ Zje’th (t)dt=e"L,(x),
X m=0 x

si, prin urmare,

¥ [e'L (t)dt=e"L, (x).

m=0 x

Deci,

e'L,(t)dt=e"L, (x)-e L, 4 (X)=

Te"Ln (t)dt = Zn:Te’th(t)dt—i

X m=0 x

=e”[ L, (X)-L,4(x)].
Exemplul 5.4.10 Sa se dezvolte in serie de polinoame Laguerre functia f :(0,00)—>R, unde
f(x)=x.
Solutie. Asadar, trebuie sa scriem functia f deforma:

F(x)=Y L (). (5.4.10)

Pentru a gasi coeficientii C,, inmultim relatia (5.4.10) cu e "L, (X) si apoi integram pe intervalul
(0,0). Avem:

X C—y 8

Sel (e L (4,

cnje’xLﬁ (x)dx = je’xf (X)L, (x)dx.
0 0
Din propozitia 5.4.6, rezulta:

cn=je’xf(x)Ln(x)dx, n>0. (5.4.11)
0
Deoarece f(x)=x*, atunci dezvoltarea in serie de polinoame Laguerre este:

u@=§%%uy

f(X) =Ly (X)+ L (X)+C,L,(X).

Deci,
f(x)=c, +cl(—x+1)+%c2(x2 —4x+2).
Aplicand (5.4.11), obtinem:

(o =Te’xxzdx= 2,¢ =Te’xx2(—x+l)dx=—4, c, =%Texx2(x2 —4X+ 2)dx= 2.
0 0 0
Deci,
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f(X)=2Ly(x)- 4L, (x)+2L,(x).

5.5 Functii Bessel
Ecuatia diferentiald a lui Bessel,

xzy"+xy'+(x2—n2)y=0, (5.5.1)
apare in lucrarile lui Euler si Bernoulli, in timp ce functiile Bessel au fost introduse de Bessdl, in
1824, in studiul unei probleme de astronomie dinamica. Multe dintre problemele fizicii matematice
sereduc la ecuatia Bessel.
Definitia 5.5.1 Se numesc functii Bessel solutiile canonice ale ecuatiei (5.5.1).
Observatia 5.5.2 Functiile Bessel se mai numesc si functii cilindrice Sau armonice cilindrice

deoarece ele apar solutia ecuariei Laplace in coordonate cilindrice.
Se cauta solutia ecuatiei (5.5.1) de forma:

y(x)=x">c.x", (5.5.2)
m=0
cu r si ¢, astfe incat seria (5.5.2) sa verifice ecuatia (5.5.1).

Asadar,
y'(x) = icm(m_’_ r)Xerrfl, y"(x)= icm(m+ I’)(m+ r _1)Xm+r72 .

m=0 m=0

Prin inlocuire in ecuatia (5.5.1), obtinem:

0

e (mar)(mar —1)x™ +3 ¢ (m+r)x™ +(x2 —n? wcx””':O,
S (e (e 3 (me )+ (4 ) S,

m=0 m=0

D¢, ((m+ r) - nz)xrn =-> ¢, x™?.
m=0
Identificand coeficientii, obtinem:

G (r+n)(r-n)=0, ¢(1+r+n)(1+r-n)=0, ¢, (M+r+n)(m+r-n)=-c,_,, m>2. (55.3)

m-21?
Presupunand ¢, # 0, rezultd ¢a (r +n)(r—n)=0, deci, r=nsi r=-n.

Cazul I. Fie r =n. Deci, C1(1+ 2n)= 0. Cum coeficientul apare in ecuatia (5.5.1) la patrat, atunci
daca n este real putem considera n>0, deci 1+2n=0 si ¢, =0. Daca n este complex, atunci

evident 1+ 2n=0 si ¢, =0. In concluzie, putem considera intotdeauna ¢, =0. Din (5.5.3), rezulta:
cm((m+ n)* - n2) =—C, ,, M>2.

Deci,
¢=C=...=C, =...=0, m>0.

Pentru coeficientii de ordin par, consideram m= 2k si obtinem:

CZK((2k+ n)2 - n2)= —Cypy,r kK>1,

sau
4k(k +n)cy =—Cy_,, k1. (5.5.4)

Dand valori Iui k si inmultind aceste relatii termen cu termen, obtinem:
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(-1
s o) (k) (5.5.5)

+
z) si I'(z+1)=2(z), atunci avem ca:

Cac = 2%k!(n

Deoarece I'(z+n+1)=z(z+1)...(z+n)I(
o (—1)k c,l(n+1)

o 2%KkIr(n+k+1)’

Deoarece ¢, estearbitrar, consideram ci c,I"(n+1)=2", si astfel obtinem:

k>0. (5.5.6)

( )k
C, = . 55;
2k 22k+n| IF( I ]) ( )

Asadar, solutia ecuatiei (5.5.1) este:
(x)=|2 i Y [X i (55.8)
X)=| — — | — . 0.
Y 2) Sk (n+k+1)( 2
Definitia 5.5.3 Functia definita in expresia (5.5.8) se numeste functia Bessel de speta I si ordin
(indice) n si se noteaza Jn(x). Dexi,

3.(x)= GJ 2%&? . (55.9)

Cazul Il. Fie r =—n. Daca n nu este numar intreg si pozitiv, atunci toti coeficientii de ordin impar
sunt nuli, iar ce de ordin par se obtin din (5.5.5) inlocuind pe n cu —n. Considerand

c[(n+1)=2", obtinem:

y(x)= (g} gﬁ%(gf . (55.10)

Definitia 5.5.4 Functia definitd in expresia (5.5.10) se numeste functia Bessel de speta I si ordin
(indice) —n si se noteaza an(x). Dexi,

3.(x)= (g} iﬁ%(gf . (55.11)

Observatia 5.5.5 Cde doua solutii ale ecuatiei (5.5.1) sunt liniar independente. In consecinti,
solutia generala a ecuatiei Bessel este:
y(x)=AJ,(x)+BJI_ (X),
unde A si B sunt constante arbitrare.
Teorema 5.5.6 (Relayii de recurenta)

. d n oo doyo T - 2
i) &(x”\]n(x))=x Joa(x); i) &(X Jo( )) Jna (X)) I, (%) + 3, ( )=7n3 (x).
Demonstr atie.
. dfe (- X\ (<1)" 2" (2k +2n) )Pt
I) d _d_ Zc; 'F n+k+1 [_j _kz::‘, KIT(n+k+1) 272 -
. © (k+n) X2k+nl o ( ) X 2k+n—1_ )

Xzo '(n+k) (n+k) 222~ 2 lF(n+k)[ J =3 ().

ii) Analog cu i).

147



iii) Folosim cele doua relatii de mai sus:

(X“Jn (x))' =X"J4 (X) = X" (x)+ X" (X) = X"J,, (X) =

n

X '3, () + J, (x)=J,.,(X) (5.5.12)
si
(x"3,(%)) ==x"3,,(x) = "2, (%) + X "I (X) = X "J, 4 (X) =
X 13, (X) =I5 (%)= J,.(X). (5.5.13)

Adunand relatiile (5.5.12) si (5.5.13), obtinem:

203, (3)= 3,4 (0)+ 3, ().

Teorema 5.5.7 (Functia generatoare)

1 =3 3, (0t (55.14)

N=—0

1

1
—X
Demonstr atie. Dezvoltaim e’ ( t] in serie de puteri ale lui t si vom arata ca, coeficientul lui t"

este J, (x). Adica,

r=0 2r r! r=0 s! s=0r=0 str! r,s=0 ris!
o 1 r+s X' +sgr-s
-30(3) S
0 2 risl

Fie n>0. Daca r estefixat, atunci pentru a obtine puterea n alui t, trebuie sa avem: s=r—n.
Deci, pentru aceasta valoare particulara a lui r , coeficientul lui t" este:

(_l)rin [%Tn r!(szr—nn)! '

Vom obtine coeficientul total al lui t" prin insumarea dupa toate valorile lui r. Cum sS=r —n, si
impunem s> 0, trebuie si avem: r > n. Asadar, coeficientul total al lui t" este:

S (2] e s Sy L—2( >L—Jn<x>-

e ri(r—n)lp-r-nds (p+n)'p! I(p+n+1)!p!
Definitia 5.5.8 Se numeste functie Bessel de speta a doua, func‘,ua notatd cu Y, si definitd de relatia:
J,(x)cosnz —J_ (x)

Y, (x)= ——— (5.5.15)

unde ng Z , n¢k+%.

Exemplul 5.5.9 Sa se arate ca:
xJp(x)=nd, (x)-xJ,..(X), neN.
Solutie. Deoarece I'(n+ k+1) =(n+k)!, din (5.5.9), avem:
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195 e 1)

Deci,
» 1\ 2k+n » 1\ 2k+n-1
XJ;(X)=I’]Z&[EJ + X L[EJ —
o k!(n+k)\ 2 o (k-1)(n+ k)2
» (_l)k+1 X 2k+n+1
=an(X)+X2m[EJ =an(X)—XJn+1(X).
Exemplul 5.5.10 Sa se arate ca J, (—x)= (—l)n J. (%),
Solutie. Din teorema 5.5.7, avem:

Zw: 3, (-x)t" =€

N=—o0 N=—o00 N=—o00

Identificand coeficientii lui t", obtinem:

3. (=x)=(-2)" 3, (x).
Exemplul 5.5.11 Sa se scrie dezvoltarea functiei J, (X) st apoi calculati @ J, (0) .
Solutie. Din definitia 5.5.3, avem:

200-Eeals) “Sours) ) ard)

Deci,

Exemplul 5.5.12 Si se calculeze £ (J,(t)).

Solutie. Stim ci: Jo(t)zi ) t*". Deci,
n=1

(nt)* 22"
S (Y | () (5D (2n)
[[;(m)zzznt J_;(m)zzzn[(t )_;(nv)zzzn p?

e n 1.2:3-...-(2n-1)(2n) 1
=>'(-1

Z‘( ) 2-4.6-...-2n-2-4-6-...-2n p*"*
= (-1)" (2n-1)!

e 11 1
2, N 2" (p7) =

P p \/1+ p’ \/1+ P2
Exemplul 5.5.13 Sa se determine solutia corespunzitoare ecuatiei:

xzy"+xy'+[x2 —%jy:O
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. S 1 . . 9 .
Solutie. Observam ca n= iE' Deci, solutia generala a ecuatiei este:

y(x)= ¢J, (%) + ¢J (%)
2 2
Calculam functiile Bessel corespunzatoare:

N R (-2 XV
JE(X)_;k!r(;iJ[ZJ _gk!(2k+1)-..%-5-3-r(3[2j i

+ + 1
i (—l)k okl 2k 1ﬁ _\/ﬁ . (_1)k NI
=2, . ﬁx;; (2k+2)

k+
“KI(2k+1)-..-5.3x2 2
Ultima seriereprezinta dezvoltarea in serie a functiei sinus. Asadar,

2 .
J =,— .
%(x) ‘/”Xsmx

L (x)= i%(g}ﬂz =io k1(2k (1_) ! 2;).(:\/\/522”& B

=~
1l

Asadar, solutia ecuatiei este:
=C 2 sinx+c 2 COSX
\ zx 2\ x '

Te’axz\]o(\/@)dx, k>0.
0

= (-1)"K"x" .
Solutie. Avemca: J, (\/R ) = z (1) . Inmultind cu € si integrand, obtinem:

o (1)’ 2
Teaszo(\/R)dx_iﬁje > xdlx
0 n= o(n') 2y

Prin schimbarea de variabila t = ax®, integrala se reduce la o integrald Euler (gamma). Asadar,

oo a3 UKL () 1,0

= ( )22n 2n+l n! a

Exemplul 5.5.14 Sa se calculeze:
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