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Numere complexe

OBIECTIVELE unitatii de invatare nr. 1

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 1 sunt:

e intelegerea notiunilor de numar complex, functie
complexa

e Scrierea unui numar complex sub forma algebrica,
trigonometrica si exponentiala

1.1 Forma numerelor complexe

Multimea numerelor complexe a aparut din necesitatea extinderii notiunii de numar,
avand ca punct de pornire mul{imea numerelor reale, cu scopul ca orice ecuatie de gradul n
sa aiba n solutji in noua multime.

Fie R corpul numerelor reale. Pe multimea R*=RxR={(x,y) / X, yeR}, produsul
cartezian al perechilor ordonate de numere reale, se definesc operatile de adunare si
inmultire astfel:

(X1l y1)+(le yz) = (Xl +X, Y, + yz)
(Xl’ Y1) ’ (X21 YZ) = (X1X2 —Yi¥ XY, + Y1X2)

Definitia 1.1. Multimea R? inzestratd cu operatiile de adunare si inmultire definite mai sus
formeaza corp, numit corpul numerelor complexe, ale carui elemente se numesc numere

complexe:C = (R? +,)

Definitia 1.2. Forma algebrica a unui numar complex este:
Z=X+1y, X,yeR

Observatie:

z=x-iy se numegte conjugatul lui z .

Definitia 1.3. Forma trigonometrica a numarului complex z este:
z = p(cosa +isina),
unde modulul p si argumentul « sunt date de relatjile:

1
p=lg=(z-2)* =x* +y*,
_ X . .y _ Yy
o =arccos— sau o =arcsin— sau ¢« =arctg -
p p X

Definitia 1.4. Forma exponentiala a numarului complex z este:
Z — p . ela

2
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Numere complexe

Definitia 1.5. Doua numere complexe z, = p,(cosa, +isina,) $i z, = p,(cosa, +isina,) sunt
egale daca p, = p, si a, =a, +2kz; (k€ 2).

Aplicatii:
1. Determinati valorile intregi ale lui n pentru care puterile numérului:(1+ i)n sunt reale.

Rezolvare:
2, =(L+i) :(ﬁei“J

Imz, =0 k=1,3

sinnT”:Ocm;r:4k7r:>n=4k

Test de autoevaluare 1.1

1. Determinati valorile intregi ale lui n pentru care puterile numarului:

(\/§+i) sunt reale.

® 2. Ce reprezintd multimea solutiilor ecuatiei |z - 2i| +|z + 4i| =107

1.2 Operatii cu numere complexe
Oricare ar fi z, = x, +iy,, z, =X, +1y,, z=Xx+iy € C sunt verificate urmatoarele proprietati:
1oz, tz,=x %, +i(y, £Y,)
2.2,-2, =X X, = Y, ¥, (X Y, + X, ;)

3. i: X Xo +YiY, + i(xzyl — lez)

2 2
Z, X, Y,

4.2,-2,=pyp, gllewre)

5, Z _ﬂ_ei(araz)

Z, p,

.a+2km

ing; .

6. z; =p, e ,”zl:,o—~eI ", k=0,n-1
n
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1. 2,+2,=2,+1, ,

2
8.Rez:£ ,Imzzz;iz
9. z-Z:|z|2,1_i2 , z#£0 ,2"=2" , VneN
Ll
10.|7|=|z| . @-z=a-7 . |z|=]-2| , Va<R
z

1144;ﬂ=pﬂ¢q|,-ﬂ-=iﬂ V2,20, |z + 25| < |1 +]25)]

Zs |22|

12. zZ:|z|2.

Aplicatii:

1. Dacé |z;|=r,i=12,.,n,n>2, aratati c&

c (z,+2,)z, +25). (2, +2,) R

2,2,...2

Rezolvare:

Deci E =E implicd E<R.

4

Test de autoevaluare 1.2

1. Completati spatiul liber:
Daca z, =x, +1y, si z, =X, +iy, atunci 4

ZZ
2. Sa se se arate ca in C are loc identitatea:

1+ 2,7, +]z, - 2, =+ [5) fu+]z,[)

X Xyt i(xzyl B lez)

2 2
X+ Y,
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Numere complexe

De retinut!

e forma algebrica a numerelor complexe
e forma trigonometrica a numerelor complexe

e forma exponentiala a numerelor complexe
¢ operatiile cu numere complexe

Lucrare de verificare la Unitatea de invatare nr. 1

1. Determinati valorile intregi ale lui n pentru care puterile numarului:

(1- i\/§)n sunt reale.

2. Sa se se arate ca in C are loc identitatea:
2 2 2 _ _
|Zl| +|22| :|Zl_22| +2,Z, + 1,7,

Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele
de autoevaluare

Test de autoevaluare 1.1
1. sin%=0:>n=6k

2. Elipsa cu focarele in z = 2i siz =4i.

Test de autoevaluare 1.2

1. vy,
2. Se foloseste relatia 2z =|z|”.
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6

Recapitulare
e Forma algebrica a unui numar complex este: z=x+1iy, x,yeR

o Forma trigonometricd a numérului complex z este: z = p(cosa +isina)

e Forma exponentiald a numarului complex z este: z=p-e'
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Funcitii complexe

OBIECTIVELE unitatii de invatare nr. 2

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 2 sunt:

e Intelegerea notiunilor de functie complexa de variabila
complexa, functie monogena
e Aplicarea cu succes a unor elemente simple de calcul

2.1 Functii complexe de variabila reala

Definitia 2.1. Functia f : Ac R — C se numeste functie complexa de variabila reala.

Daca A este un interval si f este o functie continua atunci functia se numeste curba. Notam
variabile cu t. Cum f(t) e C vom folosi pentru f(t) notatia: z(t) = x(t) + iy(t).
Ecuatia
Z=1(t) (1)
reprezinta ecuatia in complex a curbei. Ecuatia (1) poate fi inlocuita de ecuatiile
x=x(t), y=y() (2)
numite ecuatiile parametrice ale curbei (t se numeste parametru).
Definitia 2.2. Diagrama unei functii complexe de variabila reala z = z(t) este curba plana
reprezentata grafic, insofita de un procedeu grafic de corespondenta intre valorile
parametrului t si punctele de pe curba. Curba se numeste suportul diagramei.
Observatie:
Diagramele rezolva doua probleme:
1. Pentru momentul t se determina punctul pe curba.
2. Fiind dat punctul de curba, determinam momentul caruia 1i corespunde acest
punct.
Aplicatii:
1. Sa se construiasca suportul diagramelor funciiei:
z)=2+1+t(L+1)
Rezolvare:
Z(t)=2+t+i(l+1)

Ecuatiile parametrice ale curbei sunt:

2
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X=2+t
y=1+t
Eliminant pe t obtinem y = x-1, care reprezinta o dreapta paralela cu prima bisectoare si cu

ordonata la origine —1.

Test de autoevaluare 2.1

1. S& se construiasca suportul diagramelor functiei: z(t) =a+be'*,
aeC,beR".

L J 1+it

2. Sa se construiasca suportul diagramelor functiei: z(t) = it
+

2.2 Functii complexe de variabila complexa

Definitia 2.3. Daca D este un domeniu din C, aplicatia f:D — C se numeste functie

complexa de variabila complexa (numele functiei este dat de codomeniu ).
Consideram variabila complexa z = x + iy functia are forma

F(z) = f(x+iy) =U(x,y) +iV(x,y),

U(x,y)=Ref(z), V(x,y)=1Im f(2).
Definitia 2.4. Daca z, # z, implica f(z,)=# f(z,) sireciproc, pentru orice z, si z, € D,atunci
f(z) este univalenta pe D. Functia f(z) este uniforméa pe D daca isi conserva valoarea f(z,)
din punctul z; sila revenirea variabilei z in z, dupa ce in prealabil a descris un contur () din
D pentru orice z, € D. Daca nu este uniforma atunci f(z) este multiforma.
Definitia 2.5. Functia f(z) derivabila in z,se numeste monogena in z,.
Teorema 2.1. Functia f(z) =U(x,y) + iV(x,y) este monogena in z,=x, +iy, din D daca si

numai daca sunt indeplinite conditiile:

au v

&(meo):a(xo’%)
(C-R)

N 0¥ ==Y (%0, )
8y 0'J0 ax 0rJ0

numite conditiile Cauchy — Riemann.

Observatie: f'(z) = aa_U +
X

v _1fau ov
ox i '

__+_
o oy
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Aplicatii :
1.S& se determine punctele z=x+iy in care functia f(z)=x*—-4xy+y+i(3x—y?) este

monogena $i sa se calculeze derivatele in punctele determinate.
Rezolvare :

u(x,y) =x>—4xy+y
V(X,y)=3x—-y?
Ecuatiile Cauchy-Riemann sunt :
2X—4y =-2y
{— 4x+1=-3
Solutia sistemului este (11)= functia este monogenda in punctul z,=1+i i

f'(z,) = Z—i(l,l) + i%(l,l) =243

Test de autoevaluare 2.2

1. Sa se determine punctele z=x+iy in care functia f(z)=

N |

este

monogena.

2. Sa se determine punctele z = x+1y in care functia

f(z2)=2°-12-7-7° +7 -2z este monogena.

% De retinut!
v

¢ notiunea de functie complexa de variabila reala
¢ notiunea de functie complexa de variabila complexa

¢ notiunea de functie monogena

4
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Lucrare de verificare la Unitatea de invatare nr. 2

1. Sa se construiasca suportul diagramelor funciiei: z(t) = L

+it
2. Sa se determine punctele z = x+1y in care functia f(z) =Inz este

monogena si sa se calculeze derivatele in punctele determinate.

Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele
de autoevaluare

Test de autoevaluare 2.1
1. z(t) = a, +ia, +b(cos wt +isin wt)
X(t) = a, +bcoswt
y(t) =a, +bsinwt
sunt ecuatiile parametrice ale cercului
(X_al)2 + (y_a-z)2 =b?

1

2. X(t) = m

YO =

Deci x+y=1

Test de autoevaluare 2.2
1 f@2)=—2 yi—

X2 +y?  x*4y?

y
x> +y

u(x,y) =

2

X .
1 v(X,y) =
X2+y2$ (x,y)

X2: 2

(C—R){ y —=x=0,y=0
xy=0

Punctul (0, 0) nu apartine domeniului de definitie al functiei, deci functia
nu este monogena in niciun punct din planul complex.

2. f(2)=—x*>-3y® —x+iy(4x-3)

u(x, y) =—x*>-3y* —x si v(x, y) = y(4x-23)

—2Xx-1=4x-3 1
(C-R) =>x==,y=0
-6y =-4y 3
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6

Recapitulare

e Functia f(z) derivabila in z,se numeste monogena in z,.
e Functia f(z) =U(x,y) + iV(x,y) este monogena in z, =X, +iy, din D
daca si numai daca sunt indeplinite conditjile:

ouU oV
a(xo’ yo)za(xo’ YO)

©=R U oV
E(Xw yo)z_&(xm yo)
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Funcitii olomorfe

OBIECTIVELE unitatii de invatare nr. 3

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 3 sunt:

« Intelegerea notiunii de functie olomorfa

e Aflarea unei functii complexe daca se cunoaste partea
reala sau partea imaginara

e Aplicarea cu succes a unor elemente simple de calcul

3.1 Functii olomorfe

Definitia 3.1. O functie f : D— C monogena in orice punct din D se numeste olomorfa pe D.

Observatia.

i) O functie este olomorfa intr-un punct daca exista o vecinatate a punctului respectiv astfel
incat functia sa fie monogena in fiecare punct din acea vecinatate.

Teorema 3.1. Fie f,g: Dc C — C doua funciii complexe de variabila complexa. Daca f si g
sunt monogene intr-un punct zoe D, atunci si functiile f, f+ g, fg, f/g (9(z,) = 0) sunt monogene
in acest punct si intre derivatele lor exista relatiile :

1. [of ()]}, = A '(25), 2 €C

2. [F(2) £9(2)].—, = £'(20) £ 9'(2,)

3. [f(2)9(2)].—, = 1'(20)9(z0) + F(2,)9'(2,)

!

* [M} 2=y = F'(20)9(20) = f(20)9'(2,)
9() ] [9(z,))°

,9(zy) #0

Teorema 3.2. Fie D,, D,cC doua domenii ¢i f: D,»>D,, g:D, >C. Daca f este
monogena intr-un punct z,e D, si g este monogena in punctul w, = f(z,),w, € D,, atunci

functia compusa h=g-h este monogena in z, si avem :
[h(@)—., = 9'(Wo) £'(20) = 9'(F(20)) '(2,)
Observatia.

i) Daca o functie olomorfa intr-un domeniu D are derivate nula, atunci ea este constanta in
domeniul D.

i) Ca o consecinta a teoremei Cauchy-Riemann se poate determina o functie olomorfa pe un
domeniu, cand i se cunoaste doar partea reala sau doar partea imaginara.

iii) Functiile monogene f(x,y) = u(x, y) + i-v(x, y) pot fi scrise sub forma w = f(z) observand ca
w = f(z) = u(z,0) +i-v(z,0), adica in expresia functiei in parametri x si y luam y = 0 si inlocuim
X CU Z.

2
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Aplicatii:

1. Stabiliti domeniul de olomorfie al functiei f (z) =1i_ .
+7Z

Rezolvare:
f(2) = X+ X% —y? 2Xy + Y
(X+D%+y? (x+D% +y?
X+x2—y> 2Xy + Y
u(x,y)=————2 _siv(x,y)=—2"F
() (x+D)?% +y? s V() (x+1)?% +y?
4 2x% —3xy® —2y? =0 —1+i
(C—R){X;rsx2 4xy . (;/ X = functia este olomorfa in punctele: z, = 12+| si
y? —3x* —4x-1=
e
22

2, a) Demonstrati ca functia v(x, y) =e”* sin y poate fi parte imaginara a unei funcitii f(z)
olomorfe.

b) Determinati functia f(z) stiind ca f(0)=1.

c) Determinati expresia lui f(z) in functie de z.

Rezolvare:

a) Pentru ca v(x,y)=e"siny sa fie parte imaginara a unei functii olomorfe, trebuie sa fie
functie armonica, adica Av=0 sau 272\2/ + 2y—2\2/ =0.

Se verifica usor.

b) Determinarea functiei f(z) se face folosind conditile Cauchy-Riemann, din care se obtine

u(y)= L T A
Y iy N

:J:(  cos yo)it—jyyoex sintdt =e* cos y, —e* cosy, +

functia u(x,y).

+e*cosy—e*cosy, =e"*cosy—e™ cosy,.
Ultimul termen reprezinta o constanta, deci u(x, y) =e® cosy +C.
f(z)=e*cosy+C+ie*siny
Din conditia datd f(0)=1=e°+C=1—-C =0, deci f(z)=¢"cosy+ie*siny.

c) f(z)=¢e*(cosy+isiny)=e*e¥ ="V =¢’,
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4

Test de autoevaluare 3.1

1. Stabiliti domeniul de olomorfie al functiei f(z) = %
Z

2. a) Demonstrati ca functia u(x,y) =e*cosy poate fi parte reala a unei
functii f(z) olomorfe.

b) Determinati functia f(z) stiind ca f(0)=1.

c) Determinati expresia lui f(z) in functie de z

De retinut!
¢ notiunea de functie olomorfa

e cum se afla o functie monogena daca se cunoaste partea sa reala sau
partea imaginara

Lucrare de verificare la Unitatea de invatare nr. 3

1. Stabiliti domeniul de olomorfie al functiei f (z) = 1L
+Z

y

x> +y?

2. a) Demonstrati ca functia v(x,y) =e*siny+ poate fi parte

imaginara a unei funcitii f(z) olomorfe.
b) Determinati functia f(z) stiind ca f(1)=1.

c) Determinati expresia lui f(z) in functie de z
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Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele
de autoevaluare

Test de autoevaluare 3.1

X+i
1 f(2)=—
X +y
X
u(Xx, =
(x,y) 1y’
y
V(X, =
(X y) Xty

Din ecuatiile Cauchy-Riemann rezulta ca functia nu este olomorfa.
2. a) Pentru ca u(x,y)=e*cosy sa fie parte imaginara a unei funcii

olomorfe, trebuie sa fie functie armonica, adica Au=0 sau
2 2

Zx_l: + gy—l: =0.

Se verifica usgor.

b) Determinarea functiei f(z) se face folosind conditile Cauchy-

Riemann, din care se obtine functia u(x,y).

Obtinem v(x,y) =e*siny +C.

Folosim conditia data si obtinem: f(z) =e*cosy+ie*siny.

z

c) f(z) =ex(cosy+isin y):exeiy _ Xy _a?
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Recapitulare

e Functia f(z) =U(x,y) + iV(x,y) este monogena in z, =X, +iy, din D
daca si numai daca sunt indeplinite conditjile:

ouU oV
&(XO’ yo):_(xo’ yo)

(C-R) v
P % ¥0) =2 (441 ¥5)
ay 0170 8X 0170
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OBIECTIVELE unitatii de invatare nr. 5

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 5 sunt:

o intelegerea notiunilor de serie complexa, serie de puteri
e Aplicarea cu succes a unor elemente simple de calcul

5.1 Serii complexe

Definitia 5.1. Seria )_z, este convergentd < seria |z,| este convergenta.
n=1 n=1

Daca Zzn este convergenta si seria Z|zn| nu este convergenta atunci spunem ca seria
n=1

n=1

z z, este semiconvergenta.
n=1

Observatie: Cu criteriul lui Cauchy se observa ca orice serie absolut convergenta este
convergenta.
Fie (u,(2)),.,,u,:E—>C,EcC.

Notdm E,={zeE/(u,(z)),., este sir convergent } E, se numeste multimea de

21
convergenta a sirului de funcitii.

in general, rapiditatea de convergenta in E. difera de la un punct la altul.

In cazul in care rapiditatea este aceeasi, adica (V)¢ >0,(3)N(¢) astfel incat (V)zeE, si
(V)n=N(e) |u,(z)-u(z)|< & spunem ca u, converge uniform la u.

Scriem u, —*—u.

Cealalta convergenta este convergenta simpla si notam u, —=—u.
Daca Sn(z):Zuk(z) si S,(z) > S(z) spunem ca seria de functii este convergenta.
k=1

S(z)-S,(z) =R, (z) se numeste restul seriei si pe E,, R,(z) > 0.

Teorema 5.1. Daca u, sunt functii continue pe E si S, —>S pe E atunci

(i) suma seriei S este continua pe E.

2
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(i) daca arcul AB c E atunci seria HZ_;IABU“ este convergenta i ;jABun = jAan_llun
Definitia 5.2. O serie de puteri sau serie intreaga este o serie de forma

¢, (z-a)" cu c,azeC.
n=0

Teorema 5.2. (Abel) Daca seria chz” este convergenta in z, si divergenta in z,, atunci

n=1

ea este convergenta in interiorul cercului |z| <|z,| si divergenta in domeniul |z|>|z,].

Demonstratie. Vom nota R=sup|z| si numim raza de convergenta a seriei de puteri.

zeE,
Conform teoremei lui Abel seria de puteri este convergenta in interiorul cercului de
convergenta (cercul de raza R) si divergenta in exterior. Pe cerc, in unele puncte avem
convergenta in altele divergenta.
Pentru calculul razei de convergenta este suficient sa deducem marginea superioara a

punctelor de convergenta de pe semiaxa reala pozitiva R, adica sa calculam raza de

convergenta a seriei Z|cn|x” , X € R, care stim de la seriile de puteri reale ca este:

n=0
R=1 unde 1=1im |, ¢ %0 sau limsupy/[c,|.
| N—00 Cn ' " n—ow "
Serii importante
1+z+z2%+..+2" +...:i, cu R=1
1-z
7 1° z"
el =1+—+—+.+—+... ,CUR=w
2 n!
iz —iz 2 4 6 B 2n
Cosz:izl—z—+z——z—+...:2(—1)” : CuUR=w
2 24 6l ~ o)l
iz —iz 3 5 0 2n+1
sinz=—_e=£—z—+z—+...=2(—1)”z— cu R=w
2i 1 3 o & (2n +1)!
-1 -1..(A—-n+1
(1+2)* :1—£2+M22+...+1(l )..(A-n+ )z”+..., AeR
1 21 n!
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Aplicatii:
1. Determinati raza de convergenta a seriei

0 Zk
si studiati comportarea seriei pe cercul de convergenta.

Rezolvare:

n+l

a . 1 , o n :
——= =1atunci R =T=1' Seria este absolut convergenta in domeniul |z| <1
an

I =1lim

n—o0

Pe cercul de convergenta z =cosé +isin @, seria devine

cosk@ .sinké@
Z k2 +1 k2

0
k=1

o - .. z,coskd & sinkd
Cu criteriul comparatiei, seriile: s - sunt convergente deoarece
a K o K
coskd| 1 sink@ . . y .
——{<—5, |5 <-—5 Siseriaarmonica este convergenta. Deci seria converge pe
K k k K
|z <1.

2.Daca c, eR,c,\0 siraza de convergenta a seriei este 1, atunci chz” este convergenta
n=0

pe cercul || =1, exceptie ar putea sa faca z =1 (Rezultatul i apartine lui Picard).

Rezolvare:

S& aratam c& S (z)=) c,z" este sir Cauchy.

k=0
n+p-1
(2-1)(S,,, (2) =S, (2) =—C,u 2™ + D (c, —Cpy ¥+, 2P
k=n+1
n+p-1

24

Cum |z| =1,z #1, deducem ca

Spp (2) - Sn(z)‘ <C,.g"" + Y. (C -Ceu)o +C, 7"

k=n+1

1 n+p-1 2C
Sn+p(Z)_Sn(Z)‘SM[C”+1 + Z(Ck _Ck+1)+Cn+pJ= "l 50

k=n+1

4
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Test de autoevaluare 5.1

©  1.2...n .

1. Determinati raza de convergenta a seriei » ——7".
~3.5-...-(2n+1)

n+1 _,

@ 2. Determinati multimea de convergenta a seriei: Z > 12 :
+

n=o N

5.2 Serii Taylor. Serii Laurent

Serii Taylor

Fie f o functie olomorfa intr-un domeniu D si C(p,a) < D, cercul de centru a side raza p.

Teorema 5.3. Oricare ar fizcu [z—a|=r < p,

(2= f @+ 22 fr@)+..+ T t0@ 4R )
1 n!

(numita formula lui Taylor a functiei f(z) in punctul z = a).

Serii Laurent
Fie f(z) o functie olomorfa intr-un domeniu multiplu conex D si o coroana circulara A cu

centrul in a, A: p, <|z—a|<,o1 avand frontiera formata din cercurile T, si I, , de ecuatii
u—-a|=p,, lu-a=p,.
Vom presupune ca A, I,T°, sunt continute in D, si f(z) nu este olomorfa in interiorul

cercului I;. Cautadm pentru f(z) o dezvoltare in serie, in care vor exista si puteri negative ale

lui z-a, valabila in coroana circulara A. Conform formulei lui Cauchy referitoare la domenii

multiplu conexe, pe A avem:

f(z)=i_J mdu_ij mdu
27 hu—z 27 u—12

. u . . o1
Pentru integrala pe T}, unde avem: |z—a|<|u—al, dezvoltarea in serie geometrica a lui ——

u-z
decurge ca in cazul seriei Taylor, deci vom obtine si aici:
1 f(u)du
— C) =C,+C,(z—a)+..+C (z—a)" +...
2m L u—12
cu expresii analoage pentru coeficienti
5
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_LJ- f (u)du
" 2% (u—a)™

valorile c, neexprimandu-se cu ajutorul derivatelor, deoarece f(z) nu este olomorfa in

interiorul cercului T .

Definitia 5.3. (v)z eA f(z)= ZCn(z—a)” se numeste seria Laurent a functiei f(z) relativa la

nN=-o

coroana A de centru z = a.
Partea formata cu puterile negative se numeste partea principala a seriei Laurent, iar cea de-

a doua, partea intreaga sau partea tayloriana.

Aplicatii:

1. Fie f(2) _22—16 Dezvoltati dupa puterile lui z in domeniul |z|< 2.

z2°—-27-
Rezolvare:
Descompunand in fractii simple, avem

1

f(z —+—
(2)= 2+2 71-3

si pe domeniul |z| < 2, folosim dezvoltarea in serie geometrica:
i:1+q+q2 +.ut,
1-q

convergenta pentru g <1.
Obtinem astfel seria Taylor
1 z 1
f(z2) = —— - —— - z".
( ) 7 Z( 2n+1 3n+1J

242 32 0%
2 3

2. Scrieti seria Taylor in jurul punctului indicat: f (z) :22;3, z=4
z°-8z+15

Rezolvare:
Cu substitutia z—4 = u, pentru |u/ <1 avem

=—(u +7)iu2” :

2
1—U u=0

(@)= 1) = 5 =—{u+7)

6
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Test de autoevaluare 5.2

1. Scrieti seria Taylor in jurul punctului indicat: f(z)=——, z=0.

2. Scrieti seria Taylor in jurul punctului indicat: f(z) =(1+2)?,z=0.

¥ De retinut!
v _

e convergenta unei serii
e serii Laurent

e dezvoltarea in serie Taylor

Lucrare de verificare la Unitatea de invatare nr. 5

L § o= ()
1. Determinati raza de convergenta a seriei z( ) z".

2 (3n)

2. Scrieti seria Taylor in jurul punctului indicat: f(z) = sinil, z=1.

Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele
de autoevaluare

Test de autoevaluare 5.1

1 1= timPel i L R
o @, | =2n+3 2
2
2. 1= lim{2mL] — fim (n+2)(n" +1) =1= R =1. Deci seria converge pe

ol a, | o (n? 420+ 2)(n+1)

2] <1.
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8

Test de autoevaluare 5.2
1 11 1 &2

1. f(2)=1+—=1--——= —=-_N'_“-
() 2_2 2 _i 2 n:02n+1

1 1. 22 28
ZIn(1+2) T
z — e

2. f(z)=e

1( z z2# 2° 1( z z2# 2° ?
=g l+—| ——F———F+. || o ———+. | .=
m 2 3 4 20 2 3 4

= e(1—5+£22...j, |z| <1
2 24

Am tinut cont de faptul ca

2 Z3

In(1+z)=5—z—+—+..., Si e slbizitg2y
1 2 3 1 2!

Recapitulare

e Seria z. este convergenta < seria » |z.| este convergenta.
n n
n=1 n=1

e Oricare arfizcu [z—al=r < p,
Z_

2 @)+ =Dt 0@ 4R ()
1 n!

f(z) = f(a)+
e (V)zeA, f(z)= Y c,(z-a)" se numeste seria Laurent a functiei f(z)

relativa la coroana A de centru z = a.
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Unitatea de invatare nr. 6

Teoreme si formule Cauchy

Cuprins Pagina

Obiectivele unitatii de invatare nr. 6
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Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de autoevaluare

0 N OO w N DN

Bibliografie — unitatea de invatare nr. 6

Matematici speciale | — Curs si aplicatii



Teoreme si formule Cauchy

OBIECTIVELE unitatii de invatare nr. 6

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 6 sunt:

« Intelegerea notiunii de domeniu simplu si multiplu conex
e Aplicarea cu succes a teoremelor lui Cauchy

6.1 Teorema lui Cauchy pentru domenii simplu conexe

Daca AB este un arc de curba plana, dat prin ecuatiile parametrice :
{X = X(t);
y=y(t); tefab]
portiuni, iar f(z) o functie continua pe AB, atunci exista integrala curbilinie:
j f(z)dz = j U (X, y)dx =V (X, y)dy +i j V (%, y)dx +U (x, y)dy
AB AB

AB

, unde x(t), y(t) sunt functii de clasd C'[a,b] sau de clasa C* pe

Daca extremitatile A si B ale arcului coincid, atunci avem o curba inchisa si putem
scrie:
§ 1 (2)dz = udx—Vdy +ifVex+Udy .
r r

T

Definitia 6.1. Un domeniu D c C(D c R?)este simplu conex daca orice curba simpla inchisa

r continuta in D are proprietatea ca domeniul marginit, A care are ca frontiera curba I', este
inclus in D.

Un domeniu este multiplu conex daca nu este simplu conex. Unui domeniu multiplu
conex i se poate asocia un domeniu A simplu conex daca se introduc un numar suficient de
taieturi.

Astfel, daca D este un domeniu triplu conex (fig.1) atunci sunt necesare si suficiente
doua taieturi T, si T, pentru a obtine un domeniu A simplu conex, A=D—(T,..T,)

Figura 1

Teorema 6.1 (Cauchy) Daca f : D —» Ceste o functie olomorfa pe domeniul simplu conex
D, atunci § f(z)dz =0, oricare ar fi curba inchisa I' situata in intregime in D.
r

2
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Consecinta. Daca A si B sunt doua puncte situate in domeniul D in care

f(z) este olomorfa, iar AMB si AMB doua arce de curbura ale caror puncte apartin lui D,
atunci

[f@)dz= [ f(z)dz.
Aplicatii: . "

22+1

e
73

1. Calculati cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala J' dz,unde C: |z-2i|=1.
C

Rezolvare:

|z-2i|=1= x* +(y—-2)*> =1, deci domeniul este C((0,2);1)

z=0 pol de ordin 3, nu este in interiorul domeniului, ceea ce inseamna ca domeniul este
simplu conex=1=0

Test de autoevaluare 6.1

1. Calculati cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala jz—

, unde C:
cz°+1

1zZ|=R, R<1
® 1

2. Calculati cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala J.—dz,
2 2(z-3)(z+1)

unde C: |z—2|=%

6.2 Teorema lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe

Teorema 6.2 (Cauchy pentru domenii multiplu conexe)

Daca I' este o curba situata in domeniul D multiplu conex ce traverseaza cele n taieturi

necesare pentru a obtine domeniul A=D—(T, UT, U...UT,), simplu conex, iar T}, i=1,n o

curba ce traverseaza numai taietura T, o singura data (in sens direct) atunci:

§ f(2)dz = Z§ f (2)dz

r i=l
Mentionam ca jr f(z,)dz =K, daca T, traverseaza taietura T, o singura data in sens direct.

Numarul K, se numeste constanta ciclica.

Matematici speciale | — Curs si aplicatii



Teoreme si formule Cauchy

Daca I, traverseaza taietura T, de m, ori in sens direct si de m, ori in sens invers,

atunci

§famz=mh—mgm

Definitia 6.2. Functia ®(z) este o primitiva a functiei f(z) intr-un domeniu D, daca ®(z) este
olomorfa in D si ®'(z) = f(z)Tn orice punct z € D.
Fie f(z) = 0 o functie olomorfa de domeniul D si A(a) € D un punct fix iar M(z) € D un

punct oarecare. Atunci

[f(@)dz=F(2) (1)

AB

nu depinde de arcul de curba situat in D si care uneste punctele A si M.

Figura 2.

Teorema 6.3. Daca f(z) este o functie olomorfa pe domeniul simplu conex D, atunci ea admite

primitive. O primitiva a lui f(z) este

anjfamz

AM
Functia F(z) este olomorfa in domeniul D. Daca F(z) este o primitiva a functiei f(z), atunci si
®(z) = F(z) +C este o primitiva a lui f(z).
Teorema 6.4. Daca f(z) este o functie olomorfa pe domeniul D, iar T o curba simpla inchisa,

rectificabila situata in domeniul D si z, un punct din interiorul domeniului A marginit de curba

I, atunci
f(z,) :i_jﬂdz
2my1-1,
Observatia:

i) Daca punctul z, eI", atunci

4
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jﬂdzziﬂf(zo),
T L2

daca I' admite tangenta unica in z,. Aceasta egalitate se numeste formula semireziduului.

Daca in z, curba r admite doua semitangente care formeaza intre ele unghiul ¢,

atunci
f(z) , .
j:dz —iz(r-p)f(z,)

si se numeste valoarea principala a integralei in sensul lui Cauchy pe curba I".
i) Daca domeniul D este triplu conex (fig.3) atunci

Figura 3

f(zo)zzim-br f(z) dz_ﬁl f(2) dz_ﬁz t@ 4,

z-1, z-1, z-1,
Generalizarea pentru un domeniu multiplu conex este evidenta.

Teorema 6.5 (formula integrala a lui Cauchy). Daca f(z) este o functie olomorfa pe

domeniul D, iar T o curba simpla inchisa, rectificabila situata in domeniul D, iar z, un punct

din interiorul domeniului A marginit de curba 1, atunci f(z) admite derivate de orice ordin in

z, si derivata de ordinul n este

f(n)(zo)zl!._[ f(2) dz

27 r (Z_ Zo)n+l

Aplicatii:.

1. Calculati cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala J' 5 dz,unde C: |z |=1.
22°(z-3)(z+1) 2

Rezolvare:

z=0 pol de ordin 2

z=-1 pol de ordin 1

z=3pol de ordin 1
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Se deseneaza cercul si se trec singularitatile pe grafic.

In interiorul domeniului este doar z=0 =1 = 27 -if '(0), unde f(z) :;
(z-3)(z+)
4rr-i
=>1l=—
9
Test de autoevaluare 6.2
1. . Calculati cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala J 2e 2 dz, unde
27° -4z
C:|z-2|=5.
0 | | 2241
2. . Calculati cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala Ie -—dz, unde C:
z
Cc
1z2-2i =2 +1
2
% De retinut!
N~ e teorema lui Cauchy pentru domenii simplu conexe
\4

@ e teorema lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe

Lucrare de verificare la Unitatea de invatare nr. 6

z

dz, unde
(z-1"

.1. Calculati cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala J'
C

C:|z-1]=R

T
cosh ——

dz,

2. Calculati cu ajutorul teoremei lui Cauchy integralaj
S Z+i

unde C: |z+2i|=2

6
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Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele
de autoevaluare

Test de autoevaluare 6.1

1. |z|FR=C((0,0);R)

z=1i polde ordin 1

z =-i pol de ordin 1

R <1= domeniul este simplu conex, rezulta ca integrala este zero.

2. 12-2 |:% - C((Z,O);%)

Domeniul este simplu conex = 1 =0

Test de autoevaluare 6.2

1.|z-2|]=5= (x—2)* +y? = 25, deci domeniul este C((2,0);5)

z=0 pol de ordin 1

z=4pol de ordin 1

Ambele puncte sunt in interiorul domeniului (domeniul este triplu
conex), rezultdca I =1, +1,,unde |, =27-if (0) si |, =27-if (4)

e® 2
Sl=zil—-%
2.|z-2i |=%+1:>[C(0,2);%+1)

z=0 pol de ordin 3, este in interiorul domeniului

| =%f"(0), unde f(z)=e* "= 1=2x-ei
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8

Recapitulare

e Daca f : D — Ceste o functie olomorfa pe domeniul simplu conex D,
atunci § f(z)dz =0, oricare ar fi curba inchisa T situata in intregime n
r

D.
e Daca f(z) este o functie olomorfa pe domeniul D, iar T o curba simpla

inchisa, rectificabila situata in domeniul D, iar z, un punct din interiorul

domeniului A marginit de curba 1, atunci f(z) admite derivate de orice
ordin in z, si derivata de ordinul n este

L0

f™(z,) =
(20) 27 4 (2-124)™
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