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OBIECTIVELE unităţii de învăţare nr. 1 
 

 

Principalele obiective ale Unităţii de învăţare nr. 1 sunt: 
 
• Înţelegerea noţiunilor de număr complex, funcţie 

complexă 
• Scrierea unui număr complex sub formă algebrică, 

trigonometrică şi exponenţială 
 

 
 

1.1 Forma numerelor complexe 
 
Mulţimea numerelor complexe a apărut din necesitatea extinderii noţiunii de număr, 

având ca punct de pornire mulţimea numerelor reale, cu scopul ca orice ecuaţie de gradul n 
să aibă n soluţii în noua mulţime. 

Fie R  corpul numerelor reale. Pe mulţimea =×= RRR 2 {(x,y) / x, y∈R}, produsul 
cartezian al  perechilor ordonate de numere reale, se definesc operaţiile de adunare şi 
înmulţire astfel: 
 

),(),(),( 21212211 yyxxyxyx ++=+  
),(),(),( 212121212211 xyyxyyxxyxyx +−=⋅  

 
Definiţia 1.1. Mulţimea 2R  înzestrată cu operaţiile de adunare şi înmulţire definite mai sus 
formează corp, numit corpul numerelor complexe, ale cărui elemente se numesc numere 
complexe: ),,( 2 ⋅+= RC               

 
Definiţia 1.2. Forma algebrică a unui număr complex este: 

iyxz += , Ryx ∈,  
Observaţie: 

iyxz −=  se numeşte conjugatul lui z . 
 
Definiţia 1.3. Forma trigonometrică a numărului complex z este: 

( ),sincos ααρ iz +=  
unde modulul ρ  şi argumentul α  sunt date de relaţiile: 

,)( 222
1

yxzzz +=⋅==ρ  

ρ
α xarccos=  sau 

ρ
α

yarcsin=  sau  
x
yarctg=α  

 
Definiţia 1.4. Forma exponenţială a numărului complex z este: 

αρ iez ⋅=  



Numere complexe 
 

3 
Matematici speciale I – Curs şi aplicaţii 
 

Definiţia 1.5. Două numere complexe )sincos( 1111 ααρ iz +=  şi )sin(cos 2222 ααρ iz +=  sunt 
egale dacă 21 ρρ =  şi Z).(k  ;221 ∈+= παα k  

 
Aplicaţii: 
1. Determinaţi valorile întregi ale lui n pentru care puterile numărului: ( )ni+1  sunt reale. 

( )
n

in eiz 







=+= 4

1 21
π

Rezolvare: 

 

knknn
zk

440
4

sin

1,3k   0Im

=⇒=⇔=

==

πππ  

 

 

Test de autoevaluare 1.1 
 
1. Determinaţi valorile întregi ale lui n pentru care puterile numărului: 

( )i+3  sunt reale. 

2. Ce reprezintă mulţimea soluţiilor ecuaţiei ?1042 =++− iziz  

 
 
 

1.2 Operaţii cu numere complexe 
 
Oricare ar fi 111 iyxz += , 222 iyxz += , Ciyxz ∈+=  sunt verificate următoarele proprietăţi: 

. 
1. )( 212121 yyixxzz ±+±=±  
 
2. )( 1221212121 yxyxiyyxxzz ++−=⋅  
 

3. 2
2

2
2

21122121

2

1 )(
yx

yxyxiyyxx
z
z

+
−++

=  

 
4. ( )21

2121
ααρρ +⋅=⋅ iezz  

 

5. ( )21

2

1

2

1 αα

ρ
ρ −⋅= ie

z
z

 

 

6. .1-n0,k  ,1z  ;
2

n
111

1 =⋅=⋅=
+

n
kiinnn e

n
ez

πα
α ρρ  
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7. 2121 zzzz +=+  , 2121 zzzz ⋅=  , zz =  

8. Re z = 
2

zz +   , Im z = 
i
zz

2
−  

9. 2zzz =⋅  , 
2

1

z

z
z
=    ,   z≠ 0  , nn zz =   ,  ∀n N∈  

10. zz =  , zz ⋅=⋅ αα  , zz −=   ,  ∀ R∈α  

11. 2121 zzzz ⋅=   , 
2

1

2

1
z
z

z
z

=   , ∀ 2z ≠ 0 , 2121 zzzz +≤+  

12. .2zzz =  

 
Aplicaţii: 
1. Dacă ,2,,...,2,1, ≥== nnirzi  arătaţi că  

 
( )( ) ( )

R
zzz

zzzzzz
E

n

n ∈
+++

=
...

...

21

13221  

( )( ) ( )
E

r
zzz

zzzzzz
r

zzz
zzzzzz

E n
n

n

n

n

n =







+








+








+=

+++
= 2

21

13221

2

21

13221 ...11...1111
...

...

Rezolvare: 

 

Deci EE =  implică RE∈ . 

 

 

Test de autoevaluare 1.2 
 
1. Completaţi spaţiul liber: 

Dacă 111 iyxz +=  şi 222 iyxz +=  atunci 2
2

2
2

211221

2

1 )(....
yx

yxyxixx
z
z

+
−++

=  

2. Să se se arate că în C are loc identitatea: 

( )( )2
2

2
1

2
21

2
21 111 zzzzzz ++=−++  
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De reţinut! 
 
• forma algebrică a numerelor complexe 
• forma trigonometrică a numerelor complexe 
• forma exponenţială a numerelor complexe 
• operaţiile cu numere complexe 

 
 

 

Lucrare de verificare la Unitatea de învăţare nr. 1 
 
1.  Determinaţi valorile întregi ale lui n pentru care puterile numărului: 

( )n3i-1  sunt reale. 

2. Să se se arate că în C are loc identitatea: 

2121
2

21
2

2
2

1 zzzzzzzz ++−=+  
 

 
 
 
 

 

Răspunsuri şi comentarii la întrebările din testele 
de autoevaluare  
 
Test de autoevaluare 1.1 
1. knn 60

6
sin =⇒=

π  

2. Elipsa cu focarele în z = 2i  şi z = 4i. 
 

Test de autoevaluare 1.2 
 
1. 21 yy  

2. Se foloseşte relaţia .2zzz =  
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Recapitulare 
• Forma algebrică a unui număr complex este: iyxz += , Ryx ∈,  
 
• Forma trigonometrică a numărului complex z este: ( )ααρ sincos iz +=  
 
• Forma exponenţială a numărului complex z este: αρ iez ⋅=  
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OBIECTIVELE unităţii de învăţare nr. 2 
 

 

Principalele obiective ale Unităţii de învăţare nr. 2 sunt: 
 
• Înţelegerea noţiunilor de funcţie complexă de variabilă 

complexă, funcţie monogenă 
• Aplicarea cu succes a unor elemente simple de calcul 

 
 

2.1 Funcţii complexe de variabilă reală 
 

 
Definiţia 2.1. Funcţia CRAf →⊂:  se numeşte funcţie complexă de variabilă reală.  

Dacă A este un interval şi f este o funcţie continuă atunci funcţia se numeşte curbă. Notăm 

variabile cu t. Cum Ctf ∈)(  vom folosi pentru f(t) notaţia: z(t) = x(t) + iy(t). 

 Ecuaţia 

)(tzZ =            (1) 

reprezintă ecuaţia în complex a curbei.  Ecuaţia (1) poate fi înlocuită de ecuaţiile 

 )(  ),( tyytxx ==  (2) 

numite ecuaţiile parametrice ale curbei (t se numeşte parametru). 

Definiţia 2.2. Diagrama unei funcţii complexe  de variabilă reală z = z(t) este curba plană 

reprezentată grafic, însoţită de un procedeu grafic de corespondenţă între valorile 

parametrului t şi punctele de pe curbă. Curba se numeşte suportul diagramei. 

Observaţie: 

Diagramele rezolvă două probleme: 

1. Pentru momentul t se determină punctul pe curbă. 

2. Fiind dat punctul de curbă, determinăm momentul căruia îi corespunde acest 

punct. 

Aplicaţii: 
1. Să se construiască suportul diagramelor funcţiei: 

)1(2)( ititz +++=  

Rezolvare: 

)1(2)( tittz +++=  

Ecuaţiile parametrice ale curbei sunt: 
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tx += 2  

ty += 1  

Eliminânt pe t  obţinem 1−= xy , care reprezintă o dreaptă paralelă cu prima bisectoare şi cu 

ordonata la origine 1− . 

 

 

Test de autoevaluare 2.1 
 
1. Să se construiască suportul diagramelor funcţiei: tibeatz ω+=)( , 

Ca∈ , *Rb∈ . 
 

2. Să se construiască suportul diagramelor funcţiei: 
t
ittz

+
+

=
1
1)( . 

 
 
 
 

2.2 Funcţii complexe de variabilă complexă 
 
Definiţia 2.3. Dacă D este un domeniu din C, aplicaţia CDf →:  se numeşte funcţie 

complexă de variabilă complexă (numele funcţiei este dat de codomeniu ). 

Considerăm variabila complexă  z = x + iy funcţia are forma 

).(  Im),(  ),(Re),(
),,(),()()(
zfyxVzfyxU

yxiVyxUiyxfzF
==
+=+=

 

Definiţia 2.4. Dacă 21 zz ≠  implică )()( 21 zfzf ≠  şi reciproc, pentru orice ,z  şi 21 Dz ∈ atunci 
f(z) este univalentă pe D. Funcţia f(z) este uniformă pe D dacă îşi conservă valoarea )( 0zf  

din punctul 0z  şi la revenirea variabilei z în 0z  după ce în prealabil a descris un contur ( )γ  din 

D pentru orice .0 Dz ∈  Dacă nu este uniformă atunci f(z) este multiformă. 

Definiţia 2.5. Funcţia f(z) derivabilă în 0z se numeşte monogenă în 0z . 

Teorema 2.1. Funcţia f(z) =U(x,y) + iV(x,y) este monogenă în 000 iyxz +=  din D dacă şi 
numai dacă sunt îndeplinite condiţiile: 

)( RC −  










∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

),(),(

),(),(

0000

0000

yx
x
Vyx

y
U

yx
y
Vyx

x
U

 

numite condiţiile Cauchy – Riemann. 
 

Observaţie 







∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′
y
Vi

y
U

ix
Vi

x
Uzf 1)(: . 
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Aplicaţii : 
1.Să se determine punctele iyxz +=  în care funcţia )3(4)( 22 yxiyxyxzf −++−=  este 
monogenă şi să se calculeze derivatele în punctele determinate. 

yxyxyxu +−= 4),( 2
Rezolvare : 

 
23),( yxyxv −=  

Ecuaţiile Cauchy-Riemann sunt : 





−=+−
−=−

314
242

x
yyx

 

Soluţia sistemului este ⇒)1,1(  funcţia este monogenă în punctul iz += 10  şi 

i
x
vi

x
uzf 32)1,1()1,1()( 0 +−=

∂
∂

+
∂
∂

=′  

 
 

 

 

Test de autoevaluare 2.2 
 

1. Să se determine punctele iyxz +=  în care funcţia  
z

zf 1)( =  este 

monogenă. 
 
2. Să se determine punctele iyxz +=  în care funcţia 

 zzzzzzzf 2)( 22 −+−⋅−=   este monogenă. 
 

 
 
 
 

 

De reţinut! 
 
• noţiunea de funcţie complexă de variabilă reală 
 
• noţiunea de funcţie complexă de variabilă complexă 
 
• noţiunea de funcţie monogenă 
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Lucrare de verificare la Unitatea de învăţare nr. 2 
 

1. Să se construiască suportul diagramelor funcţiei: 
it

tz
+

=
1

1)( . 

2. Să se determine punctele iyxz +=  în care funcţia zzf ln)( =  este 
monogenă şi să se calculeze derivatele în punctele determinate. 
 

 
 

 

Răspunsuri şi comentarii la întrebările din testele 
de autoevaluare  
 
Test de autoevaluare 2.1 
1. )sin(cos)( 21 titbiaatz ωω +++=  

tbatx ωcos)( 1 +=  
tbaty ωsin)( 2 +=  

sunt ecuaţiile parametrice ale cercului  
22

2
2

1 )()( bayax =−+−   

2. 
t

tx
+

=
1

1)(  

t
ty

+
=

1
1)(  

Deci 1=+ yx  
 

Test de autoevaluare 2.2 
1. 2222)(

yx
yi

yx
xzf

+
+

+
=  

22),(
yx

xyxu
+

=  şi 22),(
yx

yyxv
+

=  





=
=

−
0

)(
22

xy
yx

RC 0,0 ==⇒ yx  

Punctul (0, 0) nu aparţine domeniului de definiţie al funcţiei, deci funcţia 
nu este monogenă în niciun punct din planul complex. 
 
2. )34(3)( 22 −+−−−= xiyxyxzf  

xyxyxu −−−= 22 3),(  şi )34(),( −= xyyxv  





−=−
−=−−

−
yy

xx
RC

46
3412

)( 0,
3
1

==⇒ yx  
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Recapitulare 
 
• Funcţia f(z) derivabilă în 0z se numeşte monogenă în 0z . 

• Funcţia f(z) =U(x,y) + iV(x,y) este monogenă în 000 iyxz +=  din D 
dacă şi numai dacă sunt îndeplinite condiţiile: 

)( RC −  










∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

),(),(

),(),(

0000

0000

yx
x
Vyx

y
U

yx
y
Vyx

x
U
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OBIECTIVELE unităţii de învăţare nr. 3 
 

 

Principalele obiective ale Unităţii de învăţare nr. 3 sunt: 
 
• Înţelegerea noţiunii de funcţie olomorfă 
• Aflarea unei funcţii complexe dacă se cunoaşte partea 

reală sau partea imaginară 
• Aplicarea cu succes a unor elemente simple de calcul 

 
 

3.1 Funcţii olomorfe 
 

Definiţia 3.1. O funcţie f : D C→  monogenă în orice punct din D se numeşte olomorfă pe D. 
Observaţia.  
i) O funcţie este olomorfă într-un punct dacă există o vecinătate a punctului respectiv astfel 
încât funcţia să fie monogenă în fiecare punct din acea vecinătate. 
 
Teorema 3.1. Fie f,g : D⊂ CC →  două funcţii complexe de variabilă complexă. Dacă f şi g 
sunt monogene într-un punct z0∈D, atunci şi funcţiile f, f± g, fg, f/g (g(z 0 )≠ 0) sunt monogene 
în acest punct şi între derivatele lor există relaţiile : 

1. Czfzf zz ∈′=′ = ααα ),(])([ 00
 

2. )()(])()([ 000
zgzfzgzf zz ′±′=′± =  

3.  )()()()(])()([ 00000
zgzfzgzfzgzf zz ′+′=′ =  

4. 0)(,
)]([

)()()()(
)(
)(

02
0

0000
0 ≠

′−′
=

′









= zg

zg
zgzfzgzf

zg
zf

zz  

 
Teorema 3.2.  Fie D 1 , D C⊂2  două domenii şi f : D →1 D 2 , g :D 2 C→ . Dacă f este 
monogenă într-un punct z 10 D∈  şi g este monogenă în punctul 2000 ),( Dwzfw ∈= , atunci 

funcţia compusă h=gh este monogenă în z 0  şi avem : 

  )())(()()(])([ 00000
zfzfgzfwgzh zz ′′=′′=′ =  

Observaţia.  
i) Dacă o funcţie olomorfă într-un domeniu D are derivate nulă, atunci ea este constantă în 
domeniul D. 
ii) Ca o consecinţă a teoremei Cauchy-Riemann se poate determina o funcţie olomorfă pe un 
domeniu, când i se cunoaşte doar partea reală sau doar partea imaginară. 
iii) Funcţiile monogene f(x,y) = u(x, y) + i·v(x, y) pot fi scrise sub forma w = f(z) observând că 
w = f(z) = u(z,0) + i·v(z,0), adică în expresia funcţiei în parametri x şi y luăm y = 0 şi înlocuim 
x cu z. 
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Aplicaţii: 

1. Stabiliţi domeniul de olomorfie al funcţiei 
z

zzf
+

=
1

)(  . 

2222

22

)1(
2

)1(
)(

yx
yxyi

yx
yxxzf

++
+

+
++
−+

=

Rezolvare: 

 

22

22

)1(
),(

yx
yxxyxu

++
−+

=  şi 
22)1(

2),(
yx

yxyyxv
++
+

=  







=−−−

=+−−+
−

0143
0232

)(
22

2223

xxy
xyxyxx

RC ⇒  funcţia este olomorfă în punctele: 
2

1
1

iz +−
=  şi 

2
1

2
iz −−

=  

 
2, a) Demonstraţi că funcţia yeyxv x sin),( =  poate fi parte imaginară a unei funcţii f(z) 

olomorfe. 

b) Determinaţi funcţia f(z) ştiind că  f(0)=1. 

c) Determinaţi expresia lui f(z) în funcţie de z. 

a) Pentru  ca 

Rezolvare: 

yeyxv x sin),( =  să fie parte imaginară a unei funcţii olomorfe, trebuie să fie 

funcţie armonică, adică 0=∆v  sau .02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
v  

Se verifică uşor. 

b) Determinarea funcţiei f(z) se face folosind condiţiile Cauchy-Riemann, din care se obţine 

funcţia u(x,y). 

( ) ( )

( )
.coscoscoscos

coscossincos

),(

00

000

,,

0

0

00

0
0

0

yeyeyeye

yeyetdtedtye

dt
x
vdt

y
vyxu

xxxx

xy

y

xxx

x

t

tx

y

y
yt

x

x

−=−+

+−=−=

=






∂
∂

+







∂
∂

=

∫∫

∫∫

 

Ultimul termen reprezintă o constantă, deci .cos),( 2 Cyeyxu +=  

yieCyezf xx sincos)( ++=  

Din condiţia dată ,011)0( 0 =→=+⇒= CCef  deci  .sincos)( yieyezf xx +=  

c) ( ) .sincos)( ziyxiyxx eeeeyiyezf ===+= +  
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Test de autoevaluare 3.1 
 

1. Stabiliţi domeniul de olomorfie al funcţiei 
z
1f(z) = . 

2. a) Demonstraţi că funcţia yeyxu x cos),( =  poate fi parte reală a unei 

funcţii f(z) olomorfe. 

b) Determinaţi funcţia f(z) ştiind că  f(0)=1. 

c) Determinaţi expresia lui f(z) în funcţie de z 
 

 
 
 

 

De reţinut! 
 
• noţiunea de funcţie olomorfă 
 
• cum se află o funcţie monogenă dacă se cunoaşte partea sa reală sau 
partea imaginară 
 

 
 

 

Lucrare de verificare la Unitatea de învăţare nr. 3 
 

1. Stabiliţi domeniul de olomorfie al funcţiei 
z

zzf
+

=
1

)( . 

2. a) Demonstraţi că funcţia 22sin),(
yx

yyeyxv x

+
+=  poate fi parte 

imaginară a unei funcţii f(z) olomorfe. 

b) Determinaţi funcţia f(z) ştiind că  f(1)=1. 

c) Determinaţi expresia lui f(z) în funcţie de z 
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Răspunsuri şi comentarii la întrebările din testele 
de autoevaluare  
 
Test de autoevaluare 3.1 
1. 

22
)(

yx
iyxzf

+
+

=  










+
=

+
=

22

22

),(

),(

yx
yyxv

yx
xyxu

 

Din ecuaţiile Cauchy-Riemann rezultă că funcţia nu este olomorfă. 
2. a) Pentru  ca yeyxu x cos),( =  să fie parte imaginară a unei funcţii 

olomorfe, trebuie să fie funcţie armonică, adică 0=∆u  sau 

.02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  

Se verifică uşor. 

b) Determinarea funcţiei f(z) se face folosind condiţiile Cauchy-

Riemann, din care se obţine funcţia u(x,y). 

Obţinem .sin),( 2 Cyeyxv +=  

Folosim condiţia dată şi obţinem: .sincos)( yieyezf xx +=  
c) ( ) .sincos)( ziyxiyxx eeeeyiyezf ===+= +  
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Recapitulare 
 
• Funcţia f(z) =U(x,y) + iV(x,y) este monogenă în 000 iyxz +=  din D 
dacă şi numai dacă sunt îndeplinite condiţiile: 

)( RC −  










∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

),(),(

),(),(

0000

0000

yx
x
Vyx

y
U

yx
y
Vyx

x
U
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OBIECTIVELE unităţii de învăţare nr. 5 
 

 

Principalele obiective ale Unităţii de învăţare nr. 5 sunt: 
 
• Înţelegerea noţiunilor de serie complexă, serie de puteri 
• Aplicarea cu succes a unor elemente simple de calcul 

 
 

5.1 Serii complexe 
 

Definiţia 5.1. Seria ∑
∞

=1n
nz  este convergentă ⇔ seria∑

∞

=1n
nz  este convergentă. 

Dacă ∑
∞

=1n
nz  este convergentă şi seria ∑

∞

=1n
nz  nu este convergentă atunci spunem că seria 

∑
∞

=1n
nz  este semiconvergentă. 

Observaţie:  Cu criteriul lui Cauchy  se observă că orice serie absolut convergentă este 

convergentă. 

Fie .,:,))(( 1 CECEuzu nnn ⊆→≥  

Notăm ( )    )(/{ 1≥∈= nnc zuEzE este şir convergent } cE  se numeşte mulţimea de 

convergenţă a şirului de funcţii. 

În general,  rapiditatea de convergenţă în cE  diferă de la un punct la altul. 

În cazul în care rapiditatea este aceeaşi, adică ( ) ( ) )(,0 εε N∃>∀  astfel încât ( ) cEz∈∀   şi  

( ) )(εNn ≥∀  ε<− )()( zuzun  spunem că nu  converge uniform la u.  

Scriem ... uu uc
n →   

Cealaltă convergenţă este convergenţă simplă şi notăm ... uu sc
n →  

Dacă )()(S  şi  )()( n
1

zSzzuzS
n

k
kn →=∑

=

 spunem că seria de funcţii este convergentă. 

)()()( zRzSzS nn =−  se numeşte restul seriei şi pe cE ,  .0)( →zRn  

 Teorema 5.1. Dacă nu sunt funcţii continue pe E şi SS
u

n →  pe E atunci 

(i)     suma seriei S este continuă pe E. 
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(ii) dacă arcul EAB ⊆  atunci seria ∑∫
∞

=1n
AB nu  este convergentă şi ∫ ∑∑∫

∞

=

∞

=

=
AB

n
n

n
AB n uu

11

 

Definiţia 5.2. O serie de puteri sau  serie întreagă este o serie de forma 

   )(
0
∑
∞

=

−
n

n
n azc cu    .,, Czacn ∈  

Teorema 5.2. (Abel)  Dacă seria   n

n
n zc∑

∞

=1

 este convergentă în 0z  şi divergentă în 1z , atunci 

ea este convergentă în interiorul cercului 0zz <  şi divergentă în domeniul .1zz >  

Demonstraţie. Vom nota  
cEz
zR

∈
= || sup  şi  numim raza de convergenţă a seriei de puteri. 

Conform teoremei lui Abel seria de puteri este convergentă în interiorul cercului de 

convergenţă (cercul de rază R) şi divergenţă în exterior. Pe cerc, în  unele puncte avem 

convergenţă în altele divergenţă. 

Pentru calculul razei de convergenţă este suficient să deducem marginea superioară a 

punctelor de convergenţă de pe semiaxa reală pozitivă R, adică să calculăm raza de 

convergenţă a seriei ,,
0

Rxxc n

n
n ∈∑

∞

=

 care ştim de la seriile de puteri reale că este: 

l
1

=R  unde 
n

n

n c
c 1lim +

∞→
=l ,  .sup limsau    0

n

n
nn cc

∞→
≠  

Serii importante 

z
zzz n

−
=+++++

1
1......1 2 , cu 1=R  

   ...
!

...
!2!1

1
2

+++++=
n
zzze

n
z , cu ∞=R  

   
)!2(

)1(...
!6!4!2

1
2

e z cos
2

0

642iz

n
zzzze n

n

n
iz

∑
∞

=

−

−=+−+−=
+

=  cu ∞=R  

∑
∞

=

+−

+
−=++−=

−
=

0

1253

)!12(
)1(...

!5!3!12
sin

n

n
n

iziz

n
zzzz

i
eez  cu ∞=R  

...
!

)1)...(1(...
21

)1(
!1

1)1( 2 +
+−−

++
−

+−=+ nz
n

nzzz λλλλλλλ , R∈λ  
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Aplicaţii: 
1. Determinaţi raza de convergenţă a seriei  

∑
∞

=1
2

k

k

k
z  

şi studiaţi comportarea seriei pe cercul de convergenţă. 

Rezolvare: 

,1lim 1 == +

∞→
n

n

n a
al atunci .11

==
l

R Seria este absolut convergentă  în domeniul  .1<z  

Pe cercul de convergenţă θθ sincos iz += , seria devine 

∑
∞

=






 +

1
22

sincos
k k

ki
k

k θθ  

Cu criteriul comparaţiei, seriile: ∑
∞

=1
2

cos
k k

kθ , ∑
∞

=1
2

sin
k k

kθ    sunt convergente deoarece    

22

1cos
kk

k
<

θ  ,   
22

1sin
kk

k
<

θ  şi seria armonică este convergentă.  Deci seria converge pe 

.1≤z  

2. Dacă   nc ,Rcn ∈ \ 0 şi raza de convergenţă a seriei este 1, atunci n

n
n zc∑

∞

=0

 este convergentă 

pe cercul ,1=z  excepţie ar putea să facă z =1 (Rezultatul îi aparţine lui Picard). 

Rezolvare: 

Să  arătăm  că  k
n

k
kn zczS ∑

=

=
0

)(  este şir Cauchy. 

( ) 11
1

1
1

1
1)()()(1( ++

+
+

−+

+=
+

+
++ +−+−=−− ∑ pn

pn
k

pn

nk
kk

n
nnpn zczcczczSzSz  

( ) 11
1

1
1

1
1)()(1 ++

+
+

−+

+=
+

+
++ +−+≤−− ∑ pn

pn
k

pn

nk
kk

n
nnpn zCzCCzCzSzSz  

Cum 1,z ,1 ≠=z  deducem că 

( ) 0
1

2
1

1)()( 1
1

1
11 →

−
=








+−+

−
≤− +

+

−+

+=
+++ ∑ z

C
CCCC

z
zSzS n

pn

pn

nk
kknnpn  
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Test de autoevaluare 5.1 
 

1. Determinaţi raza de convergenţă a seriei ( )
n

n
z

n
n∑

∞

= +⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

0 12...53
...21

. 

2. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei: n

n
z

n
n∑

∞

= +
+

0
2 1

1 . 

 
 

5.2 Serii Taylor. Serii Laurent 
 

Serii Taylor 
 

Fie f o funcţie olomorfă într-un domeniu D şi DaC ⊆),(ρ , cercul de centru a şi de rază ρ . 

Teorema 5.3. Oricare ar fi z cu ,ρ<=− raz   

)()(
!

)(...)(
!1

)()( )( zRaf
n

azafazafzf n
n

n

+
−

++′−
+=  

(numită formula lui Taylor a funcţiei f(z) în punctul z = a). 

 

Serii Laurent 
 Fie f(z) o funcţie olomorfă într-un domeniu multiplu conex D şi o coroană circulară ∆  cu 

centrul în a, ∆ : 12 ρρ <−< az  având frontiera formată din cercurile 1Γ  şi 2Γ  , de ecuaţii 

.  , 21 ρρ =−=− auau   

 Vom presupune că 21 ,, ΓΓ∆  sunt conţinute în D, şi f(z) nu este olomorfă în  interiorul 

cercului .1Γ  Căutăm pentru f(z) o dezvoltare în serie, în care vor exista şi puteri negative ale 

lui z-a, valabilă în coroana circulară ∆ . Conform formulei lui Cauchy referitoare la domenii 

multiplu conexe, pe ∆  avem: 

du
zu

uf
i

du
zu

uf
i

zf ∫∫ ΓΓ −
−

−
=

21

)(
2
1)(

2
1)(

ππ
 

Pentru integrala pe 1Γ , unde avem:  ,auaz −<−  dezvoltarea în serie geometrică a lui 
zu −

1  

decurge ca în cazul seriei Taylor, deci vom obţine şi aici: 

...)(...)()(
2
1

10
1

+−++−+=
−∫Γ

n
n azcazcc

zu
duuf

iπ
 

cu expresii analoage pentru coeficienţi 
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∫Γ +−
=

1
1)(

)(
2
1

nn au
duuf

i
C

π
 

valorile nc  neexprimându-se cu ajutorul derivatelor, deoarece f(z) nu este olomorfă în 

interiorul cercului 1Γ . 

Definiţia 5.3. ( ) n

n
n azczfz )()(, −=∆∈∀ ∑

∞

−∞=

  se numeşte seria Laurent a funcţiei f(z) relativă la 

coroana Δ  de centru z = a. 

Partea formată cu puterile negative se numeşte partea principală a seriei Laurent, iar cea de-

a doua, partea întreagă  sau partea tayloriană. 

 
Aplicaţii: 

1. Fie  
6

12)(
2 −−

−
=

zz
zzf . Dezvoltaţi după puterile lui z în domeniul 2<z . 

Rezolvare: 

Descompunând în fracţii simple, avem 

3
1

2
1)(

−
+

+
=

zz
zf  

şi pe domeniul 2<z , folosim dezvoltarea în serie geometrică: 

,...1
1

1 2 ++++=
−

qq
q

 

convergentă pentru .1<q  

Obţinem astfel seria Taylor 

n

n
nn

n

z
zz

zf ∑
∞

=
++ 







−

−
=

−
⋅−

+
⋅=

0
11 3

1
2

)1(

3
1

1
3
1

2
1

1
2
1)( . 

 

2. Scrieţi seria Taylor în jurul punctului indicat: 4z  ,
158

3)( 2 =
+−

+
=

zz
zzf . 

Rezolvare: 

Cu substituţia   z – 4 = u, pentru 1<u  avem 

( ) ( )∑
∞

=

+−=
−

+−=
−
+

==
0

2
22 7

1
17

1
7))(()(

u

nuu
u

u
u
uzufzf . 
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Test de autoevaluare 5.2 
 

1. Scrieţi seria Taylor în jurul punctului indicat: 0z  ,
2
1)( =

−
−

=
z
zzf . 

 

2. Scrieţi seria Taylor în jurul punctului indicat: 0z, )1()(
1

=+= zzzf . 

 
 

 

De reţinut! 
 
• convergenţa unei serii 
 
• serii Laurent 
 
• dezvoltarea în serie Taylor 
 
 

 
 

 

Lucrare de verificare la Unitatea de învăţare nr. 5 
1. Determinaţi raza de convergenţă a seriei ( )

( )
n

n
z

n
n∑

∞

=0

3

!3
!

. 

2. Scrieţi seria Taylor în jurul punctului indicat: 1z  ,
1

sin)( =
−

=
z

zzf . 

 
 
 

 

Răspunsuri şi comentarii la întrebările din testele 
de autoevaluare  
 
Test de autoevaluare 5.1 
1. 

2
1

32
1limlim 1 =
+
+

==
∞→

+

∞→ n
n

a
a

n
n

n

n
l 2=⇒ R  

2. 11
)1)(22(

)1)(2(limlim 2

2
1 =⇒=

+++
++

==
∞→

+

∞→
R

nnn
nn

a
a

n
n

n

n
l . Deci seria converge pe 

.1≤z  
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Test de autoevaluare 5.2 
1. ∑

∞

=
+−=

−
−=

−
+=

0
122

1

2
1

1
2
11

2
11)(

n
n

nz
xz

zf  

 

2. =⋅===










+++−










+−+ ...

322
...

32
1

)1ln(1
2232

)(
zzzzzz

zz
z eeeezf  

1z  ,...
24
11

2
1

......
432!2

1...
432!1

11

2

23232

<





 +−=

=





















+−+−+








+−+−+=

zze

zzzzzze
 

Am ţinut cont de faptul că 

...,
321

)1ln(
32

++−=+
zzzz    şi     ...

!2
1

!1
11 2 +++= zze z  

 
  

 
 

 

Recapitulare 
• Seria ∑

∞

=1n
nz  este convergentă ⇔ seria∑

∞

=1n
nz  este convergentă. 

• Oricare ar fi z cu ,ρ<=− raz   

)()(
!

)(...)(
!1

)()( )( zRaf
n

azafazafzf n
n

n

+
−

++′−
+=  

• ( ) n

n
n azczfz )()(, −=∆∈∀ ∑

∞

−∞=

  se numeşte seria Laurent a funcţiei f(z) 

relativă la coroana Δ  de centru z = a. 
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OBIECTIVELE unităţii de învăţare nr. 6 
 

 

Principalele obiective ale Unităţii de învăţare nr. 6 sunt: 
 
• Înţelegerea noţiunii de domeniu simplu şi multiplu conex 
• Aplicarea cu succes a teoremelor lui Cauchy 

 
 

6.1 Teorema lui Cauchy pentru domenii simplu conexe 
 

Dacă AB este un arc de curbă plană, dat prin ecuaţiile parametrice : 

[ ]



∈=
=

ba,  t);(
);(
tyy
txx

, unde x(t), y(t) sunt funcţii de clasă [ ]baC ,1  sau de clasă 1C  pe 

porţiuni, iar f(z) o funcţie continuă pe AB, atunci există integrala curbilinie: 
dyyxUdxyxVidyyxVdxyxUdzzf

ABABAB

),(),(),(),()( ++−= ∫∫∫  

Dacă extremităţile A şi B ale arcului coincid, atunci avem o curbă închisă şi putem 
scrie: 

UdyVdxiVdyUdxdzzf ++−= ∫∫ ∫
ΓΓ Γ

)( . 

 
Definiţia 6.1. Un domeniu )( 2RDCD ⊂⊂ este simplu conex dacă orice curbă simplă închisă 
Γ  conţinută în D are proprietatea că domeniul mărginit, ∆  care are ca frontieră curba Γ , este 
inclus în D.  
 Un domeniu este multiplu conex dacă nu este simplu conex. Unui domeniu multiplu 
conex i se poate asocia un domeniu Δ  simplu conex dacă se introduc un număr suficient de 
tăieturi.  
 Astfel, dacă D este un domeniu triplu conex (fig.1) atunci sunt necesare şi suficiente 
două tăieturi 1T  şi 2T  pentru a obţine un domeniu ∆  simplu conex, ( )21...TTD −=∆  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1 
 
Teorema 6.1 (Cauchy) Dacă CDf →: este o funcţie olomorfă pe domeniul simplu conex 
D, atunci ∫

Γ

= 0)( dzzf , oricare ar fi curba închisă Γ  situată în întregime în D. 

2T
1T

2Γ
1Γ
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Consecinţă. Dacă A şi B sunt două puncte situate în domeniul D în care  
f(z) este olomorfă, iar AMB şi BMA ′  două arce de curbură ale căror puncte aparţin lui D, 
atunci 
 ∫∫

′

=
BMAAMB

dzzfdzzf )()( . 

Aplicaţii: 

1. Calculaţi cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala ∫
+

C

z

dz
z

e
3

12

, unde C: 1|2| =− iz . 

1)2(1|2| 22 =−+⇒=− yxiz
Rezolvare: 

, deci domeniul este )1);2,0((C  
0=z  pol de ordin 3, nu este în interiorul domeniului, ceea ce înseamnă că domeniul este 

simplu conex 0=⇒ I  
 

 

 

Test de autoevaluare 6.1 
 

1. Calculaţi cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala ∫ +C z
dz

12 , unde C:  

Rz =|| , 1<R  

2. Calculaţi cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala ∫ +−C

dz
zzz )1)(3(

1 , 

unde C: 
3
2|2| =−z  

 
 
 
 

6.2 Teorema lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe 
 
Teorema 6.2 (Cauchy pentru domenii multiplu conexe)  
 Dacă Γ  este o curbă situată în domeniul D multiplu conex ce traversează cele n tăieturi 

necesare pentru a obţine domeniul ( )nTTTD ∪∪∪−=∆ ...21 , simplu conex, iar n1,i  , =Γi  o 

curbă ce traversează numai tăietura iT  o singură dată (în sens direct) atunci: 

∫ ∑ ∫
Γ = Γ

=
n

i
i

dzzfdzzf
1

)()(  

Menţionăm că ∫Γ =
i

iKdzzf )( 0 dacă iΓ  traversează tăietura iT  o singură dată în sens direct. 

Numărul iK  se numeşte constantă ciclică. 
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 Dacă iΓ  traversează tăietura iT  de 1m  ori în sens direct şi de 2m  ori în sens invers, 

atunci 

iKmmdzzf
i

∫
Γ

−= )()( 21  

Definiţia 6.2. Funcţia )(zΦ  este o primitivă a funcţiei f(z) într-un domeniu D, dacă )(zΦ  este 

olomorfă în D şi )()( zfz =Φ′ în orice punct .Dz∈  

 Fie f(z) = 0 o funcţie olomorfă de domeniul D şi DaA ∈)( un punct fix iar DzM ∈)(  un 

punct oarecare. Atunci  

 ∫ =
AB

zFdzzf )()(  (1) 

nu depinde de arcul de curbă situat în D şi care uneşte punctele A şi M. 

 

     2T1T

2Γ1Γ

nΓ

nT

 
Figura 2. 

Teorema 6.3. Dacă f(z) este o funcţie olomorfă pe domeniul simplu conex D, atunci ea admite 

primitive. O primitivă a lui f(z) este 

∫=
AM

dzzfzF )()(  

Funcţia F(z) este olomorfă în domeniul D. Dacă F(z) este o primitivă a funcţiei f(z), atunci şi 

CzFz +=Φ )()(  este o primitivă a lui f(z). 

Teorema 6.4. Dacă  f(z) este o funcţie olomorfă pe domeniul D, iar Γ  o curbă simplă închisă, 

rectificabilă situată în domeniul D şi 0z  un punct din interiorul domeniului ∆  mărginit de curba 

Γ , atunci 

       dz
zz
zf

i
zf ∫

Γ −
=

0
0

)(
2
1)(
π

    

 

Observaţia: 

i) Dacă punctul Γ∈0z , atunci 
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),()(
0

0

zfidz
zz
zf

π=
−∫

Γ

 

dacă Γ  admite tangentă unică în 0z . Această egalitate se numeşte formula semireziduului. 

 Dacă în 0z  curba Γ  admite două semitangente care formează între ele unghiul ϕ , 

atunci 

)()()(
0

0

zfidz
zz
zf ϕππ −=

−∫
Γ

 

şi se numeşte valoarea principală a integralei în sensul lui Cauchy pe curba Γ . 

ii) Dacă domeniul D este triplu conex (fig.3) atunci 

 

    

2T
1T

2Γ

1Γ

Γ

 
      Figura 3 

 









−

−
−

−
−

= ∫ ∫ ∫Γ Γ Γ1 2 000
0

)()()(
2
1)( dz

zz
zfdz

zz
zfdz

zz
zf

i
zf

π
 

Generalizarea pentru un domeniu multiplu conex este evidentă. 

Teorema 6.5 (formula integrală a lui Cauchy). Dacă f(z) este o funcţie olomorfă pe 

domeniul D, iar Γ  o curbă simplă  închisă, rectificabilă situată în domeniul D, iar  0z  un punct 

din interiorul domeniului ∆  mărginit de curba Γ , atunci f(z) admite derivate de orice ordin în 

0z  şi derivata de ordinul n este 

    dz
zz
zf

i
nzf n

n ∫
Γ

+−
= 1

0
0

)(

)(
)(

2
!)(
π

  

  

Aplicaţii:. 

1. Calculaţi cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala ∫ +−C

dz
zzz )1)(3(

1
2 , unde C: 

2
1|| =z . 

Rezolvare: 
0=z  pol de ordin 2 

1−=z  pol de ordin 1 
3=z pol de ordin 1 
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Se deseneaza cercul şi se trec singularitatile pe grafic. 
 

În interiorul domeniului este doar 0=z )0(2 fiI ′⋅=⇒ π , unde 
)1)(3(

1)(
+−

=
zz

zf  

9
4 iI ⋅

=⇒
π  

 
 

 

Test de autoevaluare 6.2 
 

1. . Calculaţi cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala ∫ −C

z

dz
zz

e
42

2

, unde 

C: 5|2| =−z . 

2. . Calculaţi cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala ∫
+

C

z

dz
z

e
3

12

, unde C: 

1
2

|2| +=−
πiz  

 
 

 

De reţinut! 
 
• teorema lui Cauchy pentru domenii simplu conexe 
 
• teorema lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe 
 

 
 

 

Lucrare de verificare la Unitatea de învăţare nr. 6 
 
 

.1. Calculaţi cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala ∫ −C
n

z

dz
z

e
)1(

, unde 

C: Rz =− |1|  

2.  Calculaţi cu ajutorul teoremei lui Cauchy integrala ∫ +

⋅

C

dz
iz

z
2

cosh π

, 

unde C: 2|2| =+ iz  
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Răspunsuri şi comentarii la întrebările din testele 
de autoevaluare  
 
Test de autoevaluare 6.1 
1. ));0,0((|| RCRz ⇒=  

iz =  pol de ordin 1 
iz −=  pol de ordin 1 
⇒< 1R  domeniul este simplu conex, rezultă că integrala este zero. 

2. 
3
2|2| =−z 






⇒

3
2);0,2(C  

Domeniul este simplu conex 0=⇒ I  
 

Test de autoevaluare 6.2 
1. 25)2(5|2| 22 =+−⇒=− yxz , deci domeniul este )5);0,2((C  

0=z  pol de ordin 1 
4=z pol de ordin 1 

Ambele puncte sunt în interiorul domeniului (domeniul este triplu 
conex),  rezultă că 21 III += , unde )0(21 ifI ⋅= π  şi )4(22 ifI ⋅= π  









−⋅=⇒

3
2

2

16eiI π  

 

2. 





 +⇒+=− 1

2
);2,0(1

2
|2| ππ Ciz  

 
0=z  pol de ordin 3, este în interiorul domeniului 

 

)0(
!2

2 fiI ′′⋅
=

π , unde 12

)( += zezf =⇒ I ei⋅π2  
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Recapitulare 
 
• Dacă CDf →: este o funcţie olomorfă pe domeniul simplu conex D, 
atunci ∫

Γ

= 0)( dzzf , oricare ar fi curba închisă Γ  situată în întregime în 

D. 
• Dacă f(z) este o funcţie olomorfă pe domeniul D, iar Γ  o curbă simplă  

închisă, rectificabilă situată în domeniul D, iar  0z  un punct din interiorul 

domeniului ∆  mărginit de curba Γ , atunci f(z) admite derivate de orice 

ordin în 0z  şi derivata de ordinul n este 

    dz
zz
zf

i
nzf n

n ∫
Γ

+−
= 1

0
0

)(

)(
)(

2
!)(
π
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