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PREFAŢĂ 
 
 
 Odată cu celelalte discipline ştiinţifice, mecanica fluidelor s-a dezvoltat rapid în 
ultimul timp, numeroasele cercetări efectuate lărgind mult cunoştinţele asupra 
comportării fluidelor, cât şi a numeroaselor probleme a căror rezolvare depinde de 
cunoaşterea acestora. Paralel a crescut şi numărul aplicaţiilor în diverse ramuri ale 
tehnicii moderne, pentru a căror dezvoltare cunoaşterea fenomenelor specifice fluidelor 
a devenit indispensabilă. 
 Lucrarea este rezultatul activităţii didactice şi ştiinţifice a autorului, profesor 
doctor inginer în cadrul Catedrei de Energetică, Mecatronică şi Ştiinţa Calculatoarelor 
şi se bazează pe concepţia unitară de predare a acestei discipline în toate universităţile 
tehnice din ţară. 
 Această lucrare încearcă să dea o prezentare a problemelor reprezentative ale 
disciplinei, precum şi modul specific de rezolvare a lor. 
 Lucrarea cuprinde pe întinderea a 12 capitole probleme ale mecanicii fluidelor 
şi o anexă cu aplicaţii ale principalelor capitole . Majoritatea capitolelor au un 
conţinut teoretic pronunţat cu demonstraţii relativ simple şi punctate cu exemple 
tehnice aplicative. 
 Lucrarea se adresează în primul rând studenţilor facultăţilor cu profil mecanic 
şi energetic şi are ca scop aprofundarea şi consolidarea sub aspect teoretic şi aplicativ 
a cunoştinţelor legate de echilibrul sau mişcarea diferitelor tipuri de fluide. Totodată 
oferă soluţii ştiinţifice pentru alegerea unor subiecte de cercetare aprofundată şi este 
folositoare specialiştilor din industriile de profil. 
        
         

Iulian Florescu 
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1. INTRODUCERE 
 

1.1. Generalităţi 
 

Mecanica fluidelor reprezintă o diviziune a Mecanicii teoretice, care studiază 
mişcările, respectiv repausul fluidelor ideale sau reale, compresibile sau incompresibile, 
sau interacţiunea dintre fluidele în mişcare sau repaus şi corpurile solide cu care acestea 
vin în contact.  

Mecanica fluidelor se împarte în trei părţi: statica, cinematica, şi dinamica. Statica 
fluidelor studiază repausul fluidelor şi acţiunile exercitate de acestea asupra suprafeţelor 
solide cu care acestea vin în contact. Cinematica fluidelor studiază mişcarea fluidelor 
fără să se ţină cont de forţele care intervin şi modifică starea de mişcare. Dinamica 
fluidelor abordează mişcarea fluidelor considerând forţele care intervin şi transformările 
energetice produse în timpul mişcării. 

Denumirea de Mecanica fluidelor a apărut relativ recent (în secolul XX) şi este 
atribuită studiului general al mişcării şi al interacţiunii fluidelor cu suprafeţele 
corpurilor solide cu care vin în contact. Iniţial cu acest studiu se ocupa Hidraulica, 
cuvânt care derivă din grecescul hüdraulos, provenit din legătura a două cuvinte: hüdor 
–  apă şi aulos - conductă, şi care reflectă una din primele probleme practice care a 
preocupat oamenii.  

Această ştiinţă a cunoscut o diversificare şi dezvoltare în strânsă legătură cu 
problemele teoretice privind Aerodinamica (stratul limită, rezistenţa la înaintare, teoria 
profilurilor aerodinamice), Hidraulica (mişcarea lichidelor cu suprafaţă liberă, mişcarea 
aluviunilor, mişcarea prin medii poroase) şi Dinamica gazelor. 

Datorită complexităţii fenomenelor apărute în mişcarea fluidelor reale, a apărut 
necesitatea experimentării pe modele în tunele aerodinamice şi apoi pe baza teoriei 
similitudinii s-au extins rezultatele la problemele tehnice care au fost modelate. 
Rezultatele deosebite acumulate de Mecanica fluidelor au permis ca în ultimul timp să 
apară noi domenii tehnice precum: transportul pe apă şi subacvatic, hidrotransportul, 
meteorologia , exploatarea modernă a zăcămintelor etc. 

Astăzi Mecanica fluidelor este o disciplină mai mult teoretică, care studiază legile 
general valabile pentru starea de repaus sau mişcare a fluidelor. Fenomenele proprii 
lichidelor, gazelor sau aerului sunt studiate respectiv de hidraulică, termotehnică şi 
aerodinamică sau de alte discipline specifice cum ar fi transferul de căldură, construcţii 
hidrotehnice, construcţii aerospaţiale ş.a. 

În funcţie de condiţiile impuse la limită se observă două feluri de aplicaţii ale 
dinamicii fluidelor şi anume: 

a) curgerea fluidului în jurul unui corp solid considerat izolat (avioane, 
automobile, paraşute) fenomen la care urmărim în mod preponderent forţa 
necesară înaintării; 

b) corpul solid delimiteză mişcarea fluidului (mişcarea în conducte, canale) la 
care interesează transportul de energie. 

Ca o remarcă generală putem afirma că transportul energiei se realizează numai cu 
ajutorul fluidelor în mişcare (apă, vapori, petrol, gaz natural, aer comprimat). 

Maşinile hidraulice şi pneumatice, utilizează mişcarea fluidelor în domenii 
delimitate de frontiere solide, care pot fi şi ele în mişcare. Se deosebesc maşinile care 
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preiau energia mecanică şi o transmit fluidului (pompe, ventilatoare), cât şi maşini care 
utilizează energia fluidului pentru a crea alte forme de energie (motoare). 

S-au diversificat foarte mult domeniile în care se studiază şi utilizează mişcarea 
fluidelor: hidrotransportul, fenomene de filtrare, poluarea, mecanica suspensiilor, 
aeroelasticitatea, magnetohidrodinamica şi altele. 

 
1.2. Proprietăţi fizice ale fluidelor 

 
Mecanica teoretică defineşte două mari categorii de corpuri materiale: corpuri 

solide rigide şi solide deformabile şi corpuri fluide, care cuprind lichidele şi gazele. Faţă 
de cele trei stări de agregare cunoscute: solidă, lichidă, gazoasă, putem aminti şi o a 
patra formă: plasma, care se defineşte ca o stare ale cărei proprietăţi sunt determinate de 
existenţa electronilor şi ionilor în stare liberă. 

Fluidele sunt corpuri materiale care se caracterizează în primul rând prin 
proprietatea de fluiditate. Ştim că moleculele unui corp au o stare de agitaţie 
neîntreruptă,  care este funcţie de temperatură şi că între ele există forţe de atracţie (de 
coeziune). La corpurile solide moleculele ocupă locuri bine determinate (stabile), în 
jurul cărora execută oscilaţii de amplitudine mică funcţie de temperatură, aceste corpuri 
având formă şi volum fix, sub acţiunea unor forţe exterioare. 

Spre deosebire de corpurile solide, lichidele şi gazele, sub influenţa unor forţe 
exterioare relativ mici, pot căpăta deformaţii oricât de mari, astfel încât iau forma 
recipientului solid în care se găsesc. În consecinţă lichidele şi gazele nu au formă 
proprie şi ele se caracterizează prin posibilitatea de a deplasa foarte uşor particulele din 
care sunt formate, datorită forţelor de coeziune mici. 

Fluidele trebuie deosebite de materialele care sunt deformabile (situate  între 
fluide şi solide) cum ar fi pastele sau metalele topite, de a căror studiu se ocupă altă 
ştiinţă numită reologie. 

Lichidele reprezintă fluide care sunt practic incompresibile şi sub acţiunea forţelor 
gravitaţionale iau forma vasului în care există fără a umple acest vas. Spre deosebire de 
lichide, gazele sunt fluide la care forţele de coeziune sunt mult mai mici ca la lichide şi 
care umplu în totalitate recipientul în care se găsesc, oricare ar fi forma şi dimensiunea 
lui. 

Mecanica fluidelor studiază medii continue, omogene şi izotrope. Un mediu este 
continuu şi omogen, dacă are aceeaşi densitate în orice punct şi este izotrop dacă 
prezintă aceleaşi proprietăţi în toate direcţiile. Există la fluide linii, puncte, sau suprafeţe 
de discontinuitate, care prezintă condiţii specifice la limită. 

 
Ipoteza de continuitate 

 
Omogenitatea şi izotropia permit ca proprietăţile şi relaţiile stabilite pentru o 

particulă fluidă de dimensiuni mici determinate de condiţia neglijării mişcării proprii a 
moleculelor sau de mişcarea browniană la gaze să fie valabile pentru tot fluidul. Ipoteza 
generală a continuităţii impune pentru mărimile fizice: densitate, viteză, presiune, 
temperatură, funcţii care depind de coordonatele punctului şi de timp şi care sunt 
continue cu excepţia unor linii, puncte, suprafeţe de discontinuitate. 

În studiul mecanicii fluidelor utilizăm diferite modele de fluid, în funcţie de 
ipotezele simplificatoare pentru calcule, cum ar fi: fluid uşor (fără greutate), fluid ideal 
(fără viscozitate), fluid incompresibil, la care volumul unei mase determinante este 
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constant, fluid real (compresibil şi vâscos) , fluide vâscoase şi incompresibile 
(lichidele), fluide fără greutate dar compresibile (gazele). 

Mecanica fluidelor studiază fenomenele atât cu metode experimentale cât şi 
teoretice, de cele mai multe ori combinându-le. În studiul teoretic se utilizează 
teoremele generale ale mecanicii (teorema impulsului, teorema momentului cinetic, 
teorema energiei cinetice, legi de conservare), utilizând un calcul matematic complex. 
Metodele experimentale de studiu se aplică pentru verificarea calculelor teoretice, 
pentru determinarea unor legi generale, determinarea unor corecţii utilizând modele 
fizice la alte scări, rezultatele extinzându-se prin similitudine. 

 
1.3. Proprietăţi fizice fundamentale ale fluidelor  
 
a) Densitatea (greutatea specifică) 
Densitatea se defineşte ca masa unităţii de volum: 

  
V
m

V
m

V d
dlim

0
=

∆
∆

=
→∆

ρ        (1.1) 

unde: ∆m este masa unui element de volum ∆V.  
Admiţând ipoteza continuităţii, densitatea este o funcţie continuă de  coordonatele 

punctului şi de timp: ρ = ρ(x,y,z,t). Densitatea se măsoară în kg/m3 şi are aceeaşi 
valoare în orice punct al fluidului omogen. 

Inversul densităţii se numeşte volum specific sau volum masic: 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

kg
mv

31
ρ

      (1.2) 

Greutatea specifică este greutatea unităţii de volum: 

  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 3d

d
m
N

V
Gγ      (1.3) 

Între densitate şi greutate specifică există relaţia:   
    g⋅= ργ  

Densitatea  variază funcţie de presiune şi de temperatură. Pentru lichide variaţia în 
raport cu presiunea poate fi neglijată. Densitatea fluidului scade odată cu creşterea 
temperaturii. Pentru apă densitatea maximă este în jurul valorii de 4oC şi are valoarea de  
1kg/m3. Variaţia densităţii apei funcţie de temperatură este redată în figura 1. 

   

 
Fig. 1  Variaţia densităţii apei în funcţie de temperatură 
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La gaze, variaţia densităţii şi greutăţii specifice cu temperatura şi presiunea este 
deosebit de mare şi este dată de ecuaţia de stare. 

 
b) Compresibilitatea izotermică a fluidelor este proprietatea de variaţie a densităţii 

(volumului), sub influenţa variaţiei presiunii. 
Dacă are loc o variaţie de presiune ∆p pentru un fluid cu volum V şi presiune p, se 

produce o variaţie relativă de volum 
V
V∆ proporţională cu ∆p, dată de relaţia:  

p
V
V

∆⋅−=
∆ α      (1.4) 

unde α este coeficient de compresibilitate cubică (m2/N), iar semnul minus arată că unei 
creşteri a presiunii îi corespunde o scădere a volumului. 

În majoritatea fenomenelor studiate considerăm lichidele ca fluide incompresibile. 
De exemplu apa este de 100 de ori mai compresibilă decât oţelul. Totuşi există 
fenomene care se studiază ţinând cont de compresibilitatea lichidelor, cum ar fi lovitura 
de berbec sau sonicitatea (teoria sonicităţii a fost fondată de Gogu Constantinescu în 
1916, un mare savant român care a trăit în Anglia).  

Gazele sunt mai compresibile decât lichidele. Se poate neglija compresibilitatea 
gazelor pentru viteze mai mici de 0,6⋅c (c este viteza sunetului). 

Definim modulul de elasticitate cubic ca inversul modulului de compresibilitate 
cubică:  

V
PV

d
d1

−==
α

ε      (1.5) 

Relaţia poate fi exprimată şi funcţie de densitatea ρ. Pornind de la condiţia ca în 
procesul de comprimare masa să rămână constantă:  

ρ ⋅V = C   sau:  ρ ⋅ dV + V ⋅ dρ = 0 

Separând variabilele obţinem: 
ρ
ρ

V
V dd

−=   

de unde:  

ρ
ρρε d

⋅=       (1.6) 

Ştiind că viteza de propagatre a sunetului stabilită de Newton este: 
ρ
ε

=c , 

rezultă:  

p

pc

d
d
1

d
d

ρρ
==      (1.7) 

Deoarece 
ρρε

α
d
d11 p
⋅==  şi la fluide incompresibile tinde către zero, rezultă 

0
d
d

=
p
ρ , deci c → ∞, adică o propagare instantanee a sunetului, ceea ce este în 

contradicţie cu realitatea fizică. Prin urmare, în fenomenele legate de propagarea 
undelor de presiune în medii fluide este necesară considerarea proprietăţii de 
compresibilitate a fluidului. 
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Mişcările în fluide compresibile pot fi clasificate în funcţie de viteza pe care o au 
faţă de viteza sunetului prin numărul lui Mach (Ma), care este adimensional şi ne dă 
raportul dintre viteza v şi viteza sunetului c (celeritate) în mediul respectiv:  

c
v

=Ma       (1.8) 

Pentru Ma < 1, mişcarea este subsonică, iar pentru Ma > 1, mişcarea este 
supersonică. 

 
b) Viscozitatea 
Proprietatea  de viscozitate a fost explicată şi definită diferit de oamenii de ştiinţă: 
- Newton a considerat că viscozitatea este o consecinţă a forţelor de coeziune 

care reacţionează la deplasarea relativă a particulelor de fluid. Această ipoteză nu poate 
fi valabilă pentru gaze, la care distanţele intermoleculare sunt mari şi forţele de coeziune 
neglijabile. 

- Maxwel explica viscozitatea fluidelor, prin capacitatea de a face să apară forţe, 
atunci când se produc variaţii bruşte ale formei fluidului. 

Putem concluziona că dacă fluidul este în mişcare, în diferite plane de separaţie 
apar forţe sau tensiuni tangenţiale (forţe raportate la aria suprafeţei), care se opun 
variaţiei formei volumului considerat, frânează mişcarea şi modifică repartiţia vitezelor. 

Viscozitatea reprezintă mecanismul transmiterii mişcării în fluid. 
Viscozitatea se mai poate defini ca o proprietate comună tuturor fluidelor, prin 

care cu forţe suficient de mici se pot produce deformaţii oricât de mari, cu viteze de 
deformare mici. 

Considerăm un paralelipiped dreptunghic, cu aria bazei S şi înălţimea h, figura 2. 
 

  Fig. 2. Determinarea forţei de viscozitate 
 
Suprafaţa AIBICIDI alunecă cu viteza v faţă de bază, forţa necesară pentru a 

imprima această viteză fiind: 

  
h
vSηF ⋅⋅=       (1.9) 

relaţie care a fost determinată experimental şi unde η este coeficient dependent de 
natura fluidului şi se numeşte viscozitate dinamică. Stratul aderent la placă are aceeaşi 
viteză v cu placa. Atracţia dintre acest strat şi următorul face ca şi acesta să fie antrenat 
cu o viteză mai mică vI , astfel încât diferenţa creată să producă mişcarea, ş.a.m.d. 
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Unitatea de măsură pentru coeficientul de viscozitate dinamică este poise ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅ scm
g  

în sistemul vechi CGS, sau poisseuille ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅ sm
kg , în sistemul internaţional. Tensiunea 

tangenţială ce apare între două straturi infinit vecine (h → dn), (v → dv) este: 

  
n
vη

S
Fτ

d
d
⋅==      (1.10) 

Această  tensiune are tendinţa de a egala vitezele celor două straturi, deci se opune 
mişcării stratului cu viteză mai mare (are sens opus mişcării acestui strat). Fluidele ale 
căror tensiuni tangenţiale de viscozitate în mişcare laminară sunt date de relaţia (1.10), 
se numesc newtoniene. 

Raportul dintre viscozitatea dinamică şi densitate se numeşte viscozitate 
cinematică:  

ρ
ην =        (1.11) 

Unitatea de măsură în sistemul internaţional SI, pentru viscozitatea cinematică 
este m2/s, iar în vechiul sistem CGS este stockes (cm2 /s). 

Câteva valori pentru viscozitatea cinematică la temperatura normală pentru 
diferite fluide sunt prezentate în tabelul 1. 

       Tabelul 1 
Fluidul Apă Benzină Alcool Petrol Ulei  Glicerină Aer 

m2/s 106 0,65⋅10-6 1,33⋅10-6 2,5⋅10-6 1,7⋅10-4 8,7⋅10-4 7,4⋅10-3 

 
Variaţia viscozităţii cu temperatura este diferită pentru lichide şi gaze. La lichide ν 

scade cu creşterea temperaturii, iar la gaze creşte. 
 
1.4. Proprietăţi specifice lichidelor 
 
Adeziunea este proprietatea ce rezultă din atracţia dintre moleculele unui fluid şi 

cele ale suprafeţei corpului solid cu care vine în contact. Dacă atracţia intermoleculară a 
lichidului este mai mică decât cea dintre lichid şi perete, atunci lichidul udă peretele 
(aderă la acesta). Ca exemplu putem da apa, care aderă la un perete de sticlă. În caz 
contrar spunem că lichidul nu udă pereţii (de exemplu mercurul). 

La gaze adeziunea este neglijabilă. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Fig. 3 Suprafaţă de separaţie în echilibru  
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Experimental s-a constatat că suprafaţa liberă a unui lichid tinde să-şi micşoreze 
aria.  

Aceasta se explică prin faptul că fiecare moleculă din suprafaţa de separaţie este 
atrasă de moleculele vecine, iar rezultanta acestor forţe este îndreptată spre interior. O 
masă oarecare de lichid îşi modifică forma astfel ca la un volum dat să fie suprafaţa 
minimă (de exemplu: forma sferică a picăturilor de apă).Tensiunea superficială σ, este 
devinită prin forţa ce se exercită tangenţial pe unitatea de lungime. Ea modifică 
presiunea în lichid. Pentru a demonstra acest lucru considerăm un element din suprafaţa 
de separaţie, (un dreptunghi curbiliniu) care are laturile dS1 şi dS2 , figura 3. 

 

Se observă că: 
1

1
1

dd
r
S

=α  şi:    
2

2
2 r

dd S
=α  

Proiectând forţele elementare pe normală şi ştiind că 
2

d
2

dsin 11 αα
= şi 

2
d

2
dsin 22 αα

= , obţinem: 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅=⋅⋅

⋅=⋅⋅

1

1
2

1
2

2

2
1

2
1

dd
2

dd2

dd
2

dd2

r
SSS

r
SSS

σασ

σασ
     (1.12) 

Suma acestor două forţe trebuie să echilibreze forţa care rezultă din diferenţa de 
presiune de pe cele două feţe ale suprafeţei de separaţie ∆p: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅⋅=

1

1
2

2

2
121

dddddd
r
SS

r
SSσSS∆p∆F  

După simplificări rezultă: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

21

11
rr

∆p σ       (1.13) 

relaţie care este cunoscută sub denumirea de formula lui Laplace. 
 

Capilaritatea reprezintă consecinţa tensiunii superficiale pentru tuburi subţiri.  
 
 

              
Fig. 4  Tub capilar  
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Dacă introducem în apă un tub de sticlă de diametru mic (sub un milimetru) apa 
udă bine sticla, formând un menisc concav, iar diferenţa de presiune este îndreptată în 
sus, apa urcând în tub până ce diferenţa de nivel z echilibrează această diferenţă de 
presiune, figura 4. 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅−

21
21

11z
rr

σγγ       (1.14) 

unde:  γ1 şi γ2 sunt greutăţile specifice ale apei, respectiv aerului. 
Considerând că suprafaţa meniscului are aproximativ forma unei calote sferice,  
(r1 = r2 = R), relaţia 1.14 devine: 

  ( ) ( ) z
θ

Rzr
⋅−=⋅−= 2121 cos22

γγγγσ  

unde R este raza tubului şi θ este unghiul de contact al apei cu tubul. Neglijând γ2 în 
raport cu γ1, putem scrie că: 

  
θ

γσ
cos2

zR ⋅⋅
=  

iar dacă θ → 0,  obţinem legea lui Jurin întâlnită în fizică: 

  
RgR

hz
⋅⋅

=
⋅

==
ρ

σ
γ
σ 22       (1.15) 

Pentru lichide neaderente (mercurul faţă de sticlă), meniscul este convex iar în 
tubul capilar se formează o denivelare (z < 0). 

Studiul fenomenelor capilare prezintă importanţă în studiul fenomenelor de 
infiltraţii, în măsurători efectuate cu aparate ce cuprind tuburi capilare ş.a. 

 
Absorţia şi degajarea gazelor 
 
Majoritatea gazelor se dizolvă (pătrund prin difuziune) în lichide. Absorţia este un 

proces fizico-chimic şi se produce dacă concentaţia componentelor gazelor este mai 
mare decât cea corespunzătoare lichidului la presiunea şi temperatura respectivă. 
Absorbţia creşte odată cu creşterea presiunii şi scade odată cu creşterea temperaturii. La 
presiune şi temperatură normală în apă se dizolvă 2% gaze în greutate: astfel este 
posibilă viaţa florei şi faunei acvatice. 

Dacă componenta fazei absorbante (lichidul) este mai mare decât cea a fazei 
absorbate (gazul) fenomenul se produce invers şi se numeşte desorbţie. Desorbţia  creşte 
odată cu creşterea presiunii. 

Dacă în anumite porţiuni ale unui lichid în mişcare presiunea scade până la 
valoarea presiunii de vaporizare la temperatura dată se produce vaporizarea lichidului 
însoţit de degajare de gaze dizolvate. Apare fenomenul numit cavitaţie, un fenomen care 
este dăunător pentru maşinile şi instalaţiile hidraulice. 

Bulele de vapori şi de gaz, ajung în zone cu presiuni mai mari şi se recondensează 
producând suprapresiuni şi creşteri de temperatură mari, precum şi zgomote. Această 
ipoteză  nu a putut explica de ce metalele cu rezistenţă mecanică mai mică sunt mai 
rezistente decât metalele cu rezistenţă mecanică mare (de exemplu: bronzul faţă de oţel). 

O altă ipoteză, chimică, explică distrugerea metalelor prin faptul că vaporii şi 
gazele degajate pun în libertate oxigenul atomic, care este foarte activ chimic şi 
corodează metalul. 
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Ipoteza termochimică pune la baza fenomenului temperaturile foarte mari (mii de 
grade) care apar. 

Există şi o ipoteză electrică a fenomenului de cavitaţie, care se bazează pe 
diferenţa de potenţial dintre bulele de gaz şi  lichid. 

Cavitaţia este un fenomen complex, care se aplică prin ansamblul tuturor acestor 
ipoteze. 

Presiunea de vaporizare creşte odată cu temperatura unui lichid şi este mai mare 
pentru aceeaşi temperatură la lichidele volatile, figura 5. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Fig. 5   Variaţia presiunii de vaporizare în funcţie de temperatură 
 
1.5. Proprietăţi specifice gazelor 
 

          Gazele datorită spaţiilor intermoleculare mari sunt fluide mult mai uşoare şi mai 
compresibile decât lichidele. Gazele ocupă prin expansiune tot volumul disponibil 
(coeziunea este neglijabilă). 
          Datorită compresibilităţii accentuate, densitatea variază mult cu presiunea la o 
temperatură dată. Ecuaţia de stare Clapeyron-Mendeleev se exprimă pentru o masă de 
gaz m dată, de volum V: 

p ⋅V = m⋅R⋅T         
sau:   

p = ρ⋅R⋅T      (1.16) 

Înlocuim pe R cu 
µ
ℜ  obţinem: 

    T
µρ
ℜ

=
p  

unde: ℜ  este constanta universală a gazelor perfecte ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Kmol
J31,8 ok

k , iar µ este masa 

molară. 
Gazele care satisfac ecuaţia (1.21) se numesc gaze perfecte. Dacă se ia în consideraţie 

expresia densităţii mp
V

=  ecuaţia (1.20) se scrie sub forma  

mpV mRT T= = ℜ
µ

.                              (1.17) 

În studiul repausului sau al mişcării unui gaz perfect (fără frecări sau şoc) se 
deosebesc următoarele legi de variaţie a densităţii în funcţie de presiune: izocora ρ = 

40

alcool

ap\ 
t (oC)

Pv 

1 at 

0,062 

0 20 60 80 100
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const., izoterma 
ρ
p  = const., adiabata (în care gazele nu schimbă căldură cu mediul 

exterior) k

p
ρ

 = const., unde k este exponentul adiabatic şi politropa n

p
ρ

 = const., unde 

n este exponentul politropic.  
Dacă într-un volum dat se află un amestec de gaze atunci presiunea parţială a 

fiecărui gaz este egală cu presiunea pe care ar exercita-o dacă ar ocupa singur întregul 
volum, iar presiunea totală este egală cu suma presiunilor parţiale (legea lui Dalton). 
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                                     2. STATICA FLUIDELOR 
  
2.1. Definiţia şi obiectul staticii fluidelor 
 
Statica fluidelor studiază echilibrul fluidelor şi acţiunea pe care acestea le exercită 

asupra corpurilor solide cu care vin în contact. 
Într-un fluid în repaus nu apar forţe de viscozitate, ele fiind condiţionate de 

deplasarea relativă a particulelor. Rezultă că în starea de repaus proprietatea de 
viscozitate nu se manifestă şi prin urmare relaţiile din statica fluidelor sunt stabilite 
pentru  fluidele perfecte (pentru fluide incompresibile şi compresibile). 

Un fluid în repaus se manifestă ca un fluid ideal (nevâscos) relaţiile fiind valabile 
şi pentru fluide reale (vâscoase). 

Un fluid în repaus este acţionat de două categorii de forţe, care îl echilibrează: 
forţele masice şi forţele de suprafaţă. 

Forţele masice sunt analoage celor întâlnite în mecanica corpurilor rigide şi se 
datorează prezenţei câmpurilor exterioare. Cele mai obişnuite forţe masice întâlnite sunt 
cele de greutate datorate câmpului gravitaţional exterior masei de fluid considerate. În 
cazul unui repaus relativ (fluidul se află în repaus faţă de un sistem de referinţă mobil 
care execută o mişcare accelerată faţă de un sistem de referinţă fix), pe lângă forţele de 
greutate apar şi forţele de inerţie. 

Forţele de suprafaţă joacă rolul forţelor de legătură din mecanica rigidului. Pentru 
un fluid în repaus forţele de suprafaţă sunt forţe de presiune fiind compresiuni normale 
la elementele de suprafaţă. Pentru a demonstra acest lucru separăm cele două porţiuni A 
şi B ale unui fluid aflat în echilibru prin secţiunea S figura 6. 

 
 
 
 
  Fig. 6  Echilibrul unei particule de fluid 
 
Fiecare dintre cele două porţiuni trebuie să fie în echilibru. Considerând echilibrul 

porţiunii A, putem înlocuim efectul porţiunii B printr-o forţă de suprafaţă care este o 
compresiune. O forţă elementară ∆ F  este normală la elementul de suprafaţă ∆S 
deoarece în cazul în care ar fi înclinată componenta sa tangenţială ar strica echilibrul 
fluidului. 

Prin definiţie presiunea în punctul M este: 

  ( )
S
F

∆S
∆FMp

∆S d
dlim

0
==

→
      (2.1) 

Rezultă că presiunea este în funcţie de coordonatele punctului, valoarea ei nu 
depinde de orientarea arbitrară a secţiunii S care trece prin punctul M. Presiunea într-un 
punct fiind aceeaşi pe orice direcţie, este o mărime scalară. Pentru a demonstra aceasta 
detaşăm din fluidul în echilibru tetraedrul OABC aşa cum rezultă din figura 7. 
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M

∆S
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   Fig. 7  Particulă de fluid în echilibru 
 
Introducem pe feţele tetraedrului forţele elementare de presiune (compresiuni 

normale). Considerăm n  normala la suprafaţa ABC (dirijată spre exteriorul volumului 
de fluid) şi ∆S mărimea acestei suprafeţe. 

Considerăm forţa masică (elementară) unitară ( )ZYX ,,fm şi px, py, pz, pn 
presiunile în lungul axelor de coordonate şi al normalei, ecuaţiile de echilibru pe 
direcţiile axelor sunt: 

 

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+⋅−

=+⋅−

=+⋅−

0
6

cos
2

0
6

cos
2

0
6

cos
2

∆x∆y∆zρZk,n∆Sp∆x∆yp

∆x∆y∆zρYj,n∆Sp∆z∆xp

∆x∆y∆zρXi,n∆Sp∆y∆zp

nz

ny

nx

    (2.2) 

Deoarece: 

( ) ( ) ( )
2

cos
2

cos
2

cos ∆x∆yk,n∆S,∆z∆xj,n∆S,∆y∆zi,n∆S =⋅=⋅=⋅  

rezultă:
333
∆zρZpp,∆yρYpp,∆xρXpp nznynx =−=−=−  

Trecând la limită, tetraedrul tinzând în toate direcţiile (după x,y,z), către punctul 
M obţinem: 

  px = py = pz = pn = p(M) = p(x,y,z)     (2.3) 
Rezultatul este independent de înclinarea feţei ABC, deci presiunea într-un fluid 

în repaus este un scalar. 
 
 
2.2. Ecuaţiile generale ale hidrostaticii  

(ecuaţiile lui Euler pentru statica fluidelor) 
 
Ecuaţiile pentru echilibrul fluidelor se obţin din anularea rezultantei forţelor ce 

acţionează asupra maselor de fluid. Considerăm o particulă fluidă de forma unui 
paralelipiped desprinsă dintr-un fluid aflat în echilibru de dimensiuni dx, dy, dz, şi 
densitate ρ, figura 8. 
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Rezultanta forţelor masice unitare ( ),ZY,X,fm  acţionează în centrul de masă al 
particulei considerate şi are expresia: 

  zyxρffF mmmm ddddd ⋅⋅=⋅=      (2.4) 
şi are componentele:  

dFmx = ρX⋅dxdydz,  dFmy = ρY⋅dxdydz,  dFmz = ρZ⋅dxdydz.   (2.5) 
Forţele de suprafaţă sunt forţe de presiune datorate acţiunii fluidului asupra 

particulei considerate. Ştiind că forţele de presiune sunt proporţionale cu mărimea 
suprafeţelor elementare considerate şi că presiunea este în funcţie de coordonatele 
punctului în spaţiu, p = p (x,y,z), atunci forţele de presiune pe feţele determinate de 
planele sistemului de referinţă se pot exprima astfel: p⋅dydz,  p⋅dxdz,  p⋅dxdy 

 
  Fig. 8  Particulă de fluid în echilibru  
 
La presiunile pe feţele opuse se adaugă creşterile parţiale datorate variaţiilor 

obţinute prin deplasarea în cele trei direcţii, obţinându-se: 

yxz
z
ppz,xy
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pp ddddddddd ⋅⎟
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Condiţia de echilibru după axa Ox va fi: 

 0dddddddd =⋅+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+−⋅ zyxρXzyx
x
ppzyp    (2.6) 

sau: 
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     (2.7)

  
În mod analog s-a calculat după Oy şi Oz. 

După simplificare cu dx,dy,dz, ecuaţiile diferenţiale de echilibru după cele trei axe 
sunt:  

Z
z
pY

y
pX

x
p ρρρ =

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ ,,      (2.8) 
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Cele trei ecuaţii exprimă condiţiile de echilibru ale volumului de fluid considerat, 
între forţele de presiune şi forţele masice. Acestea sunt ecuaţiile generale ale 
hidrostaticii – ecuaţiile cu derivatele parţiale de ordinul I, stabilite de Euler pentru 
echilibrul fluidului. A găsi condiţia de integrabilitate a acestui sistem înseamnă a 
preciza condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească forţa masică unitară mf (X,Y,Z) 
pentru ca sub acţiunea sa fluidul să rămînă în echilibru. 

Multiplicăm cele trei ecuaţii, respectiv prin dx, dy, dz, le adunăm şi obţinem: 

 ( )zZyZxXρz
z
py

y
px

x
p dddddd ++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂    (2.9) 

Membrul stâng al egalităţii reprezintă diferenţiala totală a presiunii p, astfel putem 
scrie:   

dp = (X⋅dx+Y⋅dy+Z⋅dz)       (2.10) 
Ecuaţia reprezintă expresia variaţiei de presiune între două puncte ale unui fluid 

situate la distanţa elementară ds care are proiecţiile dx, dy, dz. 
Deoarece membrul stâng al egalităţii este o diferenţială totală, expresia are sens 

dacă paranteza din membrul drept este o diferenţială totală a unei funcţii de x, y ,z în 
acelaşi domeniu. 

Considerăm o funcţie scalară U(x,y,z) uniformă în domeniul dat. 
Dacă componentele forţei masice unitare X, Y, Z pot fi exprimate ca derivate 

parţiale ale funcţiei U în raport respectiv cu x, y, z, putem scrie: 

  
z
UZ

y
UY,

x
UX

∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=     (2.11) 

sau: gradUfm −=          (2.12) 
unde U reprezintă potenţialul forţelor masice exterioare. 

Aceasta reprezintă condiţia necesară şi suficientă pentru ca un câmp de forţe 
masice unitare să determine echilibrul unui fluid, adică trebuie să fie potenţial. Spre 
exemplu, câmpul gravitaţional este potenţial deci sub acţiunea sa un fluid poate fi în 
echilibru. 

 
2.3. Legea fundamentală a hidrostaticii 

 
Dacă înlocuim în relaţia (2.10), expresiile din relaţia (2.11), obţinem: 
  dp + ρ ⋅dU = 0        (2.13) 

iar prin integrare: 
  p + ρ ⋅U = Ct        (2.14) 
care reprezintă legea fundamentaală a hidrostaticii. O remarcă generală este: dacă un 
fluid se află în repaus faţă de un sistem de referinţă fix (sau sistem inerţial) singurele 
forţe masice care apar în fluid sunt forţele de greutate (create de câmpul gravitaţional); 
în cazul unui echilibru relativ apar în plus şi forţele de inerţie. 

 
Consecinţele legii fundamentale a hidrostaticii 
1) Dacă în ecuaţia (2.10), considerăm dp = 0, (p = ct), se obţine X⋅dx+Y⋅dy+Z⋅dz 

= 0 (deoarece ρ ≠ 0), care reprezintă ecuaţia diferenţială a suprafeţelor de egală 
presiune, numite şi suprafeţe izobare. 

Definim suprafaţa echipotenţială locul geometric al punctelor în care potenţialul 
forţelor masice este constant. 
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Dacă fluidul este incompresibil (ρ = ct), pentru U = Ct se obţine       p = ct, deci 
într-un fluid în repaus absolut suprafeţele echipotenţiale sunt şi izobare. 

2) Din relaţia (1.13) rezultă că forţa masică ce acţionează asupra unei particule 
fluide este normală la suprafaţa echipotenţială (izobară) ce trece prin punctul de 
aplicaţie al forţei şi este îndreptată în sensul scăderii potenţialului, deci în sensul 
creşterii presiunii. 

3) Suprafeţele echipotenţiale nu se intersectează deoarece presiunea fiind un câmp 
scalar este unică într-un punct după orice direcţie şi deci în punctul respectiv nu pot 
exista două potenţiale egale. 

4) O suprafaţă izobară este şi izodensă (ρ = ct); afirmaţia este evidentă pentru un 
fluid incompresibil la care ρ = ct în toată masa deci şi pe suprafaţa izobară. 

5) Temperatura pe o suprafaţă echipotenţială este constantă deoarece p şi ρ fiind 
constante din ecuaţia lui Clapeyron-Mendeleev rezultă: 

   ct
R
pT ==
ρ

.        (2.15) 

6) Suprafaţa de separaţie dintre două fluide imiscibile cu densităţile ρ1 ≠ ρ2 este 
echipotenţială; de asemenea şi dintre un lichid şi un gaz. Considerând că între două 
puncte infinit vecine ale acestei suprafeţe diferenţa de presiune este aceeaşi, indiferent 
în ce fluid este calculată: UρUρp 21 ddd −=−= . Rezultă că:   

  ( ) 0d21 =⋅− Uρρ        (2.16) 
de unde: dU = 0, deci U = ct. 

7) Dacă forţele masice sunt neglijabile în raport cu cele de presiune presiunea în 
fluid este constantă. 

În acest caz, dacă 0=mf  rezultă din relaţia (2.11) că U = ct, deci conform relaţiei 
(2.14), p = ct (conform primei consecinţe). Rezultă că dacă într-o zonă a fluidului are 
loc o suprapresiune ∆p aceasta se transmite în toată masa fluidului. Această consecinţă 
poartă numele de “principiul ”  lui Pascal. 

 
 
2.4. Ecuaţia generală a hidrostaticii în câmp gravitaţional 
 
Particularizăm componentele forţei masice unitare pentru câmpul gravitaţional X 

= 0, Y = 0 şi Z = - g.  
Rezultă că: kgfm −=         (2.17) 

Integrând obţinem: ( )∫ +=−−=
)(

d
D

CgzzgU      (2.18) 

Ecuaţia fundamentală a hidrostaticii devine,CUP
=+

ρ
 CgkP

=+
ρ

sau 

lCzp =⋅+ γ .  Putem scrie relaţia sub forma:  

  ctzp
=+

γ
        (2.19) 

în care termenii au dimensiuni de lungime. 
Considerând un fluid în repaus absolut, figura 9 putem scrie relaţia (2.19) pentru 

două puncte ale fluidului A şi B: 
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  B
B

A
A zpzp

+=+
γγ

   Ştiind că pA= po relaţia devine: 

  pB = p = po + γ (zA- zB) = po + γ⋅h     (2.20) 
Se observă că presiunea creşte liniar cu adâncimea. Unghiul pe care îl face 

graficul cu verticala este:  

  λγγλθ =
⋅

⋅=
H

Htg        (2.21)  

deci tg θ este proporţională cu γ, λ fiind un coeficient ce rezultă în raport de scările 
alese. 

 Fig. 9  Distribuţia de presiuni într-un lichid în repaus 
 
În cazul mai multor lichide imiscibile în repaus  ele se aşează în ordinea 

greutăţilor lor specifice, fig. 10. 

 Fig. 10  Distribuţia de presiuni în cazul a trei lichide imiscibile 
 
z = ct rezultă p = ct. 
Într-un lichid în repaus planele orizontale sunt plane izobare. De aici două 

consecinţe: 
- suprafaţa liberă a lichidelor este orizontală (principiul vaselor comunicante) 
- suprafaţa de separaţie dintre două lichide imiscibile este un plan orizontal. 
 
2.5. Echilibrul relativ al lichidelor 
 
Asupra unui lichid aflat în echilibru relativ faţă de un sistem de referinţă ce se 

mişcă accelerat în raport cu un sistem fix, acţionează forţe masice de greutate şi forţe 
masice de inerţie. Notăm forţele masice absolute (de greutate) cu ( )ZYXfm ,,  şi forţe de 
inerţie unitare cu ( )iiii ZYXf ,, , rezultă: 

  Ugradff im −=+  
unde U este potenţialul forţelor masice, sau: 

 

z = 0 

P0 P0 P 

P0+ γ(zA-zB)
θ

B

A 

H 

γH

h 

zB 

zA 

 

h1  

h2  

h3  

γ1  

γ2  

γ3  

θ1 

θ2 

θ3 

P0  P γ1 < γ2 < γ3 
P0 + γ1⋅ h1 

P0 + γ1⋅ h1 + γ2 ⋅h2 

P0 + γ1⋅ h1 + γ2 ⋅h2 + γ3 ⋅h3 
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z
UZZ

y
UYY

x
UXX iii ∂

∂
−=+

∂
∂

−=+
∂
∂

−=+ ,,     (2.22) 

Pentru deducerea ecuaţiei suprafeţei libere unde p = po, din ecuaţia de echilibru 
CUp =+ ρ  rezultă: 

 U(x,y,z) = Cl         (2.23) 
Rezolvarea unei probleme de echilibru relativ necesită parcurgerea următoarelor 

etape: 
- se alege un sistem de axe legat de vasul în care se găseşte lichidul; 
- se determină acceleraţia (forţa de inerţie unitară) pentru o particulă de fluid, în 

funcţie de coordonatele  sale: ( )zyxafi ,,−=  şi forţa de greutate unitară 
gfm = ; 

- se determină potenţialul U cu expresia:        
( ) ( ) ( )∫ +++++−= zZZyYYxXXU iii ddd ; 

- în relaţia (2.23), constanta Cl se determină din condiţia ca volumul în echilibru 
absolut să fie acelaşi cu cel din echilibrul relativ; 

- se determină repartiţia presiunilor pe pereţii vaselor. 
 

 
2.6. Acţiunea fluidelor în repaus pe pereţi solizi 
 
Acţiunea fluidelor asupra unui perete solid cu care este în contact se calculează 

însumând forţele elementare de presiune: 
  SnpFp dd ⋅−=        (2.24) 

unde n  este normala la suprafaţa elementară dS a peretelui orientat spre fluid. 
Dacă suprafaţa este oarecare, forţele elementare de presiune sunt oarecare în 

spaţiu şi efectul lor este un torsor format de rezultanta forţelor şi momentul rezultant în 
raport cu originea sistemului ales: 

  ∫−=
S

p SnpF d        (2.25) 

∫−=
S

o SnxprM d        (2.26) 

Considerând că se cunoaşte repartiţia de presiuni din starea de repaus a fluidului, 
vom analiza starea de echilibru absolut. 

 
2.5.1. Acţiunea fluidelor în repaus pe suprafeţe plane 
 
Normala  n  în acest caz este constantă şi deci forţele de presiune sunt paralele şi 

de acelaşi sens: 
  ∫−

S
p SpnF d         (2.27) 

Rezultanta este o forţă normală la suprafaţă, orientată dinspre fluid spre perete: 
  ∫=

S
o SprxnM d        (2.28) 
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Considerăm că rezultanta forţelor de presiune are punctul de aplicaţie în C, numit 
şi centrul de presiune, momentul rezultantei este: 

  ∫==
S

CpC
l
o SprxnFxrM d       (2.29) 

Conform teoremei lui Varignon pentru sisteme de forţe paralele cele două 
momente sunt egale: l

oo MM =        (2.30) 

rezultă: 
∫

∫
=

S

d

d

Sp

Spr
r S

C         (2.31) 

Relaţia (2.31) reprezintă expresia vectorului de poziţie al centrului de presiune. 
 

a. Acţiunea unui fluid uşor în repaus pe o suprafaţă plană 
 
În acest caz presiunea este constantă şi rezultă: 

  
pSF

pSnSpnF

p

S
p

=

−=−= ∫ d
      (2.32) 

  G

S

S
C r

S

Sr
r ==

∫

∫
d

d
       (2.33) 

Acţiunea unui fluid uşor în repaus pe o suprafaţă plană este o forţă normală la 
suprafaţă, de mărime pS, care se aplică în centrul de greutate al suprafeţei. 

 
b. Acţiunea unui fluid greu în echilibru pe o suprafaţă plană 
 
Considerăm un vas cu un perete înclinat şi alegem un sistem de axe convenabile 

conform figurii 12. În cazul fluidului greu presiunea este        p = γ⋅h 
 

 Fig. 12  Acţiunea unui lichid pe un perete plan înclinat 
 

∫ ∫∫ −=−=−=
S SS

p SynSynShnF dsindsind αγαγγ    (2.34) 
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unde: ∫
S

Sy d  este momentul static al ariei S în raport cu axa x şi putem scrie: 

  SySy G
S

⋅=∫ d          (2.35) 

deci:      ( ) ShnSynF GGp ⋅⋅−=−= γαγ sin       (2.36) 
Rezultanta foţelor de presiune este normală la suprafaţă şi are valoarea egală cu 

greutatea unui cilindru de lichid având aria secţiunii egală cu S şi înălţimea egală cu 
adâncimea centrului de greutate al suprafeţei S. 

Poziţia centrului de presiune se determină în modul următor: 

 
Sy

Syr

Sy

Syr

Sy

Syr

Sh

Shr
r

G

S

S

S

S

S

S

S
C ⋅

====
∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫ d

d

d

dsin

dsin

d

d

α

α

γ

γ
 

Rezultă coordonatele centrului de presiune C, punctul de aplicaţie a forţei Fp: 

  
Sy

Sxy
x

G

S
C

∫
=

d
   şi   

Sy

Sy
y

G

S
G

∫
=

d2

     (2.37) 

unde xy
S

ISxy =∫ d este momentul de inerţie centrifugal al ariei S şi x
S

ISy =∫ d2  este 

momentul de inerţie al ariei S faţă de axa x. 

Rezultă:  
Sy

Iy
Sy

I
x

G

x
C

G

xy
C ==       (2.38) 

Dacă alegem convenabil sistemul de axe (axe de simetrie), Ixy = 0 deci şi xC = 0. 
Putem aplica teorema lui Steiner: 
  SyII G

l
xx ⋅+= 2        (2.39) 

de unde: 
Sy

I
yy

G

l
x

GC +=        (2.40) 

În cazul în care pe suprafaţa liberă a lichidului se exercită o presiune relativă p1 
formulele stabilite sunt valabile dacă sistemul de referinţă se alege cu Ox la nivelul 

presiunii atmosferice, deci la înălţimea 
γ

1
1

Ph = . 

Dacă peretele de suprafaţă S este orizontal C coincide cu G şi presiunea este 
constantă pe toată suprafaţa. 

În cazul fundului unui rezervor presiunea are mărimea γSH, unde S este aria 
secţiunii, H este înălţimea lichidului şi nu depinde de forma vasului, figura 13. 

 
 
 
 
 
 
   

Fig. 13  Paradox hidrostatic 
 

H 
S S S S
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Este un paradox hidrostatic deoarece forţa de presiune în mod aparent ar trebui să 
fie egală cu greutatea lichidului din fiecare vas. 

 
 
2.6.2. Acţiunea fluidelor în repaus pe suprafeţe curbe deschise 
 
Torsorul forţelor de presiune poate fi echivalat cu un sistem de trei ecuaţii: 

 

( )
( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=⋅=

−=−=⋅=

−=−=⋅=

xoypp

xozpp

yozpp

SpSknpkFF

SpSjnpjFF

SpSinpiFF

z

y

x

dd,dd

dd,dd

dd,dd

     (2.41) 

unde: xoyzozyoz SSS d,d,d  sunt proiecţiile elementului de suprafaţă dS al peretelui 
respectiv pe planele yoz, zox, xoy. 

Rezultă:   

∫∫∫ −=−=−=
xoy

z

zox

y

yoz

x

S
xoyp

S
zoxp

S
yozp SpFSpFSpF d;d;d        (2.42) 

Suportul forţei 
xpF  trece prin centrul de presiune Cl, respectiv 

ypF  prin Cll şi 

zpF prin Clll, vectorii de poziţie fiind determinaţi cu relaţiile: 

∫

∫

∫

∫

∫

∫
===

xoy

xoy
lll

zox

zox
ll

yoz

yoz
i

S
xoy

S
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C

S
zox

S
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C

S
yoz

S
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C Sp
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r
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r

Sp

Spr
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d

;
d

d
;

d

d

   (2.43) 

Forţele care înlocuiesc torsorul trec prin centrele de presiune ale  proiecţiilor 
suprafeţei curbe ale peretelui pe planele de coordonate. 

 
a) Acţiunea fluidelor uşoare în repaus pe pereţi curbi deschişi 
 
În acest caz p = ct., deci putem scrie:   
 xoypzoxpyozp pSFpSFpSF

zyx
−=−=−= ;;     (2.44) 

respectiv: 

 lllllllllll
yoz

l GCGCG

S
yoz

C
rrrrr

S

Sr

r ====
∫

;;

d

    (2.45) 

Forţele echivalente cu torsorul sunt paralele cu axele de coordonate şi trec prin 
centrele de greutate ale proiecţiilor suprafeţei pe planele de coordonate. 

 
 
b) Acţiunea fluidelor grele în repaus pe suprafeţe curbe deschise 
 
Considerăm o curbă deschisă ABCD pe care o proiectăm pe planele triedrului 

triortogonal Oxyz, figura 14. 
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 Fig. 14 Acţiunea unui fluid asupra unei suprafeţe curbe deschise 
 
Presiunea fluidului la înălţimea z este p = γ⋅z, în acest caz rezultând: 
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     (2.46) 

respectiv: 

( )Vr
V

Vr

S
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r

S

Szr
r

S

Szr

r

G
S

xoyG

xoy

C

zoxG

zox

C
yozG

yoz

C

xoy

lll

xoy
lll

ll

zox
ll

l

l

===

==

∫∫

∫∫

d

z

d

z

d
;

z

d

S
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          (2.47)     

În concluzie, efectul este un torsor înlocuit nu un sistem de trei forţe în general 
neconcurente şi paralele cu axele de coordonate. 

Forţele orizontale se determină analog cu cele exercitate de un lichid pe pereţi 
plani, unde se înlocuieşte suprafaţa cu proiecţia suprafeţei curbe. 

Forţa verticală este egală cu greutatea lichidului cuprins între suprafaţa peretelui 
curb şi planul xOy şi trece prin centrul de grreutate al acestui volum. 

 
2.7. Acţiunea fluidelor în repaus pe suprafeţe curbe închise 
 
Ştim că proiecţia unei suprafeţe curbe închise pe un plan este nulă. Considerăm 

planul P cu normala sa N şi o suprafaţă curbă închisă S, figura 15. 
Proiecţia suprafeţei elementare dS pe un plan este: ( )NnSS p ,dd =  
Proiecţia totală este: 
  ∫∫ ==⋅=

VS
p VNdivSnNS 0dd      (2.48) 
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 Fig. 15  Proiecţia unei curbe închise pe un plan 
 

unde s-a aplicat formula lui Gauss de transformare a integralei de suprafaţă în integrală 
de volum, ( )0=Ndiv . 
 

a) Acţiunea fluidelor uşoare în repaus pe suprafeţe curbe închise 
 
Ţinând cont că Syoz = Szox = Sxoy = 0, rezultă că: 
  0===

zyx ppp FFF        (2.49) 

Acţiunea fluidului nu este totuşi nulă, el dezvoltând tensiuni unitare în peretele 
solid al rezervoarelor. Acest calcul este necesar pentru dimensionarea rezervoarelor. 

 
b) Acţiunea fluidelor grele în repaus pe suprafeţe curbe închise 
 
Considerăm o suprafaţă curbă închisă aflată în fluid şi un sistem de referinţă cu 

planul x0y situat pe suprafaţa liberă, figura 16. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Fig. 16  Acţiunea fluidelor grele asupra suprafeţelor curbe închise 
 
Ţinând cont de faptul că proiecţiile suprafeţei curbe sunt nule, rezultă: 
  0==

yx pp FF  

Pentru determinarea forţei 
zpF , considerăm suprafaţa dată secţionată de un plan 

paralel cu xOy şi formată astfel din două suprafeţe deschise ACB şi BDA. Forţa de 
presiune pe porţiunea superioară este îndreptată în jos l

pF , respectiv pe porţiunea 

inferioară în sus, ll
pF . 

kVFVVVFFF
zz p

cil
ADB

cil
ACB

ll
p

l
pp ⋅⋅−=⋅−=⋅−⋅=−= γγγγ   ;    (2.50) 

Această forţă trece prin centrul de greutate al volumului V. 
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Un corp scufundat într-un lichid este supus unei forţe verticale portante egală cu 
greutatea volumului de lichid dezlocuit de corp şi trece prin centrul de greutate al 
volumului conform principiului lui Arhimede. 

Trebuie făcută remarca că această forţă este o forţă de suprafaţă (de presiune) şi 
este exprimată prin produsul dintre γlichid şi volum; nu este o forţă masică. 

Principiul lui Arhimede este valabil şi pentru gaze, dar datorită greutăţii specifice 
mici a gazelor este sesizată doar la corpuri solide cu greutăţi specifice mici cum ar fi 
dirijabilele. 

Forţa portantă poate fi determinată şi direct integrând forţele de presiune pe 
suprafaţa închisă S: 

∫∫ −=−=
V

p VgradpSnpF dd
S

     (2.51) 

Ştim că:  p = γ⋅z + po      deci: kgradp ⋅= γ    
rezultă: ∫ ⋅⋅−=⋅−=

V
p kVVkF γγ d       (2.52) 

Principiul lui Arhimede rămâne valabil şi pentru corpuri parţial scufundate în 
fluid, figura 16. 

  Fig. 16  Corp parţial scufundat în lichid 
 

Suprafaţa este închisă S = Sl + Sll, So fiind aria delimitată de corp din suprafaţa liberă a 
lichidului. Pe cele două suprafeţe Sl şi Sll acţionează presiunile p = po + γ⋅z, respectiv po. 

( )∫ ∫ ∫ ∫ ⋅−−=−+−=
l ll lS S S S

oozop SnzSpnSpnSpnF dddd γγ    (2.53) 

Integrala ∫
S

o Spn d  este nulă.Pe suprafaţa liberă a lichidului z = 0, deci şi pe So. Putem 

aduna la Fp termenul ∫ ⋅
oS

Snz d , obţinând: 

 kVVgradzSnzF o
VSS

p

oo
l

⋅⋅−=−=⋅−= ∫∫
+

γγγ dd     (2.54) 

unde Vo este volumul de lichid dezlocuit de corp numit şi volum de carenă. 
         Principiul lui Arhimede poate fi stabilit şi pentru un corp scufundat în două lichide 
imiscibile, figura 17, cu greutăţi specifice 21 γγ < , în repaus.  

Presiunea în lichidul cu γ1, pentru z < h este: 
  ( ) zpzp o ⋅+= 11 γ        (2.55) 
Presiunea în lichidul cu γ2, pentru z > h este: 
  ( ) ( )hzhpzp o −++= 212 γγ       (2.56)  
Pentru suprafaţa de separaţie (z = h), cele două presiuni sunt egale: 

 p1(h) = p2(h). 
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 Fig. 17. Acţiunea fluidelor grele asupra suprafeţelor curbe închise 
 
Rezultanta forţelor de presiune ce acţionează asupra corpului este: 
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121
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adunăm şi scădem forţa:  ohS1γ . 

Rezultă:  ( )[ ]∫ ∫
+ +

−−−⋅−=
o

l
o

llSS SS
p ShzhnSznF dd 211 γγγ     (2.57) 

Deci forţa portantă este suma forţelor portante parţiale şi are modulul egal cu 
suma greutăţilor volumelor de lichid dezlocuite. 

Dacă volumele Vl şi Vll au centrele de greutate Gl şi Gll, forţa portantă trece printr-
un punct G situat pe dreapta GlGll, între segmente fiind stabilită relaţia: 

  
11

22

1
V
V

F
F

GG
GG

p

p
ll

l
z

γ
γ

==        (2.58) 

Rezultatul se poate extinde pentru mai multe lichide imiscibile. 
 
2.8. Plutirea corpurilor 
 
Asupra unui corp cufundat într-un lichid acţionează forţa de greutate: 

 Fg = γmV  
unde γm este greutatea specifică a corpului şi forţa portantă γ⋅Vc, unde γ este greutatea 
specifică a lichidului şi Vc volumul de carenă (volumul de lichid dezlocuit). 

Dacă γm > γ, corpul se scufundă, deoarece Fg > Fp. Dacă γm = γ corpul rămâne în 
echilibru indiferent, ceea ce corespunde plutirii scufundate (plutire submarină). Cazul 
cel mai important este acela când γm < γ, deci Fg = Fp, când corpul pluteşte la suprafaţa 
lichidului şi creează un volum de carenă, Vc = V. 

Rezultă:  γmV = γVc             (2.59) 
Un astfel de corp liber scufundat parţial în lichid se numeşte plutitor. 
Dacă un vas are anumite încărcări, acestora le corespunde mai multe carene 

(porţiunea din corp care este scufundată şi creează volumul de carenă) cuprinse între 
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carena minimă pentru vasul gol şi carena maximă corespunzătoare vasului încărcat la 
limită. 

Centrul de greutate C al volumului de carenă, în care se aplică forţa portantă se 
numeşte centru de carenă. Pentru diferite înclinări ale plutitorului, la această greutate 
Fg, carenele au acelaşi volum, conform condiţiei de echilibru, formele lor fiind în 
general diferite (cu excepţia plutitorului omogen sferic) însă poziţia centrului de carenă 
se schimbă. 

Cele două forţe care echilibrează un plutitor în poziţia normală de plutire au 
acelaşi suport. În cazul unei înclinări provocate de perturbaţii exterioare poziţia 
centrului de carenă se modifică, din C se mută în Cl, figura 18.a.  

Cele două forţe nu au acelaşi suport şi formează un cuplu de forţe, care tinde să 
readucă plutitorul în poziţia normală, deci plutirea este stabilă. În aplicaţiile plutirii 
corpurilor se pune în general problema căutării condiţiilor necesare pentru o plutire 
stabilă în cazul unor perturbaţii care nu  
depăşesc anumite limite. 

Definim planul de plutire planul suprafeţei libere a lichidului, iar linia de plutire 
curba de intersecţie a plutitorului cu planul de plutire. Aria figurii plane mărginită de 
linia de plutire se numeşte arie de plutire. 

Raportăm plutitorul la un sistem de axe astfel încât planul xOy să conţină centrul 
de greutate G şi centrul de carenă C, corespunzător poziţiei normale de plutire, axa Oz 
unind punctele C şi G. Axa Oz este axă de plutire şi este solidară cu plutitorul. 

Axa Oy este de obicei axă longitudinală a plutitorului şi se numeşte axă de 
înclinaţie. Adâncimea maximă a plutitorului sub linia de plutire se numeşte pescaj (h), 
figura 18. b. 

Vericala forţei portante care trece prin centrul de carenă corespunzător punctului 
înclinat Cl, intersectează axa de plutire în punctul M, numit şi metacentru. 
          Când plutitorul tinde să revină în poziţia verticală, metacentrul tinde către un 
metacentru principal Mo. Poziţia metacentrului faţă de centrul de greutate al plutitorului 
depinde de echilibrul plutirii. 
 

 
   Fig. 18  Plutirea corpurilor 
  a. plutitor înclinat; b. plutitor în poziţia de echilibru 
 

          Echilibrul este stabil atunci când metacentrul se află deasupra centrului de 
greutate, GM > 0. 
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          Echilibrul este instabil atunci când metacentrul se află sub centrul de greutate, 
GM < 0. 
          Echilibrul este indiferent atunci când M coincide cu G, GM = 0. 
          Distanţa dintre punctul metacentric M şi centrul de carenă, pentru poziţia verticală 
al plutitorului poate fi determinată conform teoremei metacentrului cu relaţia: 

  
c

g
y

M V
I

C =       (2.60) 

unde g
yI  este momentul de inerţie al ariei de plutire calculat faţă de axa de înclinaţie Oy, 

care trece prin centrul de greutate al ariei de plutire. 
Condiţia de stabilitate a plutirii, poate fi scrisă şi altfel: 

 GM > 0  sau CM –  CG > 0  sau  0>−CG
V
I

c

g
y   (2.61) 
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3. CINEMATICA FLUIDELOR 
 
3.1. Noţiuni specifice 
 
Cinematica studiază mişcarea fluidelor fără să considere forţele care acţionează 

asupra lor determinând mişcarea, efectuând un studiu geometric al acesteia. De aceea, 
studiile cinematicii fluidelor sunt valabile atât pentru fluide ideale cât şi pentru cele 
reale. 

Cinematica fluidelor are la bază ipoteza continuităţii, caracterizată de parametrii 
care sunt funcţii de timp şi de punct, continue şi derivabile. Ca metodă de lucru, 
considerăm că masa de fluid este formată dintr-un număr foarte mare de particule fluide, 
analoage punctelor materiale din mecanica solidului. 

Studiul cinematic al mecanicii fluidelor constă în determinarea traiectoriilor, 
vitezelor şi acceleraţiilor particulelor de fluid. Se pot utiliza două metode.  

Prima metodă care poartă denumirea Lagrange, studiază mişcarea fiecărei 
particule de fluid în raport cu un sistem fix Oxyz, poziţia unei particule depinzând de 
timp şi de coordonatele poziţiei iniţiale xo, yo, zo, corespunzătoare timpului iniţial to: 

( ) ( ) ( )tzyxzztzyxyytzyxxx ,,,;,,,;,,, 000000000 ===        (3.1) 
Componentele vitezei şi acceleraţiei se determină cu relaţiile: 
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= ;;         (3.2) 

  

 2

2

2

2

2

2

;;
t
z

t
wa

t
y

t
va

t
x

t
ua zyx ∂

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=    (3.3) 

Această metodă este mai rar întâlnită şi este necesară când se studiază mişcarea 
unei particule individualizate. 

A doua metodă, metoda Euler, studiază câmpul vitezelor în punctele spaţiului 
ocupat de fluidul în mişcare şi variaţia acelor viteze în funcţie de timp. Câmpul vitezelor 
este dat de relaţiile: 

 ( ) ( ) ( )tzyxwwtzyxvvtzyxuu ,,,;,,,;,,, ===     (3.4) 

sau ( )trVV ,= , unde x, y, z reprezintă coordonatele punctelor spaţiului şi nu ale 
particulei fluide ca în cazul metodei precedente. Metoda Euler este mai simplă şi 
utilizează teoria câmpurilor ca aparat matematic de studiu. 

Componentele vitezelor se determină prin derivarea totală a funcţiilor x = x(t),       
y = y(t), z = z(t): 

  
t
zw

t
yv

t
xu

d
d;

d
d;

d
d

===      (3.5) 

Traiectoria particulelor se obţine din integrarea ecuaţiilor precedente: 
 ( ) ( ) ( )tzyxzztzyxyytzyxxx ooooooooo ,,,;,,,;,,, ===        (3.6) 

unde xo, yo, zo sunt constantele de integrare şi reprezintă coordonatele particulei la 
momentul iniţial to. 

Pentru determinarea câmpului acceleraţiilor derivăm pe u, v, w, ţinând cont că 
sunt funcţii de x, y, z şi de t, utilizând regula de diferenţiere totală: 
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Pentru componentele acceleraţiei obţinem următoarele expresii: 
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    (3.7) 

Înmulţind relaţiile cu i , respectiv cu j  şi k  versorii axelor de coordonate şi 
adunând, obţinem: 
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deci acceleraţia este derivata totală a vitezei. Se observă că această derivată totală este 

formată din acceleraţia locală 
t

V
∂
∂  şi acceleraţia convectivă (de antrenare): 

   ( ) VV
z
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y
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x
Vu ⋅∇⋅
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+
∂
∂ :sau . 

Acceleraţia locală reprezintă variaţia vitezei în puncte fixe în spaţiu şi este 
caracteristică mişcărilor nepermanente (coordonatele punctelor sunt considerate ca 
invariabile). În mişcarea permanentă acceleraţia locală  este nulă.  

Câmpul acceleraţiilor se poate exprima în coordonate carteziene şi sub altă formă 
echivalentă: 
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   (3.9) 

iar forma vectorială este: 

  VVrotVgrad
t
Va x

2

2

++
∂
∂

=      (3.10) 

Expresia vectorială pune în evidenţă partea potenţială, 
2
Vgrad  şi partea 

rotaţională, VVrot x  a acceleraţiei consecutive. 
Cinematica fluidelor operează cu noţiuni specifice mişcării fluidelor. 
Curentul de fluid este o masă de fluid în mişcare. 
Linia de curent este linia curbă care urmărind direcţia de curgere este tangentă la 

vectorii viteză ai particulelor care la un moment dat coincid cu punctele de pe curba 
respectivă, figura 19. În general linia de curent nu este identică cu traiectoria. 

În cazul mişcărilor nepermanente liniile de curent îşi modifică forma în timp, iar 
în cazul mişcărilor permanente, când vectorii de viteză au poziţii fixe în fiecare punct 
din spaţiu, liniile de curent coincid cu traiectoriile şi rămân aceleaşi în orice moment. În 
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general, liniile de curent nu se intersectează (o particulă nu poate avea două viteze 
diferite) decât în cazul unor puncte critice.  

 
 
 
 
 

  Fig. 19  Linie de curent 
 

Ecuaţiile diferenţiale ale liniilor de curent se obţin din condiţia ca vectorul d r = 
(dx, dy, dz) să fie paralel cu vectorul viteză, adică: 

  
w
z

v
y

u
xrV ddd:sau0xd ===      (3.11) 

În cazul mişcărilor permanente vizualizarea traiectoriilor se poate realiza prin 
introducerea de suspensii fine în fluid. 

Tubul de curent este suprafaţa tubulară formată de liniile de curent, care trec la un 
moment date prin toate punctele unei curbe închise. În mişcarea permanentă, tubul de 
curent îşi păstrează în timp forma şi dimensiunile. 

Firul de curent este fluidul din interiorul unui tub de curent elementar (cu secţiune 
transversală foarte mică), care materializează o linie de curent. 

Secţiunea transversală a unui tub de curent (secţiunea vie) este suprafaţa normală 
pe toate liniile de curent care o străbat limitată de tub. 

Perimetrul udat este lungimea conturului secţiunii transversale a unui tub de 
curent, mărginită de pereţi rigizi. 

Raza hidraulică este raportul dintre aria secţiunii transversale şi perimetrul udat:

 
P
AR =         (3.12) 

Debitul unui curent de fluid printr-o suprafaţă S este fluxul vectorului viteză V, 
prin această suprafaţă, şi reprezintă limita raportului dintre volumul ∆V care trece prin 
suprafaţa S într-un interval de timp ∆t, când aceasta tinde la 0, figura 20. 
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VQ ddlim

0
     (3.13) 

Debitul se poate defini şi ca volumul de fluid care trece printr-o suprafaţă în 
unitatea de timp.  

În afara acestui debit numit şi debit volumic, se mai definesc debitul masic 
Qm=ρ⋅Q şi debitul gravific Qg=γ⋅Q. 

  Fig. 20  Suprafaţa S faţă de care calculăm debitul 
 
Circulaţia vitezei V de-a lungul unei curbe oarecare este: 
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În cazul în care curba este închisă C, atunci circulaţia vitezei poate fi exprimată cu 
ajutorul unei integrale de suprafaţă, S fiind o suprafaţă oarecare care se sprijină pe curba 
C, (teorema lui Stokes): 

  ∫∫∫ ==Γ
S

SnVrotsV dd
C

      (3.15) 

Vârtejul unei particule de fluid este vectorul definit prin relaţia: 
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şi reprezintă viteza unghiulară medie de rotaţie a particulei în jurul unei axe ce trece 
prin centrul ei de greutate. Componentele sale sunt: 
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Linia şi tubul de vârtej sunt noţiuni analoage cu cele definite anterior, în care se 
înlocuieşte vectorul .cu ωV  

Tipuri de mişcări specifice fluidelor 
Mişcările fluidelor se pot clasifica după diferite criterii. Din acestea menţionăm: 
- după modul de variaţie în timp a parametrilor mişcării, pot fi permanente 

(viteza, presiunea, densitatea sunt constante în timp) şi nepermanente, când parametrii 
sunt în funcţie de timp; 

- după modul de desfăşurare a mişcării în lungul curentului se deosebesc mişcări 
uniforme (liniile de curent sunt paralele şi rectilinii) şi neuniforme, când liniile de curent 
au o formă oarecare, de-a lungul cărora vitezele variază ca mărime şi direcţie; 

- după câmpul vitezelor se deosebesc mişcări potenţiale, când există o funcţie ϕ, 
numită funcţie de potenţial, astfel încât ϕgradV =  (aceste mişcări se mai numesc şi 
mişcări irotaţionale 0=⋅= ϕgradrotVrot ) şi mişcări nepotenţiale sau rotaţionale; 

- după structura fizică a curgerii unui fluid real sunt mişcări laminare care se 
produc la viteze relativ mici şi în care straturile se mişcă paralel unele cu altele şi 
mişcări turbulente la care particulele diferitelor straturi se amestecă între ele şi se 
deplasează după traiectorii neregulate. 

 
3.2.  Mişcarea unei particule fluide 
 
Mişcarea unui fluid este mult mai complicată decât mişcarea unui rigid solid (care 

poate fi descompusă într-o mişcare de translaţie şi o rotaţie în jurul unei axe instantanee 
de rotaţie) deoarece fiecare particulă de fluid suferă o translaţie, o rotaţie şi o 
deformaţie. 

Considerăm o particulă de fluid, figura 21. 



Cinematica fluidelor                                                                                                                                       
_____________________________________________________________________________________ 

41

z

x 
y

rr d+

r

V

rd
M

rotV

Ml

V
lV defV

  Fig. 21  Deplasarea unei particule fluide 
 
În punctul M (x,y,z) viteza are componentele u, v şi w, iar într-un punct învecinat M' 
(x+dx,y+dy,z+dz) viteza V' are componentele: 

d d d

d d d

d d d

u u uu u x y z
x y z
v v vv v x y z
x y z
w w ww w x y z
x y z
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     (3.18) 

Dacă adunăm şi scădem la prima ecuaţie termenii y
x
v d

2
1
∂
∂  şi z

x
w d

2
1
∂
∂ , putem s-o 

scriem sub forma: 
1 1d d d
2 2

1 1d d
2 2

u u v u wu u x y z
x y x z x

u w v uz y
z x x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ = + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

              (3.19) 

În mod analog se obţin relaţiile pentru v' şi w'. 
          Se observă că ultimele două paranteze sunt componentele vitezei unghiulare de 
rotaţie, deci ele reprezintă rotaţia particulei. Se notează: 
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      (3.20) 

unde axy = ayx, azx = axz, reprezintă viteze specifice de deformare unghiulară iar axx şi 
analog ayy, azz reprezintă viteze specifice de deformare liniară. 

Cu aceste notaţii ecuaţia (3.19) devine: 
  d d d d dxx xy xz y zu u a x a y a z z yϖ ϖ′ = + + + + −  

componentele v' şi w' se determină în mod analog. 
Pentru determinarea semnificaţiei lui axx se consideră un element de fluid liniar 

AA', paralel cu Ox, de lungime dx, fig. 22. 
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Diferenţa deplasărilor relative ale capătului elementului liniar în intervalul de timp 
dt reprezintă dilatarea sau contractarea acestuia şi este: 

  Fig. 22  Deformarea liniară a unei particule fluide 
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∂
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+       (3.21) 

deci, viteza specifică de deformaţie liniară este: 

  tx
x
u

txx
uaxx dd

dd
1

∂
∂
⋅=

∂
∂

=       (3.22) 

Pentru interpretarea termenilor de forma ayz, azy se examinează mişcarea unei 
particule de formă paralelipipedică, a cărei secţiune cu un plan paralel cu yOz este 
dreptunghiul ABCD, figura 23.  

  Fig. 23  Deformaţia unghiulară a unei particule fluide 
 
Într-un interval de timp dt, particula se deplasează şi se deformează ocupând 

poziţia A'B'C'D'. Dacă anulăm translaţia şi rotaţia, aducem particula în poziţia 
A''B''C''D''. Deplasarea relativă DD'' se datorează diferenţei dintre vitezele punctelor A 

şi D, z
z
vvv AD d
∂
∂

=−  şi are mărimea: d dvDD z t
z
∂′′ =
∂

. Analog rezultă: 

d dwBB y t
y

∂′′ =
∂

. 

În ipoteza unor deplasări mici, deformaţia medie a unghiului drept BAD este: 
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    (3.23) 

Deci viteza de deformaţie unghiulară are expresia: 
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Rezultă că axx, ayy, azz reprezintă vitezele de deformaţie liniară, iar mărimile axy, 
axz, ayz reprezintă viteze specifice de deformaţie unghiulară. Revenind la expresiile 
vitezelor u', v', w', putem determina vectorul viteză V  înmulţind respectiv cu kji ,,  şi 
adunând. Dacă considerăm funcţia scalară:  

( )zyazxayxaxaxaxa yzxzxyzzyyxx dd2dd2dd2ddd
2
1 222 +++++=φ    (3.25) 

vectorul  este: xdV V V r gradω φ′ ′ = + +  cu precizarea că gradientul funcţiei φ se 
calculează în raport cu dx, dy, dz.  

Funcţia φ se mai numeşte funcţie de deformaţie, iar cuadrica corespunzătoare este 
un elipsoid de deformaţie. Utilizând relaţia vectorială anterioară, putem formula 
următoarea teoremă: dacă se cunoaşte mişcarea particulei fluide M( r ), mişcarea unei 
particule vecine Ml( rr d+ ) se compune dintr-o mişcare de translaţie definită de viteza 

V  a punctului M, dintr-o mişcare de rotaţie definită de viteza unghiulară Vrot
2
1

=ω  

în jurul unei axe care trece prin M şi dintr-o mişcare de deformaţie a cuadricei       φ = 
ct. cu centrul în M şi care trece prin Ml, mişcare compusă dintr-o deformaţie liniară 
definită de mărimile axx, ayy, azz şi deformaţie unghiulară definită de mărimile axy, axz, 
ayz, figura 21. 

Această teoremă poartă numele de teorema lui Cauchy-Helmholtz. 
 
3.3. Ecuaţia continuităţii 
 
Această ecuaţie este expresia matematică a principiului conservării masei de fluid 

în mişcare. 
Se consideră cazul general al unui fluid compresibil cu ρ (x,y,z,t) în mişcare 

nepermanentă cu V (x,y,z,t). Alegem un volum de fluid de forma unui paralelipiped cu 
muchiile dx, dy, dz, figura 24. Relaţia care exprimă continuitatea fluidului se obţine 
egalând variaţia masei de fluid din volumul considerat cu diferenţa dintre masa care 
intră în acest volum şi masa de fluid care iese din el, în acelaşi interval de timp. 

 

 
  Fig. 24  Particulă fluidă paralelipipedică 
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La timpul t masa de fluid este ρ⋅dxdydz, iar la timpul t + dt devine 

zyxt
t

dddd ⎟
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⎜
⎝
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∂
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+
ρρ . Variaţia masei este: tzyx

t
m ddddd

∂
∂

=
ρ  

Diferenţa dintre masa de fluid intrată şi cea ieşită în intervalul de timp dt, 
considerând cele trei direcţii este: 
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Din egalarea celor două expresii rezultă: 
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Dacă efectuăm derivatele produselor ρu, ρv, ρw, obţinem altă formă a ecuaţiei 
continuităţii: 
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În cazul mişcării permanente a unui fluid compresibil ,0=
∂
∂

t
p deci se obţine: 
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Pentru un fluid incompresibil, ρ = const. în mişcare permanentă sau 
nepermanentă, ecuaţia continuităţii are expresia: 
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adică câmpul vitezei unui fluid incompresibil este solenoidal. 
 

Ecuaţia continuităţii pentru un tub de curent oarecare 
 
Considerăm un volum de fluid V(t) în interiorul unui tub de curent limitat de două 

secţiuni S1 şi S2, respectiv la intrare şi la ieşire. Masa din interiorul tubului este: 

∫=
V

Vm dρ .  În intervalul de timp dt densitatea fluidului creşte cu ,d t
t∂

∂ρ  iar masa de 

fluid creşte cu ∫ ∂
∂

=
V

tV
t

m ddd ρ . Această creştere a masei se datorează faptului că prin 

suprafaţa de intrare S1 pătrunde în intervalul de timp dt o masă de fluid mai mare decât 
cea care iese din acelaşi interval de timp prin suprafaţa de ieşire S2, diferenţa fiind: 
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Egalând cele două expresii ale variaţiei masei rezultă: 
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1 2211 ddd mm
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Ecuaţia (3.31) se interpretează astfel: variaţia masei de fluid dintr-un tub de curent în 
unitatea de timp este egală cu diferenţa dintre debitul masic intrat în tubul de curent şi 
debitul masic ieşit din tub. 
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ds

ρ⋅v⋅Sdt 
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În mişcarea permanentă, 0=
∂
∂

t
ρ şi rezultă că: 
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deci în mişcarea permanentă a unui fluid compresibil debitul masic prin orice secţiune 
este constant. Dacă fluidul este incompresibil indiferent de felul mişcării debitul 
volumic este constant. 

Considerăm un tub de fluid elementar limitat de două secţiuni transversale situate 
la o distanţă infinit mică ds. Într-un interval de timp dt prin secţiunea l intră masa 

ρ⋅V⋅S⋅dt, iar prin secţiunea 2 iese masa ( ) tsVS
s

VS dd ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
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+ ρρ , figura 25. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
Fig. 25  Tub de fluid 
 

         Variaţia masei de fluid  în intervalul de timp dt este dată de diferenţa dintre cele 

două mase, ( ) tsVS
s

m ddd ρ
∂
∂
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         Pe de altă parte masa iniţială ρ⋅dV = ρ⋅S⋅ds suferă în timpul dt variaţia 
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Egalând cele două expresii diferite ale variaţiei masei, rezultă: 
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t
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care reprezintă ecuaţia continuităţii pentru un fluid compresibil în mişcare 
nepermanentă. Dacă fluidul este compresibil şi mişcarea este nepermanentă într-un tub 

de curent cu pereţi solizi, atunci 0=
∂
∂

t
S  şi ecuaţia devine: 
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Dacă secţiunea este constantă în lungul tubului, 0=
∂
∂

s
S  şi rezultă: 
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Pentru un fluid compresibil în mişcare permanentă ecuaţia ia forma: 
  .const== MQVSρ        (3.36) 



                                                                                                                                     Mecanica fluidelor 
_____________________________________________________________________________________ 

 

46

 

adică debitul masic este constant în lungul tubului. Dacă fluidul este incompresibil 
ecuaţia continuităţii se scrie sub forma: 
  const== QVS        (3.37) 
deci debitul volumic este constant în lungul tubului de curent. 
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4. DINAMICA FLUIDELOR IDEALE 
 
4.1. Ecuaţiile lui Euler 
 
Dinamica fluidelor studiază mişcarea fluidelor şi interacţiunea lor cu corpurile 

rigide, ţinând seama de forţele care intervin şi de transformările energetice produse în 
timpul mişcării. În dinamica fluidelor se aplică principiile generale ale mecanicii 
generale, legi de variaţie şi legi de conservare. 

În studiul mecanicii fluidelor ideale, ipoteza de fluid perfect (fără viscozitate) 
reprezintă o primă aproximaţie, rezultatele obţinute putând fi folosite cu ajutorul unor 
coeficienţi de corecţie şi pentru probleme reale. Ca metodă de lucru se pot extrapola 
principiile şi teoremele mecanicii rigidului solid la dinamica mediului fluid continuu. 
Pentru aceasta considerăm mediul fluid ca fiind format dintr-o infinitate de particule 
infinit mici a căror mişcare se supune legii mecanicii clasice, fiind suficient să 
determinăm ecuaţiile de mişcare pentru o particulă oarecare din mediul fluid. Ca formă 
a particulei fluide alegem forma paralelipipedică, forma adoptată pentru particulă 
neavând  influenţă asupra rezultatelor obţinute. 

Considerăm o particulă infinit mică de formă paralelipipedică detaşată de mediul 
de fluid, figura 26. 

  Fig. 26. Particulă de fluid paralelipipedică sub acţiunea  
forţelor de suprafaţă 

 
Particula elementară de masă dm se află în echilibru dinamic sub acţiunea forţei 

de inerţie şi a forţelor exterioare, deci putem scrie: 
  sm FFam ddd +=⋅        (4.1) 

Forţele masice sunt aceleaşi ca şi în statica fluidelor, deci forţa masică este: 
  mfF mm dd ⋅=        (4.2) 
unde mf  este forţa masică unitară ( )ZYXfm ,, . Componentele masice sunt: 
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Forţele de suprafaţă se pot calcula pe fiecare faţă a particulei prin produsul dintre 
valoarea presiunii (considerată constantă pe fiecare faţă a particulei) şi mărimea 
suprafeţei pe care acţionează. 

 Componentele după direcţiile Ox, Oy, Oz ale rezultantei forţelor de presiune dFp 
sunt: 
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   (4.4) 

Ecuaţia de mişcare după direcţia Ox este: 
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Analog se obţin ecuaţiile după direcţiile Oy şi Oz.  
Se împart aceste ecuaţii la masa particulei dm = ρ⋅dxdydz ≠ 0 şi ţinând cont de 

derivatele substanţiale ale vitezelor, obţinem: 
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    (4.6) 

 
 
 
 
 

Ecuaţiile (4.6) reprezintă ecuaţiile lui Euler pentru dinamica fluidelor ideale. 
Necunoscutele sistemului de ecuaţii sunt în număr de patru u,v,w şi p. Pentru a 

putea fi integrat adăugăm ecuaţia continuităţii, care pentru ρ = const. este:  
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z
w
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x
u        (4.7) 

Rezultă că sistemul ecuaţiilor de mişcare este un sistem de patru ecuaţii cu derivate 
parţiale de ordinul întâi cu patru necunoscute. 

Integrarea sistemului conduce la aflarea unor funcţii a căror determinare poate fi 
făcută cu ajutorul condiţiilor la limită. Spre exemplu dacă domeniul ocupat de fluid este 
un corp solid condiţiile la limită pot fi definite în modul următor: 

- la infinit efectul perturbator al corpului solid este nul; dacă alegem pe Ox în 
lungul direcţiei de mişcare, putem scrie: 
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     (4.8) 

- fluidul fiind considerat perfect nu aderă la corp, ci alunecă în jurul conturului 
său, care devine astfel o linie de curent pe contur existând doar componenta tangenţială 
a vitezei cealaltă componentă normală fiind nulă. Ecuaţiile stabilite mai sus poartă 
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numele de ecuaţiile lui Euler pentru dinamica fluidelor ideale. Ele pot fi scrise şi sub 
formă vectorială: 

 pgradf
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V
m  1

d
d

ρ
−=       (4.9) 

În unele cazuri, ecuaţiile de mişcare ale fluidelor ideale sub forma dată de Euler 
nu sunt comode pentru integrare. Dacă se înlocuiesc componentele acceleraţiei cu 
expresiile (3.9), unde 2222 wvuV ++= , se obţin ecuaţiile de mişcare ale fluidelor 
ideale sub forma dată de Helmholtz: 
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   (4.10) 

 
  

   
 
 
 
 
 
 
Ecuaţiile pot fi scrise şi sub formă vectorială: 
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Dacă forţele masice derivă dintr-un potenţial, gradUfm −= , adică 
x
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fluidelor se scriu sub forma dată de Gromeka-Lamb: 
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Ecuaţiile pot fi scrise şi sub formă vectorială: 
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  EUpV
=++ ∫ ρ

d
2

2

       (4.14) 

Expresia (4.14) este numită şi funcţia lui Bernoulli, în care toţi termenii au 
dimensiunea de energie unitară, arată că energia totală a fluidului este formată din 

energie cinetică 
2

2V , energie potenţială de presiune ∫ ρ
pd  şi energia potenţială a 

forţelor masice U. 
 
4.2. Relaţia lui Bernoulli pentru fluide ideale pe o linie de curent 

 
Pentru stabilirea relaţiei sunt necesare condiţii suplimentare pentru mişcarea 

fluidului: 
- relaţia se va stabili pe o linie de curent de ecuaţii: 

w
z

v
y

u
x ddd

==        (4.15) 

- câmpul forţelor masice este un câmp potenţial, deci: 
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- mişcarea fluidului să fie permanentă, adică parametrii hidrodinamici să fie 
funcţie numai de punct nu şi de timp, de unde rezultă: 
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- mişcarea fluidului să fie potenţială (irotaţională), adică componentele vitezei să 

poată fi exprimată în funcţie de un potenţial 
z

w
y

v
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u
∂
∂
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=
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=
ϕϕϕ    ,   , , de unde 

rezultă că şi  ωx = ωy = ωz = 0. 
Dacă exprimăm ecuaţia de mişcare dată de Gromeka-Lamb în care introducem 

componentele vectorului vârtej, obţinem relaţiile: 
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    (4.18) 

 
Înmulţind aceste ecuaţii cu dx, dy, dz şi adunând, obţinem: 
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În cazul condiţiilor suplimentare impuse, ecuaţia obţinută devine: 
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2
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Dacă se integrează această ecuaţie între două puncte situate pe o linie de curent 
sau între două puncte oarecare aflate într-un curent în mişcare potenţială se obţine: 

  CUpV
=++ ∫ ρ

d
2

2

       (4.21) 

unde C este o valoare constantă în toată masa fluidului. 
În cazul mişcărilor permanente a fluidelor incompresibile (ρ = const.) în câmp 

gravitaţional (U = gz + const.) relaţia devine: 
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  sau      (4.22) 

În cazul mişcării permanente a fluidelor practic incompresibile, care au loc într-un 
câmp de forţe masice neglijabile ( .const  deci  ,0 =≅ Ufm ), relaţia se scrie: 

  
ρρ

2
2

21
2

1

22
pVpV

+=+        (4.23) 

Ecuaţia (4.23) reprezintă relaţia lui Bernoulli pentru fluide uşoare (în situaţii când pot fi 
considerate practic incompresibile) la viteze şi presiuni relativ mici (de exemplu în 
confuzorul unui ventilator, absorbţia aerului într-un carburator, în conducte de aerisire) 
sau pentru lichide dacă forţele de greutate pot fi neglijate faţă de forţele de inerţie şi 
forţele de presiune (de exemplu la mişcarea prin sisteme de acţionări sub presiune care 
nu prezintă diferenţe mari de cote, mişcarea apei prin conducte practic orizontale de 
diametru mic). În unele cazuri relaţia se mai poate scrie sub forma: 

 
22

2
2

2

2
1

1
VpVp ρρ +=+        (4.24) 

în care p este presiunea piezometrică (numită şi presiune statică), 
2

2Vρ  este presiunea 

dinamică, iar suma +p
2

2Vρ  este presiunea totală. 

Reprezentarea grafică şi interpretarea energetică a relaţiei lui Bernoulli 
 

Efectuând analiza dimensională a termenilor din relaţia (4.21), se observă că 
fiecare are dimensiuni de lungime, fapt ce permite o reprezentare grafică a întregii 
expresii. 

Considerăm un plan de referinţă orizontal O-O ales arbitrar şi linia de curent C-C, 
oarecare, pe care alegem trei puncte M1, M2, M3 care au faţă de plan coordonatele z1, z2, 
z3, iar particulele care trec prin aceste puncte au parametrii hidrodinamici (V1,p1), 
(V2,p2), (V3,p3), figura 27. 

Egalităţile arată că suma celor trei segmente 
g

Vpz
2

,,
2

γ
 trebuie să fie aceeaşi 

pentru toate punctele. Locul geometric al punctelor aflate la extremitatea segmentelor 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
γ
pz , linia P-P, poartă denumirea de linie piezometrică, iar linia E-E, care prin 

construcţie este orizontală şi deci paralelă cu O-O poartă denumirea de linie energetică 
sau nivel energetic. 

Se aplică relaţia lui Bernoulli pentru cele trei puncte situate pe linia de curent: 
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  Fig. 27.  Reprezentarea grafică a relaţiei lui Bernoulli 
 

        Distanţa H reprezintă grafic valoarea constantei din relaţia lui Bernoulli şi variază 
de la o linie de curent la alta. Astfel pentru altă linie de curent notată C'-C' linia 
piezometrică este P'-P' şi constanta are valoarea H'. 
         Pentru interpretarea energetică a relaţiei lui Bernoulli, înmulţim relaţia cu 

greutatea particulei m⋅g. Rezultă: .Const
2

2

=++ mgzpVmV  

         Primul termen reprezintă energia cinetică a particulei, cel de-al doilea termen 
reprezintă energia potenţială de presiune şi al treilea este energia potenţială de poziţie.  

Putem concluziona că pentru un fluid aflat în mişcare permanentă la care forţele 
masice derivă dintr-un potenţial, suma dintre energia cinetică, energia potenţială de 
presiune şi energia potenţială de poziţie rămâne constată  pentru toate punctele situate 
pe aceeaşi linie de curent. 

 
4.3. Relaţia lui Bernoulli în mişcare semipermanentă în lungul unei 

traiectorii 
 
Mişcarea semipermanentă a unui fluid este mişcarea în care în diferite puncte ale 

fluidului vitezele particulelor variază doar ca mărime, nu şi ca direcţie.  
În acest caz liniile de curent şi traiectoriile coincid; de exemplu mişcarea variabilă 

a unui fluid într-un tub cu pereţi solizi şi imobili. 

Ecuaţia de mişcare sub forma vectorială este: pgradfV
m  1

dt
d

ρ
−=  şi ţinând cont 

că în coordonatele intrinseci componentele acceleraţiei sunt: 
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De asemenea ştiind că: 

∫=−=
ρρ
pgradpgradgradUfm

d 1   şi  , ecuaţia de mişcare se scrie: 

 0d
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ ∫ Upgrada

ρ
 

Hl
H

E

P 

E

P

C C

C'C' 

O O

z1 
z2 z3 

p' P'

 

g
v
2

2
3

g
v
2

2
1 g

v
2

2
2

γ
1p γ

2p
γ

3p

M1 
M2 M3 



Dinamica fluidelor ideale 
_____________________________________________________________________________________ 

53

Această ecuaţie este proiectată pe cele trei axe ale triedrului lui Frenet şi ţinând 
seama că fluidul este incompresibil ( ρ = const.), se ajunge la următorul sistem: 
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      (4.27) 

În prima ecuaţie a sistemului înlocuim derivata substanţială a vitezei 
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Integrăm în lungul traiectoriei, între două puncte şi rezultă: 
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în care constanta C(t) depinde numai de timp. 
În cazul fluidelor incompresibile în câmpul gravitaţional relaţia se scrie sub 

forma: ∫∫ ∂
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Ecuaţia (4.30) reprezintă relaţia lui Bernoulli a fluidelor incompresibile aflate în mişcare 
semipermanentă, cu următoarea reprezentare grafică, figura 28.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

Fig. 28  Reprezentarea grafică a relaţiei lui Bernoulli  
pentru mişcarea semipermanentă 
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4.4. Relaţia lui Bernoulli în mişcarea potenţială nepermanentă 
 
În cazul acestei mişcări, componentele vitezei au expresiile: 
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ϕϕϕ ,,       (4.31) 

în care funcţia ϕ = ϕ (x,y,z,t) este potenţialul vitezelor.  
Înmulţind ecuaţiile de mişcare sub forma dată de Gromeka-Lamb, respectiv cu dx, 

dy, dz şi adunând obţinem: 
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Primul termen al ecuaţiei se poate scrie sub forma: 
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Al treilea termen al ecuaţiei este nul, deoarece ωx = ωy = ωz = 0. Ecuaţia 4.33 
devine: 
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care se integrează în raport cu spaţiul şi rezultă: 
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      (4.35) 

unde constanta C depinde numai de timp. Relaţia (4.35) constituie relaţia lui Bernoulli 
pentru mişcarea nepermanentă potenţială cunoscută şi sub numele de relaţia lui 

Lagrange. Dacă mişcarea este permanentă, 0=
∂
∂

t
ϕ  şi relaţia devine: 

  CUpV
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d
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2

      (4.36) 

unde constanta C nu depinde de timp şi este aceeaşi în toate punctele fluidului în 
mişcare.  

Reprezentarea grafică a relaţiei lui Bernoulli pentru mişcarea potenţială 
permanentă este redată în figura 32. 
 

4.5. Relaţia lui Bernoulli pentru curenţi cu secţiune finită 
 
Relaţia lui Bernoulli poate fi exprimată şi pentru un tub de curent de secţiune 

finită în care vitezele nu sunt uniform distribuite într-o secţiune oarecare transversală.   
Scrierea relaţiei lui Bernoulli pentru fiecare linie de curent ar necesita cunoaşterea 

repartiţiei vitezelor şi presiunilor, deci integrarea ecuaţiilor de mişcare. De aceea căutăm 
să stabilim în ce condiţii relaţia lui Bernoulli este valabilă pe o linie de curent fictivă pe 
care fluidul ar avea viteze egale cu vitezele medii în secţiunile transversale ale 
curentului considerat. 

 Într-o secţiune ortogonală a unui curent de fluid repartiţia de presiuni este 
hidrostatică, deci p + γ⋅z = const, de aceea putem alege o linie de curent convenabilă 
(axa unei conducte sau suprafaţa liberă a unui canal) termenul cinematic necesită însă o 
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corecţie, deoarece este exprimat funcţie de viteza medie a fluidului în secţiunea normală 
considerată. 

Puterea elementară  a fluidului care trece prin aria dA a secţiunii transversale în 
unitatea de timp este energia specifică unităţii de greutate, dată de relaţia:  

2

2
p Ve z

gγ
= + +        (4.37) 

Relaţia (4.37) înmulţită cu debitul de greutate elementar care trece prin secţiunea 
dA, dQG = γdQ = γ⋅V⋅dA conduce la relaţia: 
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Puterea totală este: 3d d
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Deoarece .   şi   d ,  
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p z const V A Q
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+ = =∫ rezultă: 

  3 d
2 A

pP Q z V A
g
γγ

γ
⎛ ⎞

= ⋅ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫      (4.40) 

Viteza V poate fi exprimată funcţie de viteza medie V = Vm + ∆V;  rezultă: 
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A A A A A A
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Se neglijează termenul ( )3 d
A

V A∆∫  în raport cu ceilalţi, iar termenul al treilea este nul 

deoarece: 
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şi rezultă: ( )23 3d 3 dm m
A A

V A V A V V A= + ∆∫ ∫      (4.42) 

Facem următoarea notaţie: 
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deci: 3 3 3d m m
A

V A V A Q Vα α= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∫ . Expresia puterii hidraulice a tubului de curent în 

secţiunea  considerată devine: 
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      (4.43) 

Energia specifică medie a secţiunii este: 
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Relaţia lui Bernoulli între două secţiuni se scrie în funcţie de vitezele medii astfel: 

  
2 2

1 21 2
1 1 2 22 2

m mV Vp pz z
g g

α α
γ γ

⋅ + + = ⋅ + +      (4.45) 

unde se admite de obicei ca α1 = α2  = α. Coeficientul α se numeşte coeficientul lui 
Coriolis şi se poate calcula cu relaţiile: 
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2
3

23

d d
2

d
2

A A

mm

VV Q t

VV A Q t

ρ
α

ρ
= =

⋅

∫ ∫
      (4.46) 

Acest coeficient caracterizează influenţa neuniformităţii vitezei v în secţiunea 
transversală a unui curent de fluid, asupra mărimii energiei cinetice a masei de fluid 
care trece prin secţiunea transversală în intervalul de timp dt.  

Coeficientul lui Coriolis ia valori cuprinse între 1,05 şi 1,15. 
 
 
4.6. Calculul debitului prin orificii 
 
Orificiul este o deschizătură practicată în pereţii sau fundul unui rezervor în care 

se află fluid. Conturul orificiului este situat în întregime sub nivelul suprafeţei libere. 
Din punct de vedere al calcului hidraulic al debitelor orificiile pot fi mici sau mari. 

Un orificiu se numeşte mic dacă dimensiunea sa pe verticală (d) nu depăşeşte o zecime 
din sarcina h măsurată până în centrul orificiului, figura 29. 
 

 
Fig. 29.  Orificiu mic 
 

În această situaţie, se poate considera că în secţiunea transversală a vânei de fluid 
în dreptul orificiului, parametrii hidrodinamici v şi p nu variază sensibil putând fi 
consideraţi constanţi. 

Dacă 
10
hd > , viteza şi presiunea variază considerabil de la un punct la altul în 

secţiunea orificiului, care se consideră în acest caz orificiu mare. 
După grosimea peretelui în care este practicat orificiul deosebim orificii în pereţi 

subţiri când fluidul se dezlipeşte de pereţii interiori ai orificiului şi orificii în pereţi 
groşi, când fluidul se lipeşte de pereţii interiori formând un mic ajutaj. 

În cazul scurgerii unui lichid putem deosebi orificii libere, când evacuarea are loc 
în atmosferă sau în alt mediu gazos şi orificii înecate dacă evacuarea are loc în acelaşi 
sau în alt mediu lichid. 

 
 
 
 
 
 

z1 h 

1

z2 2

d
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a) Calculul debitului printr-un orificiu mic, liber cu perete subţire 
 
În cazul mişcării permanente putem scrie relaţia lui Bernoulli pe o linie de curent 

între punctul 1 situat pe suprafaţa liberă şi punctul 2 aflat în secţiunea orificiului, figura 
41: 

  2
2

2
2

1
1

2
1

22
zp

g
Vzp

g
V

++=++
γγ

      (4.72) 

Adăugăm şi ecuaţia continuităţii sub forma: 1 1 2 2V S V S=    (4.73) 

sau:   2 2
1 2 2

1 1

      unde:   S SV V V n n
S S

= = =  

Revenind la relaţia lui Bernoulli, obţinem: 

  2
2

2
2

1
1

2
22

22
zp

g
Vzp

g
Vn ++=++

γγ
 

de unde: ( ) 1 2
2 1 22

2
1

p pgV z z
n γ

⎡ ⎤−
= − +⎢ ⎥− ⎣ ⎦

     (4.74) 

relaţie care dă valoarea vitezei fluidului perfect prin orificii mici în mişcarea 
permanentă şi poartă denumirea de relaţia lui Torricelli. 

În cazul în care S1 >> S2 (n2 = 0) şi p1 = p2 = p0, relaţia devine: 
  2 22   şi  2V gh Q S gh= =       (4.75) 
 
b) Calculul debitului prin orificiu mic înecat 
 
În secţiunea de ieşire din orificiu presiunea este dată de valoarea presiunii din 

rezervorul al doilea, figura 30. 
 

   
Fig. 30.  Orificiu mic înecat 

 
Reluăm calculele de la orificiul mic liber:  

  2
2

2
2

1
1

2
1

22
zp

g
Vzp

g
V

++=++
γγ

 

unde p2 = p0 + γ⋅h, z2 – z1 = h1, p1 = p0 şi v1 ≅ 0. 
 
Rezultă:  ( )2 2 1 22 2    şi  2V g h h g h Q S g h= − = ∆ = ∆     (4.76) 
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c) Calculul debitului unui orificiu mare 
 
În secţiunea unui orificiu mare, viteza şi presiunea nu mai sunt constante, ci 

variază în funcţie de cota punctului. 
Considerăm un orificiu mic de înălţime dz şi lăţime b(z), figura 31. 
Pe un astfel de orificiu mic viteza este constantă şi are valoarea gzv 2= . 
Conform ecuaţiei (4.75), debitul de fluid ce trece prin acest orificiu mic este:

 ( )d d 2 dQ v S gz b z z= = ⋅  
 
 

   Fig. 313  Orificiu mare 

Debitul total prin orificiu este: ( )∫
+

=
al

l

zzbzgQ d2 2
1

 

unde funcţia b(z) exprimă din punct de vedere analitic forma geometrică în planul 
peretelui, a orificiului mare. 

De exemplu pentru un orificiu dreptunghiular b(z) = b = const. , expresia debitului 

este:  Q  ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+⋅= 2

3

2
3

2
3
2 lalbg  

La limită când l = 0, orificiul mare devine un deversor (un orificiu mare care nu 
are tot conturul sub nivelul lichidului). Debitul deversoarelor se calculează în mod 
analog, având în vedere valoarea nulă a limitei inferioare de integrare. Pentru un 
deversor dreptunghiular de adâncime a, debitul este: 

SgaabgaabgzbgzQ
a

⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅= ∫ 2
3
22

3
22

3
2d2 2

3

0
   (4.77) 

 
4.7. Teorema impulsului şi teorema momentului cinetic în cazul mişcării 

permanente a fluidelor 
 
În dinamica punctului material de masă m şi care are viteza v, impulsul şi 

momentul cinetic se calculau cu relaţiile: 
vmrKvmH x0 =⋅=            (4.78) 

Pentru un sistem de puncte materiale impulsul şi momentul cinetic total au 

expresiile: ∑ ∑
= =

==
n

i

n

i
iiiii vmrKvmH

1 1
0 x          (4.79) 

Pentru un rigid impulsul şi momentul cinetic se calculează cu relaţiile: 

∫ ∫==
D D

mvrKmvH dxd 0         (4.80) 

unde D este domeniul ocupat de rigid în spaţiu. 

dzb(z)

lz
l+a 
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Teoremele impulsului şi a momentului cinetic pentru un punct material se 
definesc astfel: variaţia în timp a impulsului este suma forţelor exterioare, respectiv 
derivata în timp a momentului cinetic este momentul rezultant al forţelor exterioare. 

Referindu-ne la un fluid în mişcare putem defini un domeniu continuu din spaţiu 
ca “volum de control” , notat D, mărginit de o suprafaţă închisă, S. Domeniul este 
format dintr-o infinitate de particule fluide de masă dm = ρ⋅dτ asupra cărora acţionează 
câmpul de viteze v . Impulsul, respectiv momentul cinetic pentru volumul de control 
vor fi: 

  ∫ ∫==
D D

mvrKmvH dxd 0             (4.81) 

sau:  ∫ ∫ ⋅=⋅=
D D

vrKvH τρτρ dxd 0            (4.82) 

Teoremele impulsului şi momentului cinetic au expresiile: 

 ∫ ∑∫∑ =⋅=⋅
D

e
D

e Frvr
t

Fv
t

xdx
d
dd

d
d τρτρ            (4.83) 

Considerăm două poziţii succesive ocupate de volumul de control la timpii t1, 
respectiv t2 = t1 + ∆t determinate de AMBN şi de A'M'B'N', figura 32 

   

Fig. 32.  Două poziţii succesive ale unui volum de control 
 
Exprimăm derivata impulsului pornind de la definiţia derivatei: 

  ∫
∫∫

−

⋅−⋅

=⋅
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v
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dd
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sau:  
2 1

2 2 1 1d d
d d lim
d

A NB B N A A A AMBB M A

t t
D

v v
v

t t

ρ τ ρ τ
ρ τ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′

→

⋅ − ⋅
⋅ =

∆

∫ ∫
∫  

Se observă că diferenţa integralelor pe 
porţiunea comună celor două domenii se 
anulează. 

Putem să exprimăm impulsul cu 
ajutorul unei integrale de suprafaţă, având 
posibilitatea să scriem elementul de volum 
dτ sub forma dτ2 = dS2v2 cosα2⋅∆t, conform 
figurii 33. 

 
   
                                                                                Fig. 33  Element de suprafaţă 
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Impulsul din volumul mărginit de suprafaţa A'NB''B'N'A'A'' este determinat de 
pătrunderea particulelor prin suprafaţa A''NB'', iar impulsul din volumul mărginit de 
suprafaţa A''AMBB''M'A'' este determinat de pătrunderea particulelor de fluid prin 
suprafaţa AMB. Rezultă că putem scrie: 

 1

2 2 2 2 1 1 1 1

0

cos d cos d
d d lim
d

A NB D

t
D

v v S v v S t

v
t t

ρ α ρ α

ρ τ ′′ ′′

∆ →

⎛ ⎞
⋅ − ⋅ ⋅∆⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⋅ =
∆

∫ ∫
∫  

Prin trecerea la limită pentru ∆t→0, raportul 1→
∆
∆

t
t , punctul A''→Α, (concomitent 

A'→Α), respectiv B'' şi B' tind către B, iar relaţia devine: 

 ∫ ∫∫ ⋅−⋅=⋅
D AMBANB

SvvSvvv
t 11112222 dcosdcosd

d
d αραρτρ  

Suprafaţa ANB se notează cu S2 şi este numită suprafaţă de ieşire şi reprezintă 
porţiunea din suprafaţa S pe care vectorul viteză este dirijat spre exterior, la fel ca şi 
normala exterioară n .  

Cealaltă parte a suprafeţei S (AMB), notată S1, se numeşte suprafaţă de intrare şi 
pe ea vectorul viteză este dirijat spre interior, în sens opus normalei exterioare n . 

Notând cu I1şi I2 impulsurile prin suprafeţele de intrare, respectiv ieşire, teorema 
impulsului se scrie sub forma: 

 ∑∫∫ =⋅⋅−⋅⋅=− e
SS

FSvvSvvII
12

dcosdcos12 αραρ    (4.84) 

Forţele exterioare care acţionează asupra fluidului din domeniul D, sunt forţe masice (de 
greutate) şi forţe de suprafaţă (de presiune). 

Deoarece impulsul orientat spre interiorul domeniului se reprezintă convenţional 
cu semnul minus, iar cel orientat spre exteriorul domeniului cu semnul plus şi deoarece 
S = S1 + S2, teorema impulsului poate fi scrisă sub forma: 

  ∑∫ =⋅⋅ e
S

FSvv dcosαρ       (4.85) 

În mod analog putem scrie şi teorema momentului cinetic: 
∑∫∫ =⋅⋅−⋅⋅ ee

SS

FrSvvrSvvr xdcosxdcosx
12

αραρ    (4.86) 

sau:  ∑∫ =⋅⋅ ee
S

FrSvv xdcosαρ      (4.87) 

Pentru rezolvarea aplicaţiilor tehnice de cele mai multe ori teorema impulsului şi 
teorema momentului cinetic se folosesc împreună. 

În cazul mişcărilor nepermanente, teorema impulsului se scrie sub forma: 

  ( ) ∑∫∫ =⋅⋅+
∂

∂
e

SD

FSvv
t
v dcosd αρτρ     (4.88) 

în care primul termen reprezintă variaţia în timp a impulsului. Pentru acelaşi caz, 
teorema momentului cinetic are forma: 

  ( ) ∑∫∫ =⋅⋅+
∂

∂
ee

SD

FrSvvr
t
vr xdcosxdx αρτρ    (4.89) 

unde primul termen reprezintă variaţia în timp a momentului cinetic. 
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Exprimarea impulsului şi momentului cinetic cu ajutorul integralelor de suprafaţă 
nu necesită cunoaşterea structurii curentului din interiorul domeniului, ci numai 
caracteristicile curentului pe suprafaţa S. 

În cazul fluidelor incompresibile densitatea ρ, poate fi scoasă în faţa integralelor. 
 
 
4.8. Teorema impulsului şi teorema momentului cinetic aplicate tuburilor 

de curent în mişcare permanentă 
 
Considerăm un volum de control delimitat de un tub de curent şi două secţiuni 

ortogonale direcţiei de curgere a curentului, figura 33. 

 
   Fig. 33.  Tub de curent 
 
Impulsurile prin suprafeţele de intrare şi de ieşire, I1 şi I2 au expresiile:  

∫∫

∫∫
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CD
n

CD

AB
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111111111

dd

dd

ρρρρ

ρρρρ
   (4.90) 

unde 1v  şi 2v  sunt vitezele medii în secţiunile de intrare şi de ieşire. Dacă vitezele nu 
sunt uniform distribuite în secţiunile ortogonale ale tubului de curent eventual se pot 
introduce şi coeficienţi de corecţie. 

Teorema impulsului devine: 
  ( ) ∑=−⋅ eFvvQ 12ρ        (4.91) 

Forţele de suprafaţă se exercită pe porţiunea de intrare, pe suprafaţa de ieşire şi pe 
suprafaţa laterală a tubului. Teorema impulsului se poate scrie sub forma: 
  ( ) glpp FFFFvvQ +++=−⋅

2112ρ      (4.92) 
iar teorema momentului cinetic sub forma: 
 ( ) gGllpp FrFrFrFrvrvrQ xxxxxx

21 2112 +++=−⋅ρ      (4.93) 

Mărimile forţelor de presiune 
21

  şi  pp FF pot fi calculate cu ajutorul formulelor 

2211 21
  şi  SpFSpF pp == , dacă p1 şi p2 sunt presiuni medii corespunzătoare vitezelor 

medii v1 şi v2 sau pot fi calculate cu ajutorul integralelor de suprafaţă ∫=
1

1 11 d
S

p SnpF  şi 

∫=
2

2 22 d
S

p SnpF  cu condiţia cunoaşterii repartiţiei presiunilor pe suprafeţele S1 şi S2. 

1F  reprezintă acţiunea porţiunii laterale a tubului de curent. De obicei interesează 
în aplicaţii forţa exercitată de fluidul în mişcare asupra suprafeţei laterale a tubului, 
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egală şi de sens contrar cu ( )11 FFF −= . Din expresiile matematice ale celor două 
teoreme rezultă:  ( ) gppl FFFvvQFF +++−⋅=−=

2121ρ  

( ) gGppl FrFrFrvrvrQFr xxxxxx
21 212211 +++−⋅= ρ  (4.94) 

Variaţia parametrilor hidrodinamici, v  şi p poate fi analizată ca mărime şi apoi ca 
direcţie şi sens, ţinând cont că variaţia vitezei implică şi variaţia presiunii, conform cu 
relaţia lui Bernoulli şi invers. De aici rezultă trei tipuri de aplicaţii practice: 

- mărimea parametrilor hidrodinamici rămâne constantă, variind numai direcţia şi 
sensul lor (cazul coturilor de conducte cu diametrul constant), figura 34, a. 

-  

Fig. 34.  Variaţia parametrilor hidrodinamici a direcţiei şi sensului de curgere 
a –  variaţia direcţiei şi a sensului de curgere 
b –  variaţia mărimilor parametrilor hidrodinamici 
c –  variaţia mărimilor parametrilor hidrodinamici şi a direcţiei şi sensului de         

curgere 
    
 - mărimea parametrilor hidrodinamici se schimbă între secţiunea de intrare şi 

ieşire, direcţia şi sensul rămânând acelaşi (cazul îngustărilor de conducte 
unidirecţionale), figura 34, b. 

- atât mărimea cât şi direcţia şi sensul parametrilor hidrodinamici se modifică între 
secţiunea de intrare şi cea de ieşire (cazul practic al conductelor ramificate), figura 34 c. 
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5. DINAMICA FLUIDELOR REALE 
 
5.1. Mişcarea laminară a fluidelor reale 
 
În practică există un număr mare de fenomene importante care nu pot fi studiate şi 

explicate fără a ţine seama de proprietatea de viscozitate, care caracterizează fluidele 
reale. 

Curgerea fluidelor reale se poate produce în două regimuri diferite de mişcare 
stabilite în raport cu structura fizică a acestora: regimul laminar şi regimul turbulent. 
Existenţa acestor regimuri diferite de mişcare a fost pusă în evidenţă de fizicianul 
englez Reynolds. Cu ajutorul unei instalaţii relativ simple, care asigură introducerea în 
cadrul unui curent de fluid a unui alt fluid colorat, Reynolds a stabilit deosebirile 
calitative între regimurile de curgere laminar şi turbulent şi a pus în evidenţă existenţa 
unui regim de tranziţie împreună cu parametrii care influenţează aceste regimuri. 

Mişcarea laminară a unui fluid este mişcarea cu caracter uniform, în care diferite 
straturi de fluid se mişcă paralel unele faţă de altele, fără amestecul particulelor 
componente diferitelor straturi. 

Mişcarea turbulentă este mişcarea cu aspect neuniform, în care diferitele particule 
componente se amestecă între ele şi se mişcă pe traiectorii neregulate şi variabile în 
timp. 

Reynolds a stabilit că factorii care determină cele două regimuri de curgere, 
laminar sau turbulent, la curgerea lichidului printr-o conductă sunt viteza medie de 
curgere v, diametrul conductei D şi viscozitatea cinematică ν. Pentru caracterizarea 

regimului de curgere a lichidului, se introduce mărimea adimensională 
ν
vD

=Re  numită 

numărul lui Reynolds. Dacă mişcarea lichidului se realizează pentru a valoare a 
numărului lui Reynolds mai mică decât o valoare numită critică, (pentru conducte 
circulare în cazul apei Recr = 2300), mişcarea este laminară. 

S-a stabilit experimental şi teoretic că în mişcarea laminară lichidul întâmpină o 
rezistenţă proporţională cu viteza  medie, iar în regimul turbulent, la numere Reynolds 
mari, rezistenţa este proporţională cu pătratul vitezei. Fenomenul este general pentru 
toate fluidele deci şi pentru gaze. 

La secţiuni ale conductei de alte forme decât cercul, diametrul D poate fi înlocuit 
în formula numărului lui Reynolds cu 4R, unde R este raza hidraulică. 

 
5.2. Starea de tensiune într-un fluid în mişcare 
 
Pentru definirea tensiunii unitare np  într-un punct oarecare se consideră un 

element de suprafaţă dSn care conţine acest punct, orientarea lui fiind precizată de 
vectorul normalei. Tensiunea unitară np  este determinată de relaţia: 

  
n

n S
Fp

d
d

=         (5.1) 

unde Fd  este forţa elementară de suprafaţă care reprezintă interacţiunea dintre 
particulele de fluid separate de elementul de suprafaţă dSn. 

Considerăm un volum de fluid dτ de forma unui tetraedru, figura 35 căruia îi 
ataşăm un sistem de referinţă Oxyz. Ecuaţia de mişcare a volumului elementar este de 
forma: 
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 zzyyxxnnm SpSpSpSpf
t
v dddddd

d
d

++++⋅= τρτρ  

  Fig. 35.  Volum de fluid sub forma unui tetraedru 
 
Neglijând variaţia elementului de volum şi ţinând cont că dSx, dSy, dSz sunt 

proiecţiile elementului de suprafaţă dSn obţinem: 

Relaţia vectorială se poate exprima şi scalar prin trei ecuaţii, utilizând 
componentele după cele trei direcţii ale triedrului de referinţă:    

Aşa cum rezultă din sistemul de mai sus, starea de tensiune dintr-un fluid real în 
mişcare este dată de un tensor de ordinul doi, numit tensorul tensiunilor unitare, care 
poate fi exprimat cu ajutorul matricei: 

  

zzxzxz

zyyyxy

zxyxxx

ppp
ppp
ppp

       (5.3) 

primul indice indică axa normală pe suprafaţa considerată, iar al doilea indice 
precizează direcţia de acţiune a tensiunii unitare. Tensiunile unitare pxx, pyy, pzz se 
notează în mod obişnuit cu σxx, σyy, σzz . tensiunile tangenţiale sunt egale două câte două 
pxy = pyx, pzy = pyz, pxz = pzx .  

În mod obişnuit tensiunile tangenţiale se notează cu τxy, τyz, τxz. Deci starea de 
tensiune a unui fluid real în mişcare este dată de tensorul de ordinul al doilea simetric al 
tensiunilor unitare exprimat cu ajutorul matricei: 

  

zzxzxz

zyyyxy

zxyxxx

σττ
τστ
ττσ

       (5.4) 

Suma tensiunilor unitare normale este un invariant cu ajutorul căruia se defineşte 
presiunea într-un punct: 

  ( )zzyyxxp σσσ ++−=
3
1       (5.5) 

În cazurile particulare ale unui fluid real în repaus sau un fluid ideal în mişcare, 
componentele tangenţiale ale tensiunii sunt nule şi starea de tensiune este dată doar de 
presiune: 

n

x 

y

z pxdSx

pzdSz

pydSy 
pndSn

(5.2)
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p

p
p

−
−

−

00
00
00

       (5.6) 

 
5.3. Ecuaţiile de mişcare a fluidelor reale sub forma dată de Cauchy (în 

componente de tensiuni) 
 
Considerăm o particulă elementară de fluid de forma unui paralelipiped 

dreptunghic, desprins dintr-un fluid real aflat în mişcare, de dimensiuni dx, dy, dz, cu 
muchiile paralele cu axele de coordonate, figura 36. 

  

Fig. 36.  Particulă de fluid sub formă paralelipipedică 
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- masa particulei este dm = ρ⋅dxdydz; 
- forţa masică se calculează cu ajutorul forţei masice unitare şi are componentele 

X⋅ρ⋅dxdydz, Y⋅ρ⋅ dxdydz, Z⋅ρ⋅ dxdydz; 
- forţele de suprafaţă acţionează asupra fiecărei suprafeţe ale paralelipipedului şi 

sunt date de tensiunile unitare. 
Pe fiecare faţă a particulei, forţa de suprafaţă are trei componente, paralele cu 

axele de coordonate, una normală şi două tangenţiale. Tensiunile unitare sunt tensiunile 
de viscozitate care sunt forţe unitare de legătură cu restul fluidului. Pentru a obţine 
componenta dFsx am trecut pe figură tensiunile σ şi τ care se dezvoltă în lungul axei Ox. 
Pe faţa ABB′A′ va acţiona tensiunea normală σxx, iar pe faţa opusă DCC′D′ va acţiona 
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ττ . Forţa de suprafaţă rezultantă se obţine înmulţind tensiunile unitare cu 

ariile suprafeţelor pe care se exercită şi însumându-le. Pentru componenta după direcţia 
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Legea a doua a dinamicii, proiectată după direcţia axei Ox, are expresia: 
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Se împarte această ecuaţie cu ρ⋅ dxdydz şi se ţine cont de forma derivatei totale a vitezei 
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d , obţinându-se astfel proiecţia pe direcţia Ox. Pentru 

celelalte direcţii Oy şi Oz calculele fiind analoage. Rezultă: 
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   (5.7) 

unde primii termeni din fiecare ecuaţie reprezintă componentele forţei unitare locale de 
inerţie, următorii termeni fiind componentele forţei unitare convective de inerţie. După 
egal primii termeni sunt componentele forţei unitare masice iar parantezele reprezintă 
componentele forţei unitare de suprafaţă. 

Sistemul reprezintă ecuaţiile de mişcare a fluidelor reale sub forma dată de 
Cauchy, ecuaţii ce cuprind componentele tensiunilor unitare şi în care toţi termenii au 
dimensiunea de forţă unitară, corespunzătoare unităţii de masă. 

 
5.4. Ecuaţiile lui Navier-Stokes pentru mişcarea laminară a fluidelor reale 
 
Încercăm să determinăm ecuaţiile de mişcare ale fluidelor reale în raport numai de 

componentele câmpului de viteze. Pentru aceasta trebuie să considerăm legăturile dintre 
tensiunile unitare, viteze, viscozitate şi vitezele de deformare. Pentru fluide reale şi 
incompresibile, tensiunea unitară normală este suma dintre presiunea p şi o componentă 
care depinde de viscozitatea dinamică şi de viteza de deformaţie liniară introdusă de 
teorema Cauchy-Helmholtz. Rezultă: 
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Pentru fluide reale şi compresibile, tensiunea unitară normală ţine seama şi de 
viteza relativă de variaţie a volumului particulei de fluid, θ, printr-un coeficient de 

viscozitate ηλ
3
2

−=v  , conform relaţiei lui Stokes, din teoria cinetico-moleculară. 

Viteza relativă de variaţie a volumului vdiv =θ , adică: 
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Rezultă pentru tensiunile unitare normale relaţiile: 
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Tensiunile unitare tangenţiale sunt proporţionale cu vitezele de deformaţie 
unghiulară axy, ayz, azx introduse prin teorema Cauchy-Helmholtz: 
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      (5.10) 

Înlocuind expresiile tensiunilor unitare în ecuaţiile de mişcare sub forma enunţată 
de Cauchy, obţinem, de exemplu pentru prima ecuaţie expresia: 
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Luând în consideraţie relaţia lui Stokes, relaţia de definiţie a viscozităţii cinematice 

ρ
ην =  şi de expresia laplacianului 2
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=∆ , ecuaţia precedentă şi în mod 

analog celelalte ecuaţii de mişcare se scriu sub forma: 
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   (5.11) 

unde termenii negativi sunt componentele forţei unitare de presiune, penultimii termeni 
ai ecuaţiilor sunt componentele forţei unitare de viscozitate iar ultimii termeni sunt 
componentele forţei unitare de compresibilitate. Ecuaţiile reprezintă ecuaţiile de mişcare 
ale fluidelor reale, compresibile, în mişcare laminară nepermanentă cunoscute sub 
numele de ecuaţiile lui Navier-Stokes pentru mişcarea fluidelor reale. Acestor ecuaţii li 
se adaugă ecuaţia continuităţii: 
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În cazul fluidelor incompresibile, ecuaţiile lui Navier-Stockes şi ecuaţia 

continuităţii se scriu sub forma: 
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Ecuaţiile lui Navier-Stokes, se pot scrie şi sub formă vectorială: 
 

  θνν
ρ

gradvpgradf
t
v

m 3
1

d
d

+∆+−=     

ecuaţie care reprezintă ecuaţia de mişcare a fluidelor vâscoase, compresibile în mişcare 
laminară nepermanentă, sau pentru fluide incompresibile: 
 

  vpgradf
t
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Sistemul format de ecuaţiile Navier-Stokes şi ecuaţia continuităţii trebuie să 
satisfacă condiţiile iniţiale (pentru t = 0) şi condiţiile la limită impuse de mişcarea 
laminară studiată. 

Condiţiile la limită sunt condiţiile care trebuie verificate pe frontierele curentului 
de fluid de câmpul vitezelor şi câmpul de presiuni. 

Înlocuind în ecuaţiile de mişcare ale fluidelor reale componentele acceleraţiei cu 
expresii pe care le-am utilizat şi la mişcarea fluidelor ideale, obţinem alte forme pentru 
ecuaţiile de mişcare, forme care pun în evidenţă unele particularităţi cinematice şi 
energetice ale mişcării. Astfel obţinem forma ecuaţiilor de mişcare dată de Helmholtz: 
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    (5.14) 

sau sub formă vectorială: 
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∂            (5.15) 

Semnificaţiile termenilor din primul membru au fost date la stabilirea ecuaţiilor de 
mişcare pentru fluide ideale. 

Dacă forţele masice derivă dintr-un potenţial şi ţinem cont de relaţia 

∫=
ρρ
pgradpgrad d1  , atunci putem transforma ecuaţiile de mişcare date de 

Helmholtz şi obţinem forma dată de Gromeka-Lamb: 
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      (5.16) 

sau sub forma vectorială: 
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În această ecuaţie intervine expresia EUpv
=++ ∫ ρ

d
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2

, numită şi funcţia lui 

Bernoulli, în care toţi termenii au dimensiunea de energie unitară, corespunzătoare 
unităţii de masă. 

În cazul mişcării permanente termenii care conţin derivate în raport cu timpul sunt 

nuli, iar dacă considerăm şi vectorul vârtej vrot 
2
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=ω , ecuaţiile de mişcare devin: 
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   (5.18) 

Înmulţind cele trei ecuaţii cu deplasările elementare dx, respectiv dy şi dz, apoi 
adunând obţinem: 
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unde primul termen reprezintă variaţia energiei fluide (cinetică potenţială de presiune şi 
potenţială a forţelor masice), al doilea termen este lucrul mecanic elementar al forţelor 
convective de inerţie datorate vârtejului, iar ultimul termen reprezintă lucrul mecanic 
elementar al forţelor de viscozitate (cu o componentă a forţelor de compresibilitate în 
cazul fluidelor incompresibile). Termenul este negativ deoarece forţele de viscozitate 
sunt dirijate în sens opus sensului de deplasare, iar în cazul fluidelor ideale, el este nul 
(ν = 0). 

Determinantul este nul în următoarele cazuri: 

- pe o linie de curent, deoarece: 
w
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v
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u
x ddd

== ; 

- pe o linie de vârtej, deoarece: 
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zyx
ωωω
ddd

== ; 
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- în mişcare elicoidală, la care vectorul viteză este coliniar cu vectorul vârtej, 

deci: 
zyx

wvu
ωωω

== . 

În toate cele trei cazuri, ecuaţia 49 devine: 
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care după integrare devine: 
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unde ultimul termen este lucrul mecanic unitar al forţelor de viscozitate dintre cele două 
puncte şi este o energie pierdută (nu poate fi utilizată ca energie hidraulică), care se 
transformă pe baza legilor dinamicii în căldură. 
 

5.5. Relaţia lui Bernoulli pentru o linie de curent, în mişcarea laminară a 
fluidelor reale 

 
Spre deosebire de un fluid ideal, pentru care energia specifică de-a lungul unei 

linii de curent este constantă, în cazul fluidului real energia acestuia scade în sensul 
mişcării fluidului, datorită frecărilor de natură vâscoasă între particule. Considerăm 
cazul fluidelor incompresibile (ρ = ct.) şi mişcarea în câmp gravitaţional (U = g⋅z). În 
acest caz, relaţia lui Bernoulli scrisă între punctele 1 şi 2 este: 
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sau dacă se împarte cu g şi se introduce notaţia ∫
−

=
21

1
2,1 vr l

g
h δ  care reprezintă pierderea 

de sarcină între punctele 1 şi 2, se obţine: 
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care reprezintă relaţia lui Bernoulli pentru fluide grele incompresibile. În cazul în care 
forţele masice sunt neglijabile ( .,0 constUfm ==   ), z1 = z2 şi deci cei doi termeni se 
anulează reciproc. 

Dimensiunea fiecărui termen din relaţia lui Bernoulli pe o linie de curent în cazul 

unui fluid incompresibil este de lungime. Pentru ,,
2

2

γ
p

g
v  verificarea s-a efectuat şi în 

cazul fluidelor ideale, iar pentru termenul: 

   [ ] ( )vdivzwyvxu
gg

h
vlr  d

3
1ddd11

2121

ννδ +⋅∆+⋅∆+⋅∆−== ∫∫
−−

 

este .1 1112
2 LLTLTL

LT
=⋅⋅ −−−  Prin urmare relaţia lui Bernoulli în mişcarea permanentă 

în lungul unei linii de curent admite reprezentarea grafică din figura 37. 
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Pentru interpretarea energetică a relaţiei lui Bernoulli, se înmulţeşte fiecare termen 

al relaţiei cu m⋅g. Dacă considerăm că energia unitară totală este: zp
g

vE ++=
γ2

2

, se 

poate considera că energia din punctul 1 este mai mare decât cea din punctul 2, adică 
2,121 rhEE +=  

  Fig. 37.  Reprezentarea grafică a relaţiei lui Bernoulli 
 
În cazul mişcării fluidelor reale relaţia lui Bernoulli reprezintă aplicarea în 

mecanica fluidelor a principiului general al transformării şi conservării energiei: energia 
din punctul 1 al liniei de curent este egală cu energia din punctul 2 al liniei de curent la 
care se adaugă energia pierdută între punctele 1 şi 2 datorită frecării vâscoase a fluidelor 
reale, (energia hidraulică disipată se regăseşte sub formă de energie termică). 

În cazul mişcării semipermanente la care direcţia vitezei este fixă şi traiectoriile 
coincid cu liniile de curent, relaţia lui Bernoulli se păstrează dar se adaugă la termenul 
al doilea 

2,1r
h , reprezentând pierderea de sarcină în lungul traiectoriei între punctele  

1 şi 2: 
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În cazul curenţilor de fluid cu secţiune finită, energia fluidului într-o secţiune 
transversală (în care viteza este variabilă), poate fi exprimată funcţie de viteza medie pe 
secţiune, introducând o corecţie prin coeficientul lui Coriolis (care reprezintă raportul 
dintre energia cinetică reală pe secţiune şi energia calculată cu viteza medie 

α=
∫

3

3 d

Av

Av
A ), la termenii cinetici. Relaţia lui Bernoulli pentru un curent real de fluid de 

secţiune constantă, devine: 
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unde de obicei se admite α1 = α2 = α, iar v1 şi v2 sunt vitezele medii în cele două 
secţiuni.  

Reprezentarea grafică a relaţiei lui Bernoulli pentru mişcarea semipermanentă 
este analogă celei de la mişcarea fluidelor ideale, cu diferenţa că apare la punctul 2 încă  
 un segment echivalent cu 

2,1r
h , figura 38. 
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Fig. 38.  Reprezentarea grafică a relaţiei lui Bernoulli pentru mişcarea semipermanentă 
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6. ANALIZA DIMENSIONALĂ ŞI TEORIA SIMILITUDINII 
 
Orice relaţie matematică a unui fenomen fizic este corect stabilită, dacă pe lângă 

corectitudinea rezolvării setului de ecuaţii algebrice sau diferenţiale care caracterizează 
acest fenomen îndeplineşte şi o altă condiţie fundamentală: toţi termenii ei trebuie să 
aibă aceeaşi dimensiune.  

Această condiţie necesară pentru valabilitatea unei relaţii matematice a unui 
fenomen fizic se numeşte principiul omogenităţii.  

Pornind de la această condiţie obligatorie, putem obţine relaţia de calcul a unei 
mărimi fizice în funcţie de alte mărimi. O asemenea dependenţă se formează astfel: A = 
f(a1,a2,…..an) unde structura funcţiei f nu este cunoscută.  

Anumite consideraţii teoretice privind natura mărimilor a1,a2,…..an, permit unele 
precizări privind forma funcţiei f. Acest fel de abordare a problemei constituie obiectul 
analizei dimensionale. 

 
6.1. Metodele analizei dimensionale 
 
S-au elaborat două metode distincte de prelucrare matematică pe baza principiului 

omogenităţii dimensionale a dependenţei dintre mărimile fizice a1,a2,…..an şi noua 
mărime fizică A. 

 
a) Metoda Rayleigh, se bazează pe aproximaţia unei funcţii continue f(a1,a2,…..an) 

printr-o sumă de monoame de puteri ale variabilelor a1,a2,…..an:  

f(a1,a2,…..an) =∑
=

…
n

i

x
n

xx
i

inii a,,aaC
1

21
21       (6.1) 

unde Ci = Ct, sunt constante numerice adimensionale, iar xi1,xi2,…..xin sunt exponenţi 
adimensionali ce urmează a fi determinaţi pe baza principiului omogenităţii 
dimensionale. Pentru aflarea exponenţilor xi, vom impune identificarea dimensională: 

  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] iniiinii
x

n
xxx

n
xx aaaaaaA ⋅⋅⋅≡⋅⋅⋅⋅= 2121

2121    (6.2) 
şi vom egala exponenţii unităţilor fundamentale de măsură de aceeaşi nume din ambii 
termeni, ceea ce conduce la un sistem de ecuaţii liniar şi omogen în necunoscutele xi. 
Acest sistem poate fi compatibil determinat, compatibil nedeterminat, sau incompatibil. 
În primul caz, prin rezolvarea sistemului rezultă o soluţie unică: 
 xi1 = α1 
 xi2 = α2 

 MMM                   (6.3) 
 xin = αn 
care după înlocuire în expresia mărimii fizice A, determină forma: 

  ∑
=

⋅==
n

i
nni

nn aaakaaaCA
1

2121  ... ... 2121 αααααα     (6.4) 

Am obţinut relaţia matematică a mărimii fizice A, cu aproximaţia unei constante 
multiplicative: ∑= iCk . Ea se determină numai pe cale experimentală. 

Dacă sistemul este compatibil nedeterminat se stabileşte determinantul principal al 
sistemului şi de exprimă necunoscutele principale în funcţie de cele secundare, 
deocamdată neprecizate. Se pot da în acest caz informaţii suplimentare privind 
independenţa unor monoame de anumite mărimi fizice. A impune independenţa unui 
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monom de o anumită mărime fizică ai, înseamnă să impunem pentru exponentul acelei 
mărimi de valoarea zero. 

Dacă sistemul este incompatibil, fie există o eroare în formarea sau rezolvarea 
sistemului de ecuaţii, fie în formularea greşită a problemei în sensul că nu au fost 
prezentate adevărate mărimi fizice de care depinde A. În acest caz se verifică calculele şi 
se reformulează problema. 

 
b) Metoda produselor (teorema π) 
 
Când numărul mărimilor fizice a1, a2, ... an, depăşeşte valoarea 6, se constată că 

metoda Reyleigh este laborioasă şi se înlocuieşte cu o metodă echivalentă, care se 
numeşte metoda produselor sau teorema produselor (π), care se enunţă astfel: orice 
funcţie omogenă dimensional, de n mărimi fizice, poate fi scrisă echivalent sub forma 
unei funcţii implicite cu un număr mai mic de variabile adimensionale care reprezintă 
cazuri particulare ale unui monom de puteri al mărimilor fizice din fenomenul respectiv. 

Considerăm că urmărim să determinăm relaţia care reprezintă dependenţa mărimii 
fizice A, funcţie de mărimile fizice a1, a2, ... an. 

Se poate demonstra că orice relaţie matematică omogenă dimensional, poate fi 
scrisă sub formă adimensională prin împărţirea la un termen al acestuia.  

Procedând astfel obţinem rapoarte de monoame care sunt cazuri particulare ale 
unui produs general sub forma: 

121 ...21
+⋅⋅⋅⋅= nn xx

n
xx Aaaaπ       (6.5) 

Absenţa unei mărimi fizice din cadrul unui monom se justifică prin exponentul 
zero al acestei mărimi.  

Exponenţii x1, x2, ... xn, xn+1 au astfel de valori încât produsul π să nu aibă 
dimensiune. Asta înseamnă că exponenţii rezultanţi ai tuturor unităţilor fundamentale de 
măsură din cadrul acestui produs să fie nuli. 

Practic pentru a obţine exponenţii xi vom înlocui mărimile fizice din produs prin 
dimensiunile lor şi vom impune ca exponentul rezultant al fiecărei unităţi de măsură să 
fie nul.  

Se obţine astfel un sistem liniar şi omogen în x1,x2,…..xn,xn+1 şi acest sistem va 
avea întotdeauna şi soluţii nenule, deoarece rangul sistemului este mai mic decât 
numărul ecuaţiilor. 

 Se exprimă necunoscutele principale în funcţie de cele secundare şi apoi urmează 
scrierea soluţiilor fundamentale ale sistemului omogen, care se obţin dând pe rând unei 
necunoscute secundare valoarea 1 şi celorlalte valoarea zero.  

De fiecare dată putem forma un produs adimensional cu valorile rezultate pentru 
exponenţii x1, x2, ... xn, xn+1. Numărul acestor produse va fi egal cu numărul 
necunoscutelor secundare, evident mai mic decât n. 

 Aşadar, relaţia corectată se va exprima printr-un număr de produse adimensionale 
mai mic decât numărul mărimilor fizice din fenomenul respectiv. 

Pentru aplicarea acestei teoreme se parcurg următoarele etape: 
 
1) Se întocmeşte o matrice a dimensiunilor variabilelor în care se precizează pe 

verticală dimensiunea acelor mării fizice: 
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unde: U1, U2, … Um sunt unităţile de măsură ale mărimilor fizice  date,            a1, a2, ... 
an, α11, ... αm,n+1 sunt exponenţii puterii la care se află unităţile de măsură, iar x1, x2, ... 
xn+1 sunt exponenţii care trebuie determinaţi. 
 

2) Se formează produsul adimensional 121 ...21
+⋅⋅⋅⋅= nn xx

n
xx Aaaaπ . Utilizând 

matricea anterioară, se formează sistemul: 
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3) Se rezolvă sistemul şi se scrie apoi matricea soluţiilor fundamentale: 

Se va da pe rând coeficienţilor secundari valoarea 1. 
 

1 2 1 1

11 12 1

21 22 2

1 ,1 1 ,

necunoscute                       necunoscute
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x x x x x x
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β β

+ +

+ − + −
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L L

L L
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   (6.8) 

 
 

4) Se obţine astfel o suită de soluţii fundamentale; pentru fiecare soluţie 
fundamentală va corespunde un produs adimensional π1, π2, …   , πn+1-k. 

 
5)   Relaţia căutată se scrie sub forma implicită astfel ϕ (π1, π2, …   , πn+1-k) = 0.  
Din ea se explicitează acel produs care conţine mărimea studiată A, în funcţie de 

celelalte produse.  
Relaţia va fi determinată cu aproximaţia unei funcţii ϕ' în raport de produsele 

independente de A. ϕ' se va determina pe cale experimentală. 
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6.2. Noţiuni despre similitudine 
 
Studiul unui fenomen fizic se poate face atât pe cale teoretică cât şi pe cale 

experimentală, sau combinându-le pentru verificarea rezultatelor teoretice.   
În cazul tratării pur teoretice a fenomenului, acesta poate fi încadrat într-o 

conexiune de fenomene cunoscute, pentru care se cunosc relaţiile matematice dintre 
mărimile fizice respective. 

Acest studiu presupune întocmirea unui model matematic şi rezolvarea acestuia. 
Prin model matematic vom înţelege ansamblul de ecuaţii algebrice, diferenţiale sau 
integro-diferenţiale prin care se corelează mărimile fizice din fenomen.  

Există situaţii când rezolvarea ansamblului de ecuaţii conduce la dificultăţi 
matematice sau chiar la imposibilitatea tratării exacte a modelului. În asemenea  cazuri 
se introduc ipoteze simplificatoare pentru obţinerea unui model matematic uşor de 
tratat. 

Pentru verificarea justeţei ipotezelor utilizate, rezultatele teoretice obţinute vor fi 
confruntate cu cele obţinute pe cale experimentală.  

Există şi alte situaţii când datorită numărului mare de mărimi fizice şi a unor 
corelaţii necunoscute între ele nu putem elabora un model matematic. În acest caz, 
fenomenul respectiv se tratează pur experimental, în laborator. 

Dacă fenomenul se răsfrânge asupra unui obiect fizic, atunci se recurge la 
realizarea unui model al obiectului, micşorat sau mărit în raport cu dimensiunile 
obiectului real. În acest caz, transpunerea măsurătorilor obţinute în laborator, la 
fenomenul din natură, se va face pe baza unor reguli precise, elaborate de teoria 
similitudinii.  

Fenomenul din laborator este similar celui din natură, dacă pe lângă asemănarea 
geometrică dintre obiectul model şi cel din natură (numit prototip), există şi o 
similitudine cinematică şi dinamică. 

Două mărimi cinematice de acelaşi nume măsurate pe model şi pe prototip, 
trebuie să se afle într-un raport constant, dacă sunt măsurate în puncte corespondente 
sau omoloage de pe model şi de pe prototip oricare ar fi perechea de puncte omoloage. 
Acest raport constant se va numi scara mărimii cinematice respective.  

Aşadar putem vorbi de scara vitezelor 
m

n
v v

vk =  sau scara acceleraţiilor 
m

n
a a

ak = , 

unde am notat cu indice n mărimile din natură şi cu m mărimile modelului. 
Tot astfel mărimile dinamice din punctele omoloage se vor afla într-un raport 

constant numit scara acelei mărimi dinamice. De exemplu, scara forţelor 
m

n
F F

Fk = . 

Prin puncte omoloage vom înţelege puncte cu dispoziţie identică pe model şi pe 
prototip.  

O mulţime infinită de puncte omoloage determină curbe omoloage, suprafeţe 
omoloage sau volume omoloage. 

După cum mărimile fizice sunt mărimi fundamentale sau derivate tot astfel şi 
scările lor sunt fundamentale sau derivate. De exemplu, scara lungimilor este o scară 

fundamentală 
m

n
l l

lk == λ , deoarece lungimea este o mărime fundamentală.  
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Scara a două suprafeţe omoloage 2λ==
m

n
A A

Ak  este o scară derivată, deoarece ea 

se exprimă printr-o scară fundamentală. Putem demonstra că scara suprafeţelor este 
pătratul scării lungimilor, considerând două suprafeţe omoloage dreptunghiulare pe 
model şi pe prototip, pentru care putem scrie: 

  
mmm

nnn

BLA
BLA

=
=

  2λ==
m

n

m

n
A B

B
L
Lk     (6.10) 

Scara timpilor este şi ea o scară fundamentală, 
m

n
t t

tk = , la fel şi scara masei 

m

n
m m

mk = . 

Este evident că fenomenul din laborator este similar celui din natură, dacă el 
depinde de aceleaşi mărimi fizice, ceea ce atrage după sine obţinerea prin teorema π a 
aceloraşi produse fundamentale πj(j=1, 2, …   ), adimensionale.  

Ecuaţia implicită a produselor adimensionale  
ϕ (π1, π2, …  ) = 0       (6.11) 

care rezultă din aplicarea teoremei π se numeşte ecuaţie criterială. 
Aşadar, fenomenele din natură şi cele din laborator sunt similare, dacă au aceeaşi 

ecuaţie criterială. Mai mult se arată că produsele adimensionale π1, π2, …    au aceeaşi 
valoare atât pe model cât şi pe prototip cu condiţia ca modelul să fie realizat la o singură 
scară geometrică. Din acest motiv produsele π1, π2, …   , care sunt nişte complecşi 
adimensionali se mai numesc şi invarianţi. 

Similitudinea dintre fenomenul din natură şi cel din laborator se numeşte completă 
sau totală dacă toţi complecşii adimensionali πj (j = 1, 2,…  ) au aceeaşi valoare pe 
model şi pe prototip.  

Există şi situaţii când nu putem asigura egalitatea tuturor complecşilor 
adimensionali πj pe model şi pe prototip, ci numai a celor care includ mărimile fizice cu 
rol preponderent în fenomenul studiat. În asemenea cazuri spunem că am realizat o 
similitudine incompletă sau parţială. 

În teoria similitudinii complecşii adimensionali se mai numesc şi criterii de 
similitudine sau invarianţi de similitudine. Criteriile de similitudine se notează de obicei 
cu primele două litere ale numelor oamenilor de ştiinţă care le-au studiat de exemplu: 
Re (Reynolds), Fr (Froude), Ma (Mach), etc.  

Proprietatea fundamentală a criteriilor de similitudine este că ele păstrează 
aceleaşi valori numerice pe model şi prototip în fenomene asemenea. Criteriile de 
similitudine pot fi stabilite pe căi diferite având la bază cunoaşterea ecuaţiei matematice 
a fenomenului respectiv. 

O primă metodă de lucru are la bază principiul conform căruia  ecuaţia pentru 
fenomenul din laborator nu se deosebeşte de ecuaţia fenomenului din natură decât prin 
faptul că mărimile fizice sunt multiplicate la scară astfel încât factorii de scară ce apar în 
ecuaţia fenomenului model să se simplifice, regăsind ecuaţia fenomenului din natură sau 
invers. 

O altă metodă de lucru are la bază rezultate din analiza dimensională considerând 
mărimile fizice care intervin preponderent în evoluţia fenomenului considerat.  

Vom prezenta în continuare prima metodă de obţinere a criteriilor de similitudine. 
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Considerând mişcarea laminară a unui fluid vâscos, care este descrisă de ecuaţia 
lui Navier-Stokes: 
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   (6.11) 

Putem scrie această ecuaţie pentru fenomenul din natură (indice n), cât şi pentru 
fenomenul de pe model, obţinând ecuaţii similare: 

m

m
m

m

m
m

m

m
m

m

m

m

m

m

m

m

m
m

m

m

m
m

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

n

n
n

n

n

n
n

z
uw

y
uv

x
uu

t
u

y
u

y
u

x
u

x
pX

z
uw

y
uv

x
uu

t
u

y
u

y
u

x
u

x
pX

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

ν
ρ

ν
ρ

   (6.12) 

În continuare vom folosi următoarele scări ale mărimilor fizice: 
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Vom exprima prin aceste scări mărimile fizice însoţite de indicele n, care 
caracterizează fenomenul din natură. Înlocuind aceste mărimi în ecuaţia Navier-Stokes 
corespunzătoare fenomenului din natură, obţinem: 
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Această relaţie va fi identică cu ecuaţia Navier-Stokes a fenomenului de pe model 
dacă factorii de scară se pot elimina prin simplificare, adică să avem egalităţile: 
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Egalând succesiv ultimul raport cu celelalte şi înlocuind scările mărimilor fizice vom 
obţine criteriile de similitudine specifice mişcării fluidelor vâscoase. 

Egalând primul raport cu ultimul obţinem: 
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şi utilizând scările mărimilor fizice care intervin, rezultă: 
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Raportul de forma Fr
2

=
gl
v          (6.18) 

este criteriul de similitudine Froude. Criteriul este folosit în fenomene în care intervine 
gravitaţia, sub forma: 

 Frn = Frm                              (6.19) 
Egalând al doilea raport cu ultimul, obţinem: 
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După înlocuirea scărilor, rezultă: 
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Raportul de forma Eu2 =
v
p
ρ

        (6.22) 

este criteriul de similitudine Euler. Criteriul intervine în fenomene de curgere ale 
fluidelor sub presiune; aşadar în modelarea acestor fenomene va trebui să existe 
egalitatea:     

Eun = Eum.                              (6.23) 
Egalând al treilea raport cu ultimul, obţinem:  
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de unde: 1=
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kk lv         (6.25) 

sau după înlocuirea relaţiilor care definesc scările, rezultă: 
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Raportul de forma Re=
⋅
ν

lv         (6.27) 

este criteriul de similitudine Reynolds. Criteriul intervine în studiul fenomenelor de 
curgere ale fluidelor puternic vâscoase. Pentru asemenea fenomene va trebui să existe 
relaţia:   

Ren = Rem                                         (6.28) 
Trebuie să precizăm că în expresia numărului lui Reynolds, l reprezintă o lungime 

caracteristică a curentului de fluid; în cazul curgerii printr-o conductă circulară, l va fi 
diametrul conductei. 

Egalând ultimele două rapoarte, obţinem: 
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de unde: 1=
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După înlocuirea scărilor rezultă: 
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Raportul adimensional de forma: 

 Sh=
⋅
l

tv         (6.32) 

este criteriul de similitudine Strouhal. Un asemenea criteriu intervine în studiul 
fenomenelor variabile în timp (regimul tranzitoriu de funcţionare a unei instalaţii 
hidraulice realizat la pornirea sau oprirea acesteia sau în cazul fenomenelor periodice). 
Pentru asemenea fenomene va trebui să existe egalitatea 
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 Shn = Shm.        (6.33)  
Dacă fenomenul este periodic, numărul lui Strouhal apare sub forma: 

 Sh =   
fl

v
l

vT
⋅

=        (6.34) 

unde frecvenţa este de forma: 

T
f 1
=        (6.35) 
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7. NOŢIUNI  DE  TEORIA  HIDRODINAMICĂ  A LUBRIFICAŢIEI 
 

Pentru asigurarea unei bune lubrificaţii între două suprafeţe solide aflate în 
mişcare relativă şi supuse unor forţe exterioare este necesar ca între aceste suprafeţe 
solide să existe o peliculă de lubrifiant care are grosimi de ordinul zecimilor de 
milimetru. De regulă, pelicula de lubrifiant este lichidă, dar se pot utiliza şi gaze sau 
materiale solide. 

Rolul lubrifiantului este complex: reduce frecările dintre suprafeţele în mişcare, 
contribuie la disiparea căldurii produse prin frecare şi asigură etanşeitatea. Din cauza 
grosimii mici a peliculei de lubrifiant forţele de greutate şi de inerţie din peliculă sunt 
neglijabile în raport cu forţele de presiune şi cele de viscozitate. 

Tratarea teoretică are la bază sistemul de ecuaţii Navier-Stokes, care se simplifică 
mult prin neglijarea forţelor de greutate şi de inerţie. 

a) Considerăm pentru început cazul unei perechi de suprafeţe plane, lubrificate cu 
lichid, placa superioară fiind fixă, iar placa inferioară mişcându-se cu viteza constantă v0 
pe direcţia Ox, figura 39, spaţiul dintre plăci având aceeaşi grosime z = h = Ct. 

  Fig. 39.  Peliculă de lubrifiant între două plăci 
 
Considerăm că mişcarea este plană (în planul xOy), deci p = p(x,y) iar viteza 

variază în mod preponderent pe direcţia z. Sistemul de ecuaţii de mişcare Navier-Stokes 
devine: 
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Integrăm prima ecuaţie şi obţinem: 
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Constantele de integrare se determină din condiţiile la limită: 
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Componenta vitezei după direcţia x, devine: 
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Debitul pentru o suprafaţă de înălţime h şi de lăţime egală cu unitatea este: 
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de unde:  
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În cazul când lichidul se mişcă simultan şi după direcţia Oy, integrăm şi obţinem a 
doua ecuaţie din sistemul (8.1), prin calcule similare: 
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Condiţiile la limită pentru determinarea constantelor sunt: 
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şi debitul după direcţia Oy: 
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Putem scrie ecuaţia de continuitate pentru paralelipipedul de dimensiuni dx x dy x 1, 
parcurs de fluid în direcţiile x şi y, figura 40. 
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Înlocuim expresiile celor două debite Qx şi Qy, obţinem: 
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Relaţia (7.12) este cunoscută şi sub denumirea de ecuaţia lui Reynolds pentru 
lagărele de lungime finită. Dacă funcţia h(x,y) este complet determinată ecuaţia lui 
Reynolds permite calculul presiunii p(x,y). 
Lagărul va suporta sarcina exterioară, dacă presiunea din interiorul peliculei de lichid, 
dezvoltă o forţă care să o echilibreze. 

Analizând relaţia care exprimă variaţia presiunii pe direcţia Ox, dedusă din ecuaţia 
(7.6) şi anume: 
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  Fig. 40.  Paralelipiped elementar de lubrifiant 
 

Constatăm că în cazul în care Qx = Ct., v0 = Ct., h = Ct., rezultă că 
x
p
∂
∂  este constant, 

adică presiunea din pelicula de ulei nu poate depăşi valoarea presiunii atmosferice care 
se găseşte la capetele lagărului de lungime finită. În consecinţă un asemenea lagăr nu 
poate crea portanţă. 

b) Să considerăm acum cazul în care suprafeţele care alcătuiesc lagărul sunt 
înclinate cu unghiul α, pelicula de lubrifiant având formă de pană a cărei grosime se 
micşorează de la cota z1 la z2, figura 41. 

Presiunea din interiorul stratului de ulei se va putea calcula cu relaţia (8.13), scrisă 
sub forma: 
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După integrarea relaţiei (8.14) obţinem: 
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Din condiţiile la limită x = 0, p = p0, rezultă: 
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Condiţiile la limită pentru limita din dreapta a lagărului sunt x = l, p = p0, de unde 
rezultă: 
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Fig. 41.  Lubrifiant între două plăci plane înclinate 
 

sau înlocuind pe z1 - α⋅l cu z2, rezultă: 
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relaţie care ne dă valoarea presiunii în interiorul peliculei de ulei la distanţa x de origine. 
Reprezentarea grafică a variaţiei de presiune, figura 41, arată o dependenţă aproape 

parabolică presiunea maximă fiind deplasată faţă de 
2
l  în sensul mişcării. 

Portanţa sau sarcina pe care o poate suporta un astfel de lagăr se poate calcula 
efectuând integrala ( )∫ −

l
xpp

0 0 d . Utilizând relaţia (8.19) obţinem: 
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Ţinând cont că z = z1 - α⋅x şi z2 = z1 - α⋅l, rezultă: 
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Efectuăm integrala şi obţinem: 
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unde am utilizat notaţia 
2

1

z
zc = . 

În cazul lagărelor cilindrice, teoria precedentă poate fi în primă aproximaţie 
aplicată deoarece grosimea particulei de lubrifiant este foarte mică în raport cu axa de 
curbură a cuzinetului, acesta putându-se aproxima pe o zonă relativ restrânsă cu o 
suprafaţă plană. 
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8. TEORIA STRATULUI LIMITĂ 
 
Numim strat limită, stratul de fluid în mişcare din imediata vecinătate a unui corp, 

în care viteza variază de la valoarea zero la suprafaţa corpului, până la valoarea 
corespunzătoare curgerii exterioare a fluidului şi în care se manifestă intens acţiunea 
forţelor de frecare. 

Considerăm pentru exemplificare, curgerea unui fluid vâscos în lungul unei plăci 
plane subţiri aşezată paralel cu direcţia de curgere, figura 42, unde am notat u∞ viteza 
curgerii exterioare şi δ grosimea stratului limită. 

  Fig. 42.  Stratul limită în lungul unei plăci plane 
 
Grosimea stratului limită nu poate fi precizată în mod riguros, deoarece trecerea 

de la viteza din stratul limită la viteza curgerii exterioare se face asimptotic. Grosimea 
stratului limită creşte treptat odată cu numărul lui Reynolds. 

Tensiunea tangenţială de frecare 
y
u

d
dητ = , în interiorul stratului limită, atinge 

valori foarte mari chiar pentru fluide cu vâscozitate foarte mică, deoarece gradientul 
vitezei în direcţia normală pe suprafaţă este foarte mare. De aceea în studiul teoretic al 
curgerii unui fluid cu viscozitate mică, se separă câmpul de curgere în două domenii: 
stratul limită în care se consideră forţele de viscozitate şi domeniul din exteriorul acestui 
strat unde forţele de viscozitate se pot neglija. 

Această separare aproximativă a câmpului de curgere în două domenii, introdusă 
de Prandtl, simplifică studiul teoretic al fluidelor reale. 

Grosimea stratului de fluid depinde de regimul de mişcare a fluidului în stratul 
limită, care poate fi laminar, de tranziţie şi turbulent. Regimul de mişcare depinde de 
numărul lui Reynolds, determinat cu u∞ şi cu lungimea caracteristică x, măsurată de la 
capătul corpului (bordul de atac).  

Regimul de mişcare este laminar pentru distanţe x mici, deci în apropierea 
bordului de atac, trece apoi în regim tranzitoriu pentru o valoare critică xcr1 (Recr1) şi 
apoi în regim turbulent pentru valori mai mari de xcr2 (Recr2).  Valorile critice ale 
numărului lui Reynolds depind de forma conturului corpului. În afară de numărul lui 
Reynolds, asupra regimului de mişcare din stratul limită, mai influenţează gradul de 
turbulenţă a curentului exterior, rugozitatea peretelui în special în zona bordului de atac 
şi modul de variaţie a presiunii pe direcţia mişcării. Pentru placa plană considerată, 
grosimea stratului limită funcţie de regimul de curgere este reprezentată în figura 43. 

Grosimea stratului turbulent nu se poate determina pe cale analitică, datorită 
complexităţii fenomenului de frecare din această zonă; în acest caz se utilizează o relaţie 
determinată pe cale experimentală: 

u∞ 
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x

δ(x)
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u∞
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5 Re

37,0
x

x
=δ        (8.1) 

 
   
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 43  Stratul limită şi regimurile de mişcare 
În zona stratului limită turbulent, putem observa crearea unui substrat laminar de 

grosime foarte mică. 
 
8.1. Ecuaţiile de mişcare ale stratului limită 
 
Mişcarea într-un strat bidimensional incompresibil, este descrisă de ecuaţiile lui 

Prandtl, care se obţin din simplificarea ecuaţiilor de mişcare Navier-Stokes, aplicate 
stratului limită. Datorită grosimii foarte mici, putem neglija forţele masice, sistemul de 
ecuaţii Navier-Stokes, devenind: 
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     (8.2) 

La ecuaţiile Navier-Stokes am adăugat şi ecuaţia continuităţii. 
Pentru simplificarea acestor ecuaţii în vederea determinării ecuaţiilor lui Prandtl, 

facem ipoteza că grosimea stratului limită este foarte mică în raport cu o lungime 
caracteristică a corpului în jurul căruia are loc curgerea. Deci: δ << L. 

În raport cu această ipoteză Prandtl a făcut aprecieri asupra ordinului de mărime al 
termenilor din ecuaţiile Navier-Stokes. 

Deplasarea după direcţia axei Ox, care este orientată în lungul corpului, are acelaşi 
ordin de mărime ca şi lungimea caracteristică L: x ∼ L. 

Ordonata y, care ia valori între 0 şi δ, are acelaşi ordin de mărime cu δ: y ∼ δ. 
Componenta vitezei după direcţia Ox, ia valori între 0 şi u∞ (pe care o notăm cu 

U), deci u are ordinul de mărime al vitezei U, corespunzătoare curgerii exterioare:  
  u ∼ U. 

Derivatele parţiale ale componentei u a vitezei, vor avea următoarele ordine de 
mărime:  
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Din ecuaţia continuităţii, rezultă că 
y
v
∂
∂  are acelaşi ordin de mărime cu 

x
u
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∂ : 
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Exprimăm viteza v funcţie de 
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d , deci ordinul de mărime al 

componentei v a vitezei este:  δ
L
Uv ~ . 

Pentru derivatele parţiale ale vitezei v, rezultă: 

              ;~;~;~;~ 2
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Facem ipoteza că acceleraţia locală 
t
u
∂
∂  are acelaşi ordin de mărime cu acceleraţia 

convectivă, deci: 
L

U
t
u 2

~
∂
∂  deci se exclude apariţia unei acceleraţii instantanee mari. 

Analizând termenul 
x
p
∂
∂

ρ
1 , unde p poate fi înlocuită cu ρ⋅u2, deducem că are 

ordinul de mărime al acceleraţiei convective:  
L

U
x
p 2

~1
∂
∂

ρ
 

Scriem din nou prima ecuaţie din sistemul de ecuaţii Navier-Stokes pentru a 
compara ordinele de mărime ale termenilor care intervin: 
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În această ecuaţie se poate neglija termenul în raport cu 2

2

x
u

∂
∂ , deoarece raportând 

ordinele lor de mărime obţinem:    
2

22   : ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

L
U

L
U δ

δ
 

care este pătratul unei mărimi foarte mici. 
Deoarece în interiorul stratului limită, forţele de viscozitate au acelaşi ordin de 

mărime cu forţele de inerţie, conform ipotezei lui Prandtl, rezultă: 

  2

2

δ
ν U

L
U

=  

de unde ordinul de mărime al viscozităţii cinematice este: 
L

U 2

~ δν  

Comparăm şi ordinele de mărime ale termenilor ecuaţiei a doua din sistemul 
Navier-Stokes: 
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Constatăm că în această ecuaţie se poate neglija termenul 2

2

x
v

∂
∂ , în raport cu 2

2

y
v

∂
∂  

deoarece raportul ordinelor de mărime este foarte mic:  
2

3 ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

LL
U

L
U δ

δ
δ    

Ca şi la prima ecuaţie, considerăm că ordinul de mărime al termenului 
t
v
∂
∂  este 

acelaşi cu al termenilor acceleraţiei convective:  2

2

~
L

U
t
v δ
∂
∂  

Ţinând cont de ordinul de mărime a viscozităţii cinematice 
L

U 2

~ δν , rezultă că 

ordinul de mărime a termenului 2

2

y
v

∂
∂ν  este acelaşi cu cel al acceleraţiei convective 

2

2

L
U δ , adică este proporţional cu δ şi este foarte mic. În aceste condiţii, ecuaţia a doua 

se reduce la 0=
∂
∂

y
p , adică, variaţia presiunii după direcţia normalei poate fi neglijată. 

Pentru verificare, putem raporta ordinele de mărime a termenilor care conţin gradientele 
de presiune după direcţiile Oy şi Ox şi obţinem: 
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U
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U
x
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y
p δδ

ρρ
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∂
∂

∂
∂ 2

2

2

:1:1      

deci 
y
p
∂
∂  este foarte mic în raport cu 

x
p
∂
∂ . 

În concluzie, din cele trei ecuaţii ale sistemului Navier-Stokes, rămân două: 
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    (8.3) 

Sistemul (9.3) reprezintă ecuaţiile de mişcare ale stratului limită bidimensional 
nepermanent, cunoscute sub numele de ecuaţiile lui Prandtl. 
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8.2. Desprinderea stratului limită 

 În cazul plăcii plane considerate, pe frontiera stratului limită 0=
∂
∂

x
p , ceea ce 

rezultă imediat scriind relaţia lui Bernoulli pe o linie de curent .
2

2

CtUp =+ ∞ρ , sau: 

  0=
∂
∂

⋅+
∂
∂ ∞

∞ x
uu

x
p ρ  

Deoarece ştim că pe frontiera stratului limită  0=
∂
∂ ∞

x
u , rezultă: 0=

∂
∂

x
p . 

 În cazul corpurilor cu curbură, vitezele se modifică în raport cu forma corpului 
(datorită pierderilor energetice prin frecare, ţinând seama de forţele de viscozitate care 
intervin în stratul limită). Rezultă că pe frontiera corpului (conform relaţiei lui 

Bernoulli), 0
0

≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=yx
p . În cazul când vitezele din curentul exterior cresc datorită 

condiţiilor de mişcare, 0<
∂
∂

x
p , iar dacă scad 0>

∂
∂

x
p .  

Datorită faptului că presiunea de la frontiera stratului limită rămâne aceeaşi în 

lungul normalei ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂ 0

y
p , este posibil ca într-un anumit punct de pe suprafaţa corpului 

să avem îndeplinită condiţia 0=
∂
∂

x
p , figura 44.  

Se observă existenţa uni punct de desprindere, unde 0=
∂
∂

x
p  sau 0=

∂
∂

y
u . La 

stânga acestui punct, mişcarea în stratul limită se realizează în sensul curgerii exterioare, 
 

Fig. 44.  Desprinderea stratului limită 
 

iar la dreapta acestuia în sens opus. Zona în care mişcarea începe în sens invers, 
continuă în spatele corpului cu o succesiune de vârtejuri în funcţie de numărul Re al  
mişcării. Pentru explicarea fenomenului de desprindere a stratului limită, considerăm 
curgerea unui fluid în jurul unui cilindru circular, figura 45. 
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      Fig. 45  Curgerea în jurul unui cilindru 
 
Curgerea se poate împărţi în două domenii, domeniul stratului limită şi domeniul 

curgerii exterioare acestui strat. 
În domeniul curgerii exterioare liniile de curent sunt simetrice şi dacă vitezele 

cresc în zona bordului de atac (jumătatea din faţă a cilindrului în sensul mişcării 
fluidului), de la A la B, ele descresc în zona aval a cilindrului, de la B la C, având 
aceeaşi valoare în puncte simetrice faţă de diametrul vertical. 

La analiza mişcării unei particule din stratul limită, trebuie să luăm în consideraţie 
şi forţele de viscozitate, pe care în celălalt domeniu le putem neglija, astfel că în zona de 
la A la B, o parte a energiei cinetice este disipată.  

Energia rămasă nu mai este suficientă pentru ca în zona de la B la C, unde 
presiunea creşte şi viteza scade, particula fluidă să atingă punctul C, viteza ei anulându-
se în punctul intermediar D.  

Aici este împinsă de către particulele din stratul limită din amonte, în afară, iar 
sub acţiunea particulelor din curentul exterior este împinsă înapoi, dând naştere unui 
vârtej. Se creează astfel două vârtejuri simetrice, care la valori mari ale numărului Re se 
alungesc şi încep să oscileze. Se formează două şiruri de vârtejuri care au sensuri de 
rotaţie contrare, zona numindu-se “aleea de vârtejuri Kármán ”. 
 În zona cu vârtejuri din aval, presiunea este sensibil mai mică decât în amonte, 
aceasta fiind cauza rezistenţei de presiune, care apare.  

Adunăm la această rezistenţă de presiune şi rezistenţa de frecare în direcţia de 
curgere şi determinăm rezistenţa la înaintare, forţă ce trebuie învinsă pe direcţia de 
mişcare la deplasarea în fluid a unui corp oarecare. 

 

D
A

B

C
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9. MIŞCAREA TURBULENTĂ A FLUIDELOR REALE 
 
9.1. Structura mişcării turbulente 
 
Mişcarea turbulentă se caracterizează prin supunerea peste mişcarea principală, în 

direcţia de curgere, a unei mişcări de agitaţie a particulelor de fluid, deosebit de 
complexă. Mişcarea de agitaţie are loc la nivelul macroscopic, al particulelor şi a 
grupurilor de particule. 

În mişcarea turbulentă liniile de curent nu sunt paralele între ele în direcţia curgerii, 
ci se încrucişează, iar în masa fluidului apar vârtejuri dispuse în mod dezordonat. Viteza 
de mişcare turbulentă prezintă o tendinţă de a defini o valoare medie şi o oscilaţie 
permanentă în jurul acestei valori medii, figura 46. 

                    Fig. 46  Structura mişcării turbulente 
 
Viteza instantanee a punctului va avea componentele: 
        lll wwwvvvuuu +=+=+= ;;      (9.1) 
Valoarea medie u  se calculează ca viteză medie temporară, cu relaţia: 

  ∫=
T

tu
T

u
0

d1         (9.2) 

unde intervalul de timp T, trebuie să fie suficient de mare pentru ca valoarea medie 
calculată să nu depindă de timp. Putem demonstra uşor că valorile medii ale mărimilor 
pulsatorii sunt nule: 

( ) 0d1d1d1d1
0000

=−=−=−== ∫∫∫∫ uutu
T

tu
T

tuu
T

tu
T

u
TTTT ll    (9.3) 

Aprecierile făcute pentru componentele u sunt valabile şi pentru v şi w, respectiv 
pentru v' şi w'.  

Putem concluziona că mişcarea turbulentă este pentru un punct din câmpul 
curentului nepermanentă, însă în ansamblul ei poate fi considerată permanentă (având o 
rezultantă unidirecţională). Pentru aceasta în calcule trebuie să luăm vitezele medii 
pentru durate de timp suficient de mari (în măsurătorile practice cu sonde tip Pitot-
Prandtl, se măsoară valori medii ale curentului). 

 
9.2. Tensiunea tangenţială în mişcarea turbulentă 
 
La mişcarea turbulentă, datorită pulsaţiei vitezei între straturile de fluid învecinate 

are loc un schimb neîntrerupt de particule, deci de masă. Considerăm o mişcare 
 turbulentă plană şi două straturi apropiate A şi B cu vitezele u şi uu d+ , în sensul 

curgerii. La limita dintre cele două straturi, considerăm un element de suprafaţă dS, 
figura 47. 

u

T

u

t0

u

În mişcarea turbulentă apar eforturi de 
frecare suplimentare, care se manifestă prin 
pierderi mari de energie în lungul curentului 
de fluid. Pentru descrierea matematică a 
mişcării turbulente, aceasta se descompune 
într-o mişcare medie, care este caracterizată 
de ,,, wvu  valorile medii ale 
componentelor vitezei într-un punct raportat 
la un sistem triortogonal Oxyz şi o mişcare 
de pulsaţie. 
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      Fig. 47  Schimbul de masă între straturile de fluid 
 

Variaţia în direcţia de mişcare Ox a impulsului acestei mase elementare, sub 
acţiunea componentei u' a vitezei de pulsaţie, va fi: 

  tSuvum lll ddd ⋅=⋅ ρ       (9.4) 
Conform teoremei variaţiei impulsului, variaţia impulsului în timp este egală cu 

forţa ce acţionează în direcţia respectivă, deci: 
  dF u v Sρ′ ′= ⋅ ⋅        (9.5) 
de unde: 

0t
u vτ ρ ′ ′= − ⋅ ⋅         (9.6) 

Semnul minus, arată că o dilatare în direcţia Ox corespunzătoare unei viteze u' 
pozitive, necesită a contractare în sensul lui Oy (v' < 0), deoarece masa totală nu variază. 
Tensiunea unitară dată de relaţia (9.6) se numeşte tensiune tangenţială de amestec şi 
reprezintă forţa unitară care realizează transferul de impuls în mişcarea turbulentă. 
Valoarea medie a acesteia într-un interval de timp T, considerând densitatea constantă în 
timp, va fi: 

  ∫ ∫−==
T T ll

tt tvu
T

t
T 0 0

dd1
0

ρττ  

sau:  ll
t vu⋅−= ρτ        (9.7) 

unde u v′ ′ , este media produsului pulsaţiilor. Tensiunea unitară este dată de relaţia 
(9.7) se numeşte tensiune unitară turbulentă sau aparentă şi a fost definită de Reynolds. 

Pentru această tensiune unitară de amestec Prandtl a propus o metodă de calcul pe 
baza teoriei “lungimii de amestec ” . Deoarece masa de fluid rămâne constantă şi fluidul 
este continuu şi deformabil, o modificare a impulsului pe una din direcţii atrage 
modificări echivalente pe alte direcţii. În cazul considerat, al mişcării plane, impulsul pe 
o direcţie, cauzat de pulsaţia vitezei este egal cu impulsul pe cealaltă direcţie, adică: 

  d du m v m′ ′=  
Particula fluidă, care datorită vitezei v' ajunge în stratul A, capătă viteza acestui strat 

uu d+ . Rezultă, că se poate defini o lungime l, lungimea de amestec, care să satisfacă 
proporţionalitatea: 

  d
d

u u
l y
′
=         (9.8) 

Lungimea de amestec l, reprezintă distanţa pe care o parcurge o particulă în sens 
transversal sub acţiunea pulsaţiei. După această distanţă l, efectul pulsaţiilor încetând, ea 
se amestecă cu particulele din stratul în care a pătruns. 

Rezultă: d
d

uu l
y

′ =         (9.9) 

y 

x 

l dS
u'

v' 

uu d+

u

A 

B 

 

Datorită componentei v', prin dS în 
intervalul de timp dt, va trece masa 
elementară tSvm l ddd ρ= , din 
stratul B în stratul A, care contribuie la 
modificarea impulsului lichidului din 
stratul A. 
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şi în ipoteza că v' şi u' diferă printr-un coeficient α, v'  = α⋅u', putem scrie: 

  
2

2 d
d

uu v l
y

α
⎛ ⎞′ ′ = − ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (9.10) 

Deoarece coeficientul α se poate regăsi în valoarea lungimii de amestec l, putem 
scrie: 

  
2

2

d
d

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=

y
ult ρτ        (9.11) 

În privinţa lungimii de amestec există două ipoteze: Prandtl apreciază că în 
apropierea unui perete, l = (0,4 …   0,435)⋅y, iar Karman, defineşte lungimea de 
amestec sub forma: 

  38,0

d
d
d
d

2

2 ⋅=

y
u
y
u

l        (9.12) 

În mişcarea turbulentă, acţionează atât tensiunile tangenţiale de viscozitate, cât şi 
cele de amestec, tensiunea tangenţială va fi: 
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d
d

d
d

⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−−=

y
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y
u ρητ       (9.13) 

O altă teorie semiempirică este teoria coeficientului de viscozitate turbulentă a lui 
Boussinesq, care a introdus acest coeficient prin relaţia: 

  d
d

uu v
y

ρ ε′ ′− ⋅ =        (9.14) 

şi rezultă că expresia tensiunii unitare tangenţiale este: 

  ( )
y
u

d
dεητ +=  

În apropierea peretelui solid pe lângă care are loc curgerea, componentele vitezei de 
pulsaţie devin din ce în ce mai mici şi în această zonă rămâne un strat de fluid de 
grosime mică cu proprietăţi ale curgerii laminare, numit strat limită laminar. 

 Acest strat prezintă o mare însemnătate, în legătură cu rezistenţa la înaintare a 
corpului în fluid. 

 
9.3. Distribuţia vitezelor în mişcarea turbulentă 
 
Considerăm o conductă în care mişcarea este turbulentă. Faţă de diagrama repartiţiei 

vitezelor în mişcarea laminară, curba care reprezintă variaţia vitezelor în regim de 
curgere turbulent este mult mai aplatizată, figura 48, a şi b. 

În apropierea peretelui conductei, particulele fluide au posibilităţi reduse de 
deplasări transversale (v' este foarte mic sau este nul), iar cu peretele nu are loc un 
schimb de impuls, deci vitezele nu se pot uniformiza şi cresc rapid într-un strat de 
grosime mică δ. După acest strat, datorită amestecului pronunţat, vitezele se 
uniformizează, având o creştere mică către maximumul din axa conductei. Odată cu 
creşterea numărului Re, trecerea particulelor dintr-un strat în altul este mai intensă şi 
curba vitezelor mai aplatizată. 
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  Fig. 48.  Distribuţia de viteze în mişcarea fluidelor reale 
a. mişcare laminară; 
b. mişcare turbulentă. 

Ştim că în regim laminar, raportul dintre viteza medie în conductă şi viteza maximă 
este 0,5, pentru Re < 2300. 

În regim turbulent, forma diagramei depinde de valoarea numărului Re, astfel: 
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==

==

==

u
u

u
u

u
u

          

          

       

 

La limită, când Re → ∞, diagrama tinde către cea a fluidului ideal, în acest caz 
fluidul devine fără viscozitate. 

 
9.4. Ecuaţia Reynolds pentru mişcarea turbulentă a fluidelor reale 

 
Ecuaţiile lui Reynolds, se obţin din sistemul de ecuaţii Navier-Stokes, pe care îl 

scriem sub forma: 
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    (9.15) 

Observăm că se pot face înlocuiri de forma: 
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deoarece dezvoltând termenii din membrul doi, se obţin termenii din membrul întâi, 
plus termenii din ecuaţia de continuitate, a căror sumă este nulă, considerând fluide 
incompresibile şi mişcarea permanentă. 

Sistemul (9.16) se poate scrie sub forma dată de (9.17): 
Înlocuim toate mărimile cu medii temporale, considerând un interval de timp T suficient 
de mare, astfel încât mişcarea turbulentă să fie aproximată cu o mişcare permanentă. 

a)

u = 0 

u = 0 

umax 

u
umax

u

δ 

δ 
b) 
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Aplicăm regula de mediere temporală pentru prima ecuaţie: 
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şi obţinem: 
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Pentru calculul valorilor medii ,,,2 wuvuu      se ţine cont de formula de mediere şi 

că 0u′ = . Astfel ( )22 2 22u u u u uu u′ ′ ′= + = + +  iar prin mediere se obţine: 
__ 22 2u u u′= +  

În mod analog, rezultă: 

 
__ ______ __ ______

      uv u v u v uw u w u w′ ′ ′ ′= + = +  
Ecuaţia 67, devine: 
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    (9.19) 

Dacă efectuăm derivarea din membrul doi şi ţinem cont de ecuaţia de continuitate, 
obţinem ecuaţia (9.20): 
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Ecuaţia (9.20) este prima ecuaţie din sistemul Reynolds, în care termenul subliniat 
reprezintă forţa unitară datorată pulsaţiilor turbulente, iar ceilalţi termeni au 
semnificaţiile cunoscute din sistemul Navier-Stokes. 

Analog se obţin şi celelalte două ecuaţii şi astfel putem scrie următorul sistem: 
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1 1
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Putem concluziona că starea de tensiuni în mişcarea turbulentă se obţine din starea 
de tensiuni de la mişcarea fluidelor reale descrisă de sistemul de ecuaţii Navier-Stokes, 
la care se adaugă termenii suplimentari reprezentând tensiuni unitare suplimentare 
datorate turbulenţei. La aceste ecuaţii adăugăm şi ecuaţia continuităţii: 

  0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
w

y
v

x
u  

Sistemul de ecuaţii determinat nu poate fi integrat în cazul general, deoarece are 
şapte necunoscute ,   ,   ,   ,   ,  ,  u v w p u v w′ ′ ′  şi numai patru ecuaţii. 

Sistemul de ecuaţii Reynolds, exprimă bine cauzele interne ale turbulenţei, dar nu 
cuprinde şi cauze externe cum ar fi rugozitatea peretelui. 

Ecuaţiile Reynolds, nu pot fi folosite în practică atâta timp cât nu se cunoaşte 
dependenţa mărimilor oscilatorii faţă de valorile medii ale aceloraşi mărimi. Pentru 
aplicarea în practică se utilizează două căi distincte:  

- se fac ipoteze simplificatoare privind dependenţa dintre mărimi şi se stabilesc legi 
şi teorii semiempirice în scopul aplicării în practică; 

- se studiază pe baza măsurătorilor efectuate mărimile fluctuante şi se stabilesc legi 
statistice pentru modul lor de variaţie, constituindu-se teorii statistice ale turbulenţei. 

Condiţiile la limită pentru vitezele medii temporale sunt aceleaşi ca la mişcarea 
laminară, iar vitezele pulsatorii sunt nule la peretele solid sau în zona substratului limită 
laminar. 

 
9.5. Calculul pierderilor de sarcină 
 
Există numeroase cazuri tehnice în care determinarea pierderilor de sarcină este cea 

mai importantă problemă, ceea ce face ca studiul pierderilor de sarcină şi influenţa 
factorilor care se manifestă în mişcările practice ale fluidelor, să constituie una din 
problemele fundamentale ale mecanicii fluidelor aplicate. 

Pe baza a numeroaselor studii şi cercetări, s-a convenit că pierderile de sarcină să se 
raporteze la energia cinetică a fluidului în mişcare şi să se exprime cu o relaţie de forma: 

  
g

vhr 2

2

ζ=         (9.22) 

unde ζ este un coeficient care depinde de tipul pierderii de sarcină. Pentru pierderi 
de sarcină liniare acest coeficient are forma: 

  
D
lλζ =         (9.23) 

unde l este lungimea, iar D este diametrul conductei. λ este coeficientul pierderilor 
de sarcină liniare şi depinde de regimul de curgere şi de natura pereţilor conductei. 

Pentru curgerea laminară în conducte circulare, 
Re
64

=λ , este coeficientul lui Darcy. 

Coeficientul rezistenţelor locale, denumit şi coeficientul pierderilor de sarcină locale 
este în marea majoritate a cazurilor un coeficient determinat experimental. Acest 
coeficient, depinde de tipul rezistenţei şi de regimul de curgere.  

Dependenţa de numărul Re este foarte complicată; la valori mari ale numărului Re 
se poate însă neglija dependenţa de Re. 

Pentru un curent de fluid, pierderea de sarcină totală este suma pierderilor liniare şi 
locale. 
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9.6. Conducte netede şi conducte rugoase; grosimea substratului laminar 
 
Indiferent de gradul de turbulenţă al curentului 

de fluid, în vecinătatea pereţilor conductelor există 
un strat inelar de fluid care se deplasează cu viteze 
mici, numit substrat laminar, deoarece mişcarea în 
această zonă este laminară. Restul secţiunii 
conductei va forma miezul turbulent al conductei, 
caracterizat prin viteze mari de curgere, figura 49.
               Fig. 49.  Strat laminar 

Deosebim două situaţii distincte privind relaţia de ordine dintre rugozitatea absolută 
∆ a peretelui conductei şi grosimea substratului laminar. În primul caz ∆ < δl, 
rugozitatea este acoperită de substratul laminar şi nu influenţează pierderile de sarcină; 
în această situaţie conducta se numeşte netedă în sens hidraulic. 

În cazul al doilea, rugozitatea depăşeşte grosimea substratului laminar, ∆ > δl, iar 
extremităţile pătrund în miezul turbulent al curgerii unde se produc frecări suplimentare 
şi pierderi de energie prin impactul fluidului cu vârfurile rugozităţilor. Conducta, în 
această situaţie se numeşte conductă rugoasă. 

Pentru a decide natura conductei, netedă sau rugoasă, va trebui să dispunem de o 
relaţie de calcul a grosimii substratului laminar δl. Pentru a determina această relaţie 
Nikuradse a propus o dependenţă de forma: 

  zyx
l 0τρηαδ ⋅=  

unde α este un coeficient adimensional, η viscozitatea dinamică, ρ densitatea şi τ0 
este tensiunea unitară de frecare la perete. 

Exponenţii x, y, z, se pot determina prin metoda Reyleigh. Înlocuim mărimile fizice 
prin dimensiunile lor: 

  ( ) ( ) ( )zyx smkgmkgsmkgm 21311 −−−−− ⋅⋅⋅=  
Obţinem un sistem liniar în x, y şi z, prin identificare: 
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Rezultă că relaţia de calcul a grosimii δl , este: 
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Notăm *
0 v=
ρ
τ  şi o numim viteza tensiunii tangenţiale, grosimea substratului 

laminar, devenind: 
*vl
ναδ ⋅

=        (9.25) 

Ştim că efortul de frecare la perete în mişcarea laminară este: 

  
l

rhdrI
220

⋅⋅
=

⋅⋅
=

γγτ  

Înlocuind în relaţia (9.24) care dă grosimea stratului laminar, obţinem: 

δl ∆ 
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 pentru α = 11,5.  (9.26) 

 
9.7. Determinarea coeficientului pierderilor de sarcină liniare 
 
Coeficientul pierderilor liniare de sarcină λ, depinde în general de gradul de 

turbulenţă, prin numărul lui Re, precum şi de rugozitatea relativă a conductei 
d
∆ . 

Influenţa celor doi factori este diferită de la o conductă la alta, după cum este ea netedă 

sau rugoasă. Pentru conducte netede din punct de vedere hidraulic, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<

∆ 1
lδ

, 

rugozitatea influenţează în mică măsură coeficientul λ; pentru aceste conducte au fost 
elaborate formule determinate experimental, dependente de numărul lui Re. 

- Pentru 4000 < Re < 105, se poate utiliza formula lui Blasius: 

425,0 Re100
1

Re
3164,0

==λ        (9.27) 

- Pentru Re > 105, există mai multe formule stabilite în mod empiric: 
λ = (1,82 lg Re – 1,64)-2  formula lui Filonenko 
λ = (1,8 lg Re – 1,5)-2  formula lui Konakov 

Pentru conducte rugoase din punct de vedere hidraulic, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>

∆ 3
lδ

, λ depinde practic 

numai de rugozitatea relativă şi poate fi calculată cu formula lui Nikuradse: 
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Pentru conducte semirugoase caracterizate prin ( )3,1∈
∆

lδ
, λ este determinat printr-o 

formulă semiempirică, care conţine pe λ sub formă implicită: 

  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅

∆
+−=

d71,3Re
51,2lg21
λλ

     (9.29) 

cunoscută şi sub numele de formula lui Colebrook şi White. 
Pentru folosirea acestei formule se adoptă un procedeu iterativ, descris mai jos: 

- se adoptă în primă aproximaţie pentru λ o valoare λ0 rezultată din formula lui 
Nikuradse, care se înlocuieşte în membrul II al formulei implicite; 

- rezultă din membrul I o valoare λ1; 
- cu valoarea găsită se revine în membrul II al formulei implicite, obţinând o altă 

valoare λ2; procedeul este rapid convergent şi dacă diferenţele sunt mici putem înlocui 
pe λ cu valoarea λ2. 
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Metoda generală de calcul a coeficientului λ cuprinde următoarele etape: 
- calculăm numărul Re; dacă este mai mic decât 2300 mişcarea este laminară şi 

Re
64

=λ , iar dacă este mai mare regimul de curgere este turbulent şi se procedează în 

felul următor: 

a. se emite în primul rând ipoteza unei conducte netede ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
=<

∆
λ

δ
δ Re

32,1 d
l

l

  , când 

λ se calculează cu formula lui Blasius sau formula lui Konakov; 
b. se verifică ipoteza conductei netede calculând grosimea substratului laminar şi 

verificând restricţia 1<∆

lδ
; dacă aceasta este îndeplinită conducta este netedă şi λ 

rămâne definitiv calculat; dacă ipoteza conductei netede nu se verifică, vom considera 

conducta rugoasă ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>

∆ 3
lδ

 şi vom folosi formula lui Nikuradse; 

c. se verifică imediat şi această ipoteză; 
- dacă restricţia pentru conducta rugoasă nu se verifică, aceasta va fi semirugoasă şi 

se aplică formula implicită, prin procedeul descris mai sus. 
 
9.8. Calculul pierderilor locale de sarcină 
 
Considerăm o conductă care prezintă o lărgire bruscă a secţiunii de la suprafaţa A1 la 

suprafaţa A2, figura 50. 

  Fig. 50.   Conductă cu variaţie bruscă de secţiune 
 
Secţiunea vânei de fluid nu creşte brusc la intrarea în cea de-a doua porţiune de 

conductă la valoarea A2, ci în mod continuu astfel încât până la realizarea secţiunii 
maxime se creează o zonă de vârtejuri a căror energie cinetică provine din energia 
curentului de fluid.  

Această parte de energie se consumă deci pentru întreţinerea mişcării turbionare şi 
reprezintă o pierdere de sarcină datorată destinderii bruşte a secţiunii. 

Ne propunem să determinăm analitic pierderea de sarcină prin această destindere 
bruscă a secţiunii. 

Scriem ecuaţia lui Bernoulli între punctele 1 şi 2 ale conductei: 
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Deoarece z1 = z2, rezultă: 
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Vom elimina diferenţa de presiune p1–p2 aplicând teorema impulsului între cele 
două puncte, proiectând pe axa conductei: 

  /
2 2 1 1 1 1 1 2 1 2 2( )m v m v p A p A A p A− = + − −     (9.31) 

unde:  
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şi putem face aproximaţia /
1 1p p= . 

Relaţia (9.31) devine: 
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de unde: 
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Utilizând ecuaţia de continuitate, obţinem: 
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rezultă: 
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2
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Expresia pierderii de sarcină prin deschiderea bruscă a conductei, devine: 
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care reprezintă formula lui Borda-Carnot. 
Putem exprima pierderea de sarcină în funcţie de o singură viteză, de exemplu în 

funcţie de v2: 
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unde: 
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dζ reprezintă coeficientul de rezistenţă hidraulică la destinderea 

bruscă a conductei. Acest coeficient dedus teoretic se determină şi experimental 
suficient de exact, destinderea bruscă a conductei fiind singurul tip de rezistenţă 
hidraulică locală, care se poate studia analitic.  

Pentru alte tipuri de rezistenţe hidraulice, cum ar fi: îngustarea bruscă de secţiune, 
trecerea prin coturi simple, duble şi altele, coeficientul de rezistenţă hidraulică se 
determinată numai experimental.  

De exemplu, în cazul inversării sensului de curgere deci îngustarea secţiunii 
conductei în mod brusc, coeficientul determinat experimental este 0,5 din valoarea celui 
calculat teoretic. 
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10. CURGEREA PRIN ORIFICII ŞI AJUTAJE 
 
Considerăm curgerea prin orificii prevăzute în pereţi subţiri, prin care se înţeleg 

orificii cu muchii ascuţite, astfel încât vâna de fluid care iese prin acestea, să nu fie 
influenţată de grosimea reală a peretelui rezervorului. 

Deosebim următoarele categorii de orificii: 
- orificii situate în pereţi; laterali sau la baza rezervorului; 
- orificii care debitează liber în atmosferă; 
- orificii înecate, care debitează într-un alt rezervor cu lichid, orificiile fiind sub 

nivelul lichidului din cel de al doilea rezervor; 
- orificii sub sarcină constantă sau sub sarcină variabilă  
(prin sarcina orificiului înţelegând distanţa dintre centrul orificiului şi suprafaţa liberă 

a lichidului).                                                                                                                                                     
distanţa dintre centrul orificiului şi suprafaţa liberă a lichidului). 

Indiferent de tipul orificiului vâna de fluid care iese din orificiu prezintă fenomenul 
de contracţie, secţiunea curentului de fluid căpătând o valoare minimă numită secţiune 
contractată. 

 
10.1. Calculul debitului unui orificiu mic sub sarcină constantă 
 
Considerăm o linie de curent şi pe ea două puncte 0 şi 1, primul pe suprafaţa liberă a 

lichidului, iar al doilea în secţiunea îngustată a vânei de fluid la nivelul axei orificiului, 
figura 51. 

  Fig. 51.  Orificiul mic, liber 
Vom neglija pierderea de sarcină în interiorul rezervorului în raport cu pierderea de 

sarcină prin orificiu. 
Relaţia lui Bernoulli între cele două puncte considerate este: 
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22 γγ
     (10.1) 

unde v0 poate fi neglijată, p0 = p1 = presiunea atmosferică, z0 = h1, z1 = 0, iar hr este 

pierderea de sarcină în orificiul considerat care se poate exprima cu relaţia 
g

vhr 2

2
1ζ= , ζ 

fiind coeficientul pierderilor locale de sarcină în cazul rezistenţei hidraulice determinată 
de orificiu. 

Ecuaţia lui Bernoulli devine: 
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de unde: ghCghv v 22
1

1
1 =

+
=

ζ
      (10.2) 

Cv fiind un coeficient de corecţie a vitezei, care pentru orificiile circulare are valoarea 
aproximativ 0,98. 

Debitul vânei de fluid se scrie: 

 ghSCghSCCCghS
S
svsQ dvsv 2221 ===⋅=     (10.3) 

unde:  
- s este secţiunea minimă a jetului de fluid care iese din orificiu, denumită şi 

secţiune contractată; 
- S este secţiunea orificiului; 

- Cs este coeficientul de contracţie a secţiunii, 62,0==
S
sCs ; 

- Cd este coeficientul de debit, Cd = Cv⋅Cs = 0,61. 
Putem face observaţia că în calculul debitului am admis că pe secţiunea S a 

orificiului viteza rămâne practic constantă cu cea din centrul secţiunii. Acest lucru este 
permis numai pentru orificiile mici, caracterizate prin condiţia h > 3(h2 – h1), unde h2 
este cota muchiei inferioare a orificiului, h1 este cota muchiei superioare. Altfel spus, 
sarcina orificiului întrece de trei ori înălţimea orificiului. 

 
 
10.2. Calculul debitului orificiului mare 
 
Dacă condiţia h > 3(h2 –  h1) nu este îndeplinită, orificiul este considerat mare din 

punct de vedere hidraulic. În acest caz, viteza variază pe înălţimea orificiului, iar debitul 
se va obţine prin integrare. 

Considerăm un orificiu mare în peretele lateral a unui rezervor, figura 52 şi la 
distanţa y de suprafaţa liberă a lichidului un element de suprafaţă de lăţime b(y) şi 
grosime dy. 

  Fig. 52.  Orificiul mare 
 
Suprafaţa elementară dA = b(y)⋅dy corespunde unui orificiu mic, iar debitul său va fi:

 gyyybCQ d 2d)(d ⋅⋅=        (10.4) 
Debitul întregului orificiu se obţine prin integrare după y: 

  ygyybCQ
h

h d d2)(2

1
∫=       (10.5) 

În cazul particular a unui orificiu cu secţiune dreptunghiulară relaţia de calcul devine: 

h2 

h1
y 

dy 

b(y)
b(y)=Ct.

dA=b(y)dy 
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⎛
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2
3

2
2
3

2
1

2
3
2

3
22d2

2

1

2

1

hhgbCygbCyygbCQ d

h

h

d

h

h d   

 (10.6) 
 
10.3. Calculul debitului orificiului înecat 
 
Considerăm două rezervoare cu lichid având nivelele diferite, cu un perete comun, 

prevăzut cu un orificiu de secţiune S şi coeficient de debit Cd. Admitem în primul caz că 
orificiul este mic, figura 53. 

  Fig. 53.  Orificiu înecat 
 
Vom admite în intervalul de timp necesar determinării debitului, că nivelele din cele 

două rezervoare rămân constante. Şi la acest fel de curgere se formează o secţiune 
contractată a vânei de fluid. 

Aplicăm relaţia lui Bernoulli între punctele 0 şi 1, ale unei linii de curent: 

  rhzp
g

vzp
g

v
+++=++ 1

1
2
1

0
0

2
0

22 γγ
 

unde: v0  = 0, p0 = presiunea atmosferică, p1 = p0 + γ⋅h2, z0 = h1, z1 = 0, 
g

vhr 2

2
1ζ= . 

Relaţia lui Bernoulli, devine: 

  
g

vhp
g

vhp
22

2
120

2
1

1
0 ζ

γ
γ

γ
+

⋅+
+=+  

sau:  ( )
g

vhhh
2

1
2
1

21 ζ+==−  

de unde rezultă: 

  ghCghv v 22
1
1

1 =
+

=
ζ

      (10.7) 

unde h reprezintă sarcina orificiului înecat. 
Debitul scurs prin orificiu, este: 

 ghSCghSCCghCS
S
svsQ dvsv 2221 ==⋅=⋅=    (10.8) 

În calculele practice, coeficienţii Cs, Cv şi Cd se consideră egali cu cei de la orificiul 
neînecat. 

h1 

h2

h

0 

1

S s  
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Observăm că rezultatul este independent de cotele muchiilor superioare sau 
inferioare ale orificiului, depinzând doar de denivelarea lichidului din cele două 
rezervoare. 

În cazul orificiului înecat mare, reluând raţionamentele din paragraful anterior vom 
scrie debitul orificiului elementar sub forma: 

  ghACQ d 2dd =  
iar debitul total:  

∫ ∫ ∫ ====
S S S

ddd ghSCAghCAghCQQ 2d2d2d    (10.9) 

 
10.4. Curgerea sub sarcină variabilă prin orificii situate la baza 

rezervorului. Timpul de golire al unui rezervor 
 
Considerăm un rezervor de o formă geometrică oarecare, figura 54, având la bază un 

orificiu de secţiune s şi coeficientul de debit Cd. 
Iniţial orificiul este acoperit, iar în rezervor se află lichid la înălţimea H0. Deschizând 

brusc orificiul ne propunem să determinăm timpul în care lichidul coboară la o cotă H1 
< H0. Timpul de golire se va obţine înlocuind H1 = 0. 

Pentru rezolvarea acestei probleme vom determina legea de variaţie în timp a 
înălţimii y a coloanei de lichid din rezervor. Acest lucru se obţine scriind în două 
moduri distincte dar echivalente volumul elementar dV de lichid evacuat într-un interval 
de timp dt. 

Primul mod de scriere este cel geometric: 
  dV = A(y)⋅(-dy)           (10.10) 

unde semnul minus s-a introdus deoarece y este o funcţie descrescătoare de timp. 
Al doilea mod de scriere este cel hidraulic: 

  ( ) tgysCtyQV d d2dd ==          (10.11) 

       Fig. 54  Rezervor cu secţiune varibilă 
Este evident că în cazul orificiilor de la baza rezervoarelor, coloana de lichid este 

aceeaşi pentru toate punctele orificiului, deci dispare noţiunea de orificiu mic sau mare. 
Egalând expresiile volumului elementar, obţinem: 
  ( ) tgysCyyA d d2d =−  

de unde: ( )
gysC
yyAt

d 2
dd −=       (10.12) 

Vom integra  această ecuaţie diferenţială, făcând corespondenţele: 

H0 

H1 

y 

dy 

Q(y) 

s1 Cd 
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⎩
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=⇒=

11

00
Hytt
Hyt

    
    

      (10.13) 

deci, obţinem: 

  ( )
∫=

0

1
2
d

1

H

H d gysC
yyAt       (10.14) 

iar timpul de golire: 

  ( )
∫=

0

0 2
dH

d
g gysC

yyAt       (10.15) 

În cazul particular al unui rezervor prismatic vom avea A(y) = A = Ct, iar timpul de 
golire, devine: 

( )

0
0

.

00

0
0

0

2
1

0
2
1

0
0

22
2

2
2

2
2

2

2
22

d
22

d
0

00
0

t
Q
V

gHsC
V

gHsC
AHH

gsC
A

y
gsC

Ay
gsC

A
y
y

gsC
A

gysC
yyAt

rez

d

rezervor

dd

H
H

d

H

d

H

dd
g

=====

===== ∫∫∫
−

    

 

 (10.16) 

unde Q0 este debitul iniţial al orificiului, iar 
0

0 Q
Vt rez=  reprezintă timpul în care se 

elimină din rezervor un volum de lichid egal cu volumul rezervorului în ipoteza că 
sarcina orificiului rămâne constantă H0. Rezultatul se explică prin faptul că pe măsură 
ce nivelul scade, scade şi debitul orificiului, deci timpul de evacuare a volumului 
rezervorului se va mări. 

 
10.5. Curgerea sub sarcină variabilă şi cu debit afluent constant 
 
Considerăm un rezervor cu lichid, având la bază un orificiu de secţiune s şi coeficient 

de debit Cd. La partea superioară, rezervorul este alimentat cu un debit constant Q0, 
numit debit afluent, figura 55. 

  Fig. 55  Orificiu la baza rezervorului 
 
Suprafaţa liberă a lichidului se găseşte iniţial la cota H1. 
Deosebim următoarele situaţii: 
1) Debitul iniţial al orificiului este egal cu debitul afluent, adică: 

 

001 22 gHsCQgHsC dd ==     (10.17) 

 
H 

H1

H0

Q(H)
s Cd

dH

Q0 

A=Ct.
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ceea ce înseamnă că H1 = H0. În această situaţie, nivelul rămâne staţionar la cota 

gsC
QH

d 222

2
0

0 = . 

2) Debitul orificiului este mai mare decât debitul afluent, cota H1 va fi mai mare 
decât cota H0, caz în care nivelul lichidului va coborî către cota de echilibru H0. 

3) Debitul orificiului este mai mic decât debitul afluent, cota H1 va fi mai mică 
decât H0, iar nivelul lichidului va creşte în rezervor, cazul din figura 95, tinzând către 
H0. Ne propunem să analizăm acest ultim caz şi să determinăm timpul de urcare a 
nivelului de la cota H1 la H, cotă intermediară între H1 şi H0. Timpul de atingere a 
nivelului staţionar, se va obţine egalând pe H cu H0. 

Scriem pentru acest caz creşterea elementară de volum dV în rezervor în două 
moduri, geometric şi hidraulic:  dV = A⋅dH şi 

( ) tHHgsCtgHsC

tgHsCtQtgHsCtQtHQV

dd

dd

d2d2

d2dd2dd)(d

00

00

−=+

+−=+−=+−=

         
 

Egalând cele două relaţii, obţinem: 
 ( ) tHHgsCHA d d2d 0 −=  

de unde: 

 ( ) HH
K

HHgsC
HAt

d −
=

−
=

00

d
2

dd    (10.18) 

Integrăm această ecuaţie diferenţială, făcând corespondenţe între t şi H: 

 
( )

1

1 0

pentru  0    
pentru      ,

t H H
t t H H H H
= ⇒ =⎧⎪

⎨ = ⇒ = ∈⎪⎩
    (10.19) 

  ∫ ∫ −
=

t H

H HH
HKt

0
0

1

dd  

Pentru efectuarea integralei din membrul II, notăm: 
yHH =−0  

 care prin diferenţiere devine: 

  y
H
H d

2
d

=−  

de unde: ( )0d2d2d HyyyHH −=−=     (10.20) 
Integrala devine: 

( ) [ ]

                                                       ln2   
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HH

(10.21) 

Timpul de atingere a cotei de echilibru se obţine pentru H = H0. În acest caz t→∞, 
ceea ce înseamnă că procesul de atingere a cotei de echilibru este un proces asimptotic. 
Practic, putem admite atingerea nivelului de echilibru dacă abaterea relativă 
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32100
0

0 K≤⋅
−

H
HH . Aşadar atingerea nivelului staţionar se poate admite pentru o 

abatere relativ mică, faţă de cota de echilibru impusă de noi în mod convenţional. 
 
10.6. Curgerea sub sarcină variabilă printr-un orificiu înecat 
 
Considerăm două rezervoare prismatice de secţiuni A1 şi A2 având în peretele comun 

un orificiu înecat de secţiune s şi coeficientul de debit Cd, figura 56. 

  Fig. 56.  Orificiu înecat cu sarcină variabilă 
 
Fie h1 şi h2 înălţimile coloanei de lichid faţă de axa orificiului în momentul iniţial şi 

z1 , z2 aceleaşi înălţimi la un moment dat. 
Pentru un interval de timp elementar dt, nivelul coboară la stânga cu  – dz1 şi urcă în 

dreapta cu dz2. La un moment dat, denivelarea lichidului dintre cele două rezervoare 
este z = z1 –  z2 , unde z este şi sarcina orificiului înecat la un momentul respectiv. Ne 
propunem să determinăm legea de variaţie în timp a denivelării şi apoi pentru z = 0 să 
obţinem timpul de egalizare a nivelelor. 

Într-un interval de timp dt se transferă un volum elementar de lichid dV, care se poate 
exprima geometric şi hidraulic astfel: 

  
tgzsCtQV

zAzAV

d d2dd

ddd 2211

==

=−=
     (10.22) 

Egalând cele două expresii, obţinem: 

 1
1 1 2 2 2 1

2

d d 2 d     şi    d dd
AA z A z C s gz t z z
A

− = = = −  

Diferenţiind expresia z = z1 – z2 , obţinem:  21 ddd zzz −=  
Rezultă: 

  zz
A
Az ddd 1

2

1
1 =+       (10.23) 

de unde: z
AA

Az dd
21

2
1 +
=  

Folosind egalitatea tgzsCzA d d2d 11 =−  şi efectuând înlocuirile, obţinem: 

  tgzsCz
AA
AA

d d2d
21

21 =
+

−  

h1 

h2 

h = h1 - h2

z1 z2

dz1 dz2

s Cd
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sau:  zzK
zgsC

z
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t

d

d
2

d
d 2

1
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21
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−
⋅−=

+
−

=                        (10.24) 

Integrăm această ecuaţie, urmărind corespondenţa: 
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               (10.25) 
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dd  de unde: ( )zhKt −= 2  

sau:  ( )zh
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+
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              (10.26) 

Timpul de egalizare a nivelelor se determină prin condiţia z = 0: 

  
0

**
21

21

22

2

Q
V

ghsC
hA

gsC

h
AA

AA

t
dd

eg ==
+

=              (10.27) 

unde 
21

21* 2
AA

AAA
+

=  este media armonică a secţiunilor A1 şi A2, iar V* este volumul 

unui rezervor prismatic cu lichid având înălţimea h şi secţiunea transversală media 
armonică a secţiunilor rezervoarelor. Q0, reprezintă debitul iniţial al orificiului înecat. 

 
10.7. Curgerea prin ajutaje 
 
Ajutajele sunt tuburi relativ scurte având suprafaţa laterală o suprafaţă de rotaţie de 

lungime l = (2…  3)dmed. Aceste tuburi se montează în dreptul orificiilor rezervoarelor 
în scopul măririi debitelor acestora. 

Ajutajele pot fi de mai multe categorii: 
- după forma geometrică a suprafeţei laterale pot fi: 

- cilindrice; tronconice; curbilinii 
- după unghiul dintre axa ajutajului şi peretele rezervorului, pot fi: 

- drepte; înclinate 
- după modul în care ajutajul evacuează lichidul din rezervor, pot fi: 

- ajutaje libere (debitează în atmosferă) 
- ajutaje înecate 

- după locul de montare în raport cu peretele orificiului, pot fi: 
- exterioare; interioare 

Vom studia în continuare ajutajul cilindric drept care debitează liber în atmosferă, 
figura 57. 

Problemele care apar la calculul unui ajutaj sunt următoarele: 
- determinarea formulei debitului; 
- determinarea sarcinii vacuumetrice hv; 
- pierderea de sarcină prin ajutaj. 
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       Fig. 57.  Ajutaj 

valoarea secţiunii ajutajului între punctele 1 şi 2, creştere care este asimilată cu o 
destindere bruscă de secţiune datorată distanţei mici dintre cele două puncte. 

Aplicăm relaţia lui Bernoulli între punctele 0 şi 2, luînd în consideraţie pierderile de 
sarcină la intrarea în orificiul ajutajului şi pierderea de sarcină prin desprindere bruscă 
pe porţiune dintre punctele 1 şi 2. 
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unde: v0 ≅ 0, z0 = h, v2 = v, p2 = p0, z2 = 0, 
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Relaţia lui Bernoulli, devine: 

  
g

v
g

v
g

v
g

vh
2

48,1
2

37,0
2

11,0
2

2222

=++=  

de unde: ghghv 282,02
48,1

1
≅=  

Debitul prin ajutaj, va fi: 

  ghdvdQ 2
4

82,0
4

22 ⋅
=

⋅
=

ππ              (10.28) 

unde 0,82 este coeficientul de debit al ajutajului. 
  Reamintim că pentru un orificiu circular coeficientul de debit este 0, 61, deci debitul 
ajutajului este mai mare decât cel al orificiului, pentru aceeaşi sarcină h. De aici rezultă 
şi scopul utilizării ajutajului adică creşterea debitului orificiului. 

Această creştere de debit se explică fizic prin crearea în secţiunea îngustată a vânei 
de fluid a unei puternice depresiuni care accelerează fluidul prin orificiu mărind debitul 
acestuia. Pentru calculul depresiunii în secţiunea îngustată se poate proceda atât 
experimental, cât şi analitic. 

Experimental se procedează astfel se montează un tub vacuumetric vertical în 
secţiunea mediană a ajutajului, având capătul introdus într-un vas cu lichid. În acest tub 
se aspiră o coloană de lichid hv.  

Aplicând ecuaţia fundamentală a hidrostaticii între suprafaţa liberă a lichidului din 
vas şi un punct a de pe suprafaţa lichidului din tub, vom obţine: 

  
γγ

va
v

ppph =
−

= 0                 (10.29) 

h

γ
v

v
Ph =a 

2 1 

0
Problemele care apar la calculul unui ajutaj 

sunt următoarele: 
- determinarea formulei debitului; 
- determinarea sarcinii vacuumetrice hv; 
- pierderea de sarcină prin ajutaj. 

Ca şi în cazul orificiilor, vâna de fluid care 
intră în ajutaj prezintă o secţiune minimă, 
urmată de o creştere de secţiune până la 
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unde pa este presiunea absolută din secţiunea îngustată şi pv este presiunea 
vacuumetrică. Hv se mai numeşte şi sarcina vacuumetrică a ajutajului. 

Pe cale analitică, putem determina sarcina vacuumetrică aplicând relaţia lui Bernoulli 
între punctele 0 şi 1: 

  
01

1
2
1

0
0

2
0

22 rhzp
g

vzp
g

v
+++=++

γγ
 

unde v0 ≅ 0, z0 = h, z1 = 0, v
v hppp
==

−
γγ

10  

Rezultă: hh
g

vh rv −+=
02

2
1                 (10.30) 

Vom exprima viteza v1 în funcţie de viteza v în baza ecuaţiei de continuitate: 

  ghv
C
v

s
SvvSvsv

s

232,1
62,011 ====⋅=      

de unde: ( ) hh
g

v 74,132,1
2

2
2
1 ==  

Dacă exprimăm şi 
0r

h  funcţie de ( )hhh r 07,004,0
0

K= , relaţia lui Bernoulli devine:
  

hhhhhv 78,004,074,1 =−+=                (10.31) 
Observăm că depresiunea din ajutaj, hv este direct proporţională cu sarcina ajutajului 

h. Pentru o funcţionare stabilă a ajutajului presiunea din secţiunea îngustată nu trebuie 
să scadă sub valoarea presiunii de vaporizare a fluidului deoarece în acest caz, fluidul 
devine bifazic (gaz+fluid), iar curgerea normală prin ajutaj încetează.  

Aşadar, se impune restricţia p1 ≥ pvap şi deci: 

  
γγ

vap
v

pp
hpp −
≤=

− 010                (10.32) 

sau:  
γ

vappp
h

−
≤ 078,0    de unde:    

γ78,0
0 vappp

h
−

≤             (10.33) 

Rezultă că sarcina unui ajutaj nu trebuie să depăşească valoarea limită de mai sus 
care pentru lichidele uzuale este de 6…  7m. 

Pentru calculul pierderii de sarcină prin ajutaj, scriem relaţia lui Bernoulli între 
punctele 0 şi 2, considerând pierderile de sarcină prin orificiu şi prin deschiderea bruscă: 
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unde: v0 ≅ 0, z0 = h, v2 = v, p2 = p0, z2 = 0, 
ar

h  este pierderea de sarcină prin ajutaj. 

Rezultă: 
ar

h
g

vh +=
2

2

                  (10.34) 

Din formula vitezei prin ajutaj ghv 282,0= , rezultă h
g

v 2
2

82,0
2

=  şi deci: 

 
ar

hhh += 282,0                  (10.35) 
Rezultă că pierderea de sarcină prin ajutaj este: 
  hh

ar
33,0≅                  (10.36) 
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Comparativ cu pierderea de sarcină prin orificiu 0,04⋅h se observă o creştere de circa 
8 ori, ceea ce implică o scădere a presiuni fluidului şi implicit o creştere a vitezei şi a 
debitului acestuia. 

 
10.8. Jeturi de fluid 
 
Rezultatul curgerii fluidelor prin orificii sau ajutaje, este un jet de fluid care se 

dezvoltă diferit în funcţie de condiţiile din aval. 
După natura fludului în care pătrunde jetul, deosebim două tipuri de jeturi: 
- jeturi înecate, dacă vâna de fluid pătrunde într-un mediu de aceeaşi natură cu 

jetul (gaz – gaz, lichid - lichid); 
- jeturi neînecate, dacă cele două medii au naturi diferite. 
După felul regimului de mişcare din jet, deosebim: 
- jet laminar, când curgerea este laminară, Re < Recr; 
- jet turbulent, când mişcarea este turbulentă. 
După modul de raportare la pereţii solizi ai rezervoarelor deosebim: 
- jeturi libere, care au contururile neperturbate de prezenţa pereţilor solizi; 
- jeturi forţate, a căror contururi sunt perturbate de contactul cu pereţii solizi. 
 
a) Jeturi înecate 
 
Considerăm un jet care iese dintr-un ajutaj cu diametrul D0 şi care în secţiunea 

iniţială are o distribuţie uniformă a vitezelor (v0), figura 58. 
În contact cu fluidul înconjurător pe care îl antrenează treptat jetul iniţial este el 

însuşi modificat, distribuţia de viteze se schimbă obţinându-se două domenii ale jetului: 
- un nucleu central cu secţiunea descrescătoare în sensul mişcării, care păstrează 

distribuţia iniţială de viteze; 
- stratul limită, format de domeniul mărginit în interior de sâmburele central şi în 

exterior de o suprafaţă aproximativ conică, de-a lungul căreia viteza în direcţia jetului 
este nulă. Acest domeniu se continuă şi dincolo de vârful nucleului central. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Fig. 58  Jet înecat   

 1-nucleu central, 2-strat limită 
Vitezele longitudinale în jet scad de la valoarea v0 din axul jetului odată cu creşterea 

razei, ajungând pe frontiera stratului limită să fie nulă. 
Datorită antrenării fluidului înconjurător debitul jetului creşte în lungul acestuia. 

Putem explica acest lucru prin schimbul de masă care se face datorită vitezei de pulsaţie 
din mişcarea turbulentă a jetului cu straturile de fluid vecine jetului. 

 
 

1 
2

D0 
v0 v0 v0
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b) Jeturi neînecate  
Sunt jeturi care pătrund în fluide de natură diferită faţă de a lui. Din această categorie 
fac parte: jeturile de incendiu, jeturile aspersoarelor (pentru ploaie artificială), 
jeturile fântânilor artificiale, ş.a. 

Jetul de lichid neînecat, cuprinde trei zone distincte: 
- o zonă compactă, care are un nucleu central şi în care vitezele sunt mari. Această 

zonă cuprinde şi un strat limită asemănător cu cel al jetului înecat; 
- o zonă de destrămare, care sub influenţa frecării cu aerul şi a turbulenţei interioare, 

contribuie la pătrunderea în interiorul jetului a bulelor de aer, care destramă jetul; 
- o zonă a stropilor, în care vâna de fluid se destramă complet, sub formă de stropi. 
 
c) Jeturi parţial de fluide 
 
Sunt jeturi care au contururile limitate parţial de un perete solid, figura 59. 
 

  Fig. 59  Jet parţial limitat 
 
Faţă de jetul liber interacţiunea dintre jet şi mediul ambiant este asimetrică, 

concentrată printr-o distribuţie asimetrică a vitezelor, datorită frecărilor mai mici 
exercitate de perete, în comparaţie cu mediul ambiant. 

Dacă peretele ce limitează parţial jetului se abate de la direcţia axială, sau de la forma 
rectilinie se face simţit efectul Coandă, prin care fluidul se ataşează plăcii. Suprafaţa 
respectivă poartă numele de “volet Coandă ”. 

Dacă suprafaţa volet Coandă este suficient de lungă, locul particulelor transportate 
din spaţiul dintre jet şi volet, nu mai poate fi luat de particulele ce vin din afara acestui 
domeniu, iar depresiunea creată în acest fel, deviază curgerea în direcţia voletului, 
figura 60. 

  Fig. 60.  Suprafaţa “volet Coandă ” 
 
 
 

v 

 

v0 
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11. MIŞCĂRI PERMANENTE ÎN CONDUCTE SUB PRESIUNE 
 

Considerăm o conductă circulară alimentată de un rezervor suficient de mare ca să 
putem considera sarcina constantă. Conducta evacuează lichidul fie liber în atmosferă, 
fie într-un rezervor situat sub nivelul primului rezervor, figura 51. 

  

 Fig. 51.  Conductă sub sarcină constantă 
a) evacuare liberă în atmosferă 
b) evacuare într-un alt rezervor 

 
Ne propunem să determinăm o relaţie generală de calcul a vitezelor fluidelor prin 

conductă, luând în consideraţie pierderile de sarcină prin frecarea care se produce de-a 
lungul conductei. 

Vom neglija frecările în interiorul rezervoarelor, datorită vitezelor reduse din 
interiorul acestora în comparaţie cu vitezele pe conductă. 

În cazul a, aplicând relaţia lui Bernoullli între punctele 0 şi 1, obţinem: 

  rhzp
g

vzp
g

v
+++=++ 1

1
2
1

0
0

2
0

22 γγ
 

unde: v0 ≅ 0, p1 = p0, v1 = v (viteza pe conductă). 
Relaţia lui Bernoulli, devine: 

  rh
g

vzz +=−
2

2

10        (11.1) 

sau:  rh
g

vh +=
2

2

        (11.2) 

unde h este sarcina conductei. 
În cazul b, în ecuaţia lui Bernoulli scrisă mai sus, vom efectua înlocuirile: v0 ≅ 0, 

p1 = p0 + γ⋅h1, v1 = v şi vom obţine: 

  ( ) rh
g

vhzz +=−−
2

2

110       (11.3) 

sau:  rh
g

vh +=
2

2

        (11.4) 

unde h este sarcina conductei. 
Putem face observaţia că sarcina conductei care debitează lichidul liber sau înecat 

este analoagă sarcinii unui orificiu liber sau înecat. 

a) 

0 0

z0 z0

h 
h 

z1 z1

h1 1 1

0 0 0 0 

λ,l,d λ,l,d 

b) 
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Pentru a putea utiliza relaţia în scopul determinării vitezei, va trebui să definim 
semnificaţia termenului hr. Prin hr vom înţelege toate pierderile de sarcină care se 
produc în conductă. Acestea sunt de trei categorii: 

1) pierderea de sarcină h' la intrarea în conductă şi pe o distanţă de câteva 
diametre, unde conducta se comportă ca un ajutaj. În consecinţă: 

0

2 2 2 2

0,11 0,37 0, 48 0,5
2 2 2 2dr r
v v v vh h h
g g g g

′ = + = + = ≅    (11.5) 

2) pierderea de sarcină liniară pe întreaga lungime a conductei, h'', care se 

calculează cu relaţia:  
2

2
l vh
d g

λ′′ =        (11.6) 

3) pierderile de sarcină locale care se înregistrează la fiecare tip de rezistenţă 
hidraulică cum ar fi: schimbări de direcţie, modificări bruşte de secţiune, coturi simple 
sau duble, sau trecerea prin ventile montate pe conductă. Termenul acestor pierderi h''' 
se scrie sub forma: 

2

1 2

n

i
i

vh
g

ζ
=

⎛ ⎞′′′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑        (11.7) 

unde ζi este coeficient de pierdere locală de sarcină. 
Putem scrie:  hr = h' + h'' + h'''       (11.8) 
Revenind la relaţia (11.4) obţinem: 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++= ∑∑

==

n

i
i

n

i
i d

l
g

v
g

v
g

v
d
l

g
v

g
vh

1

22

1

222

5,1
2222

5,0
2

ζλζλ    (11.9) 

şi de aici formula de calcul a vitezei: 

  
∑
=

++
= n

i
id

l
ghv

1
5,1

2

ζλ
              (11.10) 

de unde:  vdQ
4

2π
=  

Relaţia (11.10) ţine seama de toate categoriile de pierderi de sarcină şi se numeşte 
formula exactă de determinare a vitezei. 

Dacă conducta este foarte lungă astfel încât pierderile de sarcină liniare să aibă o 

pondere mare ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+> ∑

=

n

i
id

l
1

5,1 ζλ  (cazul conductelor de alimentare cu apă), formula 

vitezei se simplifică: 

  
l

ghdv
λ

2
=                  (11.11) 

şi se numeşte formula vitezei pentru conducte lungi. 
S-a determinat practic că o conductă poate fi considerată lungă, dacă îndeplineşte 

condiţia l ≥ 500⋅d. În caz contrar ea se va numi scurtă, iar viteza se determină cu 
formula exactă. 

În cazul conductelor lungi, sarcina conductei devine: 

  
2

2
l vh h
d g

λ ′′≅ =                 (11.12) 
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Numim pantă hidraulică raportul  h
h h I
l l
′′
= =               (11.13) 

În funcţie de relaţia (11.13) viteza într-o conductă lungă devine: 

  hIgd
l
hgdv

λλ
22

==                (11.14) 

iar debitul: 

  ( ) hh IdKIgddvdQ λ
λ

ππ ,2
44

22

===              (11.15) 

unde factorul K are dimensiune de debit şi se numeşte modul de debit. Acest factor 
depinde de diametrul conductei şi de coeficientul pierderilor liniare de sarcină. 
Deoarece conductele lungi sunt de regulă conducte rugoase în sens hidraulic λ este 

funcţie de rugozitatea relativă 
d
∆ , deci modulul de debit depinde de diametrul conductei 

şi de rugozitatea relativă a pereţilor acesteia. 
În cataloagele hidraulice utilizate pentru calculul conductelor în funcţie de 

diametrul şi de tipul conductei se precizează valoarea modulului de debit.  
Reciproc, impunându-se debitul unei conducte şi cunoscând sarcina ei, putem 

dimensiona conducta stabilindu-i diametrul. 
 
11.1.  Calculul conductelor compuse în serie 
 
Considerăm o conductă formată prin sudarea cap la cap a mai multor conducte de 

lungimi şi diametre diferite, figura 52. 

  Fig. 52.  Conductă compusă în serie 
 
Conducta debitează lichidul între un rezervor superior A şi un rezervor inferior B. 

Ne propunem să determinăm debitul conductei rezultante Q, precum şi vitezele pe 
fiecare porţiune de conductă, vi(i=1,2,…,n). 

Trebuie să ţinem seama de pierderile de sarcină şi anume: 
- pierderi locale de sarcină la intrarea în conductă; 
- pierderi liniare de sarcină pe fiecare porţiune de conductă; 
- pierderi locale de sarcină la trecerea de la un tronson la altul. 
Aplicăm relaţia lui Bernoulli între punctele 0 şi 1: 

0 

0 

0 

1
h1

z1 

z0 

h

A

B
λ1l1d1 

λn-1ln-1dn-1

ζ1,2

ζn-1,n 

λnlndn

λ2l2d2



                                                                                                                                     Mecanica fluidelor                                 
 

 

116

 
 
 

g
v

d
l

g
v

g
v

d
l

g
v

g
v

d
l

g
vzp

g
vzp

g
v

n

n

n
n 22

2222
5,0

22
22

3
23

2
2

2

2
2

2
2

12

2
1

1

1
1

2
1

1
1

2
1

0
0

2
0

λζ

λζλ
γγ

+++
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unde vom admite că sunt cunoscute λi, li, di, h, ζi,i+1 iar: 
  p0 + γ⋅h1 = p1,  v0 ≅ 0. 

Relaţia lui Bernoulli, devine: 

∑ ∑
= =

+
+++++

⋅+
+=+

n

i

n

i

i
ii

i

i

i
i

n

g
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1
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γ
de unde: 
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n
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d
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g
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1,

22
1

2

222
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2
ζλ               (11.16) 

Pentru obţinerea debitului care este acelaşi, în baza ecuaţiei de continuitate, vom 
utiliza relaţia: 

  QdvQ i
ii =

⋅
=

4

2π  

de unde:  
i

i
i d

Qv
⋅

=
π
4                   (11.17)    

 2
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2
2 8

2
16

2
1 Q
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ππ

=
⋅

=
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=  

Relaţia (11.16) devine: 
2

1
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2 5,0 QQ
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de unde: 

 
∑∑
=

++
=

++⋅+
= n

i
iii

n

i
i

i

i
in d

l
hQ

1
11,

1
15,0 αζαλαα

             (11.19) 

 
12.2. Calculul conductelor compuse în paralel 
 
Considerăm n conducte având extremităţile A şi B comune, figura 53. 

  Fig.53.  Conductă compusă în paralel 
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Admitem că sunt cunoscute elementele λi, li, di, ζi (i=1,2,…,n), unde prin ζi am 
însumat coeficienţii tuturor rezistenţelor hidraulice de pe conducta i. Vom demonstra 
mai întâi că pierderea de sarcină liniară datorată frecărilor de-a lungul oricărei conducte 
este aceeaşi. Pentru aceasta, vom scrie relaţia lui Bernoulli între punctele A şi B, de-a 
lungul unei linii de curent care este conţinută în conducta i: 

  
irB

BB
A

AA hzp
g

vzp
g

v
+++=++

γγ 22

22

 

de unde: .
2

22

Ctzzpp
g
vvh BA

BABA
ri

=−+
−

+
−

=
γ

             (11.20) 

Pierderea de sarcină de mai sus se poate determina cunoscând debitul Q înainte şi 
după ramificare şi măsurând presiunea în punctele A şi B. Notând această pierdere cu hr 
se poate exprima şi astfel: 

  
g

v
g

v
d
lh i

i
i

i

i
ir 22

22

ζλ +=                (11.21) 

Viteza vi poate fi exprimată în funcţie de debitul prin conducta respectivă:   

2
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Rezultă: 
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de unde: 
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Folosind ecuaţia de continuitate ∑
=

=
n

i
iQQ

1
, obţinem: 
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Exprimând pe hr şi apoi pe Qi, obţinem: 
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12.3. Calculul conductelor cu debit continuu şi terminal 
 
Considerăm o conductă lungă, de lungime l şi diametru d, alimentată la un 

rezervor, care furnizează la capătul ei un debit terminal Qt şi distribuie în lungul ei 
debitul continuu Qc, figura 54. Numim debit specific debitul distribuit pe unitatea de 

lungime de conductă, adică 
l

Qq c= . Ne propunem să determinăm sarcina necesară h a 

conductei, care asigură 
 
 

  Fig. 54.  Conductă cu debit continuu şi terminal 
 
aceste debite. Pentru aceasta vom scrie relaţia lui Bernoulli între punctele 0 şi 1: 

rhzp
g

vzp
g

v
+++=++ 1

1
2
1

0
0

2
0

22 γγ
 

în care: v0 ≅ 0, z0 = h, 21
4

d
Qv t

⋅
=
π

, p1 = p0, z1 = 0. 

După înlocuiri ecuaţia devine: 

  r
t hp

gd
Qhp

++=+
γπγ

0
42

2
0

2
16                (11.26) 

de unde: r
t h

gd
Qh += 42

28
π

                (11.27) 

Trebuie să determinăm expresia pierderii de sarcină hr. Pentru aceasta, vom 
considera un element de conductă de lungime dx, situat la distanţa x de rezervor. Pentru 
acest element infinitezimal de conductă putem admite că debitul rămâne constant şi 
anume: 

( ) ( ) cctxtt Q
l
xQQqlqQxlqQxQ −+=−⋅+=−+=  

Pierderea elementară de sarcină pe acest element de conductă va fi: 

  ( )
g
xv

d
xhr 2

dd
2

λ=                (11.28) 

Dar: ( ) ( )
2

4
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Pierderea elementară de sarcină devine: 

 

dx 

0

Qt 1
x 

h 

Qc = q⋅l
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  ( ) ( ) xxQ
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xQ
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xhr d88dd 2
52

2
42 π

λ
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λ ==             (11.29) 

Pierderea totală de sarcină prin frecări de-a lungul conductei, se obţine prin 
integrare: 
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          (11.30) 

Înlocuind în relaţia (11.27) rezultă sarcina necesară a conductei. 
În cazul în care debitul terminal este nul (Qt = 0), relaţia pierderii de sarcină 

devine: 

  
3

8 2

52
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r
Q

gd
lh

π
λ

=                 (11.31) 

În cazul când conducta ar furniza debitul Qc, numai la capătul terminal, pierderea 
de sarcină se determină cu relaţia: 

  2
52

8
cr Q

gd
lh

π
λ

=                 (11.32) 

Se observă că faţă de această ultimă situaţie, pierderea de sarcină în cazul 
distribuirii continue a debitului este de trei ori mai mică. Rezultatul se explică calitativ 
prin faptul că variind debitul în mod continuu de-a lungul conductei scade viteza şi 
implicit pierderea de sarcină care variază cu pătratul vitezei. 

 
11.4. Calculul conductelor în sifon 
 
Considerăm două rezervoare A şi B, legate printr-o conductă supraînălţată faţă de 

rezervorul superior, figura 55. 

 
  Fig. 55.  Conductă în sifon 
Se observă că linia piezometrică a rezervoarelor intersectează conducta. Numim 

conductă în sifon o porţiune de conductă situată deasupra liniei de sarcină piezometrică. 
Deoarece la nivelul liniei de sarcină piezometică presiunea este constantă (presiunea 
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atmosferică), deasupra acestei linii avem presiuni mai mici decât presiunea atmosferică. 
Într-adevăr scriind relaţia lui Bernouli între punctele 1 şi 2, vom avea: 
unde z1 ≅ 0, p1 = p0, v1 = v2 (conducta are diametrul constant). 

Rezultă:   
212

2
2
2

1
1

2
1

22 −
+++=++ rhzp

g
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g
v

γγ
 

  
212

20
−

++= rhzpp
γγ

                (11.33) 

şi: ( ) 0202 21
phzpp r <+−=

−
γ                 (11.34) 

Circulaţia lichidului între 1 şi 2 are drept cauză principală diferenţa de presiune 
dintre aceste punte, care provoacă aspiraţia lichidului către punctul 2, învingând 
greutatea lichidului între cele două puncte. Pe porţiunea descendentă de conductă, între 
punctele 2 şi 3, observăm că lichidul se scurge de la o presiune mică la una mai mare, 
curgerea având drept cauză principală gravitaţia şi energia cinetică a fluidului din 
punctul 2. 

Conductele în sifon se utilizează atunci când legătura directă dintre rezervoare 
este împiedicată de un obstacol. Pentru conductele în sifon problemele sunt următoarele: 

- determinarea debitului conductei; 
- stabilirea lungimii maxime a porţiunii de conductă dintre punctele 1 şi 2, astfel 

încât în punctul superior să avem p2 ≥ pvaporizare; 
- înălţimea de sifonaj, hs. 
Pentru rezolvarea primei probleme, se aplică formula vitezei într-o conductă: 

  
∑
=

++
= n

i
id

l
ghv

1
5,1

2

ζλ
               (11.35) 

de unde: vdQ
4

2⋅
=
π                  (11.36) 

Pentru determinarea lungimii maxime l1 între punctele 1 şi 2, se scrie relaţia lui 

Bernoulli între punctele 0 şi 2:  
202

2
2
2

0
0

2
0

22 −
+++=++ rhzp

g
vzp

g
v

γγ
 

unde: v0 ≅ 0, z0 = 0, v2 = v, p2 = pvap., z2 = h2, g
v

d
lhr 2

2
1

21
λ=

−
 şi rezultă pentru l1  o 

ecuaţie de gradul 1 în h. Pentru o lungime mai mare decât l1, presiunea în punctul 2 
scade sub cea de vaporizare şi lichidul devine bifazic existând pericolul cavitaţiei. 

Pentru rezolvarea celei de-a treia probleme considerăm montat în dreptul 
punctului 2 un piezometru, în care pătrunde lichidul în conductă. În punctul M de 
intersecţie dintre linia de sarcină piezometrică şi acest tub, presiunea va fi pM = p0. 

Scriind ecuaţia fundamentală a hidrostaticii între punctele 2 şi M, rezultă: 
 sM hpp ⋅+= γ2  

de unde: 
γγ

202 pppph M
s

−
=

−
=                (11.37) 

şi se numeşte înălţime de sifonaj. Valoarea maximă a acestei înălţimi rezultă din 

condiţia p2 ≥ pvap., de unde:  
γγ

.020 pap
s

pppph
−

≤
−

=                         (11.38) 
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12. MIŞCAREA NEPERMANENTĂ ÎN CONDUCTE SUB PRESIUNE 
 
Regimul nepermanent de mişcare este un caz frecvent întâlnit în funcţionarea 

instalaţiilor hidraulice. El apare la pornirea sau oprirea unei instalaţii, la schimbarea 
regimului de funcţionare, la avarii, prin obturarea bruscă a curgerii prin organe de 
închidere cum ar fi: robinete, vane, pale statorice sau rotorice în cazul turbinelor, etc. 

În timpul mişcărilor nepermanente sub presiune pot apare solicitări mari ale 
instalaţiilor datorate suprapresiunilor care pot depăşi de câteva ori sau zeci de ori 
presiunea în regimul permanent. Studiul acestui regim nepermanent de curgere este 
necesar pentru o mai bună proiectare a instalaţiilor hidraulice. 

Dintre mişcările nepermanente în conducte sub presiune cele mai importante sunt: 
lovitura de berbec, oscilaţiile în masă şi mişcările sonice. 

Lovitura de berbec este un fenomen rapid variabil, caracterizat prin apariţia şi 
propagarea sub formă de unde a unor variaţii mari de presiune în conducte cu lichide ca 
rezultat a obturării bruşte a conductei, care impune luarea în consideraţie a 
compresibilităţii lichidului. Ca exemple, putem da conducta forţată a unei uzine 
hidroelectrice, figura 56 a, sau conducta de refulare a unei pompe figura 56 b. 

 
 Fig. 56  Instalaţii în care se manifestă fenomenul “lovitura de berbec ” 

a) amenajare hidroenergetică 
1- conductă forţată, 2- tunel de aducţiune, 3- castel de echilibru. 

b) instalaţie de pompare 
1- pompă, 2- conductă de refulare, 3- hidrofor. 

Prin obturarea conductei forţate sau prin oprirea pompei se creează presiuni sau 
depresiuni mari care se propagă în lungul conductelor, solicitând puternic conducta 
respectivă. 
Oscilaţiile în masă sunt mişcări lent variabile ale lichidului la care se neglijează 
compresibilitatea lichidului şi care sunt o consecinţă a măsurilor de protecţie împotriva 
fenomenului loviturii de berbec. Astfel pentru conducta forţată există un castel de 
echilibru, iar pentru conducta de refulare a unei pompe există un hidrofor care este 
un rezervor închis, care conţine în partea lui superioară o pernă elastică cu aer 
comprimat. Lovitura de berbec se transformă în oscilaţii de masă, mult mai lente şi cu 
variaţii de presiune mult mai mici. 

Mişcările sonice sunt reprezentate de undele de presiune care se produc în 
conducte şi care se propagă cu viteza sunetului, transportând energie. Tehnica folosirii 
mişcărilor sonice ale fluidelor pentru transportul de energie sau alte aplicaţii practice 
face obiectul unei ştiinţe fondate de marele savant de origine română Gogu 
Constantinescu şi se numeşte sonicitate. 

1 

3 

2 

3

2

1a) b)



122                                                                                                                                     Mecanica fluidelor                                   
                                                                                                                                        
 

 

 

 
 
 
 

12.1. Lovitura de berbec în conducte sub presiune 
 
Considerăm o conductă de diametru constant, alimentată la un rezervor suficient 

de mare astfel încât sarcina conductei să fie constantă. Facem ipoteza că fluidul este 
lipsit de viscozitate şi materialul conductei este perfect elastic. Manevra bruscă de 
închidere a vanei provoacă o mişcare nepermanentă, a cărei determinare ne propunem să 
o analizăm. 

 
Prima particulă de lichid care se opreşte este cea din dreptul vanei A, figura 57. 

 
 
 
 
 
 
   

Fig. 57.  Conductă sub sarcină constantă 
 
Viteza straturilor de lichid din imediata apropiere a vanei se anulează, energia 

cinetică transformându-se în lucru mecanic de natură elastică prin comprimarea 
coloanei de apă şi dilatarea pereţilor conductei. Comprimarea treptată a coloanei de 
lichid este echivalentă cu propagarea de la vana A spre rezervor a creşterii de presiune 
∆p, cu viteza a. Timpul în care suprapresiunea ∆p parcurge lungimea L a conductei este 

a
L . În momentul 

a
Lt =  întreaga coloană de lichid este comprimată şi în repaus, situaţie 

care nu este stabilită, deoarece o particulă din secţiunea rezervorului are pe una din feţe 
presiunea p0 + ∆p, iar pe faţa opusă (dinspre rezervor) presiunea p0, corespunzătoare 
înălţimii lichidului din rezervor. Datorită acestei diferenţe de presiune începe o mişcare 
spre rezervor cu o viteză egală cu viteza mişcări permanente v0; mişcarea se propagă de 

la B spre A din aproape în aproape cu viteza a. După timpul 
a
Lt 2

=  se află în starea de 

mişcare permanentă, dar se găseşte în mişcare cu viteza – v0. 

Imediat după atingerea timpului 
a
Lt 2

=  datorită deplasării cu viteza  – v0, se 

creează o depresiune în secţiunea vanei, -∆p. Continuă astfel decomprimarea lichidului 

(dilatarea sa) din aproape în aproape, până la timpul 
a
Lt 3

= , depresiunea propagându-se 

de la A spre B cu viteza a, toată coloana de lichid fiind în acest moment dilatată şi în 
repaus. Această stare nu poate fi stabilă deoarece ultima particulă care s-a dilatat din 
dreptul rezervorului suportă o suprapresiune din partea rezervorului, ∆p. Din acest 
moment începe mişcarea de la rezervor spre vană cu viteza v0 şi lichidul se comprimă 

iar din aproape în aproape de la B la A, până la momentul 
a
Lt 4

=  când masa lichidului 

revine la starea normală dinaintea închiderii vanei. Fenomenul se repetă periodic, cu 

perioada 
a
L4 . 

y0 

L 
B A  
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Variaţia presiunii din secţiunea conductei din dreptul vanei este reprezentată în 
figura 58. 

  Fig. 58.  Variaţia presiunii în dreptul vanei 
 
Lovitura de berbec constă în apariţia şi propagarea în lungul conductei a unei 

suprapresiuni, alternativ pozitive şi negative, +∆p şi -∆p, care se adaugă presiunii 
existente în conductă înainte de lovitura de berbec.  

   

 
Fig. 59.  Variaţia vitezei în dreptul rezervorului 
 

12.2. Ecuaţiile fenomenului lovitura de berbec 
 
Variaţiile de presiune sunt rezultatul transformării energiei cinetice a lichidului în 

lucru mecanic de deformaţie la oprirea bruscă a curgerii, deformaţie posibilă datorită 
proprietăţii de compresibilitate a lichidului. Variaţia vitezei în secţiunea conductei în 
dreptul rezervorului este reprezentată în figura 59. 

Considerăm o conductă cu diametrul interior d, alimentată la un rezervor în care 
lichidul are nivelul suprafeţei libere la cota y0, figura 60. 

Peretele conductei are grosimea δ şi modulul de elasticitate E. Lichidul are 
greutatea specifică γ, densitatea ρ şi modulul de elasticitate ε. În studiul analitic al 
fenomenului urmărim determinarea variaţiei în timp a vitezei şi presiunii lichidului, a 
variaţiei în spaţiu de-a lungul conductei: 

  ( ) ( )txpptxvv ,;, ==             (12.1) 
Deoarece presiunea poate fi exprimată în funcţie de înălţimea coloanei de lichid, 

putem considera ca funcţii necunoscute v(x,t) şi y(x,t). 

Aplicăm legea fundamentală a dinamicii ∑
=

=
n

i
Fam

1
, pe care o proiectăm pe 

direcţia de mişcare, Ox, pentru o particulă de lichid de lungime dx.   
 

a
L

p 

p0 

0 

∆p 

-∆p 

t 

a
L2

a
L3

a
L4

 

 

+v0 +v0 

-v0 

v 

t 

a
L

a
L2

a
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a
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Fig. 60.  Conductă cu sarcină constantă 

Masa particulei elementare este xD d
4

2πρ . Proiecţia acceleraţiei pe direcţia axei 

conductei este 
t
v

d
d  iar ţinând cont că ( )txvv ,= , rezultă: 

  
t
x

x
v

t
v

t
v

d
d

d
d

∂
∂

+
∂
∂

=        (12.2) 

Variaţia vitezei în timp este cu mult mai importantă decât variaţia vitezei în 
spaţiu, aşa cum rezultă din analiza fenomenului loviturii de berbec, deci putem neglija 

x
v
∂
∂ faţă de 

t
v
∂
∂ . Rezultă pentru acceleraţia mişcării particulei expresia: 

  
t
v

t
va

∂
∂

==
d
d         (12.3) 

Forţele exterioare care acţionează asupra particulei de lichid sunt forţele masice şi 
forţele de presiune, în ipoteza neglijării forţelor de viscozitate. Pe direcţia Ox acţionează 
doar forţele de presiune a căror rezultantă este: 

  x
x
pDpDx

x
ppD d

44
d

4

222

∂
∂

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
πππ  

Rezultă: 

  x
x
pD

t
vxD d

4
d

4

22

∂
∂

=
∂
∂ ππρ  

sau, după simplificări şi ţinând seama de expresia presiunii p = ρ⋅g⋅y: 

  
x
yg

t
v

∂
∂

=
∂
∂         (12.4) 

Exprimăm în continuare ecuaţia continuităţii ţinând cont de dilatarea conductei şi 
comprimarea lichidului. Variaţia totală a volumului particulei fluide de lungime dx, 
figura 60 este dată de variaţia volumului datorită dilatării conductei din care scădem 
variaţia volumului datorită comprimării lichidului: 

  comprdiltot vvv ddd −=  
Variaţia totală a volumului are expresia: 
 

y 

x
x
vv d
∂
∂

−v 

dx 
D 
δ 

y0

x0 

dx
x
pp
∂
∂

+ p 
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Variaţia volumului particulei, datorită dilatării conductei este: 

  xDDvdil d
2

dd π=        (12.5) 

în care creşterea diametrului dD, se obţine din legea lui Hooke 
ED

D σdd
= , unde dσ se 

calculează din formula cazanelor cilindrice 
δ

σ
2

dd pD ⋅
= . 

Rezultă: 

xp
E

Dx
E

DxDDVdil dd
4

dd
2

d
2

dd
32

δ
πσππ =

⋅
==     (12.6) 

În expresia diferenţialei totale a presiunii t
t
px

x
pp ddd

∂
∂

+
∂
∂

= , putem neglija 

termenul care conţine pe 
x
p
∂
∂ , deoarece variaţia presiunii în timp este mult mai 

importantă decât variaţia presiunii în spaţiu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

>>
∂
∂

x
p

t
p . 

Se obţine creşterea de volum: 

  xt
t
p

E
DVdil dd

4
d

3

∂
∂

=
δ

π  

Variaţia volumului particulei datorită comprimării lichidului, aşadar o micşorare a 
volumului particulei este: 

  t
t
pxDpVVcompr dd

4
1d1d

2

∂
∂

−=−=
π

εε
 

sau, după simplificări şi ţinând seama de relaţia p = ρ⋅g⋅y, rezultă: 

  
t
ygD

Ex
v

∂
∂

⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∂
∂ ρ

δε
11  

Facem următoarea notaţie: 

  gD
Ea

g
⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ρ

δε
11

2  

şi se obţine: 
t
y

a
g

x
v

∂
∂

=
∂
∂

2         (12.7) 

Din sistemul format din ecuaţiile (12.4) şi (12.7), putem determina variaţia 
presiunii şi a vitezei. Pentru a determina variaţia presiunii, respectiv a înălţimii y, 
eliminăm viteza, derivând ecuaţia (12.4) în raport cu x şi ecuaţia (12.7) în raport cu t;  
se obţine: 

  2

2

22

2 1
t
y

ax
y

∂
∂

=
∂
∂        (12.8) 

Relaţia (12.8) se numeşte ecuaţie de propagare. Este o ecuaţie cu derivate parţiale 
de ordinul II, liniară, omogenă, cu coeficienţi constanţi, de tip hiperbolic. Ecuaţia 
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(12.8), este cunoscută în teoria mecanicii drept ecuaţia coardei vibrante sau a undelor 
plane. 

Dacă derivăm ecuaţia (12.4) funcţie de t şi ecuaţia (12.7) funcţie de x, se elimină y 
şi obţinem: 

  2

2

22

2 1
t
v

ax
v

∂
∂

=
∂
∂         (12.9) 

Se constată că viteza v(x,t) şi p(x,t) = ρg⋅y(x,t), verifică acelaşi tip de ecuaţie cu 
derivate parţiale, ecuaţia coardei vibrante. 

Condiţiile iniţiale impuse sunt: 
  t = 0  rezultă  v = v0  şi  p = ρ⋅g⋅y0                (12.10) 
Condiţiile la limită impuse sunt: 
  x = 0  rezultă  v = 0  şi  x = L  rezultă  y = y0              (12.11) 

adică în secţiunea vanei viteza este nulă, iar în rezervor înălţimea lichidului rămâne 
constantă în timp (se neglijează eventualele oscilaţii de nivel) ceea ce se poate face în 
cazul rezervoarelor mari. 
 

12.3. Soluţiile generale ale ecuaţiilor cu derivate parţiale ale fenomenului 
lovitura de berbec 

 
Presiunea y(x,t) şi viteza v(x,t), verifică ecuaţiile cu derivate parţiale (12.4) şi 

(12.7), sau ecuaţia coardei vibrante: 

2
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2 1
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∂
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=
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2 1
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∂
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∂
∂  

Ecuaţia coardei vibrante poate fi integrată prin metoda schimbării variabilelor. Se 
face schimbarea de variabile: 

  
a
xt

a
xt +=−= ηξ    ,  

şi obţinem: 

 00
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de unde rezultă:  ( )ηϕ
η
=

∂
∂y  

sau: ( ) ( ) ( ) ( )∫ +−=+=− ξηξηηϕ FfFyy d0               (12.12) 
Revenind la variabilele iniţiale, rezultă: 
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a
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a
xtFyy 0                (12.13) 

în care F şi f sunt funcţii arbitrare. 
Pentru determinarea funcţiei v(x,t), derivăm expresia (12.13) a lui y(x,t) în raport 

cu x: ( ) ( )ηξ ll f
a

F
ax

y 11
−−=

∂
∂  şi se introduce în relaţia (12.4), obţinând: 

( ) ( )[ ]ηξ ll fF
a
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∂
∂  sau, după integrare: 
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Relaţiile (12.13) şi (12.14) sunt cunoscute sub denumirea de formulele lui Allievi. 

Funcţiile  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

a
xtf

a
xtF   ,  şi mărimea a pot primi interpretări fizice. Dacă se 

atribuie funcţiei arbitrare ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
xtf  valoarea zero, atunci relaţia (12.13) poate fi scrisă 

sub forma: 

  
γγ
pppyy

a
xtF ∆

=
−

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 0

0  

deci funcţia ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

a
xtF  este egală cu creşterea de presiune din fenomenul loviturii de 

berbec. Ştiind că suprapresiunea 
γ
p∆  poate fi întâlnită la momentul t1 într-un punct x1 al 

conductei şi într-un alt moment t2 în punctul x2, putem scrie: 

 
2211 ,, txtx

pp
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⎜⎜
⎝

⎛ ∆
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  sau  ⎟
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⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

a
xtF

a
xtF 2

2
1

1              (12.15) 

Deoarece funcţia F este uniformă, putem scrie: 

  
a
xt

a
xt 2

2
1

1 −=−                 (12.16) 

sau:  ( )1212 ttaxx −=−                 (12.17) 
care reprezintă spaţiul într-o mişcare rectilinie şi uniformă cu viteza a; rezultă că a este 
viteza de propagare a loviturii de berbec. Funcţia F reprezintă unda directă. 

Dacă procedăm în mod analog considerând funcţia F nulă, obţinem: 
  ( )1212 ttaxx −−=−                 (12.18) 

deci funcţia f reprezintă unda reflectată sau inversă. 
Pentru a calcula viteza de propagare a loviturii de berbec, revenim la notaţia 

făcută la paragraful precedent: 

  gD
Ea

g
⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ρ

δε
11

2               (12.19) 

Se poate verifica uşor că mărimea a are dimensiuni de viteză. Membrul drept al 

egalităţii are dimensiunea [ ]
[ ]

1
2

3
−

−

−

== L
FL
FL

ε
γ . 

Deci [ ] [ ] 22
1

2 −
− == TL

L
ga , de unde 1][ −⋅= TLa . 

Din formula (12.19) rezultă: 
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⎜
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γ D
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sau:  
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1
               (12.20) 
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unde: 
s
m1425=

ρ
ε  şi reprezintă viteza de propagare a sunetului în apă. 

Relaţia (12.20) poate fi scrisă şi sub forma dată de Allievi: 

  

δ
Dk

a
+

=
3,48

9900                 (12.21) 

în care coeficientul k este o constantă a cărei valoare numerică depinde de natura 
materialului conductei (k = 0,5 pentru oţel, k = 5 pentru beton sau plumb, k = 10 pentru 
lemn etc.). 
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