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PREFATA

Odata cu celelalte discipline stiintifice, mecanica fluidelor s-a dezvoltat rapid in
ultimul timp, numeroasele cercetari efectuate largind mult cunostintele asupra
comportarii fluidelor, cdt si a numeroaselor probleme a caror rezolvare depinde de
cunoasterea acestora. Paralel a crescut si numdrul aplicatiilor in diverse ramuri ale
tehnicii moderne, pentru a caror dezvoltare cunoasterea fenomenelor specifice fluidelor
a devenit indispensabild.

Lucrarea este rezultatul activitatii didactice si stiintifice a autorului, profesor
doctor inginer in cadrul Catedrei de Energetica, Mecatronica si Stiinta Calculatoarelor
si se bazeaza pe conceptia unitarda de predare a acestei discipline in toate universitdtile
tehnice din tara.

Aceasta lucrare incearcd sa dea o prezentare a problemelor reprezentative ale
disciplinei, precum si modul specific de rezolvare a lor.

Lucrarea cuprinde pe intinderea a 12 capitole probleme ale mecanicii fluidelor
si o anexa cu aplicatii ale principalelor capitole . Majoritatea capitolelor au un
continut teoretic pronuntat cu demonstratii relativ simple si punctate cu exemple
tehnice aplicative.

Lucrarea se adreseaza in primul rand studentilor facultdtilor cu profil mecanic
si energetic §i are ca scop aprofundarea §i consolidarea sub aspect teoretic si aplicativ
a cunogtintelor legate de echilibrul sau miscarea diferitelor tipuri de fluide. Totodatd
ofera solutii stiintifice pentru alegerea unor subiecte de cercetare aprofundata §i este
folositoare specialistilor din industriile de profil.

Tulian Florescu






LISTA DE NOTATII

A aria
At atmosfera fizica
a(a,,a,,a,) vectorul acceleratic

a viteza de propagare a loviturii de berbec

at atmosfera tehnica

b latimea deversorului;

C coeficientul Iui Chézy; viteza absolutd in
turbomasini; centru de carend; centrul de
presiune

c viteza sunetului;

D diametrul

E energia  totald
elasticitate (solide)

Eu numarul lui Euler

unitard; modulul de

F forta

F, forta de greutate

F, forta masica

pr forta de presiune

F,  forta de suprafata

Fr numarul lui Froude
f frecventa

f rezultanta fortelor de inertie unitare

rezultanta fortelor masice exterioare unitare

f

G centrul de greutate

g acceleratia gravitatiei

H sarcina hidrostatica; energia specifica,
energia specificd (sarcina) turbomaginilor
adancimea;

Ho  presiunea statica

Hs inaltimea de aspiratie

H; sarcina unui rotor real, fluidul perfect

H, sarcina teoreticd a unui rotor ideal cu un

numar infinit de pale;
hy energia disipata (pierderea de sarcind)
I«(ly,I;) componenta impulsului pe axa Ox (Oy,
Oz); momentul de inertie al suprafetei S
fata de Ox (Oy, Oz)
(j,k) versorul axei Ox (Oy,0Oz)

momentul cinetic

exponentul adiabatic

lungimea; lucrul mecanic

lungimea; lucrul mecanic; lungimea de
amestec (Prandtl);

lucrul mecanic unitar al
viscozitate

momentul rezultant

numarul lui Mach

vectorul moment in raport cu punctul O

_'_XX\

fortelor de

<

masa
vectorul normalei

3 ="

n exponentul politropic; frecventa; turatia
turbomasinii

ng rapiditatea in functie de putere

Ng rapiditatea in functie de debit

n, turatia unitara

Oxyz triedrul de referinta

Ox1Y12; triedrul atagat unui corp in miscare

P perimetrul udat;

p presiunea

P, tensiunea unitard de suprafatd

Pa presiunea atmosferica (p,)

P presiunea critica

Pd presiunea dinamica

Pm presiunea manometrica

Pst presiunea statica

Q debitul volumic; debitul sursa punctiforma;
debitul

Qv  debitul masic
Qs debitul gravific

1' debitul unitar

q debitul specific;

R raza (cilindru, sferd); raza hidraulicé;
constanta gazelor perfecte; rezistenta la
inaintare; raza de curburd

R rezultanta fortelor exterioare
Re  numarul lui Reynolds

r vectorul de pozitie

r(6z) coordonata cilindrica

S suprafata

Sh  numarul lui Strouhal

S elementul de arc

T temperatura absoluta; perioada

t vectorul tangent la arcul ds

t timpul

U potentialul fortelor masice

u(v,w) componenta vitezei pe axa Ox (Oy,0z)

U(V,W) componenta pe Ox (Oy,0z) a vitezei in
miscarea medie

u'(v,w')  pulsatiei componentei vitezei pe
0x(0y,0z)
u viteza de transport la turbomasini

V (u,v,w) vectorul viteza

V (T, V,w) vectorul viteza in miscarea medie

V'(',v',w") vectorul pulsatie al vitezei

\Y viteza medie in sectiune

v volumul specific (masic)

X(Y,Z) coordonata carteziand; componenta fortei
masice unitare pe Ox (Oy,0z); valoarea
adevarata a unei masuratori

X(Y,z) coordonata carteziana

z variabila complexa (planul z)

W(z.t) potentialul complex

a coeficientul lui Coriolis;
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coeficientul de compresibilitate izoterma
(modulul de compresibilitate)

circulatia vectorului vitezd; intensitatea
vartejului

greutatea specifica

rugozitatea absoluta

lungimea caracteristicd; grosimea stratului
limitd; grosimea peliculei de lubrifiant;
grosimea substratului laminar; grosimea
(perete);
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coeficientul de viscozitate turbulenta
(Boussinesq)
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randamentul volumic

randamentul mecanic

viteza de deformatie volumica
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viscozitate cinematica

produsul criterial
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componenta tangentiald a tensiunii unitare
tensiunea tangentiald
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)
D
4
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potentialul vitezelor (planul z);
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1. INTRODUCERE
1.1. Generalitati

Mecanica fluidelor reprezintd o diviziune a Mecanicii teoretice, care studiaza
miscarile, respectiv repausul fluidelor ideale sau reale, compresibile sau incompresibile,
sau interactiunea dintre fluidele In miscare sau repaus si corpurile solide cu care acestea
vin in contact.

Mecanica fluidelor se imparte in trei parti: statica, cinematica, si dinamica. Statica
fluidelor studiaza repausul fluidelor si actiunile exercitate de acestea asupra suprafetelor
solide cu care acestea vin in contact. Cinematica fluidelor studiazd miscarea fluidelor
fara sa se tind cont de fortele care intervin si modificd starea de migcare. Dinamica
fluidelor abordeaza miscarea fluidelor considerand fortele care intervin si transformarile
energetice produse in timpul migcarii.

Denumirea de Mecanica fluidelor a aparut relativ recent (in secolul XX) si este
atribuitd studiului general al miscdrii si al interactiunii fluidelor cu suprafetele
corpurilor solide cu care vin in contact. Initial cu acest studiu se ocupa Hidraulica,
cuvant care deriva din grecescul hiidraulos, provenit din legatura a doua cuvinte: hiidor
— apa si aulos - conductd, si care reflecta una din primele probleme practice care a
preocupat oamenii.

Aceastd stiintd a cunoscut o diversificare §i dezvoltare 1n stransa legdtura cu
problemele teoretice privind Aerodinamica (stratul limita, rezistenta la inaintare, teoria
profilurilor aerodinamice), Hidraulica (miscarea lichidelor cu suprafata libera, migcarea
aluviunilor, migcarea prin medii poroase) si Dinamica gazelor.

Datorita complexitatii fenomenelor aparute in miscarea fluidelor reale, a aparut
necesitatea experimentarii pe modele in tunele aerodinamice si apoi pe baza teoriei
similitudinii s-au extins rezultatele la problemele tehnice care au fost modelate.
Rezultatele deosebite acumulate de Mecanica fluidelor au permis ca in ultimul timp sa
apara noi domenii tehnice precum: transportul pe apa si subacvatic, hidrotransportul,
meteorologia , exploatarea moderna a zacdmintelor etc.

Astazi Mecanica fluidelor este o disciplind mai mult teoretica, care studiaza legile
general valabile pentru starea de repaus sau miscare a fluidelor. Fenomenele proprii
lichidelor, gazelor sau aerului sunt studiate respectiv de hidraulica, termotehnica si
aerodinamica sau de alte discipline specifice cum ar fi transferul de caldura, constructii
hidrotehnice, constructii aerospatiale s.a.

In functie de conditiile impuse la limitd se observa doui feluri de aplicatii ale
dinamicii fluidelor si anume:

a) curgerea fluidului in jurul unui corp solid considerat izolat (avioane,
automobile, parasute) fenomen la care urmirim in mod preponderent forta
necesara inaintarii;

b) corpul solid delimitezd miscarea fluidului (miscarea in conducte, canale) la
care intereseaza transportul de energie.

Ca o remarca generald putem afirma ca transportul energiei se realizeaza numai cu

ajutorul fluidelor in miscare (apa, vapori, petrol, gaz natural, aer comprimat).

Masinile hidraulice si pneumatice, utilizeazd miscarea fluidelor in domenii
delimitate de frontiere solide, care pot fi si ele in miscare. Se deosebesc masinile care
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preiau energia mecanicd si o transmit fluidului (pompe, ventilatoare), cat si masini care
utilizeaza energia fluidului pentru a crea alte forme de energie (motoare).

S-au diversificat foarte mult domeniile in care se studiaza si utilizeazd miscarea
fluidelor: hidrotransportul, fenomene de filtrare, poluarea, mecanica suspensiilor,
aeroelasticitatea, magnetohidrodinamica si altele.

1.2. Proprietiti fizice ale fluidelor

Mecanica teoreticd defineste doud mari categorii de corpuri materiale: corpuri
solide rigide si solide deformabile si corpuri fluide, care cuprind lichidele si gazele. Fata
de cele trei stiri de agregare cunoscute: solida, lichida, gazoasa, putem aminti si 0 a
patra forma: plasma, care se defineste ca o stare ale carei proprietati sunt determinate de
existenta electronilor si ionilor in stare libera.

Fluidele sunt corpuri materiale care se caracterizeazd in primul rand prin
proprietatea de fluiditate. Stim cd moleculele unui corp au o stare de agitatie
neintreruptd, care este functie de temperaturd si ca intre ele exista forte de atractie (de
coeziune). La corpurile solide moleculele ocupa locuri bine determinate (stabile), in
jurul cdrora executa oscilatii de amplitudine mica functie de temperaturd, aceste corpuri
avand formad si volum fix, sub actiunea unor forte exterioare.

Spre deosebire de corpurile solide, lichidele si gazele, sub influenta unor forte
exterioare relativ mici, pot capdta deformatii oricdt de mari, astfel incat iau forma
recipientului solid in care se gdsesc. In consecintd lichidele si gazele nu au forma
proprie si ele se caracterizeaza prin posibilitatea de a deplasa foarte usor particulele din
care sunt formate, datorita fortelor de coeziune mici.

Fluidele trebuie deosebite de materialele care sunt deformabile (situate intre
fluide si solide) cum ar fi pastele sau metalele topite, de a caror studiu se ocupa alta
stiintd numita reologie.

Lichidele reprezinta fluide care sunt practic incompresibile si sub actiunea fortelor
gravitationale iau forma vasului in care exista fara a umple acest vas. Spre deosebire de
lichide, gazele sunt fluide la care fortele de coeziune sunt mult mai mici ca la lichide si
care umplu in totalitate recipientul in care se gasesc, oricare ar fi forma si dimensiunea
lui.

Mecanica fluidelor studiazd medii continue, omogene si izotrope. Un mediu este
continuu §i omogen, dacd are aceeasi densitate in orice punct si este izotrop daca
prezintd aceleasi proprietati in toate directiile. Exista la fluide linii, puncte, sau suprafete
de discontinuitate, care prezinta conditii specifice la limita.

Ipoteza de continuitate

Omogenitatea si izotropia permit ca proprietatile si relatiile stabilite pentru o
moleculelor sau de miscarea browniand la gaze sa fie valabile pentru tot fluidul. Ipoteza
generald a continuitdtii impune pentru marimile fizice: densitate, vitezd, presiune,
temperaturd, functii care depind de coordonatele punctului si de timp si care sunt
continue cu exceptia unor linii, puncte, suprafete de discontinuitate.

In studiul mecanicii fluidelor utilizim diferite modele de fluid, in functie de
ipotezele simplificatoare pentru calcule, cum ar fi: fluid usor (fara greutate), fluid ideal
(fara viscozitate), fluid incompresibil, la care volumul unei mase determinante este
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constant, fluid real (compresibil §i vascos) , fluide vascoase si incompresibile
(lichidele), fluide fara greutate dar compresibile (gazele).

Mecanica fluidelor studiaza fenomenele atat cu metode experimentale cat si
teoretice, de cele mai multe ori combinindu-le. In studiul teoretic se utilizeaza
teoremele generale ale mecanicii (teorema impulsului, teorema momentului cinetic,
teorema energiei cinetice, legi de conservare), utilizand un calcul matematic complex.
Metodele experimentale de studiu se aplicd pentru verificarea calculelor teoretice,
pentru determinarea unor legi generale, determinarea unor corectii utilizdnd modele
fizice la alte scari, rezultatele extinzandu-se prin similitudine.

1.3. Proprietiti fizice fundamentale ale fluidelor

a) Densitatea (greutatea specifica)
Densitatea se defineste ca masa unitatii de volum:
. Am dm
p=Ilm—=—— (1.1)
AFS0AY dV
unde: Am este masa unui element de volum AV
Admitand ipoteza continuitatii, densitatea este o functie continud de coordonatele
punctului si de timp: p = p(x,y,z¢). Densitatea se masoard in kg/m’ si are aceeasi
valoare 1n orice punct al fluidului omogen.
Inversul densitatii se numeste volum specific sau volum masic:

3
p=t {’"—} (1.2)
p kg
Greutatea specificd este greutatea unitatii de volum:
y=39 P} (13)
dV | m
Intre densitate si greutate specifica exista relatia:
y=p-g
Densitatea variaza functie de presiune si de temperaturd. Pentru lichide variatia in
raport cu presiunea poate fi neglijatd. Densitatea fluidului scade odatd cu cresterea
temperaturii. Pentru apa densitatea maxima este in jurul valorii de 4°C si are valoarea de
lkg/m’. Variatia densitatii apei functie de temperatura este redata in figura 1.

p
(kg/m’)
1 %‘\\.\‘
0,99t

0,98+

0,97

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 0(C)

Fig. 1 Variatia densitatii apei in functie de temperatura
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La gaze, variatia densitatii si greutatii specifice cu temperatura si presiunea este
deosebit de mare si este datd de ecuatia de stare.

b) Compresibilitatea izotermica a fluidelor este proprietatea de variatie a densitatii
(volumului), sub influenta variatiei presiunii.
Daca are loc o variatie de presiune Ap pentru un fluid cu volum ¥ si presiune p, se

_ o AV . g .
produce o variatie relativa de volum Tproporglonala cu Ap, data de relatia:

AV =—a-Ap (1.4)
Vv

unde « este coeficient de compresibilitate cubici (m*/N), iar semnul minus arati ci unei
cresteri a presiunii 1i corespunde o scadere a volumului.

In majoritatea fenomenelor studiate consideram lichidele ca fluide incompresibile.
De exemplu apa este de 100 de ori mai compresibila decat otelul. Totusi exista
fenomene care se studiaza tinand cont de compresibilitatea lichidelor, cum ar fi lovitura
de berbec sau sonicitatea (teoria sonicitdtii a fost fondatd de Gogu Constantinescu in
1916, un mare savant roméan care a trait in Anglia).

Gazele sunt mai compresibile decat lichidele. Se poate neglija compresibilitatea
gazelor pentru viteze mai mici de 0,6-¢ (¢ este viteza sunetului).

Definim modulul de elasticitate cubic ca inversul modulului de compresibilitate
cubica:

5=l=— ar (1.5)
a dv

Relatia poate fi exprimata si functie de densitatea p. Pornind de la conditia ca in
procesul de comprimare masa sa raimana constanta:

p-V=C sau: p-dV+V.-dp=0
A o . dv dp
Separand variabilele obtinem: — = ———
p
de unde:
E=p- dp (1.6)
Yo,
Stiind cad viteza de propagatre a sunetului stabilitdi de Newton este: ¢ = \/E,
Yo,
rezulta:
c= dp = L (1.7)
do |dp
dp
1 1 dp . S o . .
Deoarece o =— =—-d— si la fluide incompresibile tinde catre zero, rezulta
€ p dp

d_p: 0, deci ¢ — oo, adicd o propagare instantanee a sunetului, ceea ce este in
dp

contradictie cu realitatea fizica. Prin urmare, in fenomenele legate de propagarea
undelor de presiune in medii fluide este necesard considerarea proprietatii de
compresibilitate a fluidului.
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Migcérile in fluide compresibile pot fi clasificate in functie de viteza pe care o au
fatd de viteza sunetului prin numarul lui Mach (Ma), care este adimensional si ne da
raportul dintre viteza v si viteza sunetului ¢ (celeritate) in mediul respectiv:

Ma="Y (1.8)
c

Pentru Ma < 1, miscarea este subsonicd, iar pentru Ma > 1, migcarea este

supersonica.

b) Viscozitatea

Proprietatea de viscozitate a fost explicata si definita diferit de oamenii de stiinta:

- Newton a considerat ca viscozitatea este o consecintd a fortelor de coeziune
care reactioneaza la deplasarea relativa a particulelor de fluid. Aceasta ipoteza nu poate
fi valabila pentru gaze, la care distantele intermoleculare sunt mari si fortele de coeziune
neglijabile.

- Maxwel explica viscozitatea fluidelor, prin capacitatea de a face sa apara forte,
atunci cand se produc variatii bruste ale formei fluidului.

Putem concluziona ca daca fluidul este in miscare, in diferite plane de separatie
apar forte sau tensiuni tangentiale (forte raportate la aria suprafetei), care se opun
variatiei formei volumului considerat, frineazd miscarea si modifica repartitia vitezelor.

Viscozitatea reprezintd mecanismul transmiterii miscarii in fluid.

Viscozitatea se mai poate defini ca o proprietate comuna tuturor fluidelor, prin
care cu forte suficient de mici se pot produce deformatii oricat de mari, cu viteze de
deformare mici.

Consideram un paralelipiped dreptunghic, cu aria bazei S si indltimea 4, figura 2.

1l 1
S Dl D C Cll
| /s s F
A
A1
N Al B ) B/
h g
C

Fig. 2. Determinarea fortei de viscozitate

Suprafata A'B'C'D' aluneci cu viteza v fati de bazi, forta necesard pentru a
imprima aceasta viteza fiind:

v
F=pn-S-— 1.9
S (1.9)

relatie care a fost determinatd experimental si unde 7 este coeficient dependent de
natura fluidului §i se numeste viscozitate dinamica. Stratul aderent la placa are aceeasi
viteza v cu placa. Atractia dintre acest strat si urmatorul face ca si acesta sa fie antrenat
cu o viteza mai mica V', astfel incat diferenta creata si produca miscarea, s.a.m.d.
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Unitatea de masura pentru coeficientul de viscozitate dinamica este poise( £ j
cm-s

. . . . k . . . .
in sistemul vechi CGS, sau poisseuille (—gj , In sistemul international. Tensiunea
m-s
tangentiala ce apare intre doua straturi infinit vecine (h — dn), (v — dv) este:
F dv
T=—=1n— 1.10)
S 1 dn (

Aceasta tensiune are tendinta de a egala vitezele celor doua straturi, deci se opune
miscdrii stratului cu viteza mai mare (are sens opus miscarii acestui strat). Fluidele ale
caror tensiuni tangentiale de viscozitate In miscare laminard sunt date de relatia (1.10),
se numesc newtoniene.

Raportul dintre viscozitatea dinamicd si densitate se numeste viscozitate
cinematica:

v=" (1.11)
p
Unitatea de masura in sistemul international SI, pentru viscozitatea cinematica
este m*/s, iar in vechiul sistem CGS este stockes (cm®/s).
Cateva valori pentru viscozitatea cinematicd la temperatura normald pentru
diferite fluide sunt prezentate in tabelul 1.
Tabelul 1
Fluidul | Apa | Benzind | Alcool | Petrol Ulei |Glicerind| Aer

m/s | 10°0,65-10°]1,33-10°] 2,5-10° | 1,7.10* | 8,7.10* |7,4-107

Variatia viscozitdtii cu temperatura este diferitd pentru lichide si gaze. La lichide v
scade cu cresterea temperaturii, iar la gaze creste.

1.4. Proprietati specifice lichidelor

Adeziunea este proprietatea ce rezultd din atractia dintre moleculele unui fluid si
cele ale suprafetei corpului solid cu care vine 1n contact. Daca atractia intermoleculara a
lichidului este mai mica decat cea dintre lichid si perete, atunci lichidul uda peretele
(aderi la acesta). Ca exemplu putem da apa, care adera la un perete de sticli. In caz
contrar spunem ca lichidul nu uda peretii (de exemplu mercurul).

La gaze adeziunea este neglijabila.

Fig. 3 Suprafatd de separatie 1n echilibru
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Experimental s-a constatat cd suprafata libera a unui lichid tinde sa-si micsoreze
aria.

Aceasta se explica prin faptul ca fiecare moleculd din suprafata de separatie este
atrasd de moleculele vecine, iar rezultanta acestor forte este indreptatd spre interior. O
masa oarecare de lichid isi modificad forma astfel ca la un volum dat sd fie suprafata
minimd (de exemplu: forma sfericd a picaturilor de apa).Tensiunea superficiala o, este
devinita prin forta ce se exercitd tangential pe unitatea de lungime. Ea modifica
presiunea in lichid. Pentru a demonstra acest lucru consideram un element din suprafata
de separatie, (un dreptunghi curbiliniu) care are laturile dS; si dS. , figura 3.

Se observa ca: do, = a5 si: da, = ds,
h I,
iecti SR . . da deo
Proiectand fortele elementare pe normald si stiind cd sin — = —
sin de, = %, obtinem:
2 2
2 O_'dsldazz dsldsz
2 7
d ds (1.12)
2.5-dS, % =5 .d5, S
2 "

Suma acestor doud forte trebuie sd echilibreze forta care rezultd din diferenta de
presiune de pe cele doua fete ale suprafetei de separatie Ap:

AF = Ap-dS, -ds, =a(dSl 45 45, ﬁ}

r h
Dupa simplificéri rezulta:
ApZO'(l-i-lj (1.13)
non

relatie care este cunoscuta sub denumirea de formula lui Laplace.

Capilaritatea reprezinta consecinta tensiunii superficiale pentru tuburi subtiri.

2R

I [ A NGE Z

Fig. 4 Tub capilar
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Daca introducem in apa un tub de sticld de diametru mic (sub un milimetru) apa
uda bine sticla, formand un menisc concav, iar diferenta de presiune este indreptatd in
sus, apa urcand in tub pand ce diferenta de nivel z echilibreazd aceastd diferentd de
presiune, figura 4.

1 1
(71—72)-Z=G(—+—j (1.14)
hnn
unde: y; si % sunt greutatile specifice ale apei, respectiv aerului.
Considerand ca suprafata meniscului are aproximativ forma unei calote sferice,
(r1 =r;=R), relatia 1.14 devine:
r R
O =— — g =—" —_ .z
SUn=r)z=o—n-7.)
unde R este raza tubului si @ este unghiul de contact al apei cu tubul. Neglijand y; in
raport cu y;, putem scrie ca:

o= R-y.-z
2cosf
iar daca @ — 0, obtinem legea lui Jurin intalnita in fizica:
sop=20 20 (1.15)

Pentru lichide neaderente (mercurul fatd de sticld), meniscul este convex iar in
tubul capilar se formeaza o denivelare (z < 0).

Studiul fenomenelor capilare prezintd importantd in studiul fenomenelor de
infiltratii, Tn masuratori efectuate cu aparate ce cuprind tuburi capilare s.a.

Absortia si degajarea gazelor

Majoritatea gazelor se dizolva (patrund prin difuziune) in lichide. Absortia este un
proces fizico-chimic si se produce dacd concentatia componentelor gazelor este mai
mare decdt cea corespunzatoare lichidului la presiunea si temperatura respectiva.
Absorbtia creste odata cu cresterea presiunii §i scade odata cu cresterea temperaturii. La
presiune si temperaturd normald 1n apa se dizolva 2% gaze in greutate: astfel este
posibila viata florei si faunei acvatice.

Daca componenta fazei absorbante (lichidul) este mai mare decat cea a fazei
absorbate (gazul) fenomenul se produce invers si se numeste desorbtie. Desorbtia creste
odata cu cresterea presiunii.

Daca in anumite portiuni ale unui lichid in miscare presiunea scade péana la
valoarea presiunii de vaporizare la temperatura datd se produce vaporizarea lichidului
insotit de degajare de gaze dizolvate. Apare fenomenul numit cavitatie, un fenomen care
este daunator pentru masinile si instalatiile hidraulice.

Bulele de vapori si de gaz, ajung in zone cu presiuni mai mari §i se recondenseaza
producand suprapresiuni §i cresteri de temperatura mari, precum si zgomote. Aceastd
ipotezd nu a putut explica de ce metalele cu rezistentd mecanicd mai mica sunt mai
rezistente decat metalele cu rezistentd mecanica mare (de exemplu: bronzul fata de otel).

O alta ipoteza, chimica, explicad distrugerea metalelor prin faptul ca vaporii si
gazele degajate pun in libertate oxigenul atomic, care este foarte activ chimic si
corodeaza metalul.
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Ipoteza termochimica pune la baza fenomenului temperaturile foarte mari (mii de
grade) care apar.

Existd si o ipoteza electrici a fenomenului de cavitatie, care se bazeazd pe
diferenta de potential dintre bulele de gaz si lichid.

Cavitatia este un fenomen complex, care se aplica prin ansamblul tuturor acestor
ipoteze.

Presiunea de vaporizare creste odatd cu temperatura unui lichid si este mai mare
pentru aceeasi temperatura la lichidele volatile, figura 5.

Py

1 at

alcool

0,062 ap\

0 20 40 60 80 100

Fig. 5 Variatia presiunii de vaporizare in functie de temperatura

t (°C)

1.5. Proprietiti specifice gazelor

Gazele datorita spatiilor intermoleculare mari sunt fluide mult mai usoare si mai
compresibile decat lichidele. Gazele ocupd prin expansiune tot volumul disponibil
(coeziunea este neglijabild).
temperaturd datd. Ecuatia de stare Clapeyron-Mendeleev se exprima pentru o masa de
gaz m data, de volum V-

pV=mRT
sau:
p=pRT (1.16)

Inlocuim pe R cu R obtinem:

p_%y

P u

: g J .
unde: R este constanta universald a gazelor perfecte(8,31 IOKJ’ iar y este masa
mo
molara.

Gazele care satisfac ecuatia (1.21) se numesc gaze perfecte. Daca se ia in consideratie

. e m : :
expresia densitatii p = 7 ecuatia (1.20) se scrie sub forma

m
pV =mRT =—NRT. (1.17)

Y7
In studiul repausului sau al miscarii unui gaz perfect (fira freciri sau soc) se
deosebesc urmatoarele legi de variatie a densitatii in functie de presiune: izocora p =
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const., izoterma P const., adiabata (In care gazele nu schimba caldurd cu mediul
P

exterior) % = const., unde k este exponentul adiabatic si politropa % = const., unde

n este exponentul politropic.

Daca intr-un volum dat se afld un amestec de gaze atunci presiunea partiald a
fiecarui gaz este egala cu presiunea pe care ar exercita-o daca ar ocupa singur intregul
volum, iar presiunea totald este egald cu suma presiunilor partiale (legea lui Dalton).
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2. STATICA FLUIDELOR
2.1. Definitia si obiectul staticii fluidelor

Statica fluidelor studiaza echilibrul fluidelor si actiunea pe care acestea le exercitd
asupra corpurilor solide cu care vin in contact.

Intr-un fluid in repaus nu apar forte de viscozitate, ele fiind conditionate de
deplasarea relativd a particulelor. Rezultd cd In starea de repaus proprictatea de
viscozitate nu se manifestd si prin urmare relatiile din statica fluidelor sunt stabilite
pentru fluidele perfecte (pentru fluide incompresibile §i compresibile).

Un fluid in repaus se manifestd ca un fluid ideal (nevascos) relatiile fiind valabile
si pentru fluide reale (vascoase).

Un fluid in repaus este actionat de doud categorii de forte, care il echilibreaza:
fortele masice si fortele de suprafata.

Fortele masice sunt analoage celor intalnite in mecanica corpurilor rigide si se
datoreaza prezentei campurilor exterioare. Cele mai obisnuite forte masice intalnite sunt
cele de greutate datorate cAmpului gravitational exterior masei de fluid considerate. In
cazul unui repaus relativ (fluidul se afld in repaus fatd de un sistem de referinta mobil
care executd o migcare accelerata fatd de un sistem de referinta fix), pe langa fortele de
greutate apar si fortele de inertie.

Fortele de suprafata joaca rolul fortelor de legitura din mecanica rigidului. Pentru
un fluid in repaus fortele de suprafatd sunt forte de presiune fiind compresiuni normale
la elementele de suprafatd. Pentru a demonstra acest lucru separam cele doud portiuni A
si B ale unui fluid aflat in echilibru prin sectiunea S figura 6.

/\
=]

Fig. 6 Echilibrul unei particule de fluid

Fiecare dintre cele doua portiuni trebuie sa fie in echilibru. Considerand echilibrul
portiunii A, putem inlocuim efectul portiunii B printr-o fortd de suprafatd care este o
compresiune. O fortd elementari AF este normali la elementul de suprafati AS
deoarece in cazul in care ar fi Inclinatd componenta sa tangentiald ar strica echilibrul
fluidului.

Prin definitie presiunea in punctul M este:

()= 1im 25~ 4F
450 A S ds

Rezultd ca presiunea este in functie de coordonatele punctului, valoarea ei nu
depinde de orientarea arbitrara a sectiunii S care trece prin punctul M. Presiunea intr-un
punct fiind aceeasi pe orice directie, este o marime scalara. Pentru a demonstra aceasta
detasam din fluidul in echilibru tetraedrul OABC aga cum rezulta din figura 7.

(2.1)
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Fig. 7 Particula de fluid in echilibru

Introducem pe fetele tetraedrului fortele elementare de presiune (compresiuni
normale). Consideram 7 normala la suprafata ABC (dirijata spre exteriorul volumului
de fluid) si AS marimea acestei suprafete.

Consideram forta masicd (elementard) unitard t_"m (X Y, Z )si DPxv Pw Dz Dn
presiunile in lungul axelor de coordonate si al normalei, ecuatiile de echilibru pe
directiile axelor sunt:

». Ay;’Z — p, A8 -cos(ii,i )+ pX Ax‘éﬂ’z =0
», AZ;X — p, A4S -cos(ij)+ pY Ax‘éy 4z _ (2.2)
D. szAy —pnAS.cos(ﬁ,l;)+ pZ szl6yAz =0
Deoarece:

ViNE cos(ﬁ,zT) _ vz

, A4S cos(ﬁ,]_')— Az4x

=\ Ax4
, A4S cos(ﬁ,k): %
4 A A
rezultd: p_— p, = pX?x, P, — D, :pY?y, p.—Dp, = pZ?Z
Trecand la limita, tetraedrul tinzand in toate directiile (dupa x,y,z), catre punctul
M obtinem:
Px =Py =p:=Pa=p(M) =p(xy.2)

(2.3)
Rezultatul este independent de inclinarea fetei ABC, deci presiunea intr-un fluid
in repaus este un scalar.

2.2. Ecuatiile generale ale hidrostaticii
(ecuatiile lui Euler pentru statica fluidelor)

Ecuatiile pentru echilibrul fluidelor se obtin din anularea rezultantei fortelor ce
actioneaza asupra maselor de fluid. Consideram o particuld fluidd de forma unui
paralelipiped desprinsa dintr-un fluid aflat in echilibru de dimensiuni d,, d,, d., si
densitate p, figura 8.
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Rezultanta fortelor masice unitare fm (X, Y, Z), actioneaza in centrul de masa al
particulei considerate si are expresia:

dF, =f,-d, =/, -p-dxdydz (24)
si are componentele:
dFu = pX-dxdydz, dF,, = pY-dxdydz, dF,..= pZ-dxdydz. (2.5)

Fortele de suprafata sunt forte de presiune datorate actiunii fluidului asupra
particulei considerate. Stiind cad fortele de presiune sunt proportionale cu marimea
suprafetelor elementare considerate si cd presiunea este in functie de coordonatele
punctului in spatiu, p = p (x,),z), atunci fortele de presiune pe fetele determinate de
planele sistemului de referintd se pot exprima astfel: p-dydz, p-dxdz, p-dxdy

z op P
+—=—dz|dxd P
(p o Zj xdy (p+aydyjdxdz
! | /
C B'
v s
O1 - # 1
dydz R op
p-ay L, - p+—dx|dydz
ox
C B

p-dxdz ‘p-dxdy

Fig. 8 Particula de fluid in echilibru

La presiunile pe fetele opuse se adaugd cresterile partiale datorate variatiilor
obtinute prin deplasarea in cele trei directii, obtindndu-se:

(era—pdxj-dydz, p+a—pdy -dxdz, (p+a—pdzj-dxdy
Ox oy 0z
Conditia de echilibru dupa axa Ox va fi:
p‘dydz—(p+2—pdx)dydz+p)(‘dxdydz=O (2.6)
X

—Z—pdxdydz+pX-dxdde=0
X

sau: —%dxdydz+pY-dxdydz=O 2.7

—g—pdxdydz+pZ-dxdde:0
z

in mod analog s-a calculat dupa Oy si Oz.
Dupa simplificare cu dx,dy,dz, ecuatiile diferentiale de echilibru dupa cele trei axe
sunt:

ap op op
e X, [t Y’ - = o/ 2.8
o P o p 0, P (2.8)
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Cele trei ecuatii exprima conditiile de echilibru ale volumului de fluid considerat,
intre fortele de presiune si fortele masice. Acestea sunt ecuatiile generale ale
hidrostaticii — ecuatiile cu derivatele partiale de ordinul I, stabilite de Euler pentru
echilibrul fluidului. A gasi conditia de integrabilitate a acestui sistem Tnseamna a

preciza conditiile pe care trebuie si le indeplineasca forta masica unitara f,_ (X,Y,Z)

pentru ca sub actiunea sa fluidul s& ramina in echilibru.
Multiplicam cele trei ecuatii, respectiv prin dx, dy, dz, le adunam si obtinem:

(a—pdx+a—pdy+a—pdzJ=p(de+Zdy+Zdz) (2.9)
Ox oy oz

Membrul stang al egalitatii reprezinta diferentiala totald a presiunii p, astfel putem

scrie:
dp = (X-dx+Y-dy+Z-dz) (2.10)

Ecuatia reprezintd expresia variatiei de presiune intre doua puncte ale unui fluid
situate la distanta elementara ds care are proiectiile dx, dy, dz.

Deoarece membrul stang al egalitatii este o diferentiala totald, expresia are sens
daca paranteza din membrul drept este o diferentiala totala a unei functii de x, y ,z in
acelasi domeniu.

Consideram o functie scalara U(x,y,z) uniforma in domeniul dat.

Daca componentele fortei masice unitare X, Y, Z pot fi exprimate ca derivate
partiale ale functiei U in raport respectiv cu x, y, z, putem scrie:

X=-—"", =—— =—— (2.11)
Ox oy 0z
sau: f, =—gradU (2.12)
unde U reprezinta potentialul fortelor masice exterioare.

Aceasta reprezintd conditia necesard si suficientd pentru ca un cdmp de forte
masice unitare sd determine echilibrul unui fluid, adica trebuie sa fie potential. Spre
exemplu, cAmpul gravitational este potential deci sub actiunea sa un fluid poate fi in
echilibru.

2.3. Legea fundamentala a hidrostaticii

Daca inlocuim in relatia (2.10), expresiile din relatia (2.11), obtinem:

dp+p-dU=0 (2.13)
iar prin integrare:
ptp-U=Ct (2.14)

care reprezintd legea fundamentaald a hidrostaticii. O remarca generala este: dacd un
fluid se afla in repaus fatd de un sistem de referintd fix (sau sistem inertial) singurele
forte masice care apar in fluid sunt fortele de greutate (create de campul gravitational);
in cazul unui echilibru relativ apar in plus si fortele de inertie.

Consecintele legii fundamentale a hidrostaticii

1) Daca in ecuatia (2.10), consideram dp = 0, (p = ct), se obtine X-dx+Y -dy+Z-dz
= 0 (deoarece p # 0), care reprezinta ecuatia diferentiala a suprafetelor de egala
presiune, numite si suprafete izobare.

Definim suprafata echipotentiala locul geometric al punctelor in care potentialul
fortelor masice este constant.
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Daca fluidul este incompresibil (p = ct), pentru U = Ct se obtine p = ct, deci
intr-un fluid 1n repaus absolut suprafetele echipotentiale sunt si izobare.

2) Din relatia (1.13) rezulta ca forta masica ce actioneaza asupra unei particule
fluide este normald la suprafata echipotentiala (izobard) ce trece prin punctul de
aplicatie al fortei si este indreptatd in sensul scaderii potentialului, deci in sensul
cresterii presiunii.

3) Suprafetele echipotentiale nu se intersecteaza deoarece presiunea fiind un camp
scalar este unica Intr-un punct dupa orice directie i deci In punctul respectiv nu pot
exista doud potentiale egale.

4) O suprafata izobara este si izodensa (p = ct); afirmatia este evidentd pentru un
fluid incompresibil la care p = ct in toatd masa deci si pe suprafata izobara.

5) Temperatura pe o suprafatd echipotentiala este constantd deoarece p si p fiind
constante din ecuatia lui Clapeyron-Mendeleev rezulta:

=L —¢. (2.15)
Rp

6) Suprafata de separatie dintre doud fluide imiscibile cu densitatile p; # p, este
echipotentiald; de asemenea si dintre un lichid i un gaz. Considerand ca intre doua
puncte infinit vecine ale acestei suprafete diferenta de presiune este aceeasi, indiferent
in ce fluid este calculatd: d p =—p,dU =—p, dU . Rezulta ca:

(o= p,)-dU =0 (2.16)
de unde: dU =0, deci U = ct.

7) Daca fortele masice sunt neglijabile in raport cu cele de presiune presiunea in
fluid este constanta.

In acest caz, daca fm = 0 rezulta din relatia (2.11) ca U = ct, deci conform relatiei
(2.14), p = ct (conform primei consecinte). Rezulta ca daca intr-o zona a fluidului are
loc o suprapresiune Ap aceasta se transmite in toatd masa fluidului. Aceastd consecinta
poartd numele de “principiul ” lui Pascal.

2.4. Ecuatia generala a hidrostaticii in cAmp gravitational

Particularizam componentele fortei masice unitare pentru campul gravitational X
=0,Y=0siZ=-¢g.
Rezulta ca: f, =—gk (2.17)

Integrand obtinem: U = — I(— g)dz =gz+C (2.18)

(D)

. . ... P : P
Ecuatia fundamentald a hidrostaticii —+U =C, devine —+ gk =Csau
P P

p+y-z=C'. Putem scrie relatia sub forma:

Pyt (2.19)
4
in care termenii au dimensiuni de lungime.
Considerand un fluid in repaus absolut, figura 9 putem scrie relatia (2.19) pentru
doua puncte ale fluidului A si B:
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Piy, (= L 5 Stiind ca p,= p, relatia devine:
4 4

PB=P =Dot y(z4-28) =po + yh (2.20)
Se observd ca presiunea creste liniar cu adancimea. Unghiul pe care il face
graficul cu verticala este:

y-H
te@=A-——=4 2.21
g o /4 (2.21)

deci tg 6 este proportionald cu vy, A fiind un coeficient ce rezultd in raport de scarile
alese.

P
A 0
'y —a ® — i — PO »P
o hl — _
H 7 X : 1=3 : Po+ y(za-78)

_ W - =

v | — | -
YyH
z=0 A4

Fig. 9 Distributia de presiuni intr-un lichid in repaus

In cazul mai multor lichide imiscibile in repaus ele se aseazi in ordinea
greutatilor lor specifice, fig. 10.

P
- »P <y, <
. — — — Y1<V2<73
1 Vi - - .
y — — 9 P0+YI'h]
h, - o
I — — — 0. Py+7y1-hy + 73 h,
B - = 0,
— — — Po +7y1-hy +y; -hy +y3hs

Fig. 10 Distributia de presiuni in cazul a trei lichide imiscibile

z = ctrezultd p =ct.

Intr-un lichid in repaus planele orizontale sunt plane izobare. De aici doui
consecinte:

- suprafata libera a lichidelor este orizontala (principiul vaselor comunicante)

- suprafata de separatie dintre doua lichide imiscibile este un plan orizontal.

2.5. Echilibrul relativ al lichidelor

Asupra unui lichid aflat in echilibru relativ fatd de un sistem de referintd ce se
miscd accelerat in raport cu un sistem fix, actioneazd forte masice de greutate si forte

masice de inertie. Notim fortele masice absolute (de greutate) cu f,, (X ,Y,Z) si forte de
inertie unitare cu f,(X,,Y,,Z,), rezulta:

]_"m + ]_”l = —gradU
unde U este potentialul fortelor masice, sau:
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X+Xl.=—a—U, Y+Y=—6—U, Z+Z,=—8U

Ox ’ oy ’ 0z
Pentru deducerea ecuatiei suprafetei libere unde p = p,, din ecuatia de echilibru
p+ pU = C rezulta:
Uxy,z) = C' (2.23)
Rezolvarea unei probleme de echilibru relativ necesitd parcurgerea urmatoarelor
etape:
- se alege un sistem de axe legat de vasul in care se gaseste lichidul;
- se determind acceleratia (forta de inertie unitard) pentru o particula de fluid, in

functie de coordonatele sale: f, =-a (x, y,z) si forta de greutate unitara

(2.22)

1, =8;

- se determina potentialul U cu expresia:
U=—[(X+X)dx+(Y+Y)dy+(Z+2)dz;

- 1n relatia (2.23), constanta C' se determina din conditia ca volumul in echilibru
absolut sa fie acelasi cu cel din echilibrul relativ;

- se determina repartitia presiunilor pe peretii vaselor.

2.6. Actiunea fluidelor in repaus pe pereti solizi

Actiunea fluidelor asupra unui perete solid cu care este in contact se calculeaza
insumand fortele elementare de presiune:
dF,=-p-ndS (2.24)
unde 7 este normala la suprafata elementard dS a peretelui orientat spre fluid.
Daca suprafata este oarecare, fortele elementare de presiune sunt oarecare in
spatiu si efectul lor este un torsor format de rezultanta fortelor $i momentul rezultant in
raport cu originea sistemului ales:

F, =—jpﬁds (2.25)
N

M, =—[rprnds (2.26)
N

Considerand ca se cunoaste repartitia de presiuni din starea de repaus a fluidului,
vom analiza starea de echilibru absolut.

2.5.1. Actiunea fluidelor in repaus pe suprafete plane

Normala 7 in acest caz este constantd si deci fortele de presiune sunt paralele si
de acelasi sens:

F,-n[pds (2.27)
N

Rezultanta este o fortd normala la suprafata, orientatd dinspre fluid spre perete:

M, =nx j ipdS (2.28)

N
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Consideram ca rezultanta fortelor de presiune are punctul de aplicatie in C, numit
si centrul de presiune, momentul rezultantei este:

M) = 7.xF, = nxr [ pd S (2.29)
N
Conform teoremei lui Varignon pentru sisteme de forte paralele cele doua
momente sunt egale: M, = M (2.30)
I rpdS
rezulta: Fp=5—— (2.31)
¢ [pds

N
Relatia (2.31) reprezintd expresia vectorului de pozitie al centrului de presiune.

a. Actiunea unui fluid usor in repaus pe o suprafata plana

In acest caz presiunea este constanta si rezulta:
F,=-np[dS =-nps
N

(2.32)
F,|=pS
[rds
a=?ds=a; (2.33)
N

Actiunea unui fluid usor in repaus pe o suprafatd planid este o forta normala la
suprafatd, de marime pS, care se aplica in centrul de greutate al suprafetei.

b. Actiunea unui fluid greu in echilibru pe o suprafatd pland

Consideram un vas cu un perete inclinat si alegem un sistem de axe convenabile
conform figurii 12. In cazul fluidului greu presiunea este p=vh

Fig. 12 Actiunea unui lichid pe un perete plan inclinat

Fp=—ﬁthdS=—ﬁnysinadS=—ﬁysinajde (2.34)
S S S
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unde: J. ydS este momentul static al ariei S in raport cu axa X i putem scrie:
N

[yds=y-s (2.35)
S

deci:  F,=-ny(yssina)S=-ny-h;-S (2.36)
Rezultanta fotelor de presiune este normald la suprafata si are valoarea egald cu
greutatea unui cilindru de lichid avand aria sectiunii egald cu S si indltimea egala cu
adancimea centrului de greutate al suprafetei S.
Pozitia centrului de presiune se determina in modul urmator:
7jfhdS IFysinadS ijdS IFde
> S S S S

T y[nds " [ysinads  [vds  yo'S
S

N N
Rezultd coordonatele centrului de presiune C, punctul de aplicatie a fortei Fp:
J xydS .[ y ds
X, =2 i =5 2.37
=TS sl Ve oS (2.37)
unde I xyd S =1 este momentul de inertie centrifugal al ariei S si I y*dS=1_ este
N N
momentul de inertie al ariei S fata de axa x.
1 1
Rezulta: Xp =—= Yo =—2 (2.38)
y6S VoS

Daca alegem convenabil sistemul de axe (axe de simetrie), I, = 0 deci si xc = 0.
Putem aplica teorema lui Steiner:
I, =1 +y.-S (2.39)
!
de unde: Ve =Ye +— (2.40)
yeS
In cazul in care pe suprafata libera a lichidului se exerciti o presiune relativa p;
formulele stabilite sunt valabile dacad sistemul de referinta se alege cu Ox la nivelul

N : et P
presiunii atmosferice, deci la inaltimea 4, = —.
I
Daca peretele de suprafata S este orizontal C coincide cu G si presiunea este
constanta pe toatd suprafata.
In cazul fundului unui rezervor presiunea are marimea ySH, unde S este aria
sectiunii, H este indltimea lichidului si nu depinde de forma vasului, figura 13.

Fig. 13 Paradox hidrostatic
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Este un paradox hidrostatic deoarece forta de presiune in mod aparent ar trebui sa
fie egala cu greutatea lichidului din fiecare vas.

2.6.2. Actiunea fluidelor in repaus pe suprafete curbe deschise

Torsorul fortelor de presiune poate fi echivalat cu un sistem de trei ecuatii:
deX:dF z—p(n z)dS——pdS
dF, =dF,-j=-p(a,j)dS=-pds,, 2.41)
dF, =dF, -k =—pla,k)ds=-pds,,

~.

unde: dS,.,dS..,dS, sunt proiectile elementului de suprafatd dS al peretelui

yoz? zoz %
respectiv pe planele yoz, zox, xoy.
Rezulté

:_jpdsw, y:—fpdSm, ::—jpdS (2.42)

Suportul fortel F, trece prin centrul de presiune C', respectiv F, prin c!
F, prin C", vectorii de pozr;le fiind determinati cu relatiile:
jmds j@ds j@ds

_ 5, _ S, _ Sey
jpds jpds N jpds 24

Fortele care nlocuiesc torsorul trec prin centrele de presiune ale proiectiilor
suprafetei curbe ale peretelui pe planele de coordonate.

a) Actiunea fluidelor usoare in repaus pe pereti curbi deschigi

In acest caz p = ct., deci putem scrie:

FPx = _pS}"’Z; FPy = _pSZl)x; Fp_, = _proy (244)
respectiv:
[Fds,,
— Soz _ _ _ _ _
I"C, = T = VG/; rC” = rG”; rC'“ = rG’“ (245)

Fortele echivalente cu torsorul sunt paralele cu axele de coordonate si trec prin
centrele de greutate ale proiectiilor suprafetei pe planele de coordonate.
b) Actiunea fluidelor grele in repaus pe suprafete curbe deschise

Consideram o curbd deschisa ABCD pe care o proiectim pe planele triedrului
triortogonal Oxyz, figura 14.
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X
Al B!
Z ;1 Al Bl
C; o
N B A P
Yy
D' C' D C
VA

Fig. 14 Actiunea unui fluid asupra unei suprafete curbe deschise
Presiunea fluidului la Tnéltimea z este p = y-z, in acest caz rezultand:

pr ==y JZdS)foz z_y'ZlGSyoz
S,

yoz

pr =77 J.ZdSzox == ZgSzox (2.46)
SZ().Y
Fp: ==V J.Zdeoy ==y 'Zngxoy ==V V
Srop
respectiv:
JFZdSW J.deSM
F — S)'UZ . F —_ SZD,\'
Cl - 5 i
Z(;’ Syoz ¢ Z(;” Szox
(2.47)
[rzds,, [rdr
Sion S
P =—— =—= =T G (V)
¢ Zoi S, 174

In concluzie, efectul este un torsor inlocuit nu un sistem de trei forte in general
neconcurente si paralele cu axele de coordonate.

Fortele orizontale se determind analog cu cele exercitate de un lichid pe pereti
plani, unde se inlocuieste suprafata cu proiectia suprafetei curbe.

Forta verticala este egala cu greutatea lichidului cuprins intre suprafata peretelui
curb si planul xOy si trece prin centrul de grreutate al acestui volum.

2.7. Actiunea fluidelor in repaus pe suprafete curbe inchise

Stim ca proiectia unei suprafete curbe inchise pe un plan este nuld. Consideram
planul P cu normala sa N si o suprafata curba inchisa S, figura 15.

Proiectia suprafetei elementare dS pe un plan este: d S, =d S(r_z, N )

Proiectia totala este:
szjﬁ-ﬁdszjdideV:o (2.48)
N Vv
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(P) S

N ds
>

S|

/

Fig. 15 Proiectia unei curbe inchise pe un plan

unde s-a aplicat formula lui Gauss de transformare a integralei de suprafatd in integrala
de volum, (div]V = 0).

a) Actiunea fluidelor usoare in repaus pe suprafete curbe inchise
Tinand cont ca Syo, = S,ox = Sxoy = 0, rezulta ca:

F,=F, =F, =0 (2.49)
Actiunea fluidului nu este totusi nuld, el dezvoltand tensiuni unitare in peretele
solid al rezervoarelor. Acest calcul este necesar pentru dimensionarea rezervoarelor.

b) Actiunea fluidelor grele in repaus pe suprafete curbe inchise

Consideram o suprafatd curbd inchisa aflata in fluid si un sistem de referinta cu
planul x0y situat pe suprafata libera, figura 16.

==

T

N

R

B

Fig. 16 Actiunea fluidelor grele asupra suprafetelor curbe inchise

Tinand cont de faptul ca proiectiile suprafetei curbe sunt nule, rezulta:
F, =F, =0

Px

Pentru determinarea fortei £, , considerdm suprafata data sectionatd de un plan

paralel cu xOy si formata astfel din doud suprafete deschise ACB si BDA. Forta de
presiune pe portiunea superioara este indreptatd in jos Flf, respectiv pe portiunea

inferioara in sus, F ;:/ .

F, =F, —F =y -Viy—y-Vipy==v-V: F, ==y-V-k (2.50)

P
Aceasta forta trece prin centrul de greutate al volumului V.
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Un corp scufundat intr-un lichid este supus unei forte verticale portante egald cu
greutatea volumului de lichid dezlocuit de corp si trece prin centrul de greutate al
volumului conform principiului lui Arhimede.

Trebuie facutd remarca ca aceastd forta este o fortd de suprafatd (de presiune) si
este exprimata prin produsul dintre yiichiq $1 volum; nu este o fortd masica.

Principiul lui Arhimede este valabil si pentru gaze, dar datorita greutatii specifice
mici a gazelor este sesizatd doar la corpuri solide cu greutati specifice mici cum ar fi
dirijabilele.

Forta portantd poate fi determinatd si direct integrand fortele de presiune pe
suprafata inchisa S:

F,=—[pndS=~[gradpdv (2.51)
S Vv

Stimca: p=yz+p, decii gradp=y-k
rezulta: ]71) =—7/-/€J‘dV =—y-V-k (2.52)
vV

Principiul lui Arhimede rdmane valabil §i pentru corpuri partial scufundate in
fluid, figura 16.
Sll

0 So

z

Fig. 16 Corp partial scufundat in lichid

Suprafata este inchisa S = S'+ 8" S, fiind aria delimitata de corp din suprafata libera a
lichidului. Pe cele doua suprafete S'sis! actioneaza presiunile p = p, + y-z, respectiv po.
F,==[u(p, +7.)dS—[ap,dS=~[ap,dS—y[z-nds (2.53)
SI SI[ S SI
Integrala jr_zpn d S este nula.Pe suprafata libera a lichidului z = 0, deci si pe S,. Putem
S

aduna la F, termenul jz -ndS, obtinind:
S

F =y Iz-ﬁdSz—ngmddez—y-Vo-E (2.54)
s'+s, v,
unde V, este volumul de lichid dezlocuit de corp numit si volum de carena.
Principiul lui Arhimede poate fi stabilit si pentru un corp scufundat in doua lichide
imiscibile, figura 17, cu greutati specifice y, < y,, In repaus.
Presiunea in lichidul cu y;, pentru z < h este:

pl(z):po+71'2 (2.55)
Presiunea in lichidul cu y,, pentru z > h este:
p2(2)=pa+}/lh+7/2(z—h) (2.56)

Pentru suprafata de separatie (z = /), cele doua presiuni sunt egale:

pi(h) = paA(h).
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z

Fig. 17. Actiunea fluidelor grele asupra suprafetelor curbe inchise

Rezultanta fortelor de presiune ce actioneaza asupra corpului este:
F,=—[n-pdS—[n-p,dS==p,[ndS—y, [n-zdS-p, [ndS-
! SII

S SI SI SII
- jﬁ[71h_72(z_h)]ds
S[l
adunam si1 scadem forta: y,AS, .
Rezult: F,=—y, [ w-zdS— [alyh-y,(z=h)ldS (2.57)
s+, s"+s,
Deci forta portantd este suma fortelor portante partiale si are modulul egal cu
suma greutatilor volumelor de lichid dezlocuite.
Daca volumele V' si V! au centrele de greutate G'si G", forta portanta trece printr-
un punct G situat pe dreapta G'G", intre segmente fiind stabilita relatia:

G'G _F,
G'G F, 7V

Rezultatul se poate extinde pentru mai multe lichide imiscibile.

(2.58)

2.8. Plutirea corpurilor

Asupra unui corp cufundat intr-un lichid actioneaza forta de greutate:
Fo=ymV
unde yy, este greutatea specificd a corpului si forta portantd y-V,, unde y este greutatea
specificd a lichidului si V, volumul de carena (volumul de lichid dezlocuit).

Daca yn > v, corpul se scufunda, deoarece F, > F,,. Dacd y,, = y corpul rdmane in
echilibru indiferent, ceea ce corespunde plutirii scufundate (plutire submarina). Cazul
cel mai important este acela cand y, <y, deci F, = F,, cand corpul pluteste la suprafata
lichidului si creeaza un volum de carend, Vo =V.

Rezulta: ymV =YV (2.59)

Un astfel de corp liber scufundat partial in lichid se numeste plutitor.

Daca un vas are anumite Incarcari, acestora le corespunde mai multe carene
(portiunea din corp care este scufundatd si creeazd volumul de carend) cuprinse intre
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carena minima pentru vasul gol si carena maxima corespunzitoare vasului incarcat la
limita.

Centrul de greutate C al volumului de carena, in care se aplica forta portantd se
numeste centru de carend. Pentru diferite inclinari ale plutitorului, la aceastd greutate
F,, carenele au acelasi volum, conform conditiei de echilibru, formele lor fiind in
general diferite (cu exceptia plutitorului omogen sferic) insa pozitia centrului de carena
se schimba.

Cele doud forte care echilibreaza un plutitor in pozitia normala de plutire au
acelasi suport. In cazul unei incliniri provocate de perturbatii exterioare pozitia
centrului de carena se modifica, din C se muta in Cl, figura 18.a.

Cele doua forte nu au acelasi suport si formeaza un cuplu de forte, care tinde sa
readuca plutitorul in pozitia normala, deci plutirea este stabila. In aplicatiile plutirii
corpurilor se pune in general problema cautdrii conditiilor necesare pentru o plutire
stabila in cazul unor perturbatii care nu
depasesc anumite limite.

Definim planul de plutire planul suprafetei libere a lichidului, iar linia de plutire
curba de intersectie a plutitorului cu planul de plutire. Aria figurii plane marginita de
linia de plutire se numeste arie de plutire.

Raportam plutitorul la un sistem de axe astfel incat planul xOy sa contina centrul
de greutate G si centrul de carend C, corespunzitor pozitiei normale de plutire, axa Oz
unind punctele C si G. Axa Oz este axa de plutire si este solidara cu plutitorul.

Axa Oy este de obicei axa longitudinala a plutitorului si se numeste axa de
inclinatie. Adancimea maxima a plutitorului sub linia de plutire se numeste pescaj (h),
figura 18. b.

Vericala fortei portante care trece prin centrul de carend corespunzator punctului
inclinat C', intersecteaza axa de plutire in punctul M, numit §i metacentru.

Cand plutitorul tinde sd revind in pozitia verticald, metacentrul tinde cétre un
metacentru principal M,. Pozitia metacentrului fatd de centrul de greutate al plutitorului

depinde de echilibrul plutirii.
VA
/ '

3!
]

N>
by
>

b)

zs!
°

Fig. 18 Plutirea corpurilor
a. plutitor inclinat; b. plutitor in pozitia de echilibru

Echilibrul este stabil atunci cand metacentrul se afla deasupra centrului de
greutate, GM > 0.
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Echilibrul este instabil atunci cdnd metacentrul se afla sub centrul de greutate,
GM <0.

Echilibrul este indiferent atunci cand M coincide cu G, GM = 0.

Distanta dintre punctul metacentric M si centrul de carend, pentru pozitia verticala

al plutitorului poate fi determinata conform teoremei metacentrului cu relatia:
4

I;
Cc, = V; (2.60)

c

unde /] este momentul de inertie al ariei de plutire calculat fatd de axa de inclinatie Oy,

care trece prin centrul de greutate al ariei de plutire.

Conditia de stabilitate a plutirii, poate fi scrisa si altfel:
g

1
GM>0 sauCM - CG>0 sau V—y—CG>O (2.61)

c
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3. CINEMATICA FLUIDELOR
3.1. Notiuni specifice

Cinematica studiaza miscarea fluidelor fard sd considere fortele care actioneaza
asupra lor determinand miscarea, efectudnd un studiu geometric al acesteia. De aceea,
studiile cinematicii fluidelor sunt valabile atat pentru fluide ideale cat si pentru cele
reale.

Cinematica fluidelor are la bazd ipoteza continuitatii, caracterizatd de parametrii
care sunt functii de timp si de punct, continue si derivabile. Ca metodd de lucru,
considerdm ca masa de fluid este formata dintr-un numar foarte mare de particule fluide,
analoage punctelor materiale din mecanica solidului.

Studiul cinematic al mecanicii fluidelor consti in determinarea traiectoriilor,
vitezelor si acceleratiilor particulelor de fluid. Se pot utiliza doua metode.

Prima metodd care poartd denumirea Lagrange, studiaza miscarea fiecarei
particule de fluid in raport cu un sistem fix Oxyz, pozitia unei particule depinzand de
timp si de coordonatele pozitiei initiale X, Yo, Zo, cOrespunzatoare timpului initial t,:

x:x(xmyo,zo’t); y:y(XO’yO’ZO’t); Z:Z(x()aymzo’t) (3.1
Componentele vitezei si acceleratiei se determind cu relatiile:
u:@; v:a—y; w:% (3.2)
ot ot ot
g o _Ox o Oy 0w 0z (3.3)
ot oot U o ot 7T o o '

Aceastd metoda este mai rar intalnita si este necesara cand se studiaza miscarea
unei particule individualizate.

A doua metodd, metoda Euler, studiaza campul vitezelor in punctele spatiului
ocupat de fluidul In migcare si variatia acelor viteze in functie de timp. Campul vitezelor
este dat de relatiile:

uzu(xayazat); v:V(xayaZat); W:W(xayazat) (34)

sau V = V(F,t), unde X, y, z reprezintd coordonatele punctelor spatiului si nu ale
particulei fluide ca in cazul metodei precedente. Metoda Euler este mai simpla si
utilizeaza teoria campurilor ca aparat matematic de studiu.
Componentele vitezelor se determind prin derivarea totald a functiilor x = x(t),
y =y(t), z=z(1):
dx dy dz
U=——; v=—7) WwW=——
d¢ d¢ dt¢
Traiectoria particulelor se obtine din integrarea ecuatiilor precedente:
x=x(x,,9,02,00% ¥ = 95,0 9,.2,.t) 2= 2(x,,9,.2,.1) (3.6)
unde X,, Yo, Zo sunt constantele de integrare si reprezintd coordonatele particulei la
momentul initial t,.
Pentru determinarea campului acceleratiilor derivdm pe u, v, w, tinand cont ca
sunt functii de x, y, z si de t, utilizdnd regula de diferentiere totala:

du za—udt+a—udx+a—udy+a—udz
ot ox 0

oy 4

(3.5)
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Pentru componentele acceleratiei obtinem urmatoarele expresii:
_du _Ou ou ou ou

tUu—+v—+w

“Ta T w e Ty e
~dv _ov oOv ov  0Ov

tu—+v—+

a, =—=— w—
Yodt ot ox oy 0Oz

dw ow ow ow ow
a, =—=—+U—+Vv—+w—
dt ot Ox oy oz

(3.7)

Inmultind relatiile cu 7, respectiv cu j si k versorii axelor de coordonate si
adunand, obtinem:
dv _ov oV oV oV oV
— =t Uu—+Vv—Fw—=—
dt ot ox oy oz Ot

deci acceleratia este derivata totala a vitezei. Se observa ca aceastd derivata totald este

+(7-v)-¥ (3.8)

a=

< 1 : .oV . . .
formata din acceleratia locala s si acceleratia convectiva (de antrenare):
t

oV ov oV

U—+Vv—+w—

ox oy 0z

Acceleratia locald reprezintd variatia vitezei in puncte fixe in spatiu si este

caracteristicd miscarilor nepermanente (coordonatele punctelor sunt considerate ca
invariabile). In migcarea permanenta acceleratia locala este nula.

Campul acceleratiilor se poate exprima in coordonate carteziene si sub alta forma

echivalenta:

du ou 0 (u*+v+w? (8u 8WJ ov oOu
a,=—=—+—|——[+W ——— |-V — ——
S dt ot ox 2 0z Ox ox Oy

dv v o (u*+vi+w? ov ou ow Ov
a,=—=—+—|—— |+u| — — |- W — —— (3.9)
T oodt ot ox 2 ox Oy oy oz

dw ow 0 (u*+vi+w? ow oOv ((%{ awj
a,=—=—+—| ———— |+ ——— || — ——
dt ot ox 2 oy 0z 0z Ox

iar forma vectoriala este:
17 2
=8—V+gradV—+rotl7xI7 (3.10)
ot 2

sau : (V-V)-V.

]|

. . N . < s 2
Expresia vectoriald pune in evidentd partea potentiala, grad; §1 partea

rotationald, rotV x V' a acceleratiei consecutive.

Cinematica fluidelor opereaza cu notiuni specifice miscarii fluidelor.

Curentul de fluid este o masa de fluid In miscare.

Linia de curent este linia curba care urmarind directia de curgere este tangenta la
vectorii viteza ai particulelor care la un moment dat coincid cu punctele de pe curba
respectiva, figura 19. In general linia de curent nu este identica cu traiectoria.

In cazul miscirilor nepermanente liniile de curent isi modifica forma in timp, iar
in cazul miscérilor permanente, cand vectorii de vitezd au pozitii fixe in fiecare punct
din spatiu, liniile de curent coincid cu traiectoriile si riman aceleasi in orice moment. in
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general, liniile de curent nu se intersecteaza (o particuld nu poate avea doud viteze
diferite) decat in cazul unor puncte critice.

v,

Fig. 19 Linie de curent

Ecuatiile diferentiale ale liniilor de curent se obtin din conditia ca vectorul d7 =
(dx, dy, dz) sa fie paralel cu vectorul viteza, adica:

Vxdi=0 sau: 9¥_dr_dz (3.11)
u v w

In cazul miscarilor permanente vizualizarea traiectoriilor se poate realiza prin
introducerea de suspensii fine in fluid.

Tubul de curent este suprafata tubulara formata de liniile de curent, care trec la un
moment date prin toate punctele unei curbe inchise. In miscarea permanents, tubul de
curent 1si pastreaza in timp forma si dimensiunile.

Firul de curent este fluidul din interiorul unui tub de curent elementar (cu sectiune
transversald foarte micd), care materializeaza o linie de curent.

Sectiunea transversala a unui tub de curent (sectiunea vie) este suprafata normala
pe toate liniile de curent care o strabat limitata de tub.

Perimetrul udat este lungimea conturului sectiunii transversale a unui tub de
curent, marginita de pereti rigizi.

Raza hidraulica este raportul dintre aria sectiunii transversale si perimetrul udat:
R= 4 (3.12)
P

Debitul unui curent de fluid printr-o suprafata S este fluxul vectorului viteza V,
prin aceasta suprafatd, si reprezintd limita raportului dintre volumul AV care trece prin
suprafata S intr-un interval de timp At, cand aceasta tinde la 0, figura 20.

Q:limﬂzjfﬁdszjmds (3.13)
A0 At % <

Debitul se poate defini si ca volumul de fluid care trece printr-o suprafatd in
unitatea de timp.

In afara acestui debit numit si debit volumic, se mai definesc debitul masic

Qu=p-Q si debitul gravific Q=y-Q.

Fig. 20 Suprafata S fatd de care calculam debitul

Circulatia vitezei V de-a lungul unei curbe oarecare este:
T,=[Vds=[rds (3.14)
AB AB
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In cazul in care curba este Inchisd C, atunci circulatia vitezei poate fi exprimatd cu
ajutorul unei integrale de suprafatd, S fiind o suprafatd oarecare care se sprijina pe curba
C, (teorema lui Stokes):

r=§17d§=jjmtv_ﬁds (3.15)
C N
Vartejul unei particule de fluid este vectorul definit prin relatia:
i j k
&=L =L2 2 0 (3.16)
2 2ox 0Oy Oz
u v.ow

si reprezinta viteza unghiulard medie de rotatie a particulei in jurul unei axe ce trece
prin centrul ei de greutate. Componentele sale sunt:

1{ow oOv 1({ou ow 1{0v ou
o, =———=}o, ==——}0, == ——— 3.17)
2\ 0y oz T 2\0z  ox 2\dx oy

Linia si tubul de vartej sunt notiuni analoage cu cele definite anterior, in care se
inlocuieste vectorul V' cu o.

Tipuri de miscari specifice fluidelor

Miscarile fluidelor se pot clasifica dupa diferite criterii. Din acestea mentionam:

- dupd modul de variatie in timp a parametrilor miscarii, pot fi permanente
(viteza, presiunea, densitatea sunt constante in timp) si nepermanente, cand parametrii
sunt in functie de timp;

- dupa modul de desfagurare a miscarii In lungul curentului se deosebesc miscari
uniforme (liniile de curent sunt paralele si rectilinii) si neuniforme, cand liniile de curent
au o forma oarecare, de-a lungul cérora vitezele variaza ca marime si directie;

- dupa campul vitezelor se deosebesc miscari potentiale, cand exista o functie ¢,

numitd functie de potential, astfel incat V = gradg (aceste miscari se mai numesc si
miscari irotationale rotV = rot - gradp = 0) si misciri nepotentiale sau rotationale;

- dupa structura fizicd a curgerii unui fluid real sunt miscari laminare care se
produc la viteze relativ mici si In care straturile se misca paralel unele cu altele si

migcdri turbulente la care particulele diferitelor straturi se amesteca intre ele si se
deplaseaza dupa traiectorii neregulate.

3.2. Miscarea unei particule fluide

Misgcarea unui fluid este mult mai complicata decat miscarea unui rigid solid (care
poate fi descompusa intr-o miscare de translatie si o rotatie in jurul unei axe instantanee
de rotatie) deoarece fiecare particula de fluid suferd o translatie, o rotatie si o
deformatie.

Consideram o particula de fluid, figura 21.
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~I
\‘l

/ y

X

Fig. 21 Deplasarea unei particule fluide

in punctul M (x,y,z) viteza are componentele u, v si w, iar intr-un punct invecinat M
(x+dx,y+dy,z+dz) viteza V are componentele:

u'=u+a—udx+a—udy+a—udz
Ox oy oz

v'=v+@dx+@dy+@dz (3.18)
ox oy 0z
w':w+a—wdx+a—wdy+a—wdz
Ox oy 0z

Daca adundm si scadem la prima ecuatie termenii %?d y s %(’;—Wdz, putem s-o
X X

scriem sub forma:

, ou 1(ou ov 1({0u ow
u=u+—dx+—| —+—|dy+—| —+— |dz+
ox 2\ 0y oOx 2 0z oOx

1{0u ow 1({ov ou
e o)y, (o o),
2\ 0z Ox 2\ ox Oy

fn mod analog se obtin relatiile pentru v si w.
Se observa ca ultimele doua paranteze sunt componentele vitezei unghiulare de
rotatie, deci ele reprezinta rotatia particulei. Se noteaza:

1{0v Ou
a,=—|—+—|=a,
vo2lox oy g

(3.19)

a, = Lfou +@ =a,_ (3.20)
2\ 0z ox
ou

axx = A
Ox

unde ayy = ayx, A, = Ay, reprezintd viteze specifice de deformare unghiulard iar a. si
analog ayy, a,, reprezintd viteze specifice de deformare liniara.
Cu aceste notatii ecuatia (3.19) devine:
r_ —
u=u+a,dx+a dy+a dz+o dz-w_ dy

componentele v' si w' se determina in mod analog.
Pentru determinarea semnificatiei lui axx se considera un element de fluid liniar
AA', paralel cu Ox, de lungime dx, fig. 22.
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Diferenta deplasarilor relative ale capatului elementului liniar in intervalul de timp
dt reprezinta dilatarea sau contractarea acestuia si este:

z
A
Al%
e
u+a—udx
X

X

Fig. 22 Deformarea liniara a unei particule fluide

(u+a—udx]dt—udt=6—udxdt (3.21)
ox Ox
deci, viteza specifica de deformatie liniara este:
am:@_u: ! -a—udxdt (3.22)
T ox dxdr ox

Pentru interpretarea termenilor de forma ay,, a, se examineazd miscarea unei
particule de forma paralelipipedicd, a carei sectiune cu un plan paralel cu yOz este

dreptunghiul ABCD, figura 23.
DV
Cl
A'
y B

z
DH
Fig. 23 Deformatia unghiulara a unei particule fluide

C"
D C
B"
B

A=A"

0

Intr-un interval de timp dt, particula se deplaseaza si se deformeazi ocupand
pozitia A'B'C'D'. Dacad anulam translatia si rotatia, aducem particula in pozitia
A"B"C"D". Deplasarea relativa DD" se datoreaza diferentei dintre vitezele punctelor A

si D, vy-v,= ?dz si are marimea: DD"= ?dzdz‘. Analog rezulta:
4 z
BB" = ow dyd:.
oy
In ipoteza unor deplasari mici, deformatia medie a unghiului drept BAD este:
Vavp)=L[ P2 BB _1fov, dwly, (3.23)
2 2\ AD AB) 2\ 0z oy

Deci viteza de deformatie unghiulara are expresia:

l(‘“ﬂj:l LA (3.24)
20 dr 20z oy !
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Rezultd ca a., ayy, a,, reprezintd vitezele de deformatie liniard, iar marimile ayy,
ay,, ay, reprezintd viteze specifice de deformatie unghiulard. Revenind la expresiile
vitezelor u', v', w', putem determina vectorul vitezd V inmultind respectiv cu i, j,k si
adunand. Daca consideram functia scalara:

1
¢=5(axx dx’ +a, dx’ +a_dx’ +2a,,dxdy+2a_dxdz+2a, dydz) (3.25)

vectorul V' este: V' =V +@xd7 +gradg cu precizarea ci gradientul functiei ¢ se
calculeaza in raport cu dx, dy, dz.

Functia ¢ se mai numeste functie de deformatie, iar cuadrica corespunzitoare este
un elipsoid de deformatie. Utilizand relatia vectoriald anterioard, putem formula
urmatoarea teorema: dacd se cunoaste miscarea particulei fluide M(7 ), miscarea unei
particule vecine Ml(F +d7 ) se compune dintr-o miscare de translatie definita de viteza

— . . . . . . 1 =
V' a punctului M, dintr-o migcare de rotatie definitd de viteza unghiulard @ = ErotV

in jurul unei axe care trece prin M si dintr-o miscare de deformatie a cuadricei o=
ct. cu centrul in M si care trece prin M, miscare compusa dintr-o deformatie liniara
definitd de marimile ayy, ayy, a,, si deformatie unghiulara definitd de marimile ayy, ay,
ay, figura 21.

Aceasta teorema poartd numele de teorema lui Cauchy-Helmholtz.

3.3. Ecuatia continuitatii

Aceasta ecuatie este expresia matematica a principiului conservarii masei de fluid
in miscare.

Se considerda cazul general al unui fluid compresibil cu p (x,y,z,t) iIn miscare
nepermanenti cu ¥ (x,y,zt). Alegem un volum de fluid de forma unui paralelipiped cu
muchiile dx, dy, dz, figura 24. Relatia care exprima continuitatea fluidului se obtine
egaland variatia masei de fluid din volumul considerat cu diferenta dintre masa care
intrd in acest volum si masa de fluid care iese din el, in acelasi interval de timp.

(per@dzjdxdydt
y
T (pv+a(apv)dy]dxdzdt
y
/
I/
7 o)
i + dx|dydzdt
pu-dydzds . ) (,DI/I oy X] yaz
, /4
T Y pv-dxdzdt ‘
X pw-dxdydt

Fig. 24 Particula fluida paralelipipedica
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La timpul t masa de fluid este p-dxdydz, iar la timpul t + dt devine
(p + Z—/;dt)dxdydz . Variatia masei este: dm = g—fdxdydzdt

Diferenta dintre masa de fluid intratd si cea iesitd 1n intervalul de timp dt,
considerand cele trei directii este:

dm:—[a(pu)+a(pv)+a(§w)jdxdydzdt (3.26)

ox oy z
Din egalarea celor doua expresii rezulta:
%, olpu) + olpv) + olpw) —0 saul 4 div(pl7)= 0 (3.27)
ot ox oy Oz ot

Daca efectuam derivatele produselor pu, pv, pw, obtinem altd forma a ecuatiei
continuitatii:

d—p+p Ou v, Wiy saud—p+p-divl7=0 (3.28)
dt ox Oy Oz dt
In cazul miscirii permanente a unui fluid compresibil Z—IZ = 0, deci se obtine:
opu) , Apv)  Apw) _ g, div(p?)=0 (3.29)
ox Oy 0z
Pentru un fluid incompresibil, p = const. in miscare permanentd sau
nepermanenta, ecuatia continuitatii are expresia:
a—”+@+‘3—W=0 sau divl =0 (3.30)
ox Oy Oz

adica campul vitezei unui fluid incompresibil este solenoidal.
Ecuatia continuitatii pentru un tub de curent oarecare

Consideram un volum de fluid V(t) in interiorul unui tub de curent limitat de doua
sectiuni S; si S, respectiv la intrare si la iesire. Masa din interiorul tubului este:

m= J pdV . Inintervalul de timp dt densitatea fluidului creste cu aa—/todt, iar masa de
Vv

. 0 - . - Do
fluid creste cu dm = ja—pd V' dt. Aceasta crestere a masei se datoreaza faptului ca prin
t
Vv
suprafata de intrare S; patrunde in intervalul de timp dt o masa de fluid mai mare decat
cea care iese din acelasi interval de timp prin suprafata de iesire S,, diferenta fiind:

dm =(J-prnl ds, - p,, ds, |dt

Sl SZ
Egaland cele doua expresii ale variatiei masei rezulta:

0
j_pdV:jp]I/nldSI_IPZVnz dSZZQm]_QmZ (331)
14 8t S S,

Ecuatia (3.31) se interpreteaza astfel: variatia masei de fluid dintr-un tub de curent in
unitatea de timp este egald cu diferenta dintre debitul masic intrat in tubul de curent si
debitul masic iesit din tub.



Cinematica fluidelor 45

In miscarea permanents, %—f = 0 si rezulta ca:
Jprnl ds, ZJ.szn2 ds, =0y (3.32)
s, s,

deci in miscarea permanentd a unui fluid compresibil debitul masic prin orice sectiune
este constant. Daca fluidul este incompresibil indiferent de felul miscarii debitul
volumic este constant.

Consideram un tub de fluid elementar limitat de doua sectiuni transversale situate
la o distantd infinit micd ds. Intr-un interval de timp dt prin sectiunea 1 intrd masa

p-V-S-dt, iar prin sectiunea 2 iese masa { pVS + ai(pVS )d s} dt, figura 25.
A)

{p . vS+g(va)}dt
os
p-v-Sdt
Fig. 25 Tub de fluid

Variatia masei de fluid in intervalul de timp dt este datd de diferenta dintre cele
doud mase, dm = —ai(pVS)dsdt.
s

Pe de alta parte masa initiala p-dV = p-S-ds sufera in timpul ds variatia
am=20Sdx) 6(§S)dsdt

ot
Egaland cele doua expresii diferite ale variatiei masei, rezulta:
0 0
— +—(pVS)=0 3.33
= (PS)+=-(o7S) (3.33)

care reprezintd ecuatia continuititii pentru un fluid compresibil in miscare
nepermanentd. Daca fluidul este compresibil si migcarea este nepermanenta Intr-un tub

D . 0§ . . .
de curent cu pereti solizi, atunci > =0 si ecuatia devine:
t

op O
S—+—(oVS)=0 3.34
o aS(p ) (3.34)

< . A . 08 . <
Daca sectiunea este constantd in lungul tubului, N =0 si rezulta:
s

op 0

—+—I(pV)=0 3.35

o) (3.35)
Pentru un fluid compresibil in miscare permanenta ecuatia ia forma:

pVS =Q,, =const (3.36)
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adicd debitul masic este constant in lungul tubului. Dacéd fluidul este incompresibil
ecuatia continuitatii se scrie sub forma:

VS = Q = const (3.37)
deci debitul volumic este constant in lungul tubului de curent.
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4. DINAMICA FLUIDELOR IDEALE
4.1. Ecuatiile lui Euler

Dinamica fluidelor studiaza migcarea fluidelor si interactiunea lor cu corpurile
rigide, tindnd seama de fortele care intervin si de transformarile energetice produse in
timpul miscarii. In dinamica fluidelor se aplicd principiile generale ale mecanicii
generale, legi de variatie si legi de conservare.

In studiul mecanicii fluidelor ideale, ipoteza de fluid perfect (fird viscozitate)
reprezintd o prima aproximatie, rezultatele obtinute putand fi folosite cu ajutorul unor
coeficienti de corectie si pentru probleme reale. Ca metoda de lucru se pot extrapola
principiile si teoremele mecanicii rigidului solid la dinamica mediului fluid continuu.
Pentru aceasta consideram mediul fluid ca fiind format dintr-o infinitate de particule
infinit mici a caror miscare se supune legii mecanicii clasice, fiind suficient sa
determindm ecuatiile de miscare pentru o particuld oarecare din mediul fluid. Ca forma
a particulei fluide alegem forma paralelipipedica, forma adoptatd pentru particuld
neavand influenta asupra rezultatelor obtinute.

Consideram o particuld infinit mica de forma paralelipipedica detasatd de mediul
de fluid, figura 26.

(p+apdzjdxdy
0y

p+apdyjdxdz
oy

/

/
' /
VA
14

p
pdydz e -« (p+aydxjdydz

X A
T y / 4
Lz pdxdz ‘p-dxdy

Fig. 26. Particula de fluid paralelipipedica sub actiunea
fortelor de suprafata

Particula elementard de masa dm se afla in echilibru dinamic sub actiunea fortei
de inertie si a fortelor exterioare, deci putem scrie:

dm-a=dF, +dF, (4.1)
Fortele masice sunt aceleasi ca si 1n statica fluidelor, deci forta masica este:
dF, =f, -dm (4.2)

unde f, este forta masica unitara £, (X,Y,Z). Componentele masice sunt:

dF, =Xpdxdydz
dFmv =Ypdxdydz 4.3)
dF, =Zpdxdyd:z
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Fortele de suprafata se pot calcula pe fiecare fata a particulei prin produsul dintre
valoarea presiunii (consideratd constantd pe fiecare fatd a particulei) si marimea
suprafetei pe care actioneaza.

Componentele dupd directiile Ox, Oy, Oz ale rezultantei fortelor de presiune dF),
sunt:

dF =pdydz—(p+a—pdxjdydz=—6—pdxdydz
P ox Ox
Py

dF =—6—pdxdydz (4.4)
y

dF, = —a—pdxdydz
oz

P

Ecuatia de migcare dupa directia Ox este:
%pdxdydz=Xpdxdydz—2—pdxdydz 4.5)
X

Analog se obtin ecuatiile dupa directiile Oy si Oz.
Se Tmpart aceste ecuatii la masa particulei dm = p-dxdydz # 0 si tinand cont de
derivatele substantiale ale vitezelor, obtinem:

Ou Ou ou Ou 1 op
—tU—FV—FW—=X ——
ot X oy 0z p 0x
v Ly 1o (4.6)
ot ox oy Oz p Oy
ow ow ow ow 1 op
—+ tV—tWw—=7 ————
ot X oy Oz p Oz
e o
Forta Fortd Forta  Forta
unitara unitara unitérﬁ unitara
locald de convectivi masica  de
inertie de inertie presiune

Ecuatiile (4.6) reprezinta ecuatiile lui Euler pentru dinamica fluidelor ideale.

Necunoscutele sistemului de ecuatii sunt in numar de patru u,v,w si p. Pentru a
putea fi integrat adaugdm ecuatia continuitatii, care pentru p = const. este:

ou + o + o _ 0 (4.7)
ox oy Oz
Rezultd ca sistemul ecuatiilor de miscare este un sistem de patru ecuatii cu derivate
partiale de ordinul intai cu patru necunoscute.

Integrarea sistemului conduce la aflarea unor functii a caror determinare poate fi
facutd cu ajutorul conditiilor la limita. Spre exemplu dacd domeniul ocupat de fluid este
un corp solid conditiile la limita pot fi definite in modul urmator:

- la infinit efectul perturbator al corpului solid este nul; daca alegem pe Ox in
lungul directiei de migcare, putem scrie:

; lin_l} v(x, y,z) = lim w(x, ¥, z) =0 (4.8)
X,y,Zz—>® X,y

X,y ,2—>%0

‘7

lim u(x,y,z)=u, =

X,V,Z—>P0 *

- fluidul fiind considerat perfect nu adera la corp, ci aluneca in jurul conturului

sau, care devine astfel o linie de curent pe contur existand doar componenta tangentiala
a vitezei cealaltd componentd normalad fiind nuld. Ecuatiile stabilite mai sus poarta



Dinamica fluidelor ideale 49

numele de ecuatiile lui Euler pentru dinamica fluidelor ideale. Ele pot fi scrise si sub
forma vectoriala:
V7 L gadp (4.9)
d¢ P

In unele cazuri, ecuatiile de miscare ale fluidelor ideale sub forma data de Euler
nu sunt comode pentru integrare. Dacd se inlocuiesc componentele acceleratiei cu

expresiile (3.9), unde V? =u’+v’ +w’, se obtin ecuatiile de miscare ale fluidelor
ideale sub forma datd de Helmholtz:

ou oV’ ou ow ov  Ou 1 op
—t— | — |+t W= | |= X ——=
ot ox\ 2 0z Ox ox Oy p Ox
2
v OV, [y _ou)_ fow ovi_y 1dp (4.10)
ot oy\ 2 ox Oy oy 0Oz p Oy
ow o(V? ow ov (au ﬁwj 1 op
—t— | — |+ — |-y ——— |=Z—— =
o oz\ 2 oy 0Oz 0z Ox p Oz
—— H_} G - o ——
Fortd Forta Forta Forta Forta
unitard  unitard unitard unitard Unitara
locald de convectiva convectiva masica de
inertie datorata datorata presiune
variatiei variatiei \ )
energiei vartejului .
cinetice Forte gmtare
— _/ exterioare
—~—

Forte unitare de inertie

Ecuatiile pot fi scrise si sub forma vectoriala:

2
6—V+gradV—+r0ﬂ7xl7=fm—lgradp (4.11)
ot 2 P

“ . g . v . oUu
Daca fortele masice derivd dintr-un potential, f, =—gradU, adica X = e

X
Y= —a—U, Z = _ou si daca se tine cont de relatia fm = 1 grad p = grad J P rezulta:

oy 0z P P

ia_P_ﬁjd_P. la_P_ifd_P. la_P_iId_P
pox &I p’ poy oY p’ poz &z p
fluidelor se scriu sub forma data de Gromeka-Lamb:

ou o(V? dp (Gu awj ov  Ou

—t | —+|—+U |+ W ——— |V ———

ot ox\ 2 Yo, 0z Ox ox 0Oy
2

@_}_i V__{_J.d_p_i_U +u @_a_u — W a_w_@

ot ox\ 2 0 ox Oy oy Oz
2

aw_{.i[V__{_ d_p_{_UJ_{_v(a_w_@]_u(a_u_a_wJ:O

o axl2 4 p oy oz 6z ox

Ecuatiile pot fi scrise si sub forma vectoriala:

si ecuatiile de migcare ale

0

(4.12)

74 2
8—V+graar V—+jd—p+u +rotV xV =0 (4.13)
ot 2 Yo,



50 Mecanica fluidelor

V2
v dp+U:E (4.14)
P
Expresia (4.14) este numitd si functia Iui Bernoulli, in care toti termenii au

dimensiunea de energie unitard, aratd cd energia totala a fluidului este formatd din
2

energie cinetica 7, energie potentiald de presiune j—p si energia potentiald a
yol
fortelor masice U.

4.2. Relatia lui Bernoulli pentru fluide ideale pe o linie de curent

Pentru stabilirea relatiei sunt necesare conditii suplimentare pentru miscarea
fluidului:
- relatia se va stabili pe o linie de curent de ecuatii:

dx _dy_dz (4.15)
u v w
- campul fortelor masice este un camp potential, deci:
x=_ U y_ U ,_ U (4.16)
ox oy 0z

- migcarea fluidului sd fie permanenta, adicd parametrii hidrodinamici sa fie
functie numai de punct nu si de timp, de unde rezulta:

au_ov_ow_ a1
ot ot ot
- miscarea fluidului sa fie potentiala (irotationald), adica componentele vitezei sa
poata fi exprimatd in functie de un potential u :6_(/)’ v=a—¢, w=a—¢), de unde
Ox oy oz

rezultd ca s1 oy = 0y = 0, = 0.
Daca exprimdm ecuatia de miscare datd de Gromeka-Lamb in care introducem
componentele vectorului vartej, obtinem relatiile:

2
8—u+£ V—+J.d—p+U +2(wa),—va)z):0
ot ox\ 2 Yo, !
2
@+£(V—+Id—p+UJ+2(uwz—wwr):0 (4.18)
o ox\ 2 P '
2
a—w+i[V—+J.d—p+UJ+2(va)x—ua)))=0
ot ox\ 2 Yo, !

Inmultind aceste ecuatii cu dx, dy, dz si adunand, obtinem:
5 A dx dy dz
—(udx+vdy+wdz)+d —+j—p+U +2o, ©, ©.|=0 (4.19)
ot 2 P ’
vooow
In cazul conditiilor suplimentare impuse, ecuatia obtinuta devine:

2
d(V— (42, UJ =0 (4.20)
2 p
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Daca se integreaza aceastd ecuatie intre doud puncte situate pe o linie de curent

sau intre doud puncte oarecare aflate intr-un curent In miscare potentiala se obtine:
2
V—+ d—p+U:C (4.21)
P

unde C este o valoare constanta in toatd masa fluidului.

In cazul miscirilor permanente a fluidelor incompresibile (p = const.) in cAmp
gravitational (U = gz + const.) relatia devine:

2 2 2 2
Ii+&+gzl :Vi+&+gz2 sal)V%+&+z1 :Vi+&+z2 (4.22)
2 p 2 p 2g y 2¢ 7y

In cazul miscarii permanente a fluidelor practic incompresibile, care au loc intr-un
camp de forte masice neglijabile ( ]_”m =0, deci U = const.), relatia se scrie:
en Ve p (4.23)
2 p 2 Yo
Ecuatia (4.23) reprezinta relatia lui Bernoulli pentru fluide usoare (in situatii cand pot fi
considerate practic incompresibile) la viteze si presiuni relativ mici (de exemplu in
confuzorul unui ventilator, absorbtia aerului intr-un carburator, in conducte de aerisire)
sau pentru lichide daca fortele de greutate pot fi neglijate fatd de fortele de inertie si
fortele de presiune (de exemplu la miscarea prin sisteme de actiondri sub presiune care
nu prezintd diferente mari de cote, miscarea apei prin conducte practic orizontale de
diametru mic). In unele cazuri relatia se mai poate scrie sub forma:

y? 2
p1+p?=p2+p72 (4.24)

2
in care p este presiunea piezometricd (numita si presiune staticd), pT este presiunea

2
dinamica, iar suma p + p > este presiunea totala.

Reprezentarea grafica si interpretarea energetica a relatiei lui Bernoulli

Efectudnd analiza dimensionald a termenilor din relatia (4.21), se observa ca
fiecare are dimensiuni de lungime, fapt ce permite o reprezentare grafica a intregii
expresii.

Consideram un plan de referinta orizontal O-O ales arbitrar si linia de curent C-C,
oarecare, pe care alegem trei puncte M;, M, M3 care au fata de plan coordonatele z;, z,,
z3, lar particulele care trec prin aceste puncte au parametrii hidrodinamici (Vi,pi),
(Va,p2), (V3,p3), figura 27.

e . . V? . :
Egalitatile aratd cad suma celor trei segmente z,£,2— trebuie sa fie aceeasi

Vo <8
pentru toate punctele. Locul geometric al punctelor aflate la extremitatea segmentelor

(z+£J, linia P-P, poartd denumirea de linie piezometricd, iar linia E-E, care prin
4
constructie este orizontala si deci paralela cu O-O poartd denumirea de linie energetica
sau nivel energetic.
Se aplica relatia lui Bernoulli pentru cele trei puncte situate pe linia de curent:
2 2 2
V. |
#+&+zlz—2+&+zzz—3+&+z3=Const. (4.25)
28 7 28 7 28 7
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Fig. 27. Reprezentarea grafica a relatiei lui Bernoulli

Distanta H reprezintd grafic valoarea constantei din relatia lui Bernoulli si variaza
de la o linie de curent la alta. Astfel pentru alta linie de curent notatd C'-C' linia
piezometrica este P'-P' si constanta are valoarea H'.

Pentru interpretarea energetica a relatiei lui Bernoulli, Inmultim relatia cu
2

greutatea particulei m-g. Rezulta:

+ pV +mgz = Const.

Primul termen reprezintd energia cinetica a particulei, cel de-al doilea termen
reprezintd energia potentiala de presiune si al treilea este energia potentiala de pozitie.

Putem concluziona cé pentru un fluid aflat n miscare permanenta la care fortele
masice deriva dintr-un potential, suma dintre energia cineticd, energia potentiald de
presiune si energia potentiald de pozitie raméne constatd pentru toate punctele situate
pe aceeasi linie de curent.

4.3. Relatia lui Bernoulli in miscare semipermanenti in lungul unei
traiectorii

Miscarea semipermanenta a unui fluid este miscarea in care in diferite puncte ale
fluidului vitezele particulelor variaza doar ca marime, nu si ca directie.

In acest caz liniile de curent si traiectoriile coincid; de exemplu miscarea variabila
a unui fluid intr-un tub cu pereti solizi si imobili.

: : : vy - 1 .
Ecuatia de miscare sub forma vectoriala este: Y = f, ——grad p sitinand cont
Yo,

ca 1n coordonatele intrinseci componentele acceleratiei sunt:
2

dv Vv
a, =—, a,=—

T de " R

c

, a,=0 (4.26)

De asemenea stiind ca:

1 . . .
f,, =—gradU si —grad p = grad J dr , ecuatia de migcare se scrie:
P P

c_z+gradUd—p+Uj=0
P
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Aceastd ecuatie este proiectatd pe cele trei axe ale triedrului lui Frenet si tinand
seama ca fluidul este incompresibil ( p = const.), se ajunge la urmatorul sistem:

d—VJri £+gz =0
dT  os\ p
2
LA (2 (4.27)
R, on\p
9 £+gZ =0
ob\ p

- . . . - . . o . .dV
In prima ecuatie a sistemului inlocuim derivata substantiald a vitezei ’r cu

expresia; —
dr

aV ovds oV or oV o
—+— —t—V =—+—
ot os dt ot os ot ot
2
Inlocuind, obtinem: v + oy +2iul=0 (4.28)
oo os\ 2 p

Integram 1n lungul traiectoriei, intre doud puncte si rezulta:
2

7+;+U+J —ds—C() (4.29)

in care constanta C(?) depinde numai de timp.
In cazul fluidelor incompresibile in campul gravitational relatia se scrie sub

forma: V—er1 + gz, + Sa—Vd V +&+ 2+J526_Vds sau, tinand cont ca:
2 0 Ot 2 0 Ot
N
foV oV s, OV
—ds - ds —ds sica =p-
~([6t {a s ot repe
2 2
obtinem: W,p,, =VL+—+ J.za—Vds (4.30)
P 2 S

Ecuatia (4.30) reprezinta relatia lui Bernoulh a ﬂuldelor incompresibile aflate in miscare
semipermanenta, cu urmatoarea reprezentare grafica, figura 28.

E VIZ\A E —J.@ds‘
_427 v: = g0 ’
A -
p L E
p
= p| P
y Dy
V4
/\[\
/‘
C 7z C
Zl v O
(0]

Fig. 28 Reprezentarea grafica a relatiei lui Bernoulli
pentru miscarea semipermanenta
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4.4. Relatia lui Bernoulli in miscarea potentiald nepermanenti

In cazul acestei misciri, componentele vitezei au expresiile:
0 0 0
u=22 ,-22 ,_-°2 (4.31)
Ox oy oz
in care functia ¢ = ¢ (X,y,z,t) este potentialul vitezelor.
Inmultind ecuatiile de miscare sub forma data de Gromeka-Lamb, respectiv cu dx,
dy, dz si adunand obtinem:
2 dx dy dz

9 (udv+vd y+wdz)+ —+Id—p+U +2do, ® |=0 (4.32)
ot 2 Yol !
U A% w

Primul termen al ecuatiei se poate scrie sub forma:

ﬁ(udx+vdy+wdz)=9 a—(odx+a—(0dy+@dz =a(d¢)=d(a¢’j (4.33)
ot o\ ox oy z ot ot
Al treilea termen al ecuatiei este nul, deoarece w, = wy = ®, = 0. Ecuatia 4.33
devine:
2
d(aij+d- (V— +jd—p +U) =0 (4.34)
ot 2 P
care se integreaza in raport cu spatiul i rezulta:
2
a—‘”+V—+jd—f”+U=c(t) (4.35)
o 2 P

unde constanta C depinde numai de timp. Relatia (4.35) constituie relatia lui Bernoulli
pentru migcarea nepermanentd potentiala cunoscutd si sub numele de relatia lui

Lagrange. Dacad miscarea este permanenta, %—(tp = 0 si relatia devine:
2
V—+ d—‘D+U:C (4.36)
2 p
unde constanta C nu depinde de timp si este aceeasi in toate punctele fluidului in
miscare.
Reprezentarea graficd a relatiei lui Bernoulli pentru migcarea potentiala
permanenta este redata in figura 32.

4.5. Relatia lui Bernoulli pentru curenti cu sectiune finita

Relatia Iui Bernoulli poate fi exprimatd si pentru un tub de curent de sectiune
finitd in care vitezele nu sunt uniform distribuite intr-o sectiune oarecare transversala.

Scrierea relatiei lui Bernoulli pentru fiecare linie de curent ar necesita cunoasterea
repartitiei vitezelor si presiunilor, deci integrarea ecuatiilor de miscare. De aceea cdutim
sd stabilim 1n ce conditii relatia lui Bernoulli este valabila pe o linie de curent fictiva pe
care fluidul ar avea viteze egale cu vitezele medii in sectiunile transversale ale
curentului considerat.

Intr-o sectiune ortogonald a unui curent de fluid repartitia de presiuni este
hidrostatica, deci p + y-z = const, de aceea putem alege o linie de curent convenabila
(axa unei conducte sau suprafata libera a unui canal) termenul cinematic necesita insa o
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corectie, deoarece este exprimat functie de viteza medie a fluidului in sectiunea normala
considerata.
Puterea elementara a fluidului care trece prin aria dA a sectiunii transversale in

unitatea de timp este energia specifica unitatii de greutate, data de relatia:
2

e=£+z+V— (4.37)
Y 2g
Relatia (4.37) inmultita cu debitul de greutate elementar care trece prin sectiunea
dA, dQ¢g = ydQ = y-V-dA conduce la relatia:

2
dP:££+z+V—J7/-V-dA (4.38)
Y 2g
Puterea totala este: P = J(E + ZJ y-VdA+ r J V*dA (4.39)
a\7 285
Deoarece £+ z = const. si J VdA=0Q, rezulta:
v 4
P=y~Q(£+zJ+LJ.V3dA (4.40)
Y 28
Viteza V poate fi exprimata functie de viteza medie V' = V,,, + AV; rezulta:
[V da=[(r,+aV) d4=V. [d4+37[AV-d 4+37, [(AV)-da+[(AV) -d A (4.41)
A A A A A A

Se neglijeazd termenul J‘(AV)3 d A 1n raport cu ceilalti, iar termenul al treilea este nul
A
deoarece:
[(av)da=[(y-7,)d4=[vd4-V,4=0-0=0
A A

A

si rezulta: jV3 dA=V 4+3V, j (AV) d4 (4.42)
A A

[rida  3f(aryd4
A =1+ =a
vid via

m

Facem urmatoarea notatie:
deci: IV3 dA=a-V -A=a-Q-V.. Expresia puterii hidraulice a tubului de curent in
A

sectiunea considerata devine:

P2
P=7/-Q(£+z+a—"’J (4.43)
Y 2g
Energia specificd medie a sectiunii este:
2
e =L, 4% (4.44)
Y 2g
Relatia lui Bernoulli intre doud sectiuni se scrie in functie de vitezele medii astfel:
2 2
ozl-Q+ﬂ+zlzozz-@+&+z2 (4.45)
28 7 28 7

unde se admite de obicei ca a; = a; = a. Coeficientul o se numeste coeficientul lui
Coriolis si se poate calcula cu relatiile:
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V2
a=4—=4— (4.46)
Vud 7,
2
Acest coeficient caracterizeazd influenta neuniformitdtii vitezei v in sectiunea
transversald a unui curent de fluid, asupra marimii energiei cinetice a masei de fluid
care trece prin sectiunea transversala 1n intervalul de timp dt.
Coeficientul lui Coriolis ia valori cuprinse intre 1,05 si 1,15.

4.6. Calculul debitului prin orificii

Orificiul este o deschizaturd practicata in peretii sau fundul unui rezervor in care
se afla fluid. Conturul orificiului este situat in Intregime sub nivelul suprafetei libere.

Din punct de vedere al calcului hidraulic al debitelor orificiile pot fi mici sau mari.
Un orificiu se numeste mic dacd dimensiunea sa pe verticald (d) nu depaseste o zecime
din sarcina h masuratd pana in centrul orificiului, figura 29.

e

Z1 h

% é’mr

Fig. 29. Orificiu mic

In aceasta situatie, se poate considera ca in sectiunea transversald a vanei de fluid
in dreptul orificiului, parametrii hidrodinamici v §i p nu variaza sensibil putdnd fi
considerati constanti.

g h . . . - . . .
Daca d > 0 viteza si presiunea variazd considerabil de la un punct la altul in

sectiunea orificiului, care se considera in acest caz orificiu mare.

Dupa grosimea peretelui in care este practicat orificiul deosebim orificii In pereti
subtiri cand fluidul se dezlipeste de peretii interiori ai orificiului si orificii in pereti
grosi, cand fluidul se lipeste de peretii interiori forméand un mic ajutaj.

In cazul scurgerii unui lichid putem deosebi orificii libere, cand evacuarea are loc
in atmosferd sau in alt mediu gazos si orificii Tnecate daca evacuarea are loc in acelasi
sau in alt mediu lichid.
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a) Calculul debitului printr-un orificiu mic, liber cu perete subtire

In cazul miscarii permanente putem scrie relatia lui Bernoulli pe o linie de curent
intre punctul 1 situat pe suprafata libera si punctul 2 aflat in sectiunea orificiului, figura
41:

2 2
Wb, VY by, (4.72)
28 7 28 7
Adaugdm si ecuatia continuitatii sub forma: V,S, =V,S, (4.73)
sau: Vleziszn unde: n:i
Sl Sl
Revenind la relatia lui Bernoulli, obtinem:
V2 V 2
PRI LS S S
28 7 28 7
de unde: V, = \/lz—gz{(zl —z,)+ M} (4.74)

relatie care da valoarea vitezei fluidului perfect prin orificii mici in migcarea
permanenta si poarta denumirea de relatia lui Torricelli.
fn cazul in care S; >> S, (n? = 0) si p1 = p2 = po, relatia devine:

V,=\2gh si O=S,\2gh (4.75)

b) Calculul debitului prin orificiu mic inecat

In sectiunea de iesire din orificiu presiunea este datd de valoarea presiunii din
rezervorul al doilea, figura 30.

1 M
Ah
hy
Z 72 h2

Fig. 30. Orificiu mic Inecat

Reluam calculele de la orificiul mic liber:
2 2
#+ﬂ+zl =V—2+&+z2
2g vy 2g vy
unde pr =po + yh, zo—z; = hy, p;r =posi v; = 0.

Rezultd: V, =\2g(h,—h) =2gAh si O=5,\2gAh (4.76)
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¢) Calculul debitului unui orificiu mare

In sectiunea unui orificiu mare, viteza si presiunea nu mai sunt constante, ci
variaza in functie de cota punctului.
Consideram un orificiu mic de inaltime dz si latime b(z), figura 31.

Pe un astfel de orificiu mic viteza este constanta si are valoarea v = /2gz .
Conform ecuatiei (4.75), debitul de fluid ce trece prin acest orificiu mic este:
dO=vdS=./2gz -b(z)dz

1+ v
y TN 197

NZ

Fig. 313 Orificiu mare

l+a 1

Debitul total prin orificiu este: Q =/2g J. ng(z)dz
/

unde functia b(z) exprimd din punct de vedere analitic forma geometrica in planul
peretelui, a orificiului mare.
De exemplu pentru un orificiu dreptunghiular b(z) = b = const. , expresia debitului

este: Q =§\/E-b{(l+a);—l;}

La limita cand 1 = 0, orificiul mare devine un deversor (un orificiu mare care nu
are tot conturul sub nivelul lichidului). Debitul deversoarelor se calculeaza in mod
analog, avand in vedere valoarea nuld a limitei inferioare de integrare. Pentru un
deversor dreptunghiular de adancime a, debitul este:

3
0= g@z.bdz:g@.b.az _2 ga-b-a=22ga-S @.77)

3 3

4.7. Teorema impulsului si teorema momentului cinetic in cazul miscarii
permanente a fluidelor

In dinamica punctului material de masd m i care are viteza v, impulsul si
momentul cinetic se calculau cu relatiile:

H=m-v K,=rxmv (4.78)
Pentru un sistem de puncte materiale impulsul si momentul cinetic total au
expresiile: H= Zmiﬁi K, = z 7. Xm,v, (4.79)
i=1 i=1
Pentru un rigid impulsul si momentul cinetic se calculeaza cu relatiile:

H=[vdm K,=[rxvdm (4.80)
D D

unde D este domeniul ocupat de rigid in spatiu.
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Teoremele impulsului §i a momentului cinetic pentru un punct material se
definesc astfel: variatia In timp a impulsului este suma fortelor exterioare, respectiv
derivata in timp a momentului cinetic este momentul rezultant al fortelor exterioare.

Referindu-ne la un fluid in miscare putem defini un domeniu continuu din spatiu
ca “volum de control” , notat D, marginit de o suprafatd inchisa, S. Domeniul este
format dintr-o infinitate de particule fluide de masd dm = p-dt asupra carora actioneaza
campul de viteze v. Impulsul, respectiv momentul cinetic pentru volumul de control
vor fi:

H=I\7dm 1?0=jfxvdm (4.81)
D D
sau: ﬁsz-idr I?Ozjfxpidr (4.82)
D D
Teoremele impulsului $i momentului cinetic au expresiile:
d — d —
— vdr=>» F —|rxp-vdr=) FxF, 4.83
T f p > F, dtL[ p > FxF, (4.83)

Consideram doua pozitii succesive ocupate de volumul de control la timpii ¢,
respectiv ¢, = t; + At determinate de AMBN si de A'M'B'N', figura 32

Fig. 32. Doua pozitii succesive ale unui volum de control

Exprimam derivata impulsului pornind de la definitia derivatei:
Ip~§2dr2 —jp-ﬂdrl

2 DI

ijp-idrz lim 2
dty 1= t, —t,
p-v,dr, - I p-vdr,
sau: i J p-vdr=lim A'NB"B'N'A'A" A"AMBB"M'A"

dt 5 o At

Se observa ca diferenta integralelor pe Al
portiunea comund celor doud domenii se
anuleaza.

Putem sd exprimdm impulsul cu
ajutorul unei integrale de suprafatd, avand
posibilitatea sd scriem elementul de volum
dt sub forma dt, = dS,v; cosa,-At, conform
figurii 33.

n

V2COoSa

B"

Fig. 33 Element de suprafata



60 Mecanica fluidelor

Impulsul din volumul marginit de suprafata ANB"B'N'A'A" este determinat de
patrunderea particulelor prin suprafata A"NB", iar impulsul din volumul marginit de
suprafata A"AMBB"M'A" este determinat de patrunderea particulelor de fluid prin
suprafata AMB. Rezulta ca putem scrie:

J pV,v,cosa,dS, —Jp-ﬁvl cosa, dS, |-At

A'NB" D

ijp-Vdr=1im
dtD At—0 At

. . At .
Prin trecerea la limitd pentru At—0, raportul N — 1, punctul A"—>A, (concomitent
t
A'—A), respectiv B" si B' tind catre B, iar relatia devine:

ijp-?drz _[,0"72"2 cosa,dS, - J.,o-ﬂv1 cosa, dS,
dt D ANB AMB

Suprafata ANB se noteazd cu S, si este numitd suprafatd de iesire §i reprezinta
portiunea din suprafata S pe care vectorul vitezd este dirijat spre exterior, la fel ca si
normala exterioard 7 .

Cealalta parte a suprafetei S (AMB), notata S;, se numeste suprafatd de intrare si
pe ea vectorul viteza este dirijat spre interior, in sens opus normalei exterioare 7 .

Notéand cu I;51 I, impulsurile prin suprafetele de intrare, respectiv iesire, teorema
impulsului se scrie sub forma:

1_2—1_1:jp-ivcosa-dS—jp-chosa-dS:Zfe (4.84)
S2 Sl
Fortele exterioare care actioneaza asupra fluidului din domeniul D, sunt forte masice (de
greutate) si forte de suprafata (de presiune).
Deoarece impulsul orientat spre interiorul domeniului se reprezintd conventional
cu semnul minus, iar cel orientat spre exteriorul domeniului cu semnul plus si deoarece
S =35, +3S,, teorema impulsului poate fi scrisa sub forma:

jp-chosa-dSzZFe (4.85)
N
In mod analog putem scrie si teorema momentului cinetic:
J.Fxp-chosa-dS—j?xp-ivcosa-dS:zfexfe (4.86)
s, S,
sau: Ipivcosa-dS:ZE,xFe (4.87)
N

Pentru rezolvarea aplicatiilor tehnice de cele mai multe ori teorema impulsului si
teorema momentului cinetic se folosesc impreuna.
In cazul migcéarilor nepermanente, teorema impulsului se scrie sub forma:
ol ov B _
'[Merrjp-vvcosa-dS:ZFe (4.88)
D at N
in care primul termen reprezintd variatia in timp a impulsului. Pentru acelasi caz,
teorema momentului cinetic are forma:

_ Olpv _ _ _ =
Ierdr+erp-vvcosa-dS:zrexFe (4.89)
D at N

unde primul termen reprezinta variatia in timp a momentului cinetic.
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Exprimarea impulsului si momentului cinetic cu ajutorul integralelor de suprafata
nu necesitd cunoasterea structurii curentului din interiorul domeniului, ci numai
caracteristicile curentului pe suprafata S.

In cazul fluidelor incompresibile densitatea p, poate fi scoasi in fata integralelor.

4.8. Teorema impulsului si teorema momentului cinetic aplicate tuburilor
de curent in miscare permanenta

Considerdam un volum de control delimitat de un tub de curent si doud sectiuni
ortogonale directiei de curgere a curentului, figura 33.

A F,
Fig. 33. Tub de curent

Impulsurile prin suprafetele de intrare si de iesire, I; si I, au expresiile:
I = J.p"jvn ds, =p-vy J.dSI =p-vWS, = p-vQ
AB ~ B AB ~ B (490)
I, = Jp‘vvn dsS, =p-vy, Idsz =p 08, = p-v,0
CD CD

unde v, si v, sunt vitezele medii In sectiunile de intrare si de iesire. Daca vitezele nu
sunt uniform distribuite n sectiunile ortogonale ale tubului de curent eventual se pot
introduce si coeficienti de corectie.
Teorema impulsului devine:
p-0(,-v)=DF, 4.91)
Fortele de suprafatd se exercitd pe portiunea de intrare, pe suprafata de iesire si pe
suprafata laterala a tubului. Teorema impulsului se poate scrie sub forma:

p-O(,-v)=F, +F, +F +F, (4.92)
iar teorema momentului cinetic sub forma:
p-OF xv,—rxv)=r xF, +%xF, +7xF, +i;xF, (4.93)

Marimile fortelor de presiune Fpl si sz pot fi calculate cu ajutorul formulelor
F, =pS, st F, =p,S,, daca p; §i p, sunt presiuni medii corespunzatoare vitezelor

medii v §i v2 sau pot fi calculate cu ajutorul integralelor de suprafatd F, = J pn, dS, si
5

F, = I pn, d S, cu conditia cunoasterii repartitiei presiunilor pe suprafetele S; si S,.

S,

F, reprezintd actiunea portiunii laterale a tubului de curent. De obicei intereseazi
in aplicatii forta exercitatd de fluidul in miscare asupra suprafetei laterale a tubului,
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egald si de sens contrar cuﬁl(l7 =-F ) Din expresiile matematice ale celor doua
teoreme rezulta: F=-F=p-0F-7,)+ F,+F, +F,

RXF=p -0 xv,—Kxv)+RxF, +KxF, +i;xF, (4.94)

Variatia parametrilor hidrodinamici, v §i p poate fi analizatd ca marime si apoi ca
directie si sens, tindnd cont cd variatia vitezei implica si variatia presiunii, conform cu
relatia lui Bernoulli si invers. De aici rezulta trei tipuri de aplicatii practice:

- marimea parametrilor hidrodinamici ramane constanta, variind numai directia si
sensul lor (cazul coturilor de conducte cu diametrul constant), figura 34, a.

Sz
a)

Si

v

Fig. 34. Variatia parametrilor hidrodinamici a directiei si sensului de curgere
a— variatia directiei si a sensului de curgere
b — variatia marimilor parametrilor hidrodinamici
¢ — variatia marimilor parametrilor hidrodinamici si a directiei si sensului de
curgere

- mdrimea parametrilor hidrodinamici se schimba intre sectiunea de intrare si
iesire, directia si sensul ramanand acelasi (cazul ingustarilor de conducte
unidirectionale), figura 34, b.

- atat marimea cat si directia si sensul parametrilor hidrodinamici se modifica intre
sectiunea de intrare si cea de iesire (cazul practic al conductelor ramificate), figura 34 c.
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5. DINAMICA FLUIDELOR REALE
5.1. Miscarea laminara a fluidelor reale

In practica existi un numir mare de fenomene importante care nu pot fi studiate si
explicate fara a tine seama de proprietatea de viscozitate, care caracterizeazd fluidele
reale.

Curgerea fluidelor reale se poate produce in doud regimuri diferite de miscare
stabilite in raport cu structura fizicd a acestora: regimul laminar si regimul turbulent.
Existenta acestor regimuri diferite de miscare a fost pusd in evidentd de fizicianul
englez Reynolds. Cu ajutorul unei instalatii relativ simple, care asigurd introducerea in
cadrul unui curent de fluid a unui alt fluid colorat, Reynolds a stabilit deosebirile
calitative intre regimurile de curgere laminar si turbulent si a pus 1n evidenta existenta
unui regim de tranzitie impreuna cu parametrii care influenteaza aceste regimuri.

Miscarea laminara a unui fluid este migcarea cu caracter uniform, in care diferite
straturi de fluid se misca paralel unele fatd de altele, fara amestecul particulelor
componente diferitelor straturi.

Miscarea turbulenta este miscarea cu aspect neuniform, in care diferitele particule
componente se amestecd intre ele si se migcd pe traiectorii neregulate si variabile in
timp.

Reynolds a stabilit ca factorii care determind cele doud regimuri de curgere,
laminar sau turbulent, la curgerea lichidului printr-o conductd sunt viteza medie de
curgere v, diametrul conductei D si viscozitatea cinematicd v. Pentru caracterizarea

. . o o . L vD s
regimului de curgere a lichidului, se introduce marimea adimensionala Re = — numita
v

numarul lui Reynolds. Dacd miscarea lichidului se realizeazd pentru a valoare a
numarului Iui Reynolds mai micd decat o valoare numita criticd, (pentru conducte
circulare in cazul apei Rec,= 2300), migcarea este laminara.

S-a stabilit experimental §i teoretic cd in migcarea laminara lichidul intAmpina o
rezistenta proportionald cu viteza medie, iar in regimul turbulent, la numere Reynolds
mari, rezistenta este proportionald cu patratul vitezei. Fenomenul este general pentru
toate fluidele deci si pentru gaze.

La sectiuni ale conductei de alte forme decat cercul, diametrul D poate fi inlocuit
in formula numaérului lui Reynolds cu 4R, unde R este raza hidraulica.

5.2. Starea de tensiune intr-un fluid in miscare

Pentru definirea tensiunii unitare P, Iintr-un punct oarecare se considerd un

element de suprafatd dS, care contine acest punct, orientarea lui fiind precizata de
vectorul normalei. Tensiunea unitard P, este determinatd de relatia:

5 _dF

" dS,

unde dF este forta elementard de suprafati care reprezinti interactiunea dintre
particulele de fluid separate de elementul de suprafata dSp.

Consideram un volum de fluid dt de forma unui tetraedru, figura 35 caruia ii

atagam un sistem de referintd Oxyz. Ecuatia de miscare a volumului elementar este de
forma:

(5.1)
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Fig. 35. Volum de fluid sub forma unui tetraedru

Neglijand variatia elementului de volum si tindnd cont cd dS,, dSy, dS; sunt
proiectiile elementului de suprafata dS, obtinem:

— — T — e _ e
~ B, = B, cos(n, %)+ By cos(iz, y)+ B, cos(i, 2)
Relatia vectoriala se poate exprima si scalar prin trei ecuatii, utilizand
componentele dupa cele trei directii ale triedrului de referinta:

Pa. = Py cos(i )+ p,, cos(i,3)+ p,, cos(,2)
Pn, = Py cosli, 2)+ p,, cosl,3)+ p,, cosli, 2) (5.2)

Asa cum rezultd din sistemul de mai sus, starea de tensiune dintr-un fluid real in
miscare este datd de un tensor de ordinul doi, numit tensorul tensiunilor unitare, care
poate fi exprimat cu ajutorul matricei:

pxx pyx pzx
pxy pyy pzy (53)
pxz pxz pzz

primul indice indicd axa normald pe suprafata consideratd, iar al doilea indice
precizeazd directia de actiune a tensiunii unitare. Tensiunile unitare Py, Pyy, Pzz S€
noteaza in mod obisnuit cu oy, Oyy, Oz . tensiunile tangentiale sunt egale doud cate doua
Pxy = Pyxs Pzy = Pyz: Pxz = Pax -

in mod obisnuit tensiunile tangentiale se noteaza cu y, 7y, 7. Deci starea de
tensiune a unui fluid real in miscare este data de tensorul de ordinul al doilea simetric al
tensiunilor unitare exprimat cu ajutorul matricei:

O yx Z-yx T

T, O, T (5.4)

Xy Yy zy
T T o

Xz Xz y24

Suma tensiunilor unitare normale este un invariant cu ajutorul cdruia se defineste
presiunea intr-un punct:

p=—%(0'xx +to, +o*zz) (5.5)

In cazurile particulare ale unui fluid real in repaus sau un fluid ideal Tn miscare,
componentele tangentiale ale tensiunii sunt nule si starea de tensiune este datd doar de
presiune:
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~p O (5.6)

5.3. Ecuatiile de miscare a fluidelor reale sub forma dati de Cauchy (in
componente de tensiuni)

Consideram o particuld elementard de fluid de forma unui paralelipiped
dreptunghic, desprins dintr-un fluid real aflat in miscare, de dimensiuni dx, dy, dz, cu
muchiile paralele cu axele de coordonate, figura 36.

or
T, + a—zx dz T
Z yX
' . Tyt —=dy

A C

B ’ oo

Oxx .l)——b o, + s dX

-— Tyx XX X

z PN e — D

Fig. 36. Particula de fluid sub forma paralelipipedica

Aplicim legea a doua a dinamicii adm=dF,_ +dF, unde:

S
— du dv dw
- acceleratia a are componentele —, — ;

dt’ dt’ dt’

- masa particulei este dm = p-dxdydz;

- forta masica se calculeaza cu ajutorul fortei masice unitare si are componentele
X-p-dxdydz, Y -p- dxdydz, Z-p- dxdydz;

- fortele de suprafatd actioneaza asupra fiecarei suprafete ale paralelipipedului si
sunt date de tensiunile unitare.

Pe fiecare fatd a particulei, forta de suprafatd are trei componente, paralele cu
axele de coordonate, una normala si doua tangentiale. Tensiunile unitare sunt tensiunile
de viscozitate care sunt forte unitare de legiaturd cu restul fluidului. Pentru a obtine
componenta dFs am trecut pe figura tensiunile o si 7 care se dezvoltd in lungul axei OX.
Pe fata ABB'A’ va actiona tensiunea normala oy, iar pe fata opusi DCCD’ va actiona

oo o . . e . .
Oy + a—“d X. Pe fata BCCB va actiona tensiunea tangentiald 7, iar pe fata paraleld

X
0Ty

cu ea ADDA va actiona o tensiune in sens contrar Tyt 5 dy. Pe fata ABCD va
y

actiona tensiunea tangentiala 7y, iar pe fata paralela ABCD o tensiune in sens contrar
ot < y o . . .
Ty +a—ZXdZ. Forta de suprafatd rezultantd se obtine inmultind tensiunile unitare cu
Z

ariile suprafetelor pe care se exercita si insumandu-le. Pentru componenta dupa directia
axei OX, rezulta:
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0
dF, :%dxdydz+ﬂdxdydz+%dxdydz
OX oy 0z

Legea a doua a dinamicii, proiectatd dupa directia axei Ox, are expresia:

0 0T, 0

Ty 2oy O dxdydz

OX oy 0z
Se imparte aceasta ecuatie cu p- dxdydz si se tine cont de forma derivatei totale a vitezei
du ou ou ou ou A o oy
— =—+U—+V—+W—, obtinandu-se astfel proiectia pe directia OX. Pentru
dt ot ox oy 0z
celelalte directii Oy si Oz calculele fiind analoage. Rezulta:

%pdxdydz: X -pdxdydz+(

du 6u ou _ou _ou 1(0doc, Ot, Or,
—=—+U—+V—+W—=X+— + +
dt ot oXx oy 0z pL OX oy oz

0 0 0
AV N VN Ny L T DOy Oy (5.7)
dt ot ox oy 0z p OX oy 0z
dw ow ow ow  ow 1(0r, O, 0o,
—=—+U—+V—+W—=2+— + +
dt ot OX oy 0z p\L ox oy oz

unde primii termeni din fiecare ecuatie reprezintd componentele fortei unitare locale de
inertie, urmatorii termeni fiind componentele fortei unitare convective de inertie. Dupa
egal primii termeni sunt componentele fortei unitare masice iar parantezele reprezinta
componentele fortei unitare de suprafata.

Sistemul reprezintd ecuatiile de miscare a fluidelor reale sub forma datd de
Cauchy, ecuatii ce cuprind componentele tensiunilor unitare si in care toti termenii au
dimensiunea de fortd unitara, corespunzatoare unitdtii de masa.

5.4. Ecuatiile lui Navier-Stokes pentru miscarea laminara a fluidelor reale

Incercam sa determiniam ecuatiile de miscare ale fluidelor reale in raport numai de
componentele caAmpului de viteze. Pentru aceasta trebuie sa consideram legaturile dintre
tensiunile unitare, viteze, viscozitate si vitezele de deformare. Pentru fluide reale si
incompresibile, tensiunea unitard normala este suma dintre presiunea p $i 0 componenta
care depinde de viscozitatea dinamica si de viteza de deformatie liniard introdusd de
teorema Cauchy-Helmholtz. Rezulta:

al N ow
=—p+2n-a,=—p+2n—; 0, =—Pp+2n—; 0, =—P+2n—. 5.8
O =—P+2n-a,=—p T Ow p 50 O p T (5.8)

Pentru fluide reale si compresibile, tensiunea unitard normald tine seama si de
viteza relativd de variatie a volumului particulei de fluid, &, printr-un coeficient de

L 2 o . L <
viscozitate A, = 3 n , conform relatiei lui Stokes, din teoria cinetico-moleculara.
Viteza relativa de variatie a volumului € = divV , adica:

ou ov ow . _
0=—+—+—=divV
ox oy oz

Rezulta pentru tensiunile unitare normale relatiile:
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On=—P+A4, 8_u+@+@ +277aXX:—p+/1V49+2778—u
ox oy oz OX

o, =—P+4, a_u+@+@ +277ayy:—p+/1vt9+2776—u (5.9)
oXx oy oz oy

o, =—Pp+4, 8_u+@+@ +277a22=—p+/1V6’+2776—u
ox oy oz 0z

Tensiunile unitare tangentiale sunt proportionale cu vitezele de deformatie
unghiulara ayy, ay;, 8, introduse prin teorema Cauchy-Helmholtz:

Xy 77 Xy 77 8X ay
OW oV
T, =2n-a, = 77(5+5j (5.10)
. —om.a = (iu@j
X 77 X 77 az aX

Inlocuind expresiile tensiunilor unitare in ecuatiile de miscare sub forma enuntata
de Cauchy, obtinem, de exemplu pentru prima ecuatie expresia:

du 1| 0 ou 0 [ov ou 0 (ou ow
—=X+—|—|-p+AO0+2n— |+ —n —+— |+ —n| —+—
dt £ | OX ox) oy \ox oy) oz \o0z oX

Luand in consideratie relatia lui Stokes, relatia de definitie a viscozitdtii cinematice

. : : : o’u o’u  du . -
y=21 si de expresia laplacianului AU = —-+—+ —, ecuatia precedenta si in mod

x> oy* ot

analog celelalte ecuatii de miscare se scriu sub forma:

ou ou ou ou 1 op v 00
—+U—+V—+W—=X ———+1VAU+——

ot OX oy oz p OX 3 oXx

@+u@+v@+wgz —la—p+vAu+3% (5.11)
ot ox oy 0z P 3

ow ow ow 1 op v 00
—F+U—+V—F+W—=7—— AU+ ——

ot 0 oy oz p O 3

unde termenii negativi sunt componentele fortei unitare de presiune, penultimii termeni
ai ecuatiilor sunt componentele fortei unitare de viscozitate iar ultimii termeni sunt
componentele fortei unitare de compresibilitate. Ecuatiile reprezinta ecuatiile de miscare
ale fluidelor reale, compresibile, in migcare laminard nepermanentd cunoscute sub
numele de ecuatiile lui Navier-Stokes pentru miscarea fluidelor reale. Acestor ecuatii li
se adaugd ecuatia continuitatii:

op , alpu)  alpv), alpw) _ (5.12)

ot OX oy 0z

In cazul fluidelor incompresibile, ecuatiile lui Navier-Stockes si ecuatia
continuitatii se scriu sub forma:



68 Mecanica fluidelor

ou ou ou ou 1 0op
—+U—+V—+W—=X ———+1VAU
ot 0 oy 0z p OX
@+u@+vﬂ+wgz —i@+VAU (5.13)
ot ox oy 0z P
oW oW  Ow ow op
—+U—+V—+W—=2-——+ VAU
ot OX oy 0z p 0z

ou ov ow

—+—+—=0

ox oy oz

Ecuatiile lui Navier-Stokes, se pot scrie si sub formd vectoriala:

dt

ecuatie care reprezintd ecuatia de miscare a ﬂuldelor vascoase, compresibile in migcare
laminara nepermanenta, sau pentru fluide incompresibile:

dv_f ——grad p+vAv+ Y grade
ye)

v _ f —igrad p + VAV
dt Yo,

Sistemul format de ecuatiile Navier-Stokes si ecuatia continuitatii trebuie sa
satisfacd conditiile initiale (pentru t = 0) si conditiile la limitd impuse de miscarea
laminara studiata.

Conditiile la limita sunt conditiile care trebuie verificate pe frontierele curentului
de fluid de campul vitezelor si cdmpul de presiuni.

Inlocuind in ecuatiile de miscare ale fluidelor reale componentele acceleratiei cu
expresii pe care le-am utilizat si la migcarea fluidelor ideale, obtinem alte forme pentru
ecuatiile de miscare, forme care pun In evidentd unele particularititi cinematice si
energetice ale miscérii. Astfel obtinem forma ecuatiilor de miscare data de Helmholtz:

au 0 au awj o a 1op v 00

W ——— ——— =X ==+ AU+——
o ax 2 oz oX X oy p OX 3 X

2
8\/+8(VJ+ (av_auJ aN_a/): —iap+vAv+K% (5.14)
a oyl 2 x oy y a p oy 3oy
ow E Y u(au_aNj: R L
a 82 oy o oz oX yoXo/: 30z
sau sub forma vectoriala:

ov v? = 1 _ v
—+grad —+rotvxv=f ——grad p+vAV +—gradéd (5.15)
ot 2 P 3

Semnificatiile termenilor din primul membru au fost date la stabilirea ecuatiilor de
migcare pentru fluide ideale.
Dacd fortele masice derivd dintr-un potential si tinem cont de relatia

—grad p= gradJ.d—p, atunci putem transforma ecuatiile de miscare date de
P P

Helmbholtz si obtinem forma data de Gromeka-Lamb:
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au oV dp au  ow o a v o6
—+—= —+j—+U AW ——— |-V ——— |=VAU+——
a  ox\ 2 Yo, oz OX X oy 3 X
2
@+ﬁ V—+I@+U +U N_d)_ v =VAV+K% (5.16)
a oy 2 7 p x oy %y o 3oy
2
@V_i_é V——i-.[@—i-U + @\/—@ _ (au_aNj:VA K%
o ozl 2 P oy oz oz oX RIo4
sau sub forma vectoriala:
ov v? dp o _ v
—+grad —+I—+U +rotvxv =vAV +—gradé (5.17)
ot 2 P 3
. 3 . . . VvE edp o o
In aceasta ecuatie intervine expresia ?4‘ I —+U =E, numitd si functia lui
P

Bernoulli, in care toti termenii au dimensiunea de energie unitard, corespunzatoare
unitatii de masa.
In cazul miscarii permanente termenii care contin derivate in raport cu timpul sunt

. g . NV B .. : .
nuli, iar daca consideram si vectorul vartej @ = 5 rot v, ecuatiile de miscare devin:

2

P od 060
V?+j7p+u +2(Va)X _uwy):VAW+§E

i V—+jﬂ+u +2(Wa)y—vwz):vAu+K%
ox\ 2 P 3 ox
2
9 V—+jﬂ+u +2(Uwz—Wa)X):VAV+K% (5.18)
oyl 2 o 3oy
9
0z

Inmultind cele trei ecuatii cu deplasarile elementare dx, respectiv dy si dz, apoi
adunand obtinem:

R q dx dy dz
d("7+j—p+uj+za)x 0, o,|=-0, (5.19)
P u Vv w

unde primul termen reprezinta variatia energiei fluide (cinetica potentiald de presiune si
potentiald a fortelor masice), al doilea termen este lucrul mecanic elementar al fortelor
convective de inertie datorate vartejului, iar ultimul termen reprezintd lucrul mecanic
elementar al fortelor de viscozitate (cu o componentd a fortelor de compresibilitate in
cazul fluidelor incompresibile). Termenul este negativ deoarece fortele de viscozitate
sunt dirijate in sens opus sensului de deplasare, iar in cazul fluidelor ideale, el este nul

(v=0).
Determinantul este nul in urmatoarele cazuri:
.. dx d dz
- pe o linie de curent, deoarece: — = ar_4az ;
u Vv w
.. N dx d dz
- pe o linie de vartej, deoarece: — = ay_ —

o, 0, o,
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- in miscare elicoidald, la care vectorul vitezd este coliniar cu vectorul vartej,

deci: © =Y - W
o, 0, o,
In toate cele trei cazuri, ecuatia 49 devine:
vi o oedp
d-—-+j——-+u =4, (5.20)
2 p

care dupa integrare devine:
2
2
v d
—+ _[—p +U
2 ol 1
unde ultimul termen este lucrul mecanic unitar al fortelor de viscozitate dintre cele doua

puncte si este o energie pierdutd (nu poate fi utilizatd ca energie hidraulicd), care se
transforma pe baza legilor dinamicii in caldura.

:—jav (5.21)

5.5. Relatia lui Bernoulli pentru o linie de curent, in miscarea laminara a
fluidelor reale

Spre deosebire de un fluid ideal, pentru care energia specifica de-a lungul unei
linii de curent este constantd, in cazul fluidului real energia acestuia scade in sensul
migcarii fluidului, datoritd frecarilor de natura vascoasd intre particule. Consideram
cazul fluidelor incompresibile (p = ct.) si miscarea in camp gravitational (U = gz). in
acest caz, relatia lui Bernoulli scrisé intre punctele 1 si 2 este:

P P,
—+—+0z _—+—+gz + | dl,
2 Yol 2 p ? 1:‘.2

DN . . 1 e
sau dacd se imparte cu g si se introduce notatia h, =— jé]v care reprezintd pierderea
Y 1-2
de sarcina intre punctele 1si 2 se obtine'

AT 7, == P
29 Y 29 Y A
care reprezintd relatia lui Bernoulli pentru fluide grele incompresibile. In cazul in care

fortele masice sunt neglijabile ( f_ =0, U =const.), z, = z, si deci cei doi termeni se

+2, +h

anuleaza reciproc.

Dimensiunea fiecarui termen din relatia lui Bernoulli pe o linie de curent in cazul
2

Vv . . A
unui fluid incompresibil este de lungime. Pentru —,B, verificarea s-a efectuat si in
29 y

cazul ﬂuidelor ideale, iar pentru termenul:

h, = g 5, S jv[Au-dx+Av-dy+Aw-dz]+%vd(diV\7)
1-2

-1

est LT - L = L. Prin urmare relatia lui Bernoulli in miscarea permanenti

in lungul unei linii de curent admite reprezentarea grafica din figura 37.
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Pentru interpretarea energetica a relatiei lui Bernoulli, se Tnmulteste fiecare termen
. 3 o . 3 vioop

al relatiei cu m-g. Daca consideram cd energia unitarad totala este: E = g +—+17,se
g 7

poate considera cad energia din punctul 1 este mai mare decat cea din punctul 2, adica

E, =E,+h |

E E
hrlfz
Vi NI
- 2
29 E Vi
P 2
P [ g
P b
/4 C c 4
71 V)
@] O

Fig. 37. Reprezentarea grafica a relatiei lui Bernoulli

In cazul miscarii fluidelor reale relatia lui Bernoulli reprezintd aplicarea in
mecanica fluidelor a principiului general al transformarii i conservarii energiei: energia
din punctul 1 al liniei de curent este egala cu energia din punctul 2 al liniei de curent la
care se adauga energia pierduta intre punctele 1 si 2 datorita frecarii vascoase a fluidelor
reale, (energia hidraulica disipata se regaseste sub forma de energie termica).

In cazul miscérii semipermanente la care directia vitezei este fixa si traiectoriile
coincid cu liniile de curent, relatia lui Bernoulli se pastreaza dar se adauga la termenul
al doilea h, , reprezentand pierderea de sarcind in lungul traiectoriei intre punctele
1si2:

V2 V) 1 s. ov
#+&+zl =—2+&+z2 +— | —=ds+h,
29 7y 29 7 g s ot

In cazul curentilor de fluid cu sectiune finita, energia fluidului intr-o sectiune
transversald (in care viteza este variabild), poate fi exprimatad functie de viteza medie pe
sectiune, introducand o corectie prin coeficientul lui Coriolis (care reprezintd raportul
dintre energia cinetici reald pe sectiune si energia calculatd cu viteza medie
[vda
AA—3 = ), la termenii cinetici. Relatia lui Bernoulli pentru un curent real de fluid de

V
sectiune constanta, devine:
2 2
aV a,V
44_&4_ Z, :#4_&4_ z, +hr
29 7 29 7
unde de obicei se admite o = o, = a, iar vy §i v, sunt vitezele medii in cele doua
sectiuni.
Reprezentarea grafica a relatiei lui Bernoulli pentru miscarea semipermanenta

este analogd celei de la miscarea fluidelor ideale, cu diferenta ca apare la punctul 2 inca

un segment echivalent cu h, , figura 38.
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Fig. 38. Reprezentarea grafica a relatiei lui Bernoulli pentru miscarea semipermanenta
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6. ANALIZA DIMENSIONALA SI TEORIA SIMILITUDINII

Orice relatie matematicd a unui fenomen fizic este corect stabilitd, dacd pe langa
corectitudinea rezolvarii setului de ecuatii algebrice sau diferentiale care caracterizeaza
acest fenomen indeplineste si o altd conditie fundamentald: toti termenii ei trebuie sa
aiba aceeasi dimensiune.

Aceastd conditie necesara pentru valabilitatea unei relatii matematice a unui
fenomen fizic se numeste principiul omogenitétii.

Pornind de la aceastd conditie obligatorie, putem obtine relatia de calcul a unei
marimi fizice In functie de alte marimi. O asemenea dependenta se formeaza astfel: A =
f(a1,az,.....an) unde structura functiei f nu este cunoscuta.

Anumite consideratii teoretice privind natura marimilor aj;,ay,.....a,, permit unele
precizari privind forma functiei f. Acest fel de abordare a problemei constituie obiectul
analizei dimensionale.

6.1. Metodele analizei dimensionale

S-au elaborat doud metode distincte de prelucrare matematica pe baza principiului
omogenitatii dimensionale a dependentei dintre marimile fizice aj,a,.....an $i noua
marime fizica A.

a) Metoda Rayleigh, se bazeaza pe aproximatia unei functii continue f(az,az,.....an)
printr-o suma de monoame de puteri ale variabilelor a3,ay,.....an:

faraz,.....an) =Y Cia" ,a),...a5 (6.1)
i=1

unde C; = Ct, sunt constante numerice adimensionale, iar Xi1,Xi,.....Xin sunt exponenti
adimensionali ce urmeazd a fi determinati pe baza principiului omogenitatii
dimensionale. Pentru aflarea exponentilor X;, vom impune identificarea dimensionala:

[A)=lar g |-l J=[a Il ] - fa 1 (62)

si vom egala exponentii unitatilor fundamentale de masura de aceeasi nume din ambii
termeni, ceea ce conduce la un sistem de ecuatii liniar si omogen in necunoscutele X;.
Acest sistem poate fi compatibil determinat, compatibil nedeterminat, sau incompatibil.
In primul caz, prin rezolvarea sistemului rezultd o solutie unica:

Xii= o
Xi2 = o
R (6.3)
Xin = Ohn
care dupa inlocuire 1n expresia marimii fizice A, determina forma:
n
A=) Caay..a;" =k-a/"a;...a;" (6.4)
i=1

Am obtinut relatia matematicd a marimii fizice A, cu aproximatia unei constante
multiplicative: k = ZCi . Ea se determind numai pe cale experimentala.

Daca sistemul este compatibil nedeterminat se stabileste determinantul principal al
sistemului si de exprimd necunoscutele principale in functie de cele secundare,
deocamdatd neprecizate. Se pot da in acest caz informatii suplimentare privind
independenta unor monoame de anumite marimi fizice. A impune independenta unui
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monom de o anumitd marime fizicd a;, Tnseamna sd impunem pentru exponentul acelei
madrimi de valoarea zero.

Daci sistemul este incompatibil, fie existd o eroare in formarea sau rezolvarea
sistemului de ecuatii, fie in formularea gresitd a problemei in sensul ca nu au fost
prezentate adevirate marimi fizice de care depinde A. In acest caz se verifici calculele si
se reformuleaza problema.

b) Metoda produselor (teorema 7)

Cand numarul marimilor fizice aj, a, ... a,, depaseste valoarea 6, se constata ca
metoda Reyleigh este laborioasd si se inlocuieste cu o metodd echivalenta, care se
numeste metoda produselor sau teorema produselor (7), care se enuntd astfel: orice
functie omogena dimensional, de n marimi fizice, poate fi scrisd echivalent sub forma
unei functii implicite cu un numar mai mic de variabile adimensionale care reprezinta
cazuri particulare ale unui monom de puteri al marimilor fizice din fenomenul respectiv.

Considerdm ca urmarim sd determindm relatia care reprezintd dependenta marimii
fizice A, functie de marimile fizice ay, ay, ... an.

Se poate demonstra ca orice relatie matematicd omogena dimensional, poate fi
scrisd sub forma adimensionald prin impartirea la un termen al acestuia.

Procedand astfel obtinem rapoarte de monoame care sunt cazuri particulare ale
unui produs general sub forma:

r=a'-ay-..-ay A" (6.5)

Absenta unei marimi fizice din cadrul unui monom se justificd prin exponentul
zero al acestei marimi.

Exponentii X1, X2, ... Xn, Xn+1 au astfel de valori incdt produsul 7 sd nu aiba
dimensiune. Asta Tnseamna ca exponentii rezultanti ai tuturor unitatilor fundamentale de
masura din cadrul acestui produs sa fie nuli.

Practic pentru a obtine exponentii X; vom inlocui marimile fizice din produs prin
dimensiunile lor §i vom impune ca exponentul rezultant al fiecarei unitati de masura sa
fie nul.

Se obtine astfel un sistem liniar §i omogen In X1,X2,.....Xn,Xn+1 §1 acest sistem va
avea intotdeauna si solutii nenule, deoarece rangul sistemului este mai mic decat
numarul ecuatiilor.

Se exprimd necunoscutele principale in functie de cele secundare §i apoi urmeaza
scrierea solutiilor fundamentale ale sistemului omogen, care se obtin dand pe rand unei
necunoscute secundare valoarea 1 si celorlalte valoarea zero.

De fiecare datd putem forma un produs adimensional cu valorile rezultate pentru
exponentii X1, Xz, ... Xn, Xn+1. Numadrul acestor produse va fi egal cu numarul
necunoscutelor secundare, evident mai mic decat n.

Asadar, relatia corectata se va exprima printr-un numar de produse adimensionale
mai mic decat numarul marimilor fizice din fenomenul respectiv.

Pentru aplicarea acestei teoreme se parcurg urmatoarele etape:

1) Se intocmeste o matrice a dimensiunilor variabilelor in care se precizeaza pe
verticald dimensiunea acelor maérii fizice:
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Xl X2 Xn Xx+1
a, a, a, A
U, | a o a
1 11 12 1 1,n+1
n n+ (66)
U 2 a21 a22 a2n az n+l
U m aml amz amn am,n+1

unde: Ui, Uy, ... Uy sunt unitdtile de masura ale marimilor fizice date, ai, ay, ...

Omn+1 SUnt exponentii puterii la care se afla unitétile de masura, iar Xi, X, ...

am i, ..
Xn+1 sunt exponentii care trebuie determinati.
2) Se formeaza produsul adimensional 7z =a"-a) -...-a," - A" . Utilizand
matricea anterioara, se formeaza sistemul:
apX + Xy +o o Xy + 0 Xy = 0
Oy Xy + 0y Xy + oo+ O Xy + 0y Xy =0
(6.7)
O X| + 0 Xy + ot X, + Qinnsl Xon = 0
3) Se rezolva sistemul si se scrie apoi matricea solutiilor fundamentale:
Se va da pe rand coeficientilor secundari valoarea 1.
necunoscute necunoscute
principale secundare
X X, e Xy Xy X X
ﬂll 1312 IBlk 1 o 0 0 (6.8)

P By B 0o - 1 0

ﬁn+1—k,1 ﬁm—l—k,k 0 - 0 1

4) Se obtine astfel o suitd de solutii fundamentale; pentru fiecare solutie
fundamentala va corespunde un produs adimensional 1, 7, ... , Zh+1k-
5) Relatia cautata se scrie sub forma implicita astfel ¢ (m, m, ... , Z+1-k) = 0.
Din ea se expliciteaza acel produs care contine marimea studiatd A, in functie de

celelalte produse.
Relatia va fi determinatd cu aproximatia unei functii @' in raport de produsele

independente de A. @' se va determina pe cale experimentala.
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6.2. Notiuni despre similitudine

Studiul unui fenomen fizic se poate face atdt pe cale teoretica cat si pe cale
experimentald, sau combinandu-le pentru verificarea rezultatelor teoretice.

In cazul tratarii pur teoretice a fenomenului, acesta poate fi incadrat intr-o
conexiune de fenomene cunoscute, pentru care se cunosc relatiile matematice dintre
marimile fizice respective.

Acest studiu presupune intocmirea unui model matematic si rezolvarea acestuia.
Prin model matematic vom intelege ansamblul de ecuatii algebrice, diferentiale sau
integro-diferentiale prin care se coreleaza marimile fizice din fenomen.

Existd situatii cand rezolvarea ansamblului de ecuatii conduce la dificultéti
matematice sau chiar la imposibilitatea tratirii exacte a modelului. In asemenea cazuri
se introduc ipoteze simplificatoare pentru obtinerea unui model matematic usor de
tratat.

Pentru verificarea justetei ipotezelor utilizate, rezultatele teoretice obtinute vor fi
confruntate cu cele obtinute pe cale experimentala.

Existd s1 alte situatii cand datoritd numarului mare de marimi fizice i a unor
corelatii necunoscute intre ele nu putem elabora un model matematic. in acest caz,
fenomenul respectiv se trateaza pur experimental, in laborator.

Daca fenomenul se rasfringe asupra unui obiect fizic, atunci se recurge la
realizarea unui model al obiectului, micsorat sau madrit in raport cu dimensiunile
obiectului real. In acest caz, transpunerea masuritorilor obtinute in laborator, la
fenomenul din naturd, se va face pe baza unor reguli precise, elaborate de teoria
similitudinii.

Fenomenul din laborator este similar celui din naturd, dacad pe langa asemanarea
geometricd dintre obiectul model si cel din naturd (numit prototip), existd si o
similitudine cinematica i dinamica.

Doud marimi cinematice de acelasi nume masurate pe model si pe prototip,
trebuie sa se afle Intr-un raport constant, daca sunt masurate in puncte corespondente
sau omoloage de pe model si de pe prototip oricare ar fi perechea de puncte omoloage.
Acest raport constant se va numi scara marimii cinematice respective.

. . Vv, .. a
Asadar putem vorbi de scara vitezelor k, = —- sau scara acceleratiilor k, =—"-,
a

m m
unde am notat cu indice n marimile din naturd si cu m marimile modelului.
Tot astfel marimile dinamice din punctele omoloage se vor afla intr-un raport

. P F,
constant numit scara acelei marimi dinamice. De exemplu, scara fortelor kp = —".

m
Prin puncte omoloage vom intelege puncte cu dispozitie identica pe model si pe
prototip.
O multime infinitd de puncte omoloage determind curbe omoloage, suprafete
omoloage sau volume omoloage.
Dupéd cum marimile fizice sunt marimi fundamentale sau derivate tot astfel si
scarile lor sunt fundamentale sau derivate. De exemplu, scara lungimilor este o scara

I . .
fundamentald k, =4 = I—“ , deoarece lungimea este o marime fundamentala.
m
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A

Scara a doui suprafete omoloage k, = —" = A’ este o scard derivati, deoarece ea

se exprima printr-o scard fundamentald. Putem demonstra cd scara suprafetelor este
patratul scarii lungimilor, considerdind doud suprafete omoloage dreptunghiulare pe
model si pe prototip, pentru care putem scrie:

=L.B
A = LB, kAziizﬂf (6.10)
Am = Lm Bm Lm Bm
. . t : .
Scara timpilor este si ea o scard fundamentala, k, =t—”, la fel si scara masei
K, = o
m

Este evident ca fenomenul din laborator este similar celui din naturd, daca el
depinde de aceleasi marimi fizice, ceea ce atrage dupa sine obtinerea prin teorema 7 a

acelorasi produse fundamentale mj(j=1, 2, ... ), adimensionale.
Ecuatia implicita a produselor adimensionale
¢ (T, m, ... )=0 (6.11)

care rezultd din aplicarea teoremei © se numeste ecuatie criteriala.

Asadar, fenomenele din natura si cele din laborator sunt similare, daca au aceeasi
ecuatie criteriald. Mai mult se aratd cd produsele adimensionale w;, 7, ...  au aceeasi
valoare atat pe model cat si pe prototip cu conditia ca modelul sa fie realizat la o singura
scara geometricd. Din acest motiv produsele m;, m,, ... , care sunt niste complecsi
adimensionali se mai numesc si invarianti.

Similitudinea dintre fenomenul din natura si cel din laborator se numeste completa
sau totala dacd toti complecsii adimensionali «; (j = 1, 2,... ) au aceeasi valoare pe
model si pe prototip.

Existd si situatii cand nu putem asigura egalitatea tuturor complecsilor
adimensionali m; pe model s1 pe prototip, ci numai a celor care includ marimile fizice cu
rol preponderent in fenomenul studiat. In asemenea cazuri spunem ci am realizat o
similitudine incompleta sau partiala.

In teoria similitudinii complecsii adimensionali se mai numesc si criterii de
similitudine sau invarianti de similitudine. Criteriile de similitudine se noteaza de obicei
cu primele doua litere ale numelor oamenilor de stiinta care le-au studiat de exemplu:
Re (Reynolds), Fr (Froude), Ma (Mach), etc.

Proprietatea fundamentalda a criteriilor de similitudine este cd ele pastreaza
aceleasi valori numerice pe model si prototip in fenomene asemenea. Criteriile de
similitudine pot fi stabilite pe cai diferite avand la baza cunoasterea ecuatiei matematice
a fenomenului respectiv.

O primd metoda de lucru are la baza principiul conform céruia ecuatia pentru
fenomenul din laborator nu se deosebeste de ecuatia fenomenului din naturd decét prin
faptul cd marimile fizice sunt multiplicate la scara astfel incat factorii de scara ce apar in
ecuatia fenomenului model sa se simplifice, regasind ecuatia fenomenului din natura sau
invers.

O altd metoda de lucru are la baza rezultate din analiza dimensionala considerand
madrimile fizice care intervin preponderent in evolutia fenomenului considerat.

Vom prezenta in continuare prima metoda de obtinere a criteriilor de similitudine.
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Considerand miscarea laminara a unui fluid vascos, care este descrisd de ecuatia
lui Navier-Stokes:
lop (0u ou o) ou ou au  au
——— AtV ot St S| tU Vv _—+tw— (6.11)
p OX ox- oy oy ot ox oy oz
Putem scrie aceastd ecuatie pentru fenomenul din naturd (indice n), cat si pentru
fenomenul de pe model, obtinand ecuatii similare:
ou, du, u, | ou, au, & au
X, —18p“+v{ o [E U Y W
Pa O, x ¥ N & K a

2 2 2
X_lapm+Vm(aum+8um aumJaJ a, au,

m ) Tt =—" U, — Vv, — W, —
P X Ky Ny FHp) Xy XK, Y, a,

In continuare vom folosi urmatoarele scari ale marimilor fizice:
Ky =k =2nik =Poig o =Tn g Xa T 2
X' po P Xo Y. Z,
(6.13)

n

(6.12)

Vom exprima prin aceste scari mdarimile fizice insotite de indicele n, care
caracterizeazd fenomenul din natura. Inlocuind aceste marimi in ecuatia Navier-Stokes
corespunzatoare fenomenului din natura, obtinem:

kK, op, k,(0°u, @o%u, o%u,
— KV T > T > T 2 | T

kpk, PnOX, k(L ox;, oY, N

k, ou,, kv( au,, au,, 6umj

S04 2y +V +W

kXXm_

(6.14)

k ot, k{ "ox, "oy, "oz
Aceasta relatie va fi identica cu ecuatia Navier-Stokes a fenomenului de pe model
daca factorii de scara se pot elimina prin simplificare, adica sa avem egalitatile:

* kk o kP
P |

m

= 6.15
Kk (6.15)
Egaland succesiv ultimul raport cu celelalte si inlocuind scérile marimilor fizice vom
obtine criteriile de similitudine specifice miscarii fluidelor vascoase.

Egaland primul raport cu ultimul obtinem:

ky
ky =—- (6.16)
|
si utilizand scarile marimilor fizice care intervin, rezulta:
2 2
Mn - Vm (6.17)
gl Gnln
V2
Raportul de forma o =Fr (6.18)
g

este criteriul de similitudine Froude. Criteriul este folosit in fenomene in care intervine
gravitatia, sub forma:
Fro = Frpy (6.19)
Egaland al doilea raport cu ultimul, obtinem:
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k 2 k
P =k—v, sau—>- =1 (6.20)
kk Kk k,k;
Dupa inlocuirea scérilor, rezulta:
Po_ Po (6:21)
IDnVn pmvm
Raportul de forma p2 =Eu (6.22)
ol

este criteriul de similitudine Euler. Criteriul intervine in fenomene de curgere ale
fluidelor sub presiune; asadar in modelarea acestor fenomene va trebui si existe
egalitatea:

Eun = Eup,. (6.23)
Egaland al treilea raport cu ultimul, obtinem:
kK (6.24)
kK '
de unde: kl:kl =1 (6.25)
sau dupa nlocuirea relatiilor care definesc scarile, rezulta
1 q
LRI (6.26)
Vn Vm
Raportul de forma V—I =Re (6.27)
1%

este criteriul de similitudine Reynolds. Criteriul intervine in studiul fenomenelor de
curgere ale fluidelor puternic vascoase. Pentru asemenea fenomene va trebui sa existe
relatia:
Ren = Ren, (6.28)

Trebuie sa precizam ca in expresia numarului lui Reynolds, | reprezinta o lungime
caracteristica a curentului de fluid; in cazul curgerii printr-o conducta circulara, | va fi
diametrul conductei.

Egaland ultimele doua rapoarte, obtinem:

%:% (6.29)
de unde: klv(ll(‘ =1 (6.30)
Dupa inlocuirea scérilor rezulta:
Vi‘i = V'I“i (6.31)
Raportul adnimensi:])nal de forma:
VT.t =Sh (6.32)

este criteriul de similitudine Strouhal. Un asemenea criteriu intervine in studiul
fenomenelor variabile in timp (regimul tranzitoriu de functionare a unei instalatii
hidraulice realizat la pornirea sau oprirea acesteia sau in cazul fenomenelor periodice).
Pentru asemenea fenomene va trebui sa existe egalitatea
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Sh, = Shy,. (6.33)
Daca fenomenul este periodic, numarul lui Strouhal apare sub forma:
sh=VT__ Vv (6.34)
- f
unde frecventa este de forma:
f= 1 (6.35)

T
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7. NOTIUNI DE TEORIA HIDRODINAMICA A LUBRIFICATIEI

Pentru asigurarea unei bune lubrificatii intre doud suprafete solide aflate in
migcare relativd si supuse unor forte exterioare este necesar ca intre aceste suprafete
solide sa existe o pelicula de lubrifiant care are grosimi de ordinul zecimilor de
milimetru. De reguld, pelicula de lubrifiant este lichida, dar se pot utiliza si gaze sau
materiale solide.

Rolul lubrifiantului este complex: reduce frecarile dintre suprafetele in miscare,
contribuie la disiparea caldurii produse prin frecare si asigurd etangeitatea. Din cauza
grosimii mici a peliculei de lubrifiant fortele de greutate si de inertie din peliculd sunt
neglijabile 1n raport cu fortele de presiune si cele de viscozitate.

Tratarea teoretica are la baza sistemul de ecuatii Navier-Stokes, care se simplifica
mult prin neglijarea fortelor de greutate si de inertie.

a) Consideram pentru inceput cazul unei perechi de suprafete plane, lubrificate cu
lichid, placa superioara fiind fixa, iar placa inferioard miscandu-se cu viteza constanta Vo
pe directia Ox, figura 39, spatiul dintre placi avand aceeasi grosime z = h = Ct.

z

Fig. 39. Pelicula de lubrifiant intre doua placi

Consideram ca miscarea este pland (in planul xOy), deci p = p(x,y) iar viteza
variaza in mod preponderent pe directia z. Sistemul de ecuatii de miscare Navier-Stokes
devine:

1op du
=———+ V—2
p OX oz
2
0-_1® 0V (7.1)
poy oz
0=_1 P
p 0z
Integram prima ecuatie si obtinem:
2
a—uzl@z+01:> u=@Z—+CIZ+C2 (7.2)
0z 1n OX OX 27
Constantele de integrare se determina din conditiile la limita:
entru z=0 = U=-V,
P 0 (7.3)
pentru z=h = u=0
Rezulti: Co=—v, si C=-a0tPpYe (7.4)

2n OX h



82 Mecanica fluidelor

Componenta vitezei dupa directia X, devine:
u=1 P2 _zn)y (1—5j (7.5)
2n OX h
Debitul pentru o suprafata de inaltime h si de latime egala cu unitatea este:

Qﬁfoh“dz‘f{zlngp(z ~h)-v (l_ﬁﬂdz

de unde: Q=—"—-"--" (7.6)

In cazul cand lichidul se misca simultan si dupa directia Oy, integrim si obtinem a
doua ecuatie din sistemul (8.1), prin calcule similare:

v_1d,. ¢ v=ia—pz iclz+C! 1.7)

a noy 27 0y
Conditiile la limitd pentru determinarea constantelor sunt:

pentru z=0 = v=0 (7.9)

pentru z=h = v=0 .
de unde: C,=0 si C/ =—L@h (7.9)

2n oy
Rezultt:  v=—tP (22 ) (7.10)
21 oy
si debitul dupa directia Oy:
3
Q, j L P _gn)az=-1P (7.11)
217 oy 121 oy

Putem scrie ecuatia de continuitate pentru paralelipipedul de dimensiuni dx x dy x 1,
parcurs de fluid in directiile x si y, figura 40.

oQ oQ
dy+Q,dx= +—=Xdx|dy+ +—2dy|dx
Q. dy+Q, (Qx x jy(Qy Y YJ
0
sau: & + & =0
OX oy

Inlocuim expresiile celor doua debite Qy si Qy, obtinem:

i(@h3)+i @rﬁ =6y7.voa_h (7.12)

ox \ ox oy \ oy OX

Relatia (7.12) este cunoscutd si sub denumirea de ecuatia lui Reynolds pentru
lagdrele de lungime finitd. Daca functia h(X,y) este complet determinatd ecuatia lui
Reynolds permite calculul presiunii p(X,y).

Lagarul va suporta sarcina exterioara, daca presiunea din interiorul peliculei de lichid,
dezvolta o forta care sa o echilibreze.

Analizand relatia care exprima variatia presiunii pe directia OX, dedusd din ecuatia
(7.6) si anume:

0 12gh v, h
a_zz_ h? (Q”%) (7.13)
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dx
Zh q y/ Qy

4

Q_/ . oQ
T Q, +—*dx

1 |7 / X >

t ¥
0 oQ
Q, +—2dy
y 8y

Fig. 40. Paralelipiped elementar de lubrifiant

Constatam ca in cazul in care Qyx = Ct., vo = Ct., h = Ct., rezulta ca @ este constant,
OX

adica presiunea din pelicula de ulei nu poate depasi valoarea presiunii atmosferice care

se giseste la capetele lagarului de lungime finita. In consecinti un asemenea lagir nu

poate crea portanta.

b) Sa consideram acum cazul In care suprafetele care alcatuiesc lagarul sunt
inclinate cu unghiul e, pelicula de lubrifiant avand forma de pana a cérei grosime se
micsoreaza de la cota z; la z,, figura 41.

Presiunea din interiorul stratului de ulei se va putea calcula cu relatia (8.13), scrisa
sub forma:

op Q v
P _qop=x_gpto
OX T Ty
sau: W ___ 6y 1270, (7.14)

ox (21 - ax)z (21 - aX)3
Dupa integrarea relatiei (8.14) obtinem:
p=— oM 12Q ¢ (7.15)
a(z, —ax)  2a(z, —ax)

Din conditiile la limita x = 0, p = po, rezulta:

C=p,+ 31V _67:Q (7.16)
a7, a-
Conditiile la limita pentru limita din dreapta a lagarului sunt X = I, p = po, de unde

rezulta:

6n-v, [ 1 1 6n7-Q, | 1 1
0= —= - ———
a \z, 7,-ax a |z, (z,-ox)
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P Pmax
| I
Pn T T T PO
z |
%54»
[
A A
OX [
o-l — =
Z - — | =
v - — == C —Qa 7
—_ — | _ _ A
__ — — v — X
A 1 .

Fig. 41. Lubrifiant intre doud placi plane inclinate

sau inlocuind pe z; - & cu z,, rezulta:

Q, = -v, 2 (7.18)
Z,+12,
si: P=p+ 6'7\";('2_ Nz —2,) (7.19)
(2, +12,)

relatie care ne da valoarea presiunii in interiorul peliculei de ulei la distanta x de origine.
Reprezentarea grafica a variatiei de presiune, figura 41, aratd o dependenta aproape

parabolica presiunea maxima fiind deplasata fata de IE in sensul miscarii.
Portanta sau sarcina pe care o poate suporta un astfel de lagar se poate calcula
|
efectuand integrala '[0( p-p, )d x . Utilizand relatia (8.19) obtinem:
x 617-V,(z, —2,) (1 = x)x
P= —p.)dx= U dx 7.20
Ix:o(p Po) I(z, +2,) IO 2’ (7.20)

Tinand cont ca z = 73 - aX $i 2, = 71 - o, rezulta:

1=x)e,_(z=2)e-2)dz

7’ a’?’ a
Efectuam integrala si obtinem:
2 J—
P=26’7V—°'2(1nc—2c—1) (7.21)
22(c-1) c+1

. . z,
unde am utilizat notatia ¢ = —.
ZZ
In cazul lagarelor cilindrice, teoria precedentd poate fi in prima aproximatie
aplicata deoarece grosimea particulei de lubrifiant este foarte mica in raport cu axa de
curburd a cuzinetului, acesta putdndu-se aproxima pe o zona relativ restrdnsd cu o
suprafata plana.
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8. TEORIA STRATULUI LIMITA

Numim strat limita, stratul de fluid in miscare din imediata vecinatate a unui corp,
in care viteza variazd de la valoarea zero la suprafata corpului, pana la valoarea
corespunzatoare curgerii exterioare a fluidului si in care se manifestd intens actiunea
fortelor de frecare.

Consideram pentru exemplificare, curgerea unui fluid vascos in lungul unei placi
plane subtiri asezatd paralel cu directia de curgere, figura 42, unde am notat U., viteza
curgerii exterioare $i o grosimea stratului limita.

y

Uy, Uy

U

O(x)

A X

Fig. 42. Stratul limita in lungul unei placi plane

Grosimea stratului limita nu poate fi precizatd in mod riguros, deoarece trecerea
de la viteza din stratul limita la viteza curgerii exterioare se face asimptotic. Grosimea
stratului limita creste treptat odata cu numarul lui Reynolds.

. . du . . . e
Tensiunea tangentiald de frecare 7 = 77d—, in interiorul stratului limita, atinge
y

valori foarte mari chiar pentru fluide cu vascozitate foarte mica, deoarece gradientul
vitezei in directia normala pe suprafata este foarte mare. De aceea in studiul teoretic al
curgerii unui fluid cu viscozitate mica, se separa campul de curgere in doud domenii:
stratul limita in care se considera fortele de viscozitate si domeniul din exteriorul acestui
strat unde fortele de viscozitate se pot neglija.

Aceasta separare aproximativa a campului de curgere in doua domenii, introdusa
de Prandtl, simplifica studiul teoretic al fluidelor reale.

Grosimea stratului de fluid depinde de regimul de miscare a fluidului in stratul
limita, care poate fi laminar, de tranzitie si turbulent. Regimul de miscare depinde de
numarul lui Reynolds, determinat cu u., §i cu lungimea caracteristica x, masurata de la
capatul corpului (bordul de atac).

Regimul de miscare este laminar pentru distante x mici, deci in apropierea
bordului de atac, trece apoi in regim tranzitoriu pentru o valoare critica Xcr1 (Recr1) si
apoi in regim turbulent pentru valori mai mari de Xc2 (Recr2). Valorile critice ale
numarului lui Reynolds depind de forma conturului corpului. in afari de numarul lui
Reynolds, asupra regimului de miscare din stratul limitd, mai influenteaza gradul de
turbulenta a curentului exterior, rugozitatea peretelui in special in zona bordului de atac
si modul de variatie a presiunii pe directia miscarii. Pentru placa pland considerata,
grosimea stratului limita functie de regimul de curgere este reprezentata in figura 43.

Grosimea stratului turbulent nu se poate determina pe cale analitica, datoritd
complexitdtii fenomenului de frecare din aceastd zond; In acest caz se utilizeaza o relatie
determinata pe cale experimentala:

&5
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X
3/Re

X

5=037 (8.1)

u,=U=ct. U

A,
\ A 4

AAA 4

Xerl Xer2

Fig. 43 Stratul limita si regimurile de migcare
In zona stratului limita turbulent, putem observa crearea unui substrat laminar de
grosime foarte mica.

8.1. Ecuatiile de miscare ale stratului limita

Misgcarea intr-un strat bidimensional incompresibil, este descrisa de ecuatiile lui
Prandtl, care se obtin din simplificarea ecuatiilor de miscare Navier-Stokes, aplicate
stratului limita. Datoritd grosimii foarte mici, putem neglija fortele masice, sistemul de
ecuatii Navier-Stokes, devenind:
ou ou ou 1ap (azu azuj

vV—= —+

—+U—+ —— =ty
ot ox oy  pox ox> oy’

o v v 1op o’v o’
—HU—HV—=—— 4V — (8.2)
ot ox oy poy & oy

a—quﬂ:O

oX oy

La ecuatiile Navier-Stokes am adaugat si ecuatia continuitatii.

Pentru simplificarea acestor ecuatii in vederea determinarii ecuatiilor lui Prandtl,
facem ipoteza cd grosimea stratului limitd este foarte mica in raport cu o lungime
caracteristica a corpului in jurul caruia are loc curgerea. Deci: & << L.

In raport cu aceasta ipoteza Prandtl a facut aprecieri asupra ordinului de marime al
termenilor din ecuatiile Navier-Stokes.

Deplasarea dupa directia axei OX, care este orientatd in lungul corpului, are acelasi
ordin de marime ca si lungimea caracteristica L: x ~L.

Ordonata Yy, care ia valori intre 0 §i o, are acelasi ordin de marime cu J. y ~ 6.

Componenta vitezei dupd directia Ox, ia valori intre 0 si U, (pe care o notdm cu
U), deci u are ordinul de marime al vitezei U, corespunzatoare curgerii exterioare:

u~u.

Derivatele partiale ale componentei u a vitezei, vor avea urmatoarele ordine de
marime:

ou U ou U ou U ou U

x T o T oy s o o
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. . o . . OV . . . ou
Din ecuatia continuitdtii, rezulta cd — are acelasi ordin de marime cu —:

OX
o U
y L
. . . ov ydv . . -
Exprimam viteza v functie de E: V= d—ydy, deci ordinul de marime al

. . U
componentel V a vitezel este: V ~ T 0.

Pentru derivatele partiale ale vitezei v, rezulta:
v UsS v U 3y Us oV U
ox LP7 oy L oxr L7 oy’ Lo

b b

. 9 . . ou o o .
Facem ipoteza ca acceleratia locala a are acelasi ordin de marime cu acceleratia

2
o .. ou U . . . . .
convectiva, deci: T deci se exclude aparitia unei acceleratii instantanee mari.

: 1 .
Analizand termenul —?, unde p poate fi Inlocuitd cu p'uz, deducem ca are
p OX

. - . . 1
ordinul de marime al acceleratiei convective: —— ~—

Scriem din nou prima ecuatie din sistemul de ecuatii Navier-Stokes pentru a
compara ordinele de marime ale termenilor care intervin:
ou ou  oau 1 op o’u ou
—tU—+V_—=——— V| S+t
ot OX oy P OX ox° oy
u: u* U’ u?’ U U
L L L L L s
. 5 _ . . o’u R
In aceasta ecuatie se poate neglija termenul in raport cu PV deoarece raportand
X

2
. : . u Uu o
ordinele lor de marime obtinem: =T
L o L
care este patratul unei marimi foarte mici.
Deoarece in interiorul stratului limita, fortele de viscozitate au acelasi ordin de

marime cu fortele de inertie, conform ipotezei lui Prandtl, rezulta:
u?’ U
J— V_2
L 0
us®

de unde ordinul de marime al viscozitatii cinematice este: v ~

Comparam si ordinele de marime ale termenilor ecuatiei a doua din sistemul
Navier-Stokes:

&7
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N v v 1o (62v azvj
—+tU—+V—=———+V| —+—

+
ot OX oy p oy ox? 6’y2
us U2 u?s Uo U
2 2 2 V05 V1<
L L L L Lo

2 2

A < . . ov v
Constatam cd 1n aceasta ecuatie se poate neglija termenul 8_2 , In raport cu —-
X

2
. o . Us U o
deoarece raportul ordinelor de marime este foarte mic: — —==|—
L Lo \L
. . . e o - . oV
Ca si la prima ecuatie, consideram cd ordinul de marime al termenului 5 este

u?s
LZ

acelasi cu al termenilor acceleratiei convective: — ~

2
Tinand cont de ordinul de marime a viscozitatii cinematice v ~

, rezulta ca

2

. o . . \' . . . .
ordinul de marime a termenului v— este acelasi cu cel al acceleratiei convective

2
NER adica este proportional cu J'si este foarte mic. In aceste conditii, ecuatia a doua
se reduce la — =0, adica, variatia presiunii dupd directia normalei poate fi neglijata.
Pentru verificare, putem raporta ordinele de marime a termenilor care contin gradientele
de presiune dupa directiile Oy si OX si obtinem:

1op 10 U u? ¢
p.1op - P

p oy p ox > L L

. 0 o 0
deci @ este foarte mic in raport cu 6_p .
X

In concluzie, din cele trei ecuatii ale sistemului Navier-Stokes, raman doua:

ou ou ou 1 op o’u  o’u
—tU—+V—=——— 4V —+—
ot oXx oy P OX ox~ oy 83)
a_u_l_@:()
ox oy

Sistemul (9.3) reprezintd ecuatiile de miscare ale stratului limitd bidimensional
nepermanent, cunoscute sub numele de ecuatiile lui Prandtl.
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8.2. Desprinderea stratului limita

. . _ . NG,
In cazul placii plane considerate, pe frontiera stratului limita P_ 0, ceea ce

.. . . Lo . - U’
rezultd imediat scriind relatia lui Bernoulli pe o linie de curent p + p—= =Ct., sau:

op ou
—+p-U 2 =0
oX Pt oX

L . .. ... OU .0
Deoarece stim ca pe frontiera stratului limita 5 = =0, rezulta: a—p =0.
X X

In cazul corpurilor cu curbura, vitezele se modifica In raport cu forma corpului
(datorita pierderilor energetice prin frecare, tindnd seama de fortele de viscozitate care
intervin in stratul limitd). Rezultd ca pe frontiera corpului (conform relatiei lui

. (O N A . . . "
Bernoulli), (a—pj #0. In cazul cand vitezele din curentul exterior cresc datorita
X
y=0

conditiilor de miscare, % <0, iar daca scad @ >0.
X

OX
Datorita faptului ca presiunea de la frontiera stratului limitd raméne aceeasi 1n

p

lungul normalei (5 = OJ , este posibil ca Intr-un anumit punct de pe suprafata corpului

sd avem indeplinita conditia » =0, figura 44.
X

. . : 0
Se observa existenta uni punct de desprindere, unde P_ 0 sau a—u=0. La

stdnga acestui punct, migcarea in stratul limita se realizeaza in sensul curgerii exterioare,

y\ U,

6p<0 a—p:O @>0

OX OX oX

ou

—>0 M _y Ay
oy oy

Fig. 44. Desprinderea stratului limita

iar la dreapta acestuia in sens opus. Zona in care miscarea incepe In sens invers,
continua 1n spatele corpului cu o succesiune de vartejuri in functie de numarul Re al
migcdrii. Pentru explicarea fenomenului de desprindere a stratului limita, consideram
curgerea unui fluid in jurul unui cilindru circular, figura 45.
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Fig. 45 Curgerea in jurul unui cilindru

Curgerea se poate imparti in doud domenii, domeniul stratului limita si domeniul
curgerii exterioare acestui strat.

In domeniul curgerii exterioare liniile de curent sunt simetrice si daca vitezele
cresc in zona bordului de atac (jumatatea din fatd a cilindrului in sensul miscarii
fluidului), de la A la B, ele descresc in zona aval a cilindrului, de la B la C, avand
aceeasi valoare 1n puncte simetrice fatd de diametrul vertical.

La analiza miscarii unei particule din stratul limita, trebuie sa ludm in consideratie
si fortele de viscozitate, pe care in celdlalt domeniu le putem neglija, astfel ca in zona de
la A la B, o parte a energiei cinetice este disipata.

Energia ramasa nu mai este suficientd pentru ca in zona de la B la C, unde
presiunea creste si viteza scade, particula fluida sa atingd punctul C, viteza ei anulandu-
se 1n punctul intermediar D.

Aici este impinsa de catre particulele din stratul limitd din amonte, in afard, iar
sub actiunea particulelor din curentul exterior este impinsa Tnapoi, ddnd nastere unui
vartej. Se creeaza astfel doud vartejuri simetrice, care la valori mari ale numarului Re se
alungesc si incep sa oscileze. Se formeazd doua siruri de vartejuri care au sensuri de
rotatie contrare, zona numindu-se “aleea de vartejuri Karman .

In zona cu vartejuri din aval, presiunea este sensibil mai mici decat in amonte,
aceasta fiind cauza rezistentei de presiune, care apare.

Adunam la aceasta rezistentd de presiune si rezistenta de frecare in directia de
curgere si determindm rezistenta la Tnaintare, fortd ce trebuie invinsd pe directia de
migcare la deplasarea in fluid a unui corp oarecare.
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9. MISCAREA TURBULENTA A FLUIDELOR REALE
9.1. Structura miscarii turbulente

Miscarea turbulentd se caracterizeaza prin supunerea peste miscarea principald, in
directia de curgere, a unei miscari de agitatie a particulelor de fluid, deosebit de
complexd. Miscarea de agitatie are loc la nivelul macroscopic, al particulelor si a
grupurilor de particule.

In miscarea turbulent liniile de curent nu sunt paralele intre ele in directia curgerii,
ci se incruciseaza, iar in masa fluidului apar vartejuri dispuse in mod dezordonat. Viteza
de miscare turbulentd prezintd o tendintd de a defini o valoare medie si o oscilatie
permanenta in jurul acestei valori medii, figura 46.

In miscarea turbulentd apar eforturi de u
frecare suplimentare, care se manifestd prin
pierderi mari de energie in lungul curentului ﬂ
de fluid. Pentru descrierea matematicd a
miscdrii turbulente, aceasta se descompune
intr-o miscare medie, care este caracterizata u
de u,v,w, valorile medii ale v t
componentelor vitezei Intr-un punct raportat 0 T >
la un sistem triortogonal Oxyz si o miscare Fig. 46 Structura miscirii turbulente
de pulsatie.

Viteza instantanee a punctului va avea componentele:

U=o+u;v=v+v; w=w+w' 9.1)
Valoarea medie U se calculeaza ca viteza medie temporara, cu relatia:

_ 1
v =?j0 udt (9.2)

<

unde intervalul de timp T, trebuie sa fie suficient de mare pentru ca valoarea medie
calculatd sd nu depinda de timp. Putem demonstra usor ca valorile medii ale marimilor
pulsatorii sunt nule:

U':%J:u'dt:Tl'fOT(u—U)dt:%Eudt—%J:Udt:U—U:0 9.3)

Aprecierile facute pentru componentele u sunt valabile si pentru v si W, respectiv
pentru v' si w'.

Putem concluziona cd miscarea turbulentd este pentru un punct din campul
curentului nepermanentd, insa in ansamblul ei poate fi consideratd permanenta (avand o
rezultantd unidirectionald). Pentru aceasta in calcule trebuie sd luam vitezele medii
pentru durate de timp suficient de mari (in masuratorile practice cu sonde tip Pitot-
Prandtl, se masoara valori medii ale curentului).

9.2. Tensiunea tangentiala in miscarea turbulenta

La miscarea turbulenta, datorita pulsatiei vitezei intre straturile de fluid invecinate
are loc un schimb neintrerupt de particule, deci de masa. Consideram o miscare

turbulenta plana si douad straturi apropiate A si B cu vitezele Usi U +dU , in sensul
curgerii. La limita dintre cele doud straturi, consideram un element de suprafatd dS,
figura 47.



92 Mecanica fluidelor

Datoritd componentei V', prin dS in y
intervalul de timp dt, va trece masa u+do N A
elementard dm = ,o‘vI ‘ dSdt, din 1“ / S,
stratul B 1n stratul A, care contribuie la 1} IV'

. . Cge 1 .. v ® B
modificarea impulsului lichidului din
stratul A.

Fig. 47 Schimbul de masa intre straturile de fluid

Variatia in directia de miscare OX a impulsului acestei mase elementare, sub
actiunea componentei U' a vitezei de pulsatie, va fi:

dm-u' = pp'|-u' dsdt (9.4)

Conform teoremei variatiei impulsului, variatia impulsului in timp este egala cu

forta ce actioneaza in directia respectiva, deci:
F=u"-p|ds (9.5)

deunde: 7, = —p-u'-v (9.6)

Semnul minus, aratd cd o dilatare in directia OX corespunzétoare unei viteze u'
pozitive, necesitd a contractare 1n sensul lui Oy (v' < 0), deoarece masa totala nu variaza.
Tensiunea unitara data de relatia (9.6) se numeste tensiune tangentiald de amestec si
reprezintd forta unitard care realizeazd transferul de impuls in miscarea turbulenta.
Valoarea medie a acesteia Intr-un interval de timp T, considerand densitatea constanta in
timp, va fi:

——j = pjqut

sau: T, =—p- u'v' (9.7)

unde U'V', este media produsului pulsatiilor. Tensiunea unitara este data de relatia
(9.7) se numeste tensiune unitara turbulenta sau aparenta si a fost definita de Reynolds.
Pentru aceasta tensiune unitard de amestec Prandtl a propus o metoda de calcul pe
baza teoriei “lungimii de amestec ” . Deoarece masa de fluid raiméane constanta si fluidul
este continuu si deformabil, o modificare a impulsului pe una din directii atrage
modificari echivalente pe alte directii. In cazul considerat, al miscarii plane, impulsul pe
o directie, cauzat de pulsatia vitezei este egal cu impulsul pe cealalta directie, adica:
u'dm=v'dm
Particula fluida, care datorita vitezei v' ajunge in stratul A, capata viteza acestui strat
U +dU. Rezulta, ca se poate defini o lungime I, lungimea de amestec, care sa satisfaca
proportionalitatea:
u_du 9.8)
I dy
Lungimea de amestec |, reprezinta distanta pe care o parcurge o particuld in sens
transversal sub actiunea pulsatiei. Dupa aceasta distanta 1, efectul pulsatiilor Incetidnd, ea
se amesteca cu particulele din stratul in care a patruns.

Rezulta: v/ =144 9.9)

dy
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si In ipoteza ca V' i U' difera printr-un coeficient , V' = aU', putem scrie:

2
U’V=—a-l2(d—uJ (9.10)
dy
Deoarece coeficientul « se poate regasi in valoarea lungimii de amestec |, putem
scrie:
duY’
. =p-1* — 9.11
(=P ( dyJ (9.11)
in privinta lungimii de amestec existi doud ipoteze: Prandtl apreciazid ci in
apropierea unui perete, | = (0,4 ...  0,435)-y, iar Karman, defineste lungimea de
amestec sub forma:
do
=S 1038 (9.12)
o
dy’

In miscarea turbulentd, actioneaza atat tensiunile tangentiale de viscozitate, cat si
cele de amestec, tensiunea tangentiala va fi:

2
du du
r=-n—~--p-I’| — (9.13)
dy dy
O alta teorie semiempiricd este teoria coeficientului de viscozitate turbulentd a lui
Boussinesq, care a introdus acest coeficient prin relatia:

—p—LT'\ngj—l; (9.14)

si rezultd ca expresia tensiunii unitare tangentiale este:

In apropierea peretelui solid pe langa care are loc curgerea, componentele vitezei de
pulsatie devin din ce in ce mai mici §i in aceastd zona ramane un strat de fluid de
grosime mica cu proprietati ale curgerii laminare, numit strat limitd laminar.

Acest strat prezintd o mare Insemnatate, in legaturd cu rezistenta la inaintare a
corpului in fluid.

9.3. Distributia vitezelor in miscarea turbulenta

Consideram o conducta in care miscarea este turbulenta. Fata de diagrama repartitiei
vitezelor in migcarea laminard, curba care reprezintd variatia vitezelor in regim de
curgere turbulent este mult mai aplatizata, figura 48, a i b.
deplasari transversale (V' este foarte mic sau este nul), iar cu peretele nu are loc un
schimb de impuls, deci vitezele nu se pot uniformiza si cresc rapid intr-un strat de
grosime mica o. Dupd acest strat, datoritd amestecului pronuntat, vitezele se
uniformizeaza, avand o crestere mica catre maximumul din axa conductei. Odata cu
cresterea numarului Re, trecerea particulelor dintr-un strat in altul este mai intensa si
curba vitezelor mai aplatizata.
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u=0 v
N o)
N )
4 ”)
- y
—
u=0 T 8| o
) ) i b
kumax — a) < umax )

Fig. 48. Distributia de viteze in miscarea fluidelor reale
a. miscare laminara;
b. miscare turbulenta.

Stim ca 1n regim laminar, raportul dintre viteza medie in conducta si viteza maxima
este 0,5, pentru Re <2300.
In regim turbulent, forma diagramei depinde de valoarea numarului Re, astfel:

Re=2700 —2 =075

Re =10° M _o0g86
u

Re=10" —=0,9

La limita, cand Re — oo, diagrama tinde catre cea a fluidului ideal, in acest caz
fluidul devine fara viscozitate.

9.4. Ecuatia Reynolds pentru miscarea turbulenta a fluidelor reale

Ecuatiile lui Reynolds, se obtin din sistemul de ecuatii Navier-Stokes, pe care il
scriem sub forma:

1 0p ou ou ou ou
-———+1VAU=—+U—+V—+W—

L OX ot oXx oy 0z
VO L L VLMLl (9.15)

p oy ot ox oy oz

1 op oW oW OwW ow
———+VAW=—-+U—+V—+W—

p 0z ot OX oy 0z

Observam ca se pot face inlocuiri de forma:
ua—u+va—u+wa—u=i(uu)+i(uv)+i(uw) (9.16)
ox oy 0z oOX oy oz

deoarece dezvoltand termenii din membrul doi, se obtin termenii din membrul intai,
plus termenii din ecuatia de continuitate, a caror suma este nuld, considerand fluide
incompresibile si migcarea permanenta.

Sistemul (9.16) se poate scrie sub forma data de (9.17):
Inlocuim toate marimile cu medii temporale, considerand un interval de timp T suficient
de mare, astfel incat miscarea turbulenta sa fie aproximata cu o migcare permanenta.
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———+vAv:@+%(vu)+—(v2)+£(vw) (9.17)

Aplicam regula de mediere temporala pentru prima ecuatie:

—j X— ! ap+vAu dt-—J ua—quva—u+wa—u dt
o OX oy oz

si obtinem:

X —i@-FVAU:a—U-F 8(H2)+ 8(1T)+ o(aw)

P OX ot OX oy oz

Pentru calculul valorilor medii U°, UV, UW, se tine cont de formula de mediere si

(9.18)

_ 2 _ . . . . R R
&0 =0.Astfel u> =(T+u')" =0"+20u’+u" iar prin mediere se obtine: u* =0’ +u’

n mod analog, rezulta:

w=0v+uV uw=0TWw+uw
Ecuatia 67, devine:
{ 6( u’u’j a( u’v'j a{u’vx/j
X 1P + VAU — - - =
p OX OX oy oz (9.19)
= o(U T S S
_au, (T u)+a(u v)+6(u W)
ot OX oy oz
Daca efectudam derivarea din membrul doi si tinem cont de ecuatia de continuitate,
obtinem ecuatia (9.20):

lop . 110 —=) 0 —5) 0 —
X——+lI+—| —| —pUU |[+—|—p UV |+—|-pUW ||=
s e Gl Kl

(9.20)

Ecuatia (9.20) este prima ecuatie din sistemul Reynolds, in care termenul subliniat
reprezintd forta unitard datoratd pulsatiilor turbulente, iar ceilalti termeni au

semnificatiile cunoscute din sistemul Navier-Stokes.
Analog se obtin si celelalte doua ecuatii si astfel putem scrie urmatorul sistem:

X P gt 0 (—puu}ﬁ (—pu\/}ﬁa [—pUV\ij L
P XK X X X a x o a
Y— 1@ ( \/j 8( \Nj a(,o\/v\ij =@+U@+\7@+W@
Py p@( Y Y a x o a

L, 1® N o ) of N aw _aw _aw _aw
e e e S S
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Putem concluziona ca starea de tensiuni in miscarea turbulenta se obtine din starea
de tensiuni de la migcarea fluidelor reale descrisa de sistemul de ecuatii Navier-Stokes,
la care se adaugd termenii suplimentari reprezentand tensiuni unitare suplimentare
datorate turbulentei. La aceste ecuatii adaugam si ecuatia continuitatii:

ou N ov oW
ox oy oz

Sistemul de ecuatii determinat nu poate fi integrat in cazul general, deoarece are
sapte necunoscute U, V, W, p, U’, V', W si numai patru ecuatii.

Sistemul de ecuatii Reynolds, exprima bine cauzele interne ale turbulentei, dar nu
cuprinde i cauze externe cum ar fi rugozitatea peretelui.

Ecuatiile Reynolds, nu pot fi folosite in practicd atdta timp cat nu se cunoaste
dependenta marimilor oscilatorii fatd de valorile medii ale acelorasi marimi. Pentru
aplicarea in practica se utilizeaza doua cai distincte:

- se fac ipoteze simplificatoare privind dependenta dintre marimi si se stabilesc legi
si teorii semiempirice in scopul aplicarii in practica;

- se studiaza pe baza masuratorilor efectuate marimile fluctuante si se stabilesc legi
statistice pentru modul lor de variatie, constituindu-se teorii statistice ale turbulentei.

Conditiile la limitd pentru vitezele medii temporale sunt aceleasi ca la migcarea
laminara, iar vitezele pulsatorii sunt nule la peretele solid sau in zona substratului limita
laminar.

9.5. Calculul pierderilor de sarcina

Existd numeroase cazuri tehnice in care determinarea pierderilor de sarcina este cea
mai importantd problema, ceea ce face ca studiul pierderilor de sarcina si influenta
factorilor care se manifestd in miscarile practice ale fluidelor, sd constituie una din
problemele fundamentale ale mecanicii fluidelor aplicate.

Pe baza a numeroaselor studii si cercetari, s-a convenit ca pierderile de sarcina sa se
raporteze la energia cinetica a fluidului in miscare si sd se exprime cu o relatie de forma:

V2
h = (9.22)
29

unde § este un coeficient care depinde de tipul pierderii de sarcina. Pentru pierderi
de sarcina liniare acest coeficient are forma:

|
(=2 (9.23)

unde | este lungimea, iar D este diametrul conductei. A este coeficientul pierderilor
de sarcina liniare si depinde de regimul de curgere si de natura peretilor conductei.

A . 64 . .
Pentru curgerea laminara in conducte circulare, A4 = R este coeficientul lui Darcy.
e

Coeficientul rezistentelor locale, denumit si coeficientul pierderilor de sarcind locale
este in marea majoritate a cazurilor un coeficient determinat experimental. Acest
coeficient, depinde de tipul rezistentei si de regimul de curgere.

Dependenta de numarul Re este foarte complicata; la valori mari ale numarului Re
se poate 1nsa neglija dependenta de Re.

Pentru un curent de fluid, pierderea de sarcina totald este suma pierderilor liniare si
locale.
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9.6. Conducte netede si conducte rugoase; grosimea substratului laminar

Indiferent de gradul de turbulenta al curentului
de fluid, in vecinatatea peretilor conductelor exista N 3
un strat inelar de fluid care se deplaseaza cu viteze /
mici, numit substrat laminar, deoarece miscarea in
aceastd zond este laminard. Restul sectiunii J
conductei va forma miezul turbulent al conductei,
caracterizat prin viteze mari de curgere, figura 49.

Fig. 49. Strat laminar

Deosebim doua situatii distincte privind relatia de ordine dintre rugozitatea absoluta
A a peretelui conductei si grosimea substratului laminar. In primul caz A < 4,
rugozitatea este acoperitd de substratul laminar si nu influenteaza pierderile de sarcin;
in aceasta situatie conducta se numeste neteda in sens hidraulic.

In cazul al doilea, rugozitatea depaseste grosimea substratului laminar, A > §, iar
extremitatile patrund in miezul turbulent al curgerii unde se produc frecéri suplimentare
si pierderi de energie prin impactul fluidului cu varfurile rugozitatilor. Conducta, in
aceastd situatie se numeste conducta rugoasa.

Pentru a decide natura conductei, netedd sau rugoasa, va trebui sa dispunem de o
relatie de calcul a grosimii substratului laminar §;. Pentru a determina aceasta relatie
Nikuradse a propus o dependenta de forma:

S =a-n'p's

unde « este un coeficient adimensional, 1 viscozitatea dinamicd, p densitatea si T
este tensiunea unitara de frecare la perete.

Exponentii X, Y, z, se pot determina prin metoda Reyleigh. Inlocuim mérimile fizice
prin dimensiunile lor:

m=(kg-m’'s"J(kg-m>) (kg-m's?)
Obtinem un sistem liniar in X, Y si Z, prin identificare:
mfl=-x-3y-z

. 1 1
kgq0=Xx+y+2z carearesolutiile: x=1; y = —5; Z= )
S |[0=-x-2z
Rezulta ca relatia de calcul a grosimii ¢, este:
n
- =  a- “, a-v
§,=a-77-p22'02=\/ n_ p__ (9.24)
p-T T T
0 \/ D 702 0
P P
Notim |20 = V. §i o numim viteza tensiunii tangentiale, grosimea substratului
P
laminar, devenind:  J, = @y (9.25)
V.

Stim ca efortul de frecare la perete in miscarea laminara este:
y-l-r _y-hd-r
2 2l
Inlocuind in relatia (9.24) care da grosimea stratului laminar, obtinem:

TOZ
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S o2V a-v :2\/§~a~d~v:
' \/7-hd-r g-A-1-v2-d Ja-v-d
2l-p 8g-d pentru oo = 11,5. (9.26)
2V2ad 32

Re\/z Re\/z

9.7. Determinarea coeficientului pierderilor de sarcina liniare

Coeficientul pierderilor liniare de sarcind A, depinde in general de gradul de
. < . . . o . A
turbulentd, prin numdrul lui Re, precum si de rugozitatea relativda a conductei a4

Influenta celor doi factori este diferitd de la o conducta la alta, dupa cum este ea neteda

sau rugoasd. Pentru conducte netede din punct de vedere hidraulic, (A < IJ ,
|
rugozitatea influenteazd in mica masura coeficientul A; pentru aceste conducte au fost
elaborate formule determinate experimental, dependente de numarul lui Re.
- Pentru 4000 < Re < 10°, se poate utiliza formula lui Blasius:
0,3164 1
A=——5 =
Re®”  4/100Re
Pentru Re > 10°, existd mai multe formule stabilite in mod empiric:
A=(1,821gRe— 1,64)'2 formula lui Filonenko
A=(1,81gRe- 1,5)* formula lui Konakov

(9.27)

Pentru conducte rugoase din punct de vedere hidraulic, [A > 3] , A depinde practic
I

numai de rugozitatea relativa si poate fi calculata cu formula lui Nikuradse:

d - 1
A=|2lg—+1,74| = _ (9.28)
4 1g
A

. . A . .
Pentru conducte semirugoase caracterizate prin — € (1,3), A este determinat printr-o
|

formuld semiempirica, care contine pe A sub forma implicita:

1 -2 lg[ 2,51 + a j (9.29)
i Rev4  3,71-d
cunoscuta si sub numele de formula lui Colebrook si White.
Pentru folosirea acestei formule se adoptd un procedeu iterativ, descris mai jos:
- se adoptd in primd aproximatie pentru A o valoare Ay rezultatd din formula lui
Nikuradse, care se inlocuieste in membrul II al formulei implicite;
- rezultd din membrul I o valoare A;;
- cu valoarea gasita se revine In membrul II al formulei implicite, obtindnd o alta
valoare Ay; procedeul este rapid convergent si dacd diferentele sunt mici putem inlocui
pe A cu valoarea A,.
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Metoda generala de calcul a coeficientului A cuprinde urmatoarele etape:
- calculam numarul Re; daca este mai mic decat 2300 miscarea este laminara si

64 . g . . . < A
A= R’ iar daca este mai mare regimul de curgere este turbulent si se procedeazd in
e

felul urmator:

N Ay . A 32-d A
a. se emite In primul rand ipoteza unei conducte netede | — <1, 9, = d

——— |, can
0 RevA
A se calculeaza cu formula lui Blasius sau formula lui Konakov;
b. se verificd ipoteza conductei netede calculdnd grosimea substratului laminar si

. .. A 5 . . .
verificand restrictia — <1; dacd aceasta este Indeplinitd conducta este netedda si A
|

ramane definitiv calculat; daca ipoteza conductei netede nu se verificd, vom considera

A : . s
conducta rugoasa 5 > 3| si vom folosi formula lui Nikuradse;
|

c. se verifica imediat si aceastd ipoteza;
- daca restrictia pentru conducta rugoasa nu se verifica, aceasta va fi semirugoasa si
se aplica formula implicitd, prin procedeul descris mai sus.

9.8. Calculul pierderilor locale de sarcina

Consideram o conducta care prezinta o largire brusca a sectiunii de la suprafata A la
suprafata A, figura 50.

P!
Ay
A, Vi v,
P, P,
> /|

Fig. 50. Conducta cu variatie brusca de sectiune

Sectiunea vanei de fluid nu creste brusc la intrarea in cea de-a doua portiune de
conductd la valoarea A, ci in mod continuu astfel incit pana la realizarea sectiunii
maxime se creeazd o zond de vartejuri a cdror energie cineticd provine din energia
curentului de fluid.

Aceastd parte de energie se consuma deci pentru Intretinerea miscarii turbionare si
reprezintd o pierdere de sarcind datorata destinderii bruste a sectiunii.

Ne propunem sd determindm analitic pierderea de sarcind prin aceastd destindere
brusca a sectiunii.

Scriem ecuatia lui Bernoulli intre punctele 1 si 2 ale conductei:

2 2
V—1+&+ZI:V—2+&+zz+hd (9.30)
29 7 29 7y
Deoarece 2, = 7,, rezulta:
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2 2
VvV, —V -
: PP

hy =
29 Y
Vom elimina diferenta de presiune p;—p, aplicand teorema impulsului intre cele
doua puncte, proiectand pe axa conductei:

myv, —myv, = pA + p{(Az_Ai)_ P, A 9.31)
unde:
{ml =p-Q=p-AY
m=p-Q=p-A-V,

$i putem face aproximatia p, = p| .
Relatia (9.31) devine:

p-A -V =p-A-v=A(p -p,) (9.32)
de unde:
vi— AV
oy~ p, = 28— AY)) =p(v§—ﬁva 9.33)
A, A,
Utilizand ecuatia de continuitate, obtinem:
AV,
v=Av, => L1=-2
AV = A, = =
rezulta:
pP,—pP,= p-V22 —p-VV, (9.34)

Expresia pierderii de sarcina prin deschiderea brusca a conductei, devine:
2 2 2 2 2 2 2 2

hooi=V2 Pi=P _Vi=V p(V2 _V1V2)_ ViTVa VoWV,

) 2 S 2 -

g I g 4 g g
2 2 2 2,2 2
VPV -, ViV 2wy, (v -v,)
29 29 29

care reprezintd formula lui Borda-Carnot.

Putem exprima pierderea de sarcind in functie de o singura viteza, de exemplu in
functie de v,:

(9.35)

ﬁ ) 2
h _(szz sz (A ¥ v 9.36)
29 (A )20 "2 '

2
unde: &, = (%—1} reprezintd coeficientul de rezistenta hidraulica la destinderea

bruscd a conductei. Acest coeficient dedus teoretic se determind si experimental
suficient de exact, destinderea bruscd a conductei fiind singurul tip de rezistentd
hidraulica locala, care se poate studia analitic.

Pentru alte tipuri de rezistente hidraulice, cum ar fi: ingustarea brusca de sectiune,
trecerea prin coturi simple, duble si altele, coeficientul de rezistentd hidraulica se
determinatda numai experimental.

De exemplu, in cazul inversarii sensului de curgere deci ingustarea sectiunii
conductei in mod brusc, coeficientul determinat experimental este 0,5 din valoarea celui
calculat teoretic.
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10. CURGEREA PRIN ORIFICII SI AJUTAJE

Consideram curgerea prin orificii prevdzute in pereti subtiri, prin care se inteleg
orificii cu muchii ascutite, astfel incat vana de fluid care iese prin acestea, sa nu fie
influentatd de grosimea reala a peretelui rezervorului.

Deosebim urmatoarele categorii de orificii:

- orificii situate in pereti; laterali sau la baza rezervorului;

- orificii care debiteaza liber in atmosfera;

- orificii Inecate, care debiteaza intr-un alt rezervor cu lichid, orificiile fiind sub
nivelul lichidului din cel de al doilea rezervor;

- orificii sub sarcind constanta sau sub sarcina variabila

(prin sarcina orificiului intelegand distanta dintre centrul orificiului si suprafata libera
a lichidului).
distanta dintre centrul orificiului si suprafata libera a lichidului).

Indiferent de tipul orificiului vana de fluid care iese din orificiu prezintd fenomenul
de contractie, sectiunea curentului de fluid capatand o valoare minima numitd sectiune
contractata.

10.1. Calculul debitului unui orificiu mic sub sarcina constanta

Consideram o linie de curent si pe ea doud puncte 0 si 1, primul pe suprafata libera a
lichidului, iar al doilea in sectiunea ingustatd a vanei de fluid la nivelul axei orificiului,
figura 51.

0

h
h, h !

S S

Fig. 51. Orificiul mic, liber
Vom neglija pierderea de sarcind in interiorul rezervorului in raport cu pierderea de
sarcind prin orificiu.

Relatia lui Bernoulli intre cele doud puncte considerate este:
2 2
%
AL N T e (10.1)
28 7 2g 7
unde vy poate fi neglijatd, pg = p; = presiunea atmosferica, zyp = h;, z; = 0, iar A, este
2

: e . . . v
pierderea de sarcind in orificiul considerat care se poate exprima cu relatia 4. =& 2—1 , ¢

fiind coeficientul pierderilor locale de sarcind in cazul rezistentei hidraulice determinata

de orificiu.

Ecuatia lui Bernoulli devine:
2 2 2
hzv_1+§v_1=(1+§)v_l
2g " 2g 2g
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1
de unde: Vv, =——4/20h =C +/2¢2h 10.2
| m\/g 28 (10.2)

C, fiind un coeficient de corectie a vitezei, care pentru orificiile circulare are valoarea
aproximativ 0,98.
Debitul vanei de fluid se scrie:

O=s-v, :%Sw/Zgth = C.C,S\2gh = C,S\[2gh (10.3)

unde:

- s este sectiunea minima a jetului de fluid care iese din orificiu, denumitd si
sectiune contractata;

- Seste sectiunea orificiului;

. . o s
- C;este coeficientul de contractie a sectiunii, C, = 3 =0,62;

- Cyeste coeficientul de debit, C; = C,-C; = 0,61.

Putem face observatia cd in calculul debitului am admis cd pe sectiunea S a
orificiului viteza rdmane practic constantd cu cea din centrul sectiunii. Acest lucru este
permis numai pentru orificiile mici, caracterizate prin conditia # > 3(h, — h;), unde h;
este cota muchiei inferioare a orificiului, /; este cota muchiei superioare. Altfel spus,
sarcina orificiului intrece de trei ori Tndltimea orificiului.

10.2. Calculul debitului orificiului mare

Daca conditia &2 > 3(h, — h;) nu este indeplinita, orificiul este considerat mare din
punct de vedere hidraulic. in acest caz, viteza variazi pe iniltimea orificiului, iar debitul
se va obtine prin integrare.

Consideram un orificiu mare in peretele lateral a unui rezervor, figura 52 si la
distanta y de suprafata libera a lichidului un element de suprafatd de latime b(y) si
grosime dy.

A A

y by

h, b(y)=Ct.

A 4

dy

| dA=b(y)dy

Fig. 52. Orificiul mare

Suprafata elementara d4 = b(y)-dy corespunde unui orificiu mic, iar debitul sau va fi:

dO=C,-b(y)dy-+2gy (10.4)
Debitul intregului orificiu se obtine prin integrare dupa y:
hy
0= CoyW2gydy (10.5)

In cazul particular a unui orificiu cu sectiune dreptunghiulara relatia de calcul devine:
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) 1 5 3
QZJ‘: Cdb\/gyZdy:Cdb\/Zgyz

(10.6)

=§Cd'bc@(hf —th

hy
hy

10.3. Calculul debitului orificiului inecat

Consideram doud rezervoare cu lichid avand nivelele diferite, cu un perete comun,
prevazut cu un orificiu de sectiune S si coeficient de debit C;. Admitem in primul caz ca
orificiul este mic, figura 53.
0

Y *® 2
\ h
v c
\

hy

b

S

Fig. 53. Orificiu Tnecat

Vom admite in intervalul de timp necesar determinarii debitului, ca nivelele din cele
doua rezervoare raman constante. $i la acest fel de curgere se formeaza o sectiune
contractata a vanei de fluid.

Aplicam relatia lui Bernoulli intre punctele O si 1, ale unei linii de curent:

2 2
V—°+&+zo =v—1+&+z1 +h,
2g vy 2g
2
unde: vy = 0, py = presiunea atmosferica, p; =po + yhs, zo =h;, z;=0, h, =& ;—1 .
g

Relatia Iui Bernoulli, devine:
2 2
&-{-hl LY AL ) h, +§V—1
Y 2g y 2g
2
sau: hl—h2=h=(l+§)v—1
2g

de unde rezulta:

12 zﬁqﬂg}z =C \2gh (10.7)

unde / reprezinta sarcina orificiului inecat.
Debitul scurs prin orificiu, este:

O=s-v, =%S~cv,/2gh = C.C,S2gh = C,S\[2gh (10.8)

In calculele practice, coeficientii Cs, C, si C; se considera egali cu cei de la orificiul
neinecat.
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Observam ca rezultatul este independent de cotele muchiilor superioare sau
inferioare ale orificiului, depinzdnd doar de denivelarea lichidului din cele doua
rezervoare.

In cazul orificiului inecat mare, reluand rationamentele din paragraful anterior vom
scrie debitul orificiului elementar sub forma:

d0=C,d 4\ 2gh

1ar debitul total:

sz.sz.[qu/ZghdAszq/Zth.dA=CdS1/2gh (10.9)

10.4. Curgerea sub sarcina variabila prin orificii situate la baza
rezervorului. Timpul de golire al unui rezervor

Consideram un rezervor de o forma geometrica oarecare, figura 54, avand la baza un
orificiu de sectiune s si coeficientul de debit C,.

Initial orificiul este acoperit, iar in rezervor se afla lichid la Tnédltimea Hy. Deschizand
brusc orificiul ne propunem sa determinadm timpul in care lichidul coboara la o cota H;
< Hy. Timpul de golire se va obtine inlocuind H; = 0.

Pentru rezolvarea acestei probleme vom determina legea de variatie in timp a
inaltimii y a coloanei de lichid din rezervor. Acest lucru se obtine scriind in doua
moduri distincte dar echivalente volumul elementar dJ de lichid evacuat intr-un interval
de timp dr.

Primul mod de scriere este cel geometric:

dV=A(y)(-dy) (10.10)
unde semnul minus s-a introdus deoarece y este o functie descrescatoare de timp.

Al doilea mod de scriere este cel hidraulic:

dV =Q0(y)dt = C,s./2gy dt (10.11)
\ |

\ av [t

A 1

H,
: \Sl |C/
YQ

(y)

Fig. 54 Rezervor cu sectiune varibila
Este evident ca 1n cazul orificiilor de la baza rezervoarelor, coloana de lichid este
aceeasi pentru toate punctele orificiului, deci dispare notiunea de orificiu mic sau mare.
Egaland expresiile volumului elementar, obtinem:

—A(y)dy=C,s\2gy dt

gi=_ AWy (10.12)
C,s2gy

Hy

de unde:

Vom integra aceasta ecuatie diferentiala, ficand corespondentele:
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r=0= y=A, (10.13)
t=t = y=H, '
deci, obtinem:
H,
f, = Aly)dy (10.14)
H, Cys42gy
iar timpul de golire:
H()
1 AQ)dy (10.15)

0 Cus2gy
In cazul particular al unui rezervor prismatic vom avea A(y) = 4 = Ct, iar timpul de
golire, devine:

.[ IHO dy .[Hn % 1 Hy
0 C sr C s\/7 y C sr C sr
4 21
_ rezervor — __ rez. _21
dsf AL C stgH TCsy2eH, O
(10.16)

rez

unde Qy este debitul initial al orificiului, iar 7, = reprezintd timpul in care se
0

elimind din rezervor un volum de lichid egal cu volumul rezervorului in ipoteza ca

sarcina orificiului raméne constantd Hy. Rezultatul se explicd prin faptul ca pe masura

ce nivelul scade, scade si debitul orificiului, deci timpul de evacuare a volumului

rezervorului se va mari.
10.5. Curgerea sub sarcina variabila si cu debit afluent constant
Consideram un rezervor cu lichid, avand la baza un orificiu de sectiune s si coeficient

de debit C,;. La partea superioard, rezervorul este alimentat cu un debit constant Oy,
numit debit afluent, figura 55.

% A=Ct.
Qo

dH

y

Ho

S gd le v
}atm

Fig. 55 Orificiu la baza rezervorului

Suprafata liberd a lichidului se gdseste initial la cota H;.
Deosebim urmatoarele situatii:
1)  Debitul initial al orificiului este egal cu debitul afluent, adica:

C,s+J2gH, =0, =C, s,/2gH, (10.17)



106 Mecanica fluidelor

ceea ce Inseamnd ca H; = H,. In aceasta situatie, nivelul ramane stationar la cota

O

* Cisf2g

2)  Debitul orificiului este mai mare decat debitul afluent, cota H; va fi mai mare
decat cota Hy, caz in care nivelul lichidului va cobori catre cota de echilibru H,.

3)  Debitul orificiului este mai mic decat debitul afluent, cota H; va fi mai mica
decat Hy, iar nivelul lichidului va creste in rezervor, cazul din figura 95, tinzand catre
Hy. Ne propunem sa analizdm acest ultim caz si sd determinam timpul de urcare a
nivelului de la cota H; la H, cotd intermediara intre H; si Hy. Timpul de atingere a
nivelului stationar, se va obtine egaland pe H cu H,.

Scriem pentru acest caz cresterea elementard de volum dV in rezervor in doud
moduri, geometric si hidraulic: dV'=A-dH si

dV =-Q(H)dt+Q,dt=-C,s\2gH dt+ Q,dt =-C,s2gH dt +

+Cysy2gH, di = C,532g (JH, —H )d1

Egaland cele doua relatii, obtinem:

AdH = C,s\2g H, —VH a1

de unde:
AdH d
" e, )~ i, i o
Integram aceasta ecuatie diferentiald, facand corespondente intre t si H:
pentru t=0 = H=H,
{pentru =t = H:He(Hl,HO) (10-19)
¢ H dH
Jar=1, & N
Pentru efectuarea integralei din membrul II, notam:
JH, =VH =y
care prin diferentiere devine:
_dA
WH
deunde: dH =-2JH dy=2dyly-+H,) (10.20)
Integrala devine:
f Isz}(y ) _oK f ( _Jd —zK[y \/*lnyr g
g (10.21)

o i

Timpul de atingere a cotei de echilibru se obtine pentru H = Hj. In acest caz t—oo,
ceea ce inseamna ca procesul de atingere a cotei de echilibru este un proces asimptotic.
Practic, putem admite atingerea nivelului de echilibru dacd abaterea relativa
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H,-H . . . . .
—0——.100<2...3. Asadar atingerea nivelului stationar se poate admite pentru o

0
abatere relativ mica, fatd de cota de echilibru impusa de noi In mod conventional.

10.6. Curgerea sub sarcina variabila printr-un orificiu inecat

Consideram doud rezervoare prismatice de sectiuni 4; si 4, avand 1n peretele comun
un orificiu inecat de sectiune s si coeficientul de debit C,, figura 56.

A le 'Y
NNV ARSI VLdZZ h=h, -h
L2772 2L 1=

h v

1 A

1
74} hZ
A4
RN
Cq

Fig. 56. Orificiu inecat cu sarcind variabila

Fie h; si h, Indltimile coloanei de lichid fatd de axa orificiului In momentul initial si
z;, z; aceleasi ndltimi la un moment dat.

Pentru un interval de timp elementar d¢, nivelul coboara la stinga cu — dz; si urcd in
dreapta cu dz,. La un moment dat, denivelarea lichidului dintre cele doud rezervoare
este z = z; — z, , unde z este §i sarcina orificiului Tnecat la un momentul respectiv. Ne
propunem sa determinam legea de variatie in timp a denivelarii si apoi pentru z = 0 sa
obtinem timpul de egalizare a nivelelor.

Intr-un interval de timp df se transferd un volum elementar de lichid dV¥, care se poate
exprima geometric si hidraulic astfel:

dV=-4dz, =4,dz,

(10.22)
dV=0dt=C,s2gzdt
Egaland cele doua expresii, obtinem:
-4 dz, =4,dz,=C;s\2gzdt si dz, = —%dzl
Diferentiind expresia z = z; — z» , obtinem: dz=dz —-dz,
Rezulta:
dz +idz1 =dz (10.23)
AZ
deunde: dz = A
A+ 4,
Folosind egalitatea — 4, d z, = C,s4/2gz d ¢ si efectuand inlocuirile, obtinem:
— Al Az

——=dz=C,s+2gzd¢
A+ 4, SN =8
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4,4,

sau: di=—Mtd gy (10.24)

Cds\/gzE

Integram aceasta ecuatie, urmarind corespondenta:
{tzO =z=h—-h=h

t=t = z=2(t) (10-23)

.Ltdt = —KJ‘hZz_; dz deunde: = 2K(\/Z—\/;)

24,4,

) A+ 4,
sau: e \/_ (Vi -+z) (10.26)

Timpul de egalizare a nivelelor se determina prin conditia z = 0:

244, * *

A4, An v (1027
¢ Cus42g Cds1/2gh 0, '
24,4,

* . . o . . . . *
unde 4 = este media armonica a sectiunilor 4; si 4, iar V' este volumul

A+ A4,
unui rezervor prismatic cu lichid avand indltimea % §i sectiunea transversald media
armonica a sectiunilor rezervoarelor. Oy, reprezinta debitul initial al orificiului Tnecat.

10.7. Curgerea prin ajutaje

Ajutajele sunt tuburi relativ scurte avand suprafata laterald o suprafatd de rotatie de
lungime 1 = (2... 3)dmed. Aceste tuburi se monteaza in dreptul orificiilor rezervoarelor
in scopul maririi debitelor acestora.

Ajutajele pot fi de mai multe categorii:

- dupa forma geometrica a suprafetei laterale pot fi:
- cilindrice; tronconice; curbilinii
- dupa unghiul dintre axa ajutajului si peretele rezervorului, pot fi:
- drepte; inclinate
- dupa modul in care ajutajul evacueaza lichidul din rezervor, pot fi:
- ajutaje libere (debiteaza in atmosfera)
- ajutaje inecate
- dupa locul de montare in raport cu peretele orificiului, pot fi:
- exterioare; interioare

Vom studia in continuare ajutajul cilindric drept care debiteaza liber In atmosfera,
figura 57.

Problemele care apar la calculul unui ajutaj sunt urmatoarele:

- determinarea formulei debitului;

- determinarea sarcinii vacuumetrice #,,;

- pierderea de sarcind prin ajutaj.
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Problemele care apar la calculul unui ajutaj
sunt urmatoarele: h
- determinarea formulei debitului;
- determinarea sarcinii vacuumetrice A, v |
- pierderea de sarcina prin ajutaj.
Ca si in cazul orificiilor, vana de fluid care a
intra in ajutaj prezintd o sectiune minima, _

urmata de o crestere de sectiune pana la ) o
Fig. 57. Ajutaj

valoarea sectiunii ajutajului intre punctele 1 si 2, crestere care este asimilatd cu o
destindere brusca de sectiune datorata distantei mici dintre cele doud puncte.

Aplicam relatia lui Bernoulli Intre punctele 0 si 2, luind n consideratie pierderile de
sarcind la intrarea in orificiul ajutajului si pierderea de sarcina prin desprindere brusca
pe portiune dintre punctele 1 si 2

|

i

+&+z = +&+zz+hr0+hm
2g 7y 2g 7y
2
unde: vp=0,zp =h, vo =V, pr =py, 22= 0,hr0=0,11;—,
g

2 V2 2 9 2 5 2
PR N B e ) A Y AR
¢ A, 2g C, 2g 0,62 2g 2g

Relatia lui Bernoulli, devine:

2 2 2 2
v

h=Y 10112 +0372— =148
2g 2g 2g 2g

deunde: v= \/lfﬂqﬂgh =0,82,/2gh

Debitul prin ajutaj, va fi:
- d 2 r-d’
Q =

=0,82

unde 0,82 este coeﬁc1entu1 de debit al ajutajului.

Reamintim ca pentru un orificiu circular coeficientul de debit este 0, 61, deci debitul
ajutajului este mai mare decat cel al orificiului, pentru aceeasi sarcina 4. De aici rezulta
si scopul utilizarii ajutajului adica cresterea debitului orificiului.

Aceasta crestere de debit se explica fizic prin crearea in sectiunea ingustata a vanei
de fluid a unei puternice depresiuni care accelereaza fluidul prin orificiu marind debitul
acestuia. Pentru calculul depresiunii in sectiunea ingustatd se poate proceda atat
experimental, cat si analitic.

Experimental se procedeaza astfel se monteazd un tub vacuumetric vertical in
sectiunea mediani a ajutajului, avand capitul introdus intr-un vas cu lichid. In acest tub
se aspira o coloana de lichid 4,.

Aplicand ecuatia fundamentala a hidrostaticii intre suprafata liberd a lichidului din
vas si un punct a de pe suprafa‘ga lichidului din tub, vom obtine:

h=P Lo _ Dy (10.29)
y y

2gh (10.28)
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unde p, este presiunea absolutd din sectiunea ingustatd si p, este presiunea
vacuumetrica. H, se mai numeste §i sarcina vacuumetrica a ajutajului.

Pe cale analitica, putem determina sarcina vacuumetrica aplicand relatia lui Bernoulli
intre punctele 0 si l:

+&+ +&+Z1+hm
28 7 T2

undCV()EO,Zozh,Zj 0 po i &=h
Y e

+h, —h (10.30)

v

Vl

2g
Vom exprima viteza v; in functie de Viteza v in baza ecuatiei de continuitate:
S v
vws=v-§ vy=v—=—= =1,32,/2gh
s C O 62

s

Rezulta: h, =

2
deunde: L= (1L32) h =1,74h
2g
Daca exprimam si /, functie de h(hr0 = 0,04...0,07h), relatia lui Bernoulli devine:

h, =1,74h +0,04h—h = 0,78h (10.31)
Observam ca depresiunea din ajutaj, 4, este direct proportionald cu sarcina ajutajului
h. Pentru o functionare stabild a ajutajului presiunea din sectiunea ingustata nu trebuie
sd scada sub valoarea presiunii de vaporizare a fluidului deoarece in acest caz, fluidul
devine bifazic (gaz+fluid), iar curgerea normala prin ajutaj inceteaza.
Asadar, se impune restrictia p; > pyq, $i deci:

Po=Pi_p <P Py (10.32)
¥ ' y
sau: 0,78h < Po” Puy deunde: A< Po” Puy. (10.33)

14 0,78y
Rezulta ci sarcina unui ajutaj nu trebuie sd depaseasca valoarea limitd de mai sus
care pentru lichidele uzuale este de 6... 7m.
Pentru calculul pierderii de sarcind prin ajutaj, scriem relatia lui Bernoulli intre
punctele 0 si 2, considerénd pierderile de sarcina prin orificiu si prin deschiderea brusca:

Yoy Py, + P2y z,+h,
2g Y 2g Y
unde: vop =0, z9 = h, v2 =V, p> = pg, z2=0, h_ este pierderea de sarcind prin ajutaj.
2
Rezultd: h=—+h (10.34)
2g ‘

2
Din formula vitezei prin ajutaj v = 0,82,/2gh , rezulta ;— =0,82h si deci:
g
h =0,822h+h,a (10.35)

Rezulta ca pierderea de sarcind prin ajutaj este:
h, =0,33h (10.36)
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Comparativ cu pierderea de sarcina prin orificiu 0,04-4 se observa o crestere de circa
8 ori, ceea ce implica o scadere a presiuni fluidului si implicit o crestere a vitezei si a
debitului acestuia.

10.8. Jeturi de fluid

Rezultatul curgerii fluidelor prin orificii sau ajutaje, este un jet de fluid care se
dezvolta diferit in functie de conditiile din aval.

Dupa natura fludului in care patrunde jetul, deosebim doud tipuri de jeturi:

- jeturi inecate, daca vana de fluid patrunde intr-un mediu de aceeasi naturd cu
jetul (gaz — gaz, lichid - lichid);

- jeturi nelnecate, daca cele doud medii au naturi diferite.

Dupa felul regimului de miscare din jet, deosebim:

- jet laminar, cand curgerea este laminara, Re < Re;

- jet turbulent, cAnd miscarea este turbulenta.

Dupa modul de raportare la peretii solizi ai rezervoarelor deosebim:

- jeturi libere, care au contururile neperturbate de prezenta peretilor solizi;

- jeturi fortate, a caror contururi sunt perturbate de contactul cu peretii solizi.

a)  Jeturi inecate

Consideram un jet care iese dintr-un ajutaj cu diametrul Dy si care 1n sectiunea
initiala are o distributie uniforma a vitezelor (vy), figura 58.

In contact cu fluidul inconjurdtor pe care il antreneaza treptat jetul initial este el
insusi modificat, distributia de viteze se schimba obtindndu-se doud domenii ale jetului:

- un nucleu central cu sectiunea descrescatoare in sensul miscarii, care pastreaza
distributia initiala de viteze;

- stratul limita, format de domeniul marginit in interior de samburele central §i in
exterior de o suprafatd aproximativ conicd, de-a lungul careia viteza in directia jetului
este nula. Acest domeniu se continua si dincolo de varful nucleului central.

2

Fig. 58 Jet inecat
1-nucleu central, 2-strat limita
Vitezele longitudinale in jet scad de la valoarea vy din axul jetului odata cu cresterea
razei, ajungand pe frontiera stratului limita sa fie nula.
Datoritd antrendrii fluidului inconjurator debitul jetului creste in lungul acestuia.
Putem explica acest lucru prin schimbul de masa care se face datorita vitezei de pulsatie
din miscarea turbulentd a jetului cu straturile de fluid vecine jetului.
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b) Jeturi neinecate
Sunt jeturi care patrund in fluide de natura diferita fata de a lui. Din aceasta categorie
fac parte: jeturile de incendiu, jeturile aspersoarelor (pentru ploaie artificiald),
jeturile fantanilor artificiale, s.a.

Jetul de lichid neinecat, cuprinde trei zone distincte:

- 0 zond compacta, care are un nucleu central si in care vitezele sunt mari. Aceasta
zond cuprinde §i un strat limitd asemanator cu cel al jetului Tnecat;

- 0 zona de destramare, care sub influenta frecarii cu aerul si a turbulentei interioare,
contribuie la patrunderea in interiorul jetului a bulelor de aer, care destrama jetul;

- 0 zona a stropilor, in care vana de fluid se destrama complet, sub forma de stropi.

c) Jeturi partial de fluide

Sunt jeturi care au contururile limitate partial de un perete solid, figura 59.

Fig. 59 Jet partial limitat

Fatd de jetul liber interactiunea dintre jet si mediul ambiant este asimetrica,
concentratd printr-o distributie asimetricd a vitezelor, datoritd frecarilor mai mici
exercitate de perete, In comparatie cu mediul ambiant.

Daca peretele ce limiteaza partial jetului se abate de la directia axiala, sau de la forma
rectilinie se face simtit efectul Coanda, prin care fluidul se ataseaza placii. Suprafata
respectiva poartd numele de “volet Coanda ™.

Daca suprafata volet Coanda este suficient de lunga, locul particulelor transportate
din spatiul dintre jet si volet, nu mai poate fi luat de particulele ce vin din afara acestui
domeniu, iar depresiunea creatd in acest fel, deviazd curgerea in directia voletului,
figura 60.

Fig. 60. Suprafata “volet Coanda
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11. MISCARI PERMANENTE iIN CONDUCTE SUB PRESIUNE

Consideram o conducta circulard alimentata de un rezervor suficient de mare ca sa
putem considera sarcina constantd. Conducta evacueaza lichidul fie liber In atmosfera,
fie intr-un rezervor situat sub nivelul primului rezervor, figura 51.

9

. h

A
hy

Zy Z v

Z
A 4 A 4

0 0 b) 0

Fig. 51. Conducta sub sarcind constanta
a) evacuare libera in atmosfera
b) evacuare intr-un alt rezervor

Ne propunem sd determinam o relatie generala de calcul a vitezelor fluidelor prin
conductd, luand in consideratie pierderile de sarcina prin frecarea care se produce de-a
lungul conductei.

Vom neglija frecarile in interiorul rezervoarelor, datoritd vitezelor reduse din
interiorul acestora in comparatie cu vitezele pe conducta.

In cazul a, aplicand relatia lui Bernoullli intre punctele 0 si 1, obtinem:

2 2
vV Vv
—"+&+z0 :—1+&+z1 +h,
29 7 29 7
unde: Vo = 0, p1 = Po, V1 = V (viteza pe conducta).

Relatia lui Bernoulli, devine:
2

v
20—21:£+hr (11.1)
V2
sau: h=—+h, (11.2)
29

unde h este sarcina conductei.
In cazul b, in ecuatia lui Bernoulli scrisd mai sus, vom efectua Inlocuirile: Vo = 0,

P1 = Po + 7Ny, vi =V si vom obtine:
2

v
Zo—(zl—h1)=£+h, (11.3)
V2
sau: h=—+h, (11.4)
29

unde h este sarcina conductei.
Putem face observatia ca sarcina conductei care debiteaza lichidul liber sau 1necat
este analoaga sarcinii unui orificiu liber sau inecat.
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Pentru a putea utiliza relatia In scopul determindrii vitezei, va trebui sd definim
semnificatia termenului h,. Prin h, vom intelege toate pierderile de sarcind care se
produc in conducta. Acestea sunt de trei categorii:

1) pierderea de sarcind h' la intrarea in conducta si pe o distantd de cateva

diametre, unde conducta se comporta ca un ajutaj. In consecinta:
2 2 2 2

h=h +h =0,112— 10,37~ =0,48~—=0,5- (11.5)
o 29 29 29 29
2) pierderea de sarcina liniard pe intreaga lungime a conductei, h", care se
calculeaza cu relatia: h" = ﬂlv— (11.6)
d 29

3) pierderile de sarcind locale care se Inregistreaza la fiecare tip de rezistentd
hidraulicd cum ar fi: schimbari de directie, modificari bruste de sectiune, coturi simple
sau duble, sau trecerea prin ventile montate pe conducta. Termenul acestor pierderi h"
se scrie sub forma:

h=(zlgj;’—g (11.7)

unde ; este coeficient de pierdere locala de sarcina.

Putem scrie: h,=h'+h"+h" (11.8)
Revenind la relatia (1 1.4) obtinem:
V2 v
h=—+0,5 /1—— 15+/1 + 11.9
29" 29 d2g [gg)zg 29 ( Zgj (-2
si de aici formula de calcul a vitezei:
V= 2lgh _ (11.10)
LS+A—-+>.¢
d 3
2
de unde: Q=

Relatia (11.10) tine seama de toate categoriile de pierderi de sarcind si se numeste
formula exacta de determinare a vitezei.
Daca conducta este foarte lunga astfel incat pierderile de sarcina liniare sa aiba o

pondere mare (/’t(;— > 1,5+Z§ ij (cazul conductelor de alimentare cu apd), formula

vitezei se simplifica:
2ghd
Al

si se numeste formula vitezei pentru conducte lungi.

S-a determinat practic ca o conducta poate fi considerata lunga, dacd indeplineste
conditia | > 500-d. In caz contrar ea se va numi scurtd, iar viteza se determina cu
formula exacta.

In cazul conductelor lungi, sarcina conductei devine:

hea Y (11.12)

d 29

(11.11)



Miscari permanente in conducte 115

"

Numim panta hidraulica raportul — = T =1, (11.13)

In functie de relatia (11.13) viteza intr-o conducti lungi devine:

2gd h 2qd
V=, |——=.[—/I 11.14
\/ A A \/_h ( )
iar debitul:
2 2

Qzﬂj Vzﬂj 23dm=}<(d,wﬁ (11.15)

unde factorul K are dimensiune de debit si se numeste modul de debit. Acest factor
depinde de diametrul conductei si de coeficientul pierderilor liniare de sarcina.
Deoarece conductele lungi sunt de regula conducte rugoase in sens hidraulic A este

functie de rugozitatea relativa R deci modulul de debit depinde de diametrul conductei

si de rugozitatea relativa a peretilor acesteia.

In cataloagele hidraulice utilizate pentru calculul conductelor in functie de
diametrul si de tipul conductei se precizeaza valoarea modulului de debit.

Reciproc, impunandu-se debitul unei conducte si cunoscand sarcina ei, putem
dimensiona conducta stabilindu-i diametrul.

11.1. Calculul conductelor compuse in serie
Consideram o conductad formata prin sudarea cap la cap a mai multor conducte de

lungimi si diametre diferite, figura 52.
g A
e

] y
\\\ | B
Z 7'y
0 \\\ xn-lln-ldn—l
~
~
S~
S~

Anlndy 1

Z)
A

Fig. 52. Conducta compusa in serie

Conducta debiteaza lichidul intre un rezervor superior A si un rezervor inferior B.
Ne propunem sa determindm debitul conductei rezultante Q, precum si vitezele pe
fiecare portiune de conducta, vi(i=1,2,...,n).

Trebuie sd tinem seama de pierderile de sarcind i anume:

- pierderi locale de sarcind la intrarea in conducta;

- pierderi liniare de sarcind pe fiecare portiune de conducta;

- pierderi locale de sarcind la trecerea de la un tronson la altul.

Aplicam relatia lui Bernoulli intre punctele 0 si 1:
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2 2 2
—°+&+20= pl+z +05V—+/1 | ;’12 /LZI—ZV—2+
29 vy 29 vy 29 d 2 d, 29

2 2
+é’23v_3+...+ﬂnl_nv_”
29 d, 29

unde vom admite ca sunt cunoscute 4;, l;, di, h, i+ iar:

Po + ]/'hj_ =P, Vo = 0.
Relatia lui Bernoulli, devine:

Py r? po+7‘h |+1

Ltz =L+ Lz +05 A= Ciiv de unde:

y 29 y Z‘ d 29 Z‘ '29
V2

h=—+05 A Vi 11.16
2 Z dzg Z: (11.16)

Pentru ob;inerea debitului care este acelasl, in baza ecuatiei de continuitate, vom
utiliza relatia:

-d?
=V. -
Q =V 2 Q
de unde: v, =4—Qi (11.17)
-d;
1, 16Q* 8Q° )
29 ' ~’-d'-29g ~’g-d’ *Q
Relatia (11.16) devine:
h=a,Q*+0,5-2,Q +(Z/1i Cll_iai jQz + (zgi,mamJQz (11.18)
i=1 i i=1
de unde:
Q= h (11.19)

a, +05 a1+2/1 d7a +Z§||+lal+l

i=1 i=1

12.2. Calculul conductelor compuse in paralel

Consideram n conducte avand extremitatile A si B comune, figura 53.

7\‘15 119 dl9 C.)l

Vo

ik

A Ao, In, dn, Co

ZB

Fig.53. Conductd compusa in paralel
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Admitem ca sunt cunoscute elementele A;, l;, di, & (i=1,2,...,n), unde prin & am
insumat coeficientii tuturor rezistentelor hidraulice de pe conducta i. Vom demonstra
mai Intai ca pierderea de sarcind liniara datorata frecarilor de-a lungul oricdrei conducte
este aceeasi. Pentru aceasta, vom scrie relatia Iui Bernoulli intre punctele A si B, de-a
lungul unei linii de curent care este continutd in conducta i:

2 2
\' \Y
_A+&+ZA:_B+&+ZB +hri

29 7 29 7
2,2 _
de unde: h = Va—Ve | Pa=Ps | z, -z, =Ct. (11.20)
29 Y

Pierderea de sarcind de mai sus se poate determina cunoscand debitul Q Tnainte si
dupa ramificare si masurand presiunea in punctele A si B. Notand aceasta pierdere cu hy

se poate exprima si astfel:

I v2 v2

h =4 —b— 4 - 11.21
. .ng+429 (11.21)

Viteza vj poate fi exprimata in functie de debitul prin conducta respectiva:

49 v 16Q _ 8Q7

V. = , ti— = = -2 1122

"o di2 29 2g7r2di2 g7r2di2 *Q ( )
Rezulta:

h, :aiQiz[ﬂ’i;_i-l-é’ij (11.23)

de unde: Q = (11.24)

n
Folosind ecuatia de continuitate Q = Z Q, , obtinem:
i=1

(11.25)
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12.3. Calculul conductelor cu debit continuu si terminal

Consideram o conductd lunga, de lungime | si diametru d, alimentatd la un
rezervor, care furnizeaza la capatul ei un debit terminal Q; si distribuie in lungul ei
debitul continuu Qc, figura 54. Numim debit specific debitul distribuit pe unitatea de

lungime de conducta, adica g = % . Ne propunem sa determinam sarcina necesara h a
conductei, care asigura
Q
A *
h
s ’ X _dx
Y S L - QL

EEEEEREEERIE

Fig. 54. Conducta cu debit continuu si terminal

aceste debite. Pentru aceasta vom scrie relatia lui Bernoulli intre punctele 0 si 1:
2 2

V—°+&+20:V—1+&+zl+hr
29 7y 29 vy
in care: Vo = 0, o = h, v, :%,p1=po,zl=0.
72'.

Dupa inlocuiri ecuatia devine:

2
&+h=%+&+h, (11.26)
Y "9 v
2
de unde: h= %+ h, (11.27)
7°gd

Trebuie sa determindm expresia pierderii de sarcina h,. Pentru aceasta, vom
considera un element de conductd de lungime dx, situat la distanta X de rezervor. Pentru
acest element infinitezimal de conductd putem admite ca debitul raméne constant si
anume:

QX)=Q +4q(l-x)=Q +q-1-q, =Qt+Qc—|5Qc

Pierderea elementara de sarcind pe acest element de conducta va fi:

dhr:i%L(X) (11.28)
d 2g
Dar: V(X)Z&ijz)
72'.

vi(x) 16Q%(x) 8
29 - Zﬂ_zgd4 _ﬂ'zgd4 Q (X)

Pierderea elementara de sarcina devine:

de unde:
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ah =18 8 oo 8

———=Q*(x)d x 11.29

d ~°gd* 7r2gd5Q ) ( )

Pierderea totald de sarcind prin frecari de-a lungul conductei, se obtine prin
integrare:

hzi;;fd 2 OGJ;{QJFQC 2(Q+QC)TQ+I2X2}dX=
Heareawal Aemeewaed oo
Sﬂ'o{qﬂqoﬁﬂ

Inlocuind in relatia (11.27) rezulti sarcina necesara a conductei.
In cazul in care debitul terminal este nul (Q; = 0), relatia pierderii de sarcinad
devine:

2
= fils Q (11.31)
z7-gd” 3
In cazul cand conducta ar furniza debitul Q., numai la capatul terminal, pierderea
de sarcina se determina cu relatia:
8Al
Se observa ca fatd de aceasta ultima situatie, pierderea de sarcind in cazul
distribuirii continue a debitului este de trei ori mai micd. Rezultatul se explica calitativ
prin faptul cd variind debitul in mod continuu de-a lungul conductei scade viteza si
implicit pierderea de sarcina care variaza cu patratul vitezei.

11.4. Calculul conductelor in sifon

Consideram doua rezervoare A si B, legate printr-o conducta supraindltata fata de
rezervorul superior, figura 55.

~

(NN I AR HHHHM\'[\)

Fig. 55. Conducta in sifon
Se observd ca linia piezometricd a rezervoarelor intersecteaza conducta. Numim
conductd in sifon o portiune de conducta situata deasupra liniei de sarcina piezometrica.
Deoarece la nivelul liniei de sarcind piezometica presiunea este constanta (presiunea
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atmosferica), deasupra acestei linii avem presiuni mai mici decat presiunea atmosferica.
Intr-adevar scriind relatia Iui Bernouli intre punctele 1 si 2, vom avea:

unde z; =0, p1 = Po, V1 = V2 (conducta are diametrul constant).
2

Rezulta: Vi +&+z =2 pz+z +h
29 7y 29 /4
Po_ Pz, (11.33)
y oy
st p=p -7z +h )<p, (11.34)

Circulatia lichidului intre 1 si 2 are drept cauza principald diferenta de presiune
dintre aceste punte, care provoaca aspiratia lichidului cétre punctul 2, invingand
greutatea lichidului intre cele doud puncte. Pe portiunea descendentd de conducta, intre
punctele 2 si 3, observam ca lichidul se scurge de la o presiune mica la una mai mare,
curgerea avand drept cauza principald gravitatia si energia cineticd a fluidului din
punctul 2.

Conductele in sifon se utilizeaza atunci cand legatura directa dintre rezervoare
este impiedicata de un obstacol. Pentru conductele in sifon problemele sunt urmétoarele:

- determinarea debitului conductei;

- stabilirea lungimii maxime a portiunii de conducta dintre punctele 1 si 2, astfel
incat in punctul superior sd avem Pz > Pvaporizare;

- indltimea de sifonaj, hs.

Pentru rezolvarea primei probleme, se aplica formula vitezei intr-o conducta:

Ve 2|9h : (11.35)
L5+A—+>.¢
d 3
2

de unde: Q== 4d (11.36)
Pentru determinarea lungimii maxime 1; intre punctele 1 si 2, se scrie relatia lui

Bernoulli intre punctele 0 si 2: Yo, Py Z,=——+ Py z,+h,

29 Y 29 Y -

| v

1-2

unde: Vo = 0, 20 =0, Vo =V, P2 = Puap, 22 = hp, h, = /152 si rezulta pentru 1; o
g

ecuatie de gradul 1 in h. Pentru o lungime mai mare decat |1, presiunea in punctul 2

scade sub cea de vaporizare si lichidul devine bifazic existand pericolul cavitatiei.
Pentru rezolvarea celei de-a treia probleme consideram montat in dreptul

punctului 2 un piezometru, in care patrunde lichidul in conducti. In punctul M de

intersectie dintre linia de sarcind piezometrica si acest tub, presiunea va fi pm = Po.
Scriind ecuatia fundamentala a hidrostaticii intre punctele 2 si M, rezulta:

Pu =P, +7-h
de unde: h, = Pu =Py _ Po= P (11.37)

Y v
si se numeste inaltime de sifonaj. Valoarea maximd a acestei indltimi rezultd din

conditia P, > Pyap, de unde:  h, = Po= Py  Po” P (11.38)
Y Y
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12. MISCAREA NEPERMANENTA iN CONDUCTE SUB PRESIUNE

Regimul nepermanent de miscare este un caz frecvent intalnit in functionarea
instalatiilor hidraulice. El apare la pornirea sau oprirea unei instalatii, la schimbarea
regimului de functionare, la avarii, prin obturarea bruscd a curgerii prin organe de
inchidere cum ar fi: robinete, vane, pale statorice sau rotorice in cazul turbinelor, etc.

In timpul miscirilor nepermanente sub presiune pot apare solicitiri mari ale
instalatiilor datorate suprapresiunilor care pot depdsi de céateva ori sau zeci de ori
presiunea in regimul permanent. Studiul acestui regim nepermanent de curgere este
necesar pentru o mai buna proiectare a instalatiilor hidraulice.

Dintre miscarile nepermanente in conducte sub presiune cele mai importante sunt:
lovitura de berbec, oscilatiile in masa si miscéarile sonice.

Lovitura de berbec este un fenomen rapid variabil, caracterizat prin aparitia si
propagarea sub forma de unde a unor variatii mari de presiune in conducte cu lichide ca
rezultat a obturdrii bruste a conductei, care impune luarea in consideratie a

Fig. 56 Instalatii in care se manifestd fenomenul “lovitura de berbec ”
a) amenajare hidroenergetica
1- conducta fortata, 2- tunel de aductiune, 3- castel de echilibru.
b) instalatie de pompare
1- pompa, 2- conducta de refulare, 3- hidrofor.

Prin obturarea conductei fortate sau prin oprirea pompei se creeaza presiuni sau
depresiuni mari care se propagd in lungul conductelor, solicitand puternic conducta
respectiva.

Oscilatiile Tn masd sunt miscari lent variabile ale lichidului la care se neglijeaza
compresibilitatea lichidului si care sunt o consecinta a masurilor de protectie impotriva
fenomenului loviturii de berbec. Astfel pentru conducta fortatda existd un castel de
echilibru, iar pentru conducta de refulare a unei pompe exista un hidrofor care este

un rezervor inchis, care contine in partea lui superioard o pernd elastica cu aer
comprimat. Lovitura de berbec se transforma in oscilatii de masa, mult mai lente si cu
variatii de presiune mult mai mici.

Miscarile sonice sunt reprezentate de undele de presiune care se produc in
conducte si care se propagd cu viteza sunetului, transportand energie. Tehnica folosirii
miscdrilor sonice ale fluidelor pentru transportul de energie sau alte aplicatii practice
face obiectul unei stiinte fondate de marele savant de origine romana Gogu
Constantinescu §i se numeste sonicitate.
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12.1. Lovitura de berbec in conducte sub presiune

Consideram o conducta de diametru constant, alimentata la un rezervor suficient
de mare astfel incat sarcina conductei sa fie constantd. Facem ipoteza ca fluidul este
lipsit de viscozitate si materialul conductei este perfect elastic. Manevra brusca de
inchidere a vanei provoaca o miscare nepermanentd, a carei determinare ne propunem sa
o0 analizam.

Prima particula de lichid care se opreste este cea din dreptul vanei 4, figura 57.

A

Yo

Fig. 57. Conducta sub sarcina constanta

Viteza straturilor de lichid din imediata apropiere a vanei se anuleaza, energia
cineticd transformandu-se in lucru mecanic de naturd elastici prin comprimarea
coloanei de apa si dilatarea peretilor conductei. Comprimarea treptatd a coloanei de
lichid este echivalentd cu propagarea de la vana A spre rezervor a cresterii de presiune
Ap, cu viteza a. Timpul in care suprapresiunea Ap parcurge lungimea L a conductei este

L . L 5 . U S
—. In momentul 7 =— intreaga coloana de lichid este comprimata si in repaus, situatie
a a

care nu este stabilitd, deoarece o particuld din sectiunea rezervorului are pe una din fete
presiunea py + Ap, iar pe fata opusd (dinspre rezervor) presiunea py, corespunzatoare
inaltimii lichidului din rezervor. Datorita acestei diferente de presiune incepe o migcare
spre rezervor cu o vitezad egala cu viteza migcari permanente vy; miscarea se propaga de

la B spre A din aproape in aproape cu viteza a. Dupa timpul ¢ = 2L se afld in starea de
a

migcare permanentd, dar se gaseste in migcare cu viteza — v.
. . . . : 2L . - . :
Imediat dupd atingerea timpului ¢ =— datoritd deplasarii cu viteza — vy, se
a
creeazd o depresiune in sectiunea vanei, -Ap. Continud astfel decomprimarea lichidului

(dilatarea sa) din aproape in aproape, pana la timpul ¢ = 3L , depresiunea propagandu-se
a

de la 4 spre B cu viteza a, toatd coloana de lichid fiind in acest moment dilatata si in
repaus. Aceastd stare nu poate fi stabila deoarece ultima particula care s-a dilatat din
dreptul rezervorului suportd o suprapresiune din partea rezervorului, Ap. Din acest
moment incepe migcarea de la rezervor spre vana cu viteza vy si lichidul se comprima

. 4L _y .
iar din aproape in aproape de la B la 4, pand la momentul ¢t =— cand masa lichidului
a

revine la starea normald dinaintea inchiderii vanei. Fenomenul se repetd periodic, cu

perioada 4L .
a
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Variatia presiunii din sectiunea conductei din dreptul vanei este reprezentatd in
figura 58.

p
Ap
Po '
_Ap
t
L 2 LA
a a a a

Fig. 58. Variatia presiunii in dreptul vanei

Lovitura de berbec constd in aparitia si propagarea in lungul conductei a unei
suprapresiuni, alternativ pozitive si negative, +Ap si -Ap, care se adaugd presiunii
existente in conducta inainte de lovitura de berbec.

+vy % +vy
a t
L 3L 4L
1 R

Fig. 59. Variatia vitezei in dreptul rezervorului
12.2. Ecuatiile fenomenului lovitura de berbec

Variatiile de presiune sunt rezultatul transformarii energiei cinetice a lichidului in
lucru mecanic de deformatie la oprirea brusca a curgerii, deformatie posibila datorita
proprietatii de compresibilitate a lichidului. Variatia vitezei in sectiunea conductei in
dreptul rezervorului este reprezentata in figura 59.

Consideram o conducta cu diametrul interior d, alimentata la un rezervor in care
lichidul are nivelul suprafetei libere la cota y,, figura 60.

Peretele conductei are grosimea o si modulul de elasticitate £. Lichidul are
greutatea specifica y densitatea p si modulul de elasticitate & In studiul analitic al
fenomenului urmarim determinarea variatiei in timp a vitezei si presiunii lichidului, a
variatiei 1n spatiu de-a lungul conductei:

v=ulx,t); p=plxt) (12.1)

Deoarece presiunea poate fi exprimata in functie de indltimea coloanei de lichid,

putem considera ca functii necunoscute v(x,?) si y(x,1).

Aplicam legea fundamentala a dinamicii ma =217 , pe care o proiectim pe
i=1
directia de miscare, Ox, pentru o particula de lichid de lungime dx.
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y
A
0
p +—pdx
ox p Vo
\ 5
O / D v X
dx |,
v ) v—@dx

Fig. 60. Conducta cu sarcind constanta
2

Masa particulei elementare este p d x . Proiectia acceleratiei pe directia axei

. dv . . . - = <
conductei este a iar tinand cont ca v = v(x,?), rezulta:
t

dv _ov N ovdx
dt ot oxdt
Variatia vitezei in timp este cu mult mai importantd decat variatia vitezei in

spatiu, asa cum rezultd din analiza fenomenului loviturii de berbec, deci putem neglija

ov,. . ., Ov . T . . .
— fatd de P Rezultad pentru acceleratia miscarii particulei expresia:
t

Ox

(12.2)

dv ov

a=—=—

dt ot

Fortele exterioare care actioneaza asupra particulei de lichid sunt fortele masice si

(12.3)

doar fortele de presiune a caror rezultanta este:

2 2 2
7D p+a—pdx _7Z'D p:ﬂ'D 6_pdx
4 Ox 4 4 Ox

Rezulta:

2 2
7D . ov _D ap da

4 ot 4 Ox

sau, dupa simplificari si tinand seama de expresia presiunii p = p-g:

v_ o

ot Ox

Exprimam in continuare ecuatia continuitatii tindnd cont de dilatarea conductei si

comprimarea lichidului. Variatia totald a volumului particulei fluide de lungime dx,
figura 60 este datd de variatia volumului datoritd dilatérii conductei din care scddem
variatia volumului datoritd comprimdrii lichidului:

dvtol :dvdil —dv

(12.4)

compr

Variatia totald a volumului are expresia:



Miscarea nepermanenta in conducte sub presiune 125

Vior _(th Qies)dt = D" {V_(V—@dXJ}dl =

4 ox
2
_ O
Ox
Variatia volumului particulei, datorita dilatarii conductei este:
dv, =7deTDdx (12.5)
dD _do
in care cresterea diametrului dD, se obtine din legea lui Hooke 5y = Z , unde do se
< 1 de D-dp
calculeaza din formula cazanelor cilindrice do = 5
Rezulta:
2 3
av, =3Py -2 D" 4 D4 ax (12.6)
2 2 E 40E

In expresia diferentialei totale a presiunii d p = 2—pdx + a—pdt , putem neglija
X t

. 0 L C A .
termenul care contine pe a—p, deoarece variatia presiunii in timp este mult mai
X
Al
importanta decat variatia presiunii in spatiu | — >>—
ot ox
Se obtine cresterea de volum:
7rD3 0
. PLdardx
" 4SE ot

Variatia volumului particulei datoritd comprimarii lichidului, asadar o micsorare a
volumului particulei este:

2
avy. o lygp,o 1A 4 Py,

compr £ e 4 ot

sau, dupa simplificari si tindnd seama de relatia p = p-g-y, rezulta:
ov _ [1 L 1 DJ ay
ox \¢ EO 6t
Facem urmatoarea notatie:
E-(rs)es

d_8gw
ox  a’ ot

Din sistemul format din ecuatiile (12.4) si (12.7), putem determina variatia
presiunii si a vitezei. Pentru a determina variatia presiunii, respectiv a inaltimii y,
eliminam viteza, derivand ecuatia (12.4) 1n raport cu x si ecuatia (12.7) in raport cu t;
se obtine:

1 se obtine: (12.7)
$ !

o’y 1 0%y
Zr_-~ 27 12.8
o’ a’ or (128)

Relatia (12.8) se numeste ecuatie de propagare. Este o ecuatie cu derivate partiale

de ordinul II, liniard, omogend, cu coeficienti constanti, de tip hiperbolic. Ecuatia
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(12.8), este cunoscutd in teoria mecanicii drept ecuatia coardei vibrante sau a undelor
plane.
Daca derivam ecuatia (12.4) functie de ¢ si ecuatia (12.7) functie de x, se elimina y
si obtinem:
o*v 1 o%v
ox* a’or
Se constata ca viteza v(x,t) si p(x,t) = pgy(x,t), verifica acelasi tip de ecuatie cu
derivate partiale, ecuatia coardei vibrante.
Conditiile initiale impuse sunt:

(12.9)

t=0 rezultd v=vy si p = p-g (12.10)
Conditiile la limita impuse sunt:
x=0 rezultd v=0 si x =L rezultd y =yy (12.11)

adicd In sectiunea vanei viteza este nuld, iar In rezervor naltimea lichidului rdméne
constanta 1n timp (se neglijeaza eventualele oscilatii de nivel) ceea ce se poate face in
cazul rezervoarelor mari.

12.3. Solutiile generale ale ecuatiilor cu derivate partiale ale fenomenului
lovitura de berbec

Presiunea y(x,?) si viteza v(x,?), verifica ecuatiile cu derivate partiale (12.4) si
(12.7), sau ecuatia coardei vibrante:
Oy_12y ov_10%
o’ a’t ot ot a’or
Ecuatia coardei vibrante poate fi integrata prin metoda schimbarii variabilelor. Se
face schimbarea de variabile:
X X
E=t-Z, p=t+X
a a
si obtinem:

2
OV _osaul |2 -0
o&on o0&\ on

de unde rezulta: D _ (0(77)
on

sau:  y—y, = [pln)dn+F(&)=—f(n)+F() (12.12)
Revenind la variabilele initiale, rezulta:
_ +F(t_£j_f(,+£j (12.13)
a a

in care F'si f'sunt functii arbitrare.
Pentru determinarea functiei v(x,#), derivam expresia (12.13) a lui y(x,#) in raport
oy 1 1

wox = F'(¢)-=f'(n) si se introduce in relatia (12.4), obtinand:
x  a a
% --£ [F ! (§)+ f [(17)] sau, dupa integrare:
a

y=v, —%{F(r—f}f{wgﬂ (12.14)
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Relatiile (12.13) si (12.14) sunt cunoscute sub denumirea de formulele lui Allievi.
Functiile F (t - ﬁj, f (t + ij si marimea a pot primi interpretari fizice. Daca se
a a

o L X . . .
atribuie functiei arbitrare f (t + —j valoarea zero, atunci relatia (12.13) poate fi scrisa
a

sub forma:

X — A
i)y 2ot
a Y Y

. : x y : . I
deci functia F| (t——j este egald cu cresterea de presiune din fenomenul loviturii de
a

N . A AT s .
berbec. Stiind ca suprapresiunea =2 poate fi intalnitd la momentul ¢; intr-un punct x; al

conductei si intr-un alt moment ¢, in punctul x,, putem scrie:

EIET AR e
V sn N7 o, a a

Deoarece functia F este uniforma, putem scrie:
t——Lt=t,——= (12.16)
a

sau: x,—x =alt, - t,) (12.17)
care reprezinta spatiul intr-o miscare rectilinie §i uniforma cu viteza a; rezulta ca a este
viteza de propagare a loviturii de berbec. Functia F reprezinta unda directa.

Daca proceddam in mod analog considerand functia F nula, obtinem:

x, —x, =—alt, —t,) (12.18)

deci functia f reprezinta unda reflectatd sau inversa.

Pentru a calcula viteza de propagare a loviturii de berbec, revenim la notatia
facuta la paragraful precedent:

g 1 1 D)
= =l—4+=—|p- 12.19
az [8 s P8 ( )
Se poate verifica usor ca marimea a are dimensiuni de vitezd. Membrul drept al
o . . FL®
egalitatii are dimensiunea M = =L".

] FL?

Deci [az]z%szT‘z, deunde [a]=L-T"".

Din formula (12.19) rezulta: a =

\F
sau: g=—P 1425 (12.20)
+
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unde: \/E —1425" si reprezinta viteza de propagare a sunetului in apa.
Yo, s
Relatia (12.20) poate fi scrisa si sub forma datd de Allievi:

g - 92900 (12.21)

1/48,3+k2
o

in care coeficientul k este o constantd a carei valoare numericd depinde de natura
materialului conductei (k = 0,5 pentru otel, £ = 5 pentru beton sau plumb, £ = 10 pentru
lemn etc.).
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