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ALGEBRA

FORMULE DE BAZA

a?—-b?>=(a—b)(a+b).
a® — b3 = (a—b)(a?+ ab + b?)
a®+ b3 = (a+ b)(a? — ab + b?).

Siin general,

a®—b"=(a—b)(@ ' +a"?%bh—a"3b%+ -+ b"1).
a®—b" = (a+b)(@a* !t —a*2b+a"3bh? + .- — b" 1), daca n este par.

a®+b" = (a+b)(@*t—a*?b+a"3bh? + -+ b"1),daca n este impar.

© ©® Njo o &

11.
12.

(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab.
(x+a)(x+b)(x+c)=x3+(a+b+c)x?*+ (bc+ ca+ ab)x + abc.
(a + b)? = a? + 2ab + b2.

(a — b)? = a? — 2ab + b2.

(a +b)3 = a3+ 3a%b + 3ab? + b3.

(a —b)3 =a®—3a?b + 3ab? — b3.



In general,
(a+b)” =a’ +7ab + 21 a®bh? + 35 a*b3® + 35 a®b* + 21 a?b® + 7ab® + b’.

Regula lui NEWTON

pentru formarea coeficientilor: Se multiplica fiecare coeficient cu numarul de termeni care au mai ramas
de scris si se imparte prin numarul termenilor de pe acea pozitie si astfel se obtine coeficientul
urmatorului termen. Astfel 21 X 5 +~ 3 ne da 35. Vezisi (125)

Pentru a ridica 1a patrat un polinom: Se aduna la patratul fiecarui termen produsul acelui termen cu fiecare
termen care il urmeaza.
Astfel,

(a+b+c+d)?=a*+2ab+c+d)+b*+2b(c+d)+c?+2cd+ d>.

13. a* + a?b? + b* = (a® + ab + b?) - (a® — ab + b?).
14.  a*+b*=(a®+V2ab+b?) (a®> —V2ab + b?)

I | 13 31 1
15. (X+;) =X +x_2+2' (X‘f‘;) =X +F+3(X+;)'
16. (a+b+c)2=a?+b?+c?+2(bc+ca+ ab).
17. (a+b+c)®=a%+b3+c3+3(b% + bc? + c?a+ ca? + a?b + ab?) + 6abc.

Se observa ca In orice ecuatie algebrica prezentatd, semnul oricarei variabile poate fi modificat si obtine o
alta formula, dar trebuie tinut cont ca o putere para a unui numar negativ este pozitiva. De exemplu, din (16) se
obtine:

(a+b—-c)?=a?+b?+c?—2bc —2ca+ 2ab.

18. a?+b%—c*+2ab = (a+b)?—c? =(a+b+c)a+b—c) (vezi(1)).

19. a’?—b* —c?>+2bc =a*—(b—-c))=(@+b—-c)((a—b+0).

20. a®+ b3+ c3 —2abc = (a+ b +c)(a? + b? + c? — bc — ca — ab).

21. bc? + b%c+ca?+c?a+ab®*+a’b+al+b3+c3=(a+b+c) (a?+b?%+c?).

22. bc? + b?%c + ca? + c?a + ab? + a?b + 3abc = (a+ b +¢) - (bc + ca + ab).

23. bc? + b?c + ca? + c?a + ab? + a?b + 2abc = (b + ¢)(c + a)(a + b).

24, bc? + b%c + ca®? + c?a+ab? + a’bh —2abc —a® — b3 —c3=(b+c—a)-(c+a—-b)-(a+b—c).
25. bc? —b%c+ca® —c?a+ab?—a’bh=(b—c)-(c—a) (a—Dh).

26. 2b%c? +2c%a?+2a*b?—a*—b*—c*=(a+b+c)-(b+c—a)-(c+a—-b)-(a+b—c).
27.  x*+2x%y+2xy? +y% = (x + ) (6 + xy + ¥2).

In general, pentru impartirea lui (x + y)® — (x™ + y™) prin x? + xy + y? vezi (545).

INMULTIRE SI iIMPARTIRE

28. Ex.1: (a* —3a?b? + 2ab® + b*) x (a® — 2ab? — 2b3).



14+0—34+241
—;_'H“-r(‘l— L —._)

=04+ 0—=4—-=2

14+0—54+0474+2—-6—-2

Rezultat: a’ — 5a°b? + 7a3b* + 2a?b® — 6ab® — 2b7 .

Ex.2: (x7 —5x% 4+ 7x% +2x? —6x —2) + (x* —3x2 + 2x + 1).

140-342+1) 14+0-5+0474+2—-6-2(140—-2—2
—1—-0+3-2-1

Rezultat: x3 —2x —2.

Impdrtire sintetica

Ex.3: Se reia exemplul precedent, calculele decurgand astfel:

1 40—F FT+2—6=2

Rezultat: x3 —2x —2. (vezisi (248))
De remarcat ca in toate operatiile cu coeficienti, trebuie ca acestia sa fie scrisi in ordinea succesiva a puterilor
variabilei.

INDICI

28. Multiplicare:
1 1 1 1 m+n

am Xan = am n = gmn = mn\/am"'n .
Impdértire:
a4 z i 4 m-n mn
Qn =—gm = gn m = gmn = qam—n,
Involutie:
1




CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN

30.
Regula. —Pentru determinarea celui mai mare divizor comun (cmmdc) a doua expresii: Se imparte expresia de
gradul cel mai mare la cealalta, eliminand divizorii care nu sunt comuni. Se face aceeasi operatie Intre rest

si iImpartitor si se continua procesul pana cand nu se mai obtine rest. Cel mai mare divizor comun este
ultimul rest nenul.

31. Exemplu. —Sa determinam cmmdc al polinoamelor:
3x°>—10x3+15x+8 si x5 —2x*—6x3+4x2+13x+6.

l— 2— 6+ 4413+ 6 34+0—=104 0415+ 8 3

o —34+0418=12—=39—=18

1 3— 060—18+12439418 2)Y064+ S—12-24—-10

Rezultat: cmmdc = x3 +3x*>+3x+ 1.

32. Alta modalitate de obtinere a cmmdc: Se descompun expresiile in factori simpli. Atunci cmmdc este
produsul tuturor factorilor comuni, luati la puterea cea mai mica.

CEL MAI MIC MULTIPLU COMUN
33. Cel mai mic multiplu comun (cmmmc) al doi termeni este egal cu produsul acestora raportat la cmmdc.

34. Alt mod de determinare a cmmmec a doud sau mai multor expresii. —Se descompun termenii in factori
simpli. Cmmmc va fi produsul tuturor acestor factori (luati fiecare o singura data)
si la puterea cea mai mica.

Exemplu. — Cmmdc al a?(b — x)°c’d si a3(b — x)?c* e este a?(b — x)?c*, iar cmmmec al acestora este
a?(b—x)°c’de.

EXTRAGEREA RADACINII
35. Sa extragem radacina patrata din:
3ava 3va 4la
Z— ——+—+
2 2 16
Ordonand dupa puterile lui a si aducand la acelasi numitor, se obfine:
3 1
16a? — 24 az + 41la — 24 a2z + 16

16
Detasand coeficientii, se efectueaza operatiile:

a




3
Rezultatul: a — Z\/E +1.

37. Saextragem radacina cubica din:
8x° — 36x5,/y + 66x*y — 63x3y [y + 33 x%y% — 9x2 [y + y°.
Termenii contin puteri succesive ale lui x si \/_ ; deci detasand coeficientii, obtinem:

I. I1. 181
6—37 12 8—=36+66—63+33—9+4+1(2—3+1
—6.) —18+ 9 =5
6—9+41 12—18+ 9 —364+66—63+33—9+1
+ 9 +36—54 427
12—36 427 12—364+33—9+1
6—94+1 —12436—33+9—1

12—364+33—=9+1

Rezultatul:  2x2 —3x,/y + .

Explicatie: Radacina cubica a lui 8 este 2, primul termen al rezultatului. Se pune 3 X 2 = 6 in coloana I,

3 x 22 =12 in coloana II si 23 = 8 in III, schimbandu-se semnul pentru efectuarea scaderii.

—36 + 12 = —3, al doilea termen al rezultatului .

Sepune —3inl; (6 —3) X (—3)neda —18 + 9 pentrull.

(12 — 18 + 9) x 3 (se schimba semnul) ne dau 36 — 54 + 27 pentru coloana IIl. Apoi se aduna.

Se trece de doua ori (—3), ultimul termen gasit, in L., iar patratul acestuia in II. Se aduna ultimele doua randuri
in L. si ultimele trei in II. 12 + 12 da 1, al treilea termen al rezultatului. Se trece 1 in coloanal.,(6 —9+ 1) X 1
da 6 — 9 + 1 pentru coloana II. (12 —36 4+ 33 —9 + 1) X 1 da la fel pentru III. Se schimba semnul,

se face suma si calculul se incheie.

Procedeul descris anterior reprezinta o variatie de la schema lui HORNER vezi (533).

Transformari utilizate frecvent.

. a c . a+b c+d .
38. Daca — = —, atunci — = — vezi (68).
b d a—b c—d
o a+b
xX+y=a —
39. Daca , atunci .
x—y=bh _ &
y y=—

40. (x+ )2+ (x—y)2 =2 (x%+y?).



41. (x+y)? = (x—y)? =4xy.
42. (x+y)?=(x—y)?+4xy.
43. (x—y)?=(x+y)?—4xy.

44. Exemple:

2vVa?— b2 + Ve2— x2  3va?— b2 + Vc? - d?

2VaZ— b2 —JeZ— x2 3 +a?— b2 —V2 — d?

VE—Z  3VE- @
I V@i B2 3@ B2

9(c? — x?) = 4(c? — d?),

x =+/5¢c% + 4d?.

(vezi 38).

Pentru a simplifica o fractie compusa ca de exemplu:

1 n 1
a2 —ab + b? ' a%+ ab + b?
1 1 ¢

a2 —ab + b?> a?+ab + b?

se inmultesc numaratorul si numitorul cu cmmmc al numitorilor mici:
(a® +ab +b?) + (a® —ab +b?) a®+b?
(a2 +ab +b?)— (a2 —ab+b?) ab

Rezulta:

ECUATIA DE GRADUL AL DOILEA

—b++/b2—-4ac

45, Daci ax’+bx+c=0, x =

2a
o 2 . v P . o —-b+ bz—ac
46. Daca ax® + 2bx + ¢ = 0, adica coeficientul lui x este un numar par, X = -,
47. Metoda de rezolvare fara ajutorul formulei:
Ex: 2x2—7x+3=0.
3

Se divid 2: 2~ —.

e divide cu X > X+ >
S leteaza patratul: x?2 ’ +(7)2—49 5.2

e completeaza patratul: x* —ox +|\7] ==-5 =12
Se f adaci dtrata: —+5 NN 3 !

eface raddcinapatratd: x —3 = +, x=-——= 3saus.
48. Regula pentru ,completarea patratului” pentru o expresie ca x? — %x : Se aduna patratul jumatatii
coeficientului lui x.
49. Solutia ecuatiei anterioare, utilizind formula (45), este:

—b++Vb%?—4ac 7+5 1
X = = = 3 sau=.
2a 4 2
TEORIA EXPRESIILOR PATRATICE

Dacd a, B sunt solutiile ecuatiei ax? + bx + ¢ = 0, atunci:



50. ax?’+4+bx+c=alx—a)(x—p).

b
51.  Sumaradicinilor: a+f = —=.
52.  Produsul ridicinilor: a f = 2.
53. Conditia ca solutiile si fie egale: b% — 4ac = 0.

ECUATIA CU O NECUNOSCUTA

54. Solutia unei ecuatii cu o necunoscuta poate fi simplificata, modificand variabila ceruta.

3x—1 18x+6
N € ) )
3x+1  6x%2+5x—1

Ex. (1): 2x +

6x>+5x—1 6@Bx+1)
3x+1 6x2+5x—1

Punem: Y T = nncnncnonnononnann rooroaeen oo e (2).

6
Astfel: y+ ; = 14.

y?—14y+6=0,

de unde se determina y, apoi x din (2).

55.  Ex.2: X2+ i+ x+2=4,
pe X

(x+3) +(x+3) =6,

Se pune x + e y siserezolva ecuatia de gradul al doileain y .

56. Ex.3: x2+x+§\/2x2+x+ =§+1.

2x* +x+2+3V2x*+x+2 =4,
Sepune +/2x?+ x + 2 =y siserezolva ecuatia de gradul al doilea:
y2+3y=4.
3 2 16 _
57. Ex.4 Vx™ + =—x "
: 33xm 3

m 2 2 16
3 +—x3 =—.
R 3

10



2n
O ecuatie de gradul al doileatn y = x3 .

58. Determinarea valorii maxime sau minime cu ajutorul ecuatiei de gradul al doilea.
Ex.— DAandu-se y=3x* +6x+7,
sa se determine pentru ce valoare a lui x, variabila y va lua valoarea maxima sau minima.

Se rezolva ecuatia de gradul al doilea:
3x2+6x+7—y=0.

-3+ 3y-12

Deci =
eci X 3

Pentru ca x sa fie real, trebuie ca 3y — 12 > 0 ; asadar valoarea minima a lui y este 4,
iar valoarea lui x corespunzatoare este — 1.

SISTEME DE ECUATII

Solutia generala pentru sistemul de ecuatii cu doua necunoscute.

Daca se da:

C1by—Cybq __ C1a3—Caq

B

ax+biy=c
, atunci: X =

ax + b,y = ¢, a;by—azb; ’ bia,—bya;

Solutia generala pentru sistemul cu trei necunoscute.
Daca se da:

a,x + b,y + c,z = d, , atunci:

ax + bly aF C1Z = d1
60 [
a3x + b3y aF C3Z - d3

__ dq(bpcz—bscy)+dy(bzcy—bic3)+ds(bicy—bycq)
ay(bac3—bscy)+az(bsci—bicz)+az(bica—bycq)’
si formule similare pentru y si z .

Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii cu doua necunoscute.

61. [ Prin metoda substitutiei. —Se scrie una din necunoscute in functie de cealalta in una din ecuatii si
inlocuirea acesteia in cealalta ecuatie. Apoi se rezolva ecuatia obtinuta.

x+5y=23 (1)
Ex. . {
7y = 28 (2)

Din (2) rezultd y = 4. Se inlocuieste in (1) si se obtine x = 3.

62. [IPrin metoda multiplicarii.

3x +5y =36 (1)
Ex. {

2x —3y =5 (2)

Se elimina necunoscuta x inmultind ecuatia (1) cu 2 si pe (2) cu 3 si apoi se scad cele doua ecuatii.
Varezultay = 3;revenind la una din ecuatii, obfinem x = 7.

11



63. III. Schimband necunoscutele.

X—y=2 (D
Ex. 1 {

x> —y*+x+y=30 (2)
Fie x+y=u x-—-y=v.
Inlocuim in ecuatiile sistemului si obinem:
{ v=2
uv+u =30

Se rezolva si se revine la substitutie si se obtine: x =6 si y = 4.

221102 =9 (1)
64. Ex.2: Y A
X2 +7y? =64 (2)

s x+
Se face substitutia z = z

y . 10 .
in (1): 2z+— =29, adica:
y z

722 —92z+4+10 =0, deunde z=7 sau z=2.
o x+y 5 x+y . 7
Deci = — sau = 2, deunderezulta: x =3y sau x == y.
x—y 2 xX—y 3
Se inlocuieste 1n (2) si se vor obtine solutiile:
6
xX=6,y=2 sau x=2\/7, =—.
y y 77
3x +5y =xy (1)
65. Ex.3:
2x +7y =3xy (2)
3 5
x +; =1 (3)
Se imparte fiecare termen cu xy: s
; ap x =3 (4)

Se inmultesc (3) cu (2),apoi (4) cu (3) si prin scadere se elimina y.

66. IV.Prin substitutia y = tx, daca ecuatiile sunt omogene in x si y.

52x2 + 7xy = 5y% (1)
Ex. 1:
5x —3y =17 (2)

RAPOARTE SI PROPORTII

12



68. Daca a:b ::c:d; atunci ad = bc si %=§;
a+b_c+d a—b_c—d a+b_c+d
b d ' b d "a-b c-d’
VARIATII

76.

79.

83.

94.

108.

125.

137.

211.

PROGRESII ARITMETICE

PROGRESII GEOMETRICE

PERMUTARI S| COMBINARI

RADICALI

TEOREMA BINOMULUI

TEOREMA POLINOMULUI

ECUATII

EXPRESII IMAGINARE

13



223. Se adopta urmatoarele conventii: —

\/ (—a?) este echivalent cu a 4/ (—1) ,iar simbolul \/(—1)) , notat , se supune regulilor algebrei.
224. Dacd a+if=y+id, atuncia=ysi f=6.

225. a+if si a—ipf suntexpresii conjugate; produsu lor este a? + 2.
226. Suma si produsul a doua numere conjugate sunt rale, dar diferenta lor este imaginara.
227.  Modulul este /a2 + B2.
228. Daca modulul este zero, atunci si @ si f sunt nule.
SERII
239.

TEORIA NUMERELOR

" . . a - - - - 0l - ]
349. Daca a si b sunt prime intre ele, atunci fractia 5, are cei mai mici termeni posibili.

DEMONSTRATIE. Fie % = %, o fractie cu termeni mai mici.

1
Se imparte a la a; , se obtine restul a, si catul q;,

b la by, restul b, si catul q4;
si asa mai departe, precum in cazul operatiei de aflare a celui mai mare divizor comun (Vezi (30)).

Fie a, si b, cei mai mari factori comuni atfel determinati.
. a aq .. a a—qi1aq ay

Apoi, deoarece — = —; * =—=—

b by

b b—qiby by,
a_al_az_ _an
b by by bp

(70)

)

si asa mai departe; deci

Asadar, a si b sunt multipli de acelasi factor fata de a,,, resprctiv b,, ; rezulta ca a si b nu sunt prime intre ele.

TEORIA ECUATIILOR

TERMENII UNEI ECUATII

Forma generala a unei ecuatii rationale cu numere intregi:
400. Do X" +px™ 1+ -+ p,_ x+p, =0.

Membrul stang va notat cu f (x) in cele ce urmeaza.
401. Daca f(x) sedividecu x —a , restulvafi f(a).Avem: f(x) =P(x—a)+R.
402. Daca a este oradacind a ecuatiei f(x) =0, atunci f(a) =0.

403. Pentru a calcula numeric f(a) trebuie sa impartim f(x)la x — a,
iar rezultatul va fi f(a). (vezi (401))

404. Exemplu.— S3 determindm valoarea lui 4x® — 3x> + 12x* — x? + 10 pentru x = 2.

14



‘4 -3 +12 0 -1 0 +10

2 ‘ 8 +10 +44  +88 +174 +348

4 +5 +22 +44  +87 +174 +358
Deci f(2) = 358.
Daca a, b, ¢ sunt radacinile ecuatiei f(x) = 0,atunci (Vezi (401) si (402)):
405. f(x) =po(x—a)(x —b)(x —c) - (x — k).

Considerand py =1, din (400) rezulta:

406. -p; = suma tuturor radacinilor lui f(x).
p, = suma tuturor produselor de cate doua radacini.
p3 = suma tuturor produselor de cate trei radacini.

(—=1)" p, = suma tuturor produselor de cite r radacini.

(—=1)™ p,, = produsul tuturor radacinilor.

DETERMINANTI

554.

METODA ELIMINARII

582.

TRIGONOMETRIE PLANA

MASURAREA UNGHIURILOR

600. Unitatea de masura a unghiurilor pe cerc este radianul , care este unghiul la centru care subintinde un
arc de lungime egala cu raza cercului. De aici:

arc

601. Masura unui unghila centru = - .
raza

15



601. Masura circulara a doua unghiuri drepte = =~ 3,14159 ...

602. Unitatea de masura a sistemului centezimal este gradul centezimal si reprezinta a suta parte din
masura unghiului drept.

603. Unitatea de masura a sistemului sexagesimal este gradul (sexagesimal)si reprezinta a 60-a parte din
masura unghiului drept.

RAPOARTE TRIGONOMETRICE

606. Fie OA fixat si segmentul OP care se roteste descriind

un cerc de centru 0. Se traseaza PN care se mentine »)
perpendicular pe AA’. Atunci, pentru orice pozitie a lui OP:
PN s 1 unghiului ZAOP \
op — Sinusul unghiului
ON N A
—— = cosinusul unghiului ZAOP
op
o t talui zAOP
oN — tangenta lui

607. Daca P este deasupra dreptei AA’, atunci sin ZAOP este pozitiv.
Daca P este dedesubtul dreptei AA’, atunci sin ZAOP este negativ.

608. Daca P estein dreapta dreptei BB’, atunci cos ZAOP este pozitiv.
Daca P este in stanga dreptei BB', atunci cos ZAOP este negativ.

TRIGONOMETRIE SFERICA

TEOREME INTRODUCTIVE

870.

TRIUNGHIURI DREPTUNGHICE

881.

16



GEOMETRIE ELEMENTARA

SECTIUNI CONICE

CALCUL DIFERENTIAL

CALCUL INTEGRAL

CALCUL VARIATIONAL

ECUATII DIFERENTIALE

CALCULUL DIFERENTELOR FINITE

GEOMETRIE ANALITICA IN PLAN

GEOMETRIE ANALITICA IN SPATIU

ANEXA

Culoarea paginii: 100, 220, 255
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