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Multimi, relatii, functii

HO0.1.1.

Se numeste propozitie un enunt despre care se poate spune fie ca este adevarat, fie fals, insa nu ambele variante
simultan. Se noteaza propozitiile cu litere mici: p, g, 7, ... . Unei propozitii p i se atribuie un simbol |p|, numit valoare
de adevdr. Daca p este falsa, se scrie |p| = 0, iar daca este adevarata, se noteaza |p| = 1.

Cu ajutorul operatorilor logici: 1 (negatie), V (disjunctia), A (conjunctia), — (implicatia), < (echivalenta) se pot
forma propozitii compuse. Astfel, daca p,q sunt doua propozitii fixate, definim propozitiile: 1n, pVq, pAq, » = q,
p < q prin valorile de adevar ale acestora conform tabelului:

p q Ip pVq p/A\q p—q peq
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 1

O propozitie compusa se numeste tautologie daca este adevarata oricare ar fi valoarea de adevar a propozitiilor
componente.

Sa se demonstreze ca daca p si g sunt doua propozitii oarecare, atunci propozitiile compuse de mai jos sunt

tautologii:

1° pVp o p; pAp © p (principiul idempotentei);

2° pV (p) (principiul tertului exclus);

3°11p © p (principiul dublei negatii);

4° 1(pVq) < TpAlgq
1(pAq) © TpVigq

Demonstratia se realizeaza cu ajutorul tabelului, verificandu-se fiecare combinatie de valori de adevar.

} (principiul dualitatii sau relatiile lui DE MORGAN)).

H0.1.2.

Notiunea de multime este o notiune primara, obtinuta in urma unui proces de abstractizare. Pentru inceput se poate
spune ca o multime este o colectie de obiecte care au o proprietate comuna.

Multimea care nu are niciun element se numeste multimea vidd si se noteaza @.

Daca elementul a apartine multimii A, se va scrie a € A; in caz contrar, a & A.

Se vor defini urmatoarele relatii intre multimi (A si B sunt doua multimi):
-incluziune (nestrictd): A € B & ((V X)x EA > x € B) (A este inclusain B);
-egalitate: A=B & AS B ANB € A (Aesteegald cu B);

- incluziune strictd: Ac B & A S B A\ A # B (A este inclusd strict in B).

Daca A este o multime, se noteaza cu P (4) multimea tuturor submultimilor lui A sau multimea pdrtilor lui A.
Avem: @ € P(A), A€ P(A)siMc A & M € P(A).

Se definesc urmatoarele operatii cu multimi:

- reuniunea: AUB ={x; x€E AVx€EB};
- intersectia:ANB ={x; x€ A Ax€EB};
- diferenta:A\B={x; x€B Ax¢& A}



AuB ANB A~B

Operatii cu multimi

Sa se demonstreze ca, pentru oricare doua multimi A si B, exista relatiile:
1° AcB©AUB=B<A\B=0 ANB=A4;

2° AUB=ANB &S A=B;

3° A= (A\B)U(4 NB);

4° AUB=(A\B)UA NB)UB\A).

1° Evident.
2°(=>) (V) x e Aavemx € AUB = ANB, decix € BsideciA € B. Analog se aratd cda B € A, deci A = B.
39 Incluziunea " 2 " este evidenta. Reciproc, fie x € A fixat; dacd x € A\ B, rezultd ca x € B, decix € A NB si

deciA € (A\B)U(ANB).
4° A UB = (conform 3°) = ((A\ B) U(A NB)) U((B \ AU(A NB)) = (A\ B)U(B \ A)U(4 NB).

Reprezentarea grafica a trei mulgimi
A, B, C prin diagrame Venn-Euler

N 0.1.3.

Fie multimile 4, B. Dacda A € B, multimea B \ A se numeste complementara lui A fata de B si se noteaza CzA sau CA
daca nu exista nicio posibilitate de confuzie.

Daca A este fixatd, se mai noteaza CzA = B.

Sa se demonstreze ca daca X, Y sunt doua submultimi ale lui A, atunci:
C(XuY)= CXnCY
CXnY)=CXucy

Avemx EC(XUY) © (xeEANxgXUY)eo xeAAxeXNAxgY)eo (xeA\X AxeEA\Y) e
& x ECXNCY.
in mod similar se demonstreazd a doua afirmatie.

} (relatiile lui DE MORGAN).

M 0.1.4. O multime de multimi 4;, i € I se numeste familie de multimi “I-indexata” si se noteazd cu (4;);¢;. Vom
scrie:
Uiet4; ={x; Q)i € Ia.i.x € A; } (reuniunea familiei (A;)c1);
Nie; 4; = {x; x € A; (V)i € I} (intersectia familiei (A;)ie;)-

Sa se demonstreze:
C (Uies 4i) = Nies CA;

relatiile lui DE MORGAN generalizate).
C (Nier Ap) = Ui CA; } (rela g )

X € C(UiEIAi) S x & UiEIAi S X eAl (V) i€l & x€ C’Al (V) i€l © x€ niEICAl"
A doua afirmatie se demonstreaza inlocuind A4; cu CA4;.

M 0.1.5. Se dau multimile X, Y . Se defineste produsul cartezian al acestora multimea:
XXY ={(x,y); xEAN yEB},
unde (x, y) este pereche ordonatd, adica (x,y) = (y,x) © x =y.

Sa e demonstreze ca, daca A4, B, C sunt trei multimi, atunci:
1° (AXB)N(BxA)=(ANnB)x(ANB);



2°AX(BUC)=(AXB)U(AXC); AXx(BNC)=(AXB)NANC);
3° (AUB)XC=(AXC)UBXC); ANB)XC=(AXC)n (B XxC);
4° AXB=B XA & A=B.

1° (x,y) E(AxB)N(BxA4) & (xy)€(AXB)A(x,y) EBxA) e ((x€ANyEB)A
(xeB Ay€EA)) ©

(xe AAxEB)A (yeEAANYEB)) © (x,y)E(ANB)X (ANB).

Tn mod similar se demonstreaz3 si celelalte afirmatii.

M 0.1.6. Se numeste relatie binard (relatie) de la multimea X la multimea Y o submultime R a produsului cartezian
XXxY.
Astfel, dacd (x,y) € p € X X Y, se va scrie x p y si se spune ca x este in relatia p cu y.

O relatie binara f de la multimea X la multimea Y se numeste functie (aplicatie) definitd pe X cu valoriin Y, daca:

1° f este completd: Dy :={x € X; (3)y €Y a.1.(x,y) € f } coincide cu X;

2° f este univocd: (V)(x,y) € fsi(x,y)ef=>y=9y"

X se numeste domeniu de definitie al functiei, iar Y codomeniu.

Sevanotay = f(x)inlocde (x,y) € f sise va spune cd f(x) este imaginea lui x prin f sau valoarea functiei f in x.
O functie f definita pe X cu valori in Y se noteaza astfel:

f:X-VY; XLY; Xox-»f(x)eEY; y=f(x),x€X.

Dacad A c X se defineste imaginea lui A prin f multimea:
f(A) ={yeY; @Axedailf(x)=y}

Daca B c Y atunci se defineste preimaginea lui B sau imaginea reciprocad a lui B prin f:
f'B)={x€eX; f(x) €B}.

Fie f: X — Y o functie. Atunci au loc relatiile:

1° f(A)\ f(B) € f(A\ B), VA,B € X;
2°Cyf(A) € f(CxA), VAC X,dcd f(X) =Y;

3°fM(A\B) = fH(A\f'(B), VABCY;

4° f~1(cyB) = Cxf~Y(B), VB CY.

5% f(Uier4i) = Uier f(A) 5 fF(Nier A € Nier f (A0,

unde (4;);¢; este o familie de submultimi din X, iar / o familie arbitrara de indici.

6° f ' (UierB) = Uie f71B) 5 [ (Nier B © Nier fH(BY),

unde (B;);¢; este o familie de submultimi din Y, iar / o familie arbitrara de indici.

1°yef(A\f(B) & yef(AANyéf(B) & Ax€Acuf(x) =y Ay#f(b)VbEB =3Ix€ A\ Bcu
fx)=y ©yef(A\B).

2° Rezulta din 1°.

3°x e fTYA\B) © f(x) EA\B © f(x) EANf(x)¢B © xef 1A AxegfI(B)exef1(4)\
f~1(B).

4° Rezulta din 3°.

5°Avem:y € f(Uigr4) © (3x € Ui d; aly=f(x) © (Elio EINIxEA aly= f(x)) S

S (Elyo €Elalye f(Al-o)) & y € Ui f(4).

yEf( Al-)(:) Jx € A; aily=f(x) :(EIxEA,ViEIa.i.y=f(x))
) )
= (yef(A),Viei) & y €N f(4).

6° Similar.

M 0.1.7. Fie X, Y doua multimi si o aplicatie f: X — Y . Vom spune c4 f este:
e injectivd: dacaV y € Y exista cel multunx € X cu f(x) = y;
e surjectivd: dacaV y € Y exista cel putinunx € X cu f(x) = y;
e Dbijectivd:dacdaVy €Y exista exactunx € X cu f(x) = y.

Fie f: X — Y o aplicatie. Atunci:
19 festeinjectivi & YV A;,A, € X cu f(A1) € f(A4,), rezultd A; € A,;
2° feste surjectivi < V B;,B, €Y cu f~1(B,) € f~1(B,), rezultd B, € B,
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e (=) Se considera un element x, € A; si va trebui sa aratam ca, in conditiile din ipoteza, x, € A,.
Din xo € A; rezulta f(xy) € f(A4,), iar din f(4;) € f(A,) rezulta f(x,) € f(A,) adica exista un x; € A, pentru
care f(x;) = f(x). Din injectivitatea functiei rezultd ca x; = x,. Asadar, x, € 4,.

e (&) Reciproc, se presupune ca pentru orice submultimi 4;, A, € X cu proprietatea f(4,) € f(A4,), exista

relatia

A, € A,si sa demonstram ca f este injectiva. Fie x1,x; € X cu f(x;) = f(x3). Se considera A; = {x1}si 4, = {x,}.
Avem
f (A1) = f(A;)si deci, conform ipotezei, A; = A, deci x; = x5.
20

e () Se presupune ci f este surjectiva si se considera doud submultimi B;,B, €Y cu f~1(B;) € f~1(B,)
Fie un element y, € B;; deoarece f este surjectiva, existd un x, € X a.i. f(x,) = y, decix, € f~1(B;) si din
f1(B;) € f~1(By) rezultd x, € f~1(B,) deci f(x,) € B,. Asadar y, € B,.

e (&) Se presupune valabil faptul c3 pentru oricare doud submultimi By, B, S Y cu proprietatea f ~1(B;) S

f1(By)

avem B; € B, si sa consideram un element arbitrar y, € Y si sa demonstram cd exista un xy € X a.l. yo = f(xp).
Intr-adevar dacd y, € Y si dacd presupunem (prin reducere la absurd) ca nu exista niciun element x, € X pentru
care yo = f (o)
ar rezulta cd f "1 ({y,}) = ©. Atunci am avea pentru orice y; € f(X) relatia f "1 ({yo}) © f~1({y1}). Deci, conform
ipotezei, {yo} € {y1}, ceea ceinseamnad ca y = y;. Rezultd cd y € f(X), ceea ce contrazice presupunerea facuta

f_l({J’o}) = Q.

M 0.1.8. Pentru oricare doua functii f: X — Y si g:Y = Z se defineste compunerea acestora ca fiind functia g o
f:X-2Z

gef @)= g(f().

Observatii:

1° Pentru a putea compune doud functii, este necesar ca domeniul de definitie al celei de-a dou3 s3 fie egal cu
codomeniul primeia.

2°Compunerea functiilor nu este comutativa, adica oricare ar fi functiile f, g: X - X, nu este obligatoriuca f o g =

gef.

O aplicatie f: A — B se numeste inversabild daci existd o aplicatie notatd f ~1: B — A si numitd inversa lui f si care
satisface conditiile: (f 1o f) (x) = x,Vx €Asi (fof")(y) =y,Vy EB.

O functie f: A — A este inversabild daca si numai daca este bijectiva.

1° () Consideram functia inversabild f: A — A si s3 demonstrdm c§ este bijectiva. Deci existd o aplicatie f~1: 4 -
A cu proprietatea: f(x) =y © f~1(y)=x, Vx,y € A.

Dacé existd x1,x, € A a.l. f(x1) = f(x2), atunci, deoarece f ~'este functie, f~*(f(x1)) = f1(f(x)) (v.
proprietatea de completitudine de la definitia functiei), de unde rezulta ca x; = x,. Astfel s-a demonstrat
injectivitatea functiei f.

Fie acum un y, € A. Folosind proprietatea de univocitate de la definitia functiei, rezulta ca putem nota x, =

f (). Astfel s-a demonstrat ca existd un x, pentru care f (x,) = V,, asadar f este si surjectiva.

2° (&) Consideram functie bijectiva f: A — A si sa demonstram ca este inversabild. Vom considera relatia
f~ldefinitd pe multimea A prinrelatia: x f 1y < f(x) =y, V x,y € A sise va demonstra ci f ~Lsatisface cele
doua conditii din definitia functiei.

Fie un y € A. Deoarece f este surjectivd, existd un x € A pentru care f(x) = y, deci existd f ~1(y) si acesta este
chiar x.

Presupunem acum cd existd x;,x,,y € A cu proprietétile: y f~1x; siy f1x,. Rezultd f(x;) =y = f(x,) si, cum f
este injectiva, rezultd x; = x, si astfel s-a demonstrat si a doua conditie din definitia functiei, deci £~ este functie,
fiind chiar inversa lui f.

M 0.1.9. O relatie definita pe multimea A si anume R c A X A se numeste relatie de echivalentd pe multimea A
daca este:

o reflexiva: (a,a) ER, Va €A
e simetricd: (a,b) ER = (b,a) ER;
e tranzitivd: (a,b) e RA(b,c) ER = (a,c) ER.
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Sa se demonstreze ca egalitatea a doua multimi este o relatie de echivalenta.

M 0.1.10. Se considera relatia de echivalenta R © A X A4, unde A este o multime. Oricarui elementa € A i se
asociaza multimea:

Ro={b€EA; aRb}
numita clasa de echivalentd a elementului a.

Sa se demonstreze ca multimea claselor de echivalenta ale unei relatii de echivalenta R € A X A, multime notata

A / R, formeaza o partitie a multimii A, numita multimea cét (factor) a lui A prin relatia R, deci poseda proprietatile:
1° Elementele acesteia sunt multimi nevide;

2° Elementele acesteia sunt multimi disjuncte intre ele doua cate dous;

3° Reuniunea acestor multimi este chiar multimea A.

Avem A /R ={R,; a € A} siseremarca faptul cd pentru doua elemente distincte a, b € 4, clasele de echivalenta
R4, Ry sunt disjuncte sau concid. De asemenea, datorita proprietatii de reflexivitate, orice element a € A apartine
madcar unei clase de echivalentad (a € R,), deci Ugzeqa Ry = A.

M 0.1.11. O relatie definita pe multimea A si anume R c A X A se numeste relatie de ordine (partiald) pe multimea
A daca este:

o reflexiva: (a,a) ER, Va€EA;
e antisimetricd: (a,b) E RA(b,a) ER= a=b;
e tranzitiva: (a,b) e RA(b,c) ER = (a,c) ER.

n acest caz, se spune cd multimea A este ordonatd.

Incluziunea nestricta (€) a doua multimi este o relatie de ordine.
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Multimi de numere

M 0.2.1. Se noteaza cu U (multimea-univers) multimea tuturor multimilor ce se vor studia ulterior. Se spune ca doua
multimi 4, B € U sunt echipotente si se noteazd A ~ B daca existd o functie bijectivd f: A = B.
Relatia de echipotenta a doua multimi este o relatie de echivalenta pe U.

Demonstratia este simpla.

Clasele de echivalenta se vor numi numere cardinale. Astfel, clasa de echipotenta a multimii A € U se va numi
cardinalul lui A si se va nota A sau card A.

M 0.2.2. Se defineste multimea asociatd unei multimi A € U ca fiind multimea notatd: 4 = {(a,A); a € A}.
DaciA,BEUSsiA~B,atuncid ~ B .

Tntr-adevar, dacd f: A — B este o bijectie, atunci aplicatia f: A — B, definita prin f (a,A) = (f(a), B) este o
bijectie.

M 0.2.3. Se defineste reuniunea disjunctd a doud multimi 4, B € U multimea notat3: AVB = A UB.
Daca Al'AZ'Bl’BZ € Ucu Al ~ Az §| Bl ~ Bz, atunci: Al V Bl ~ AZ V Bz.

Fie A; # By, deci 4; N B; = @. Bijectiile f:4; » A,, §:B; — B, determina bijectia:
F:A,UB; » A, UB, prin F(a, A1) = f (a,A;) i F(b,B1) = g(b, By).
(S-a presupus si A, # B5.)

M 0.2.4. Dandu-se o multime A € U, o aplicatie f: A X A = A se numeste lege de compozitie internd sau operatie.
Daca operatia este notata printr-un simbol *, atunci se poate nota: f((a, b)) :=axb, Va,b € A.

Daca *: A X A — A este o lege de compozitie pe multimea A, spunem ca o submultime B € A este parte stabild in
raport cu legea de compozitie, dacaVx,y € B = x*y € B.

Pe multimea numerelor cardinale sepoate defini o operatie aditiva :

Fiea= A, b=B.

Se numeste sumd a numerelor cardinale a si b numarul cardinal, notat a + b, al multimii A V B.
Oricare ar fi numerele cardinale a, b, ¢ au loc proprietatile:

1° a+ (b+c) = (a+ b) + ¢ (asociativitatea adundrii);

2°a+b =b+a (comutativitatea adundrii).

Se aplica exercitiul precedent.

M 0.2.5. Fie Al'AZ'Bl' B2 EU P astfel incat: A1 2 AZ §| Bl = Bz. Atunci: Al X A2 = Bl X Bz.

Daca f: A1 = A, si g: By = B, sunt doua functii bijective si f: By = A, , atunci:
fXg:A; XBy > A; X By,

definita prin:
(f x 9)(a,b) = (f(a), g(b))

este o bijectie.

M 0.2.6. Se numeste produs al numerelor cardinale a si b numarul cardinal, notat a - b sau ab , al multimii A X B.

Daca a, b, ¢ sunt trei numere cardinale, atunci:



1° a(b + ¢) = ab + ac (distributivitatea produsului fatd de adunare);
2° a(bc) = (ab)c (asociativitatea produsului);
3° ab = ba (comutativitatea produsului).

Se aplica exercitiul precedent.

M 0.2.7. Daci a, b sunt doud numere cardinale, atunci prin a ridicat la puterea b se intelege numarul cardinal a? al
multimii aplicatiilordelaBla A, {f:B — A}.

Daca Al'AZ' Bl' B3 EU §| A1 =2 AZ §| Bl =2 Bz P atunci:
{f:B1 > A1} ~ {g: B, > A3}
Sa se deduca de aici ca daca a, b, ¢ sunt trei numere cardinale, atunci:
1° q? - qf = qP*¢:
2° af - b€ = (ab)s;
3° (ab)c = @5,

Fie hy: Ay > A,, hy: By — B, doud bijectii si f: B; > A o aplicatie oarecare. Atunci F(f) = hy o f o h;! V f este o
aplicatie bijectiva de la {f: B; = A1} la {g: B, = A3}

M 0.2.8. Se pune c3 numérul cardinal a = A este mai mic sau egal cu numarul cardinal b = B si se scriea < b daca
exista o submultime B’ € B astfel incat A ~ B’. (De asemenea, sevascriea < bdacda < bsia # b.)
Astfel s-a definit o relatie binara < pe multimea U | ~ a cardinalilor universului U.

Daca a, b, ¢ sunt numere cardinale, atunci:
1° a < q;
2°a<bhb A b<c=>a<c.

1° Este evidentca A ~ A.
2° DinA~B', BBcB, B~C',C'cC rezultd A~ C"siC" cC.

M 0.2.9. (Teorema lui FELIX BERSTEIN). Daca a = A, b= §§i se verifica simultan relatiilea < b sib < a,
atuncia = b.

Prin ipoteza, existd aplicatiile bijective f:A > B', B'c B, g:B > A’, A' C A.

Definim functia: ¢: P(4) = P(A) prin:

p(E)=An[g(Bnf(E))]. (1)
Se vede cd @ are proprietatea de “monotonie’’:
EcF = @(E) c o(F). (2)

Se considerd multimeaD ={E: E € P(A) NE c @(E)}. Rezultd @ € D. Fie apoi D = Ugp. Cum E € D, pentru

fiecare E € D, (2) implica E c @(E) c ¢(D), VE € D. Deci D c ¢(D).

Se aplica din nou proprietatea (2) functiei ¢ si se obtine ¢ (D) c (p((p(D)). Rezultd ¢(D) € D.

Este valabild si incluziunea inversa D = Up2D @ (D). Deci D = (D). Se aplica (1) si rezulta:
D=An[g(BnfD)].

Atunci AnND = g(B N m) Urmeaza ca functia h definita prin:

f(x) pentru X€E€D
h(x) =
g~ 1(x) pentru x € A\ D

realizeaza o bijectie a lui A cu B.

il 0.2.10.
Pe multimea numerelor cardinale, < este o relatie de ordine.

Se aplica cele doua exercitii anterioare.


https://ro.wikipedia.org/wiki/Felix_Bernstein_(matematician)

M 0.2.11. Fie (X, <) o multime ordonat si A € X o submultime a sa. Un minorant (respectiv majorant) al multimii A
si care apartine multimii A se numeste prim element, cel mai mic element sau minim (respectiv ultim element, cel
mai mare element sau maxim) si se noteaza cu min A (respectiv max 4).

Spunem ca (X, <) este o multime total ordonatd sau lant (in care caz vom spune ca < este o relatie de ordine totald)
daca pentru oricea,b € X avem a < b sau b < a (proprietatea de trihotomie).

Daca (X, <) este o multime total ordonata, se spune ca aceasta este bine ordonatd daca pentru orice submultime
nevida A € X poseda un prim element adica exista un element a € A cu proprietateaa < x, V x € A.

Orice submultime a unei multimi bine ordonate are un prim element si acesta este unic.

M 0.2.12. (Teorema lui CANTOR) Fie A o multime arbitrard. Atunci card A < card P (4).

DacdA=@,avemcard A =0 <1 = card P(A).
Presupunem acum ca A # @. Deoarece aplicatia A 3 x » {x} € P(A) este injectivd, avem card A < card P(A).
Dacd am avea card A = card P(A), atunci 3f: A = P(A) bijectiva si notam f(x) prin A, (x € A). Se considera
multimea:

M:={xeA: x¢&A,}
CumM € P(A), Ixy € AcuA, = M.Dacd xq € Ay, vaem xo € M = A, , absurd, iar daca x, & A, , avem x, €
M = Ay, iarasi absurd.

N 0.2.13.

Fie (4, <) o multime bine ordonata si a € A. Submultimea:
A ={x€A: x<a}

se numeste semidreaptd din A determinata de elementul a.

(Principiul inductiei transfinite). Fie (A, <) o multime bine ordonata. Daca A’ este o submultime a lui 4 cu
proprietatile:

1° A’ contine primul element din 4;

2° Pentru orice semidreapta A, € A" avema € A', atunci multimea A’ coincide cu multimea A.

Sa presupunem ca submultimea A’ € A poseda proprietatile 1° si 2° darca A’ # A.
Atunci A \ A" este submultime nevida a multimii bine ordonate A si care admite un prim element b iar b & A’. Atunci
A, € A', dar conform 29, b € A’, ceea ce este absurd.

M 0.2.14. Fie (4, <) o multime total ordonata cu prim element. Dacd singura submultime A’ a lui A care satisface
conditiile 19 si 2° de la exercitiul precedent este chiar 4, atunci (4, <) este bine ordonata. (reciproca teoremei
anterioare)

Presupunem ca B este o submultime nevida a lui A care nu are prim element. Atunci A’ = A \ B este o submultime
a lui A care nu contine primul element din A. Dacd A, este o semidreapta din A’, atuncia € A’, in caz contrar, a ar fi
primul element din B. Conform principiului inductiei transfinite, A’ = A, adicd A \ B = A, deci B = 0, ceea ce
contrazice presupunerea initiala.

Observatie. Ultimele doua teoreme, care sunt mutual reciproce, arata ca principiul inductiei transfinite este
echivalent cu buna ordonare. Vom spune ca teoremele care sunt demonstrate pe baza acestui principiu sunt
demonstrate prin recurentd.

M 0.2.15. Doua multimi total ordonate, (4, p) si (B, o) se numesc asemenea, si se scrie A = B, daca exista o bijectie
f:A — B cu proprietatea:

xpy = f(x)o f(y), Vx,y € A.
Daca (4, <) este o multime bine ordonata si f: A — A este o asemanare, atunci: x < f(x), V x € A.
Presupunem cd exista un x, € A cu proprietatea f(x,) < x,; fie a cel mai mic element x, cu aceasta proprietate.
Avem f(a) < a si, aplicind asemanarea, deducem (f(a)) < f(a). Deci f(a) = b are proprietatea f(b) < b si cum
f(a) < a, adica b < a, rezulta ca a nu este cel mai mic element, ceea ce contrazice presupunerea facuta.

W 0.2.16. Dacd (4, <) si (B, <) sunt doua multimi bine ordonate, atunci:
1° A nu este asemenea cu nicio semidreapta A, a sa;
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204, A, >x=y;
3° A = B implicd existenta unei singure asemanari f: A — B.

1° Admitem prin absurd ca f: A — A, este o asemanare pentru un x € A.

Conform exercitiului precedent, x < f(x). Dar f(x) € A, deci f(x) < x, contradictie.

2° Din A, =~ A,, x # y putem avea x <y, atunci A4, este asemenea cu o semidreapta A, a sa,

in contradictie cu 1°.

3° Fie f,g: A > B doud asemandri. Rezultd f~1 o g: A — A este o0 asemanare. Conform exercitiului precedent:
Vx €A x < f1og(x).

Atunci f(x) < g(x). Schimband rolul lui f cu g, avem si g(x) < f(x).

Deci pentru orice x € 4, f(x) = g(x).

M 0.2.17. Consideram un “univers” ‘U de multimi total ordonate. Se observa ca relatia de asemanare, definita in
exercitiul anterior, constituie o relatie de echivalenta. Clasa de echivalenta a unei multimi total ordonate (4, <) se va
nota prin ord A si se va numi tipul de ordine al lui (4, <). Daca (4, <) este bine ordonatd, aceeasi proprietate o va
avea orice alt element (B, <) din ord A si se spune ca ord A este numdrul ordinal al lui (4, <).

Notam cu Z multimea tuturor numerelor ordinale. Pe Z se poate defini o relatie de ordine (partiald) in modul
urmator:

Fie (4, p) si (B, ¢) doua multimi bine ordonate si @ = ord A, § = ord B.Vom pune a < [ dacd existd x € B cu
proprietatea A = B,.. Notam a < f daca a < ff sau @ = (5. Se verifica usor cd @ < f§ depinde numai de numeralele
ordinale a si f8 si nu depinde de reprezentantii (4,p), (B,0).

Admitand axioma alegerii, putem stabili proprietatea de dihotomie a multimii (Z, <).

Axioma alegerii. Pentru orice familie F nevida, de multimi nevide, disjuncte doua cate doua, exista o multime A care
are in comun cu fiecare multime din F un element si numai unul.

Axioma alegerii este echivalenta cu fiecare dintre urmatoarele propozitii:

Lema lui TUKEY. Orice familie nevida de caracter finit are un element maximal.
Principiul de maximalitate al lui HAUSDORFF." Orice multime nevida partial ordonata contine un lan{ maximal.

Lema lui ZORN." Orice multime nevida partial ordonata, in care fiecare lant este marginit superior, admite un
element maximal.

Teorema bunei ordondri a lui ZERMELO." Orice multime poate fi bine ordonata.

Pentru orice pereche de numere ordinale a si § are loc una si numai una dintre relatiile:
a<pf, a=p B<a.

Exercitiul anterior confirma faptul ca are loc cel mult una dintre relatii. Mai trebuie sa demonstram ca se verifica cel
putin una dintre relatii.

Dacdaa = ord A, B = ord B, (4,p) si (B, o) fiind bine ordonate, fie F familia tuturor asemanarilor de la
semidreptele lui A sau A la semidreptele lui B sau B, avem {(a, b)} € F, a fiind primul element din A si b primul
element din B. Deci F # Q.

Conform principiului de maximalitate al lui HAUSDORFF, exista un lant maximal £ c F. Fie h =U,. Se verifica
usor cd h € F. Dacd dom h si codom h sunt semidreptele A, si By, ale lui A si B, respectiv, atunci h U {(x, y)} poate
fi adaugata lui £ si aceasta poate contrazice maximalitatea lui L.

Situatia dom h # A si codom h # B este exclusa. Din dom h = A sicodom h = B urmeazd a = f;dindom h = A
si codom h = B, rezultd @ < f; ultima posibilitate dom h = A, si codom h = B conduce la § < a.

M 0.2.18. Multimea (Z, X) este total ordonata; pentru oricea € Z, ord Z, = a.

Se utilizeaza exercitiul anterior, fie a = ord A. Se va construi o aplicatie f: Z, — A ce se va dovedi asemanatoare in
raport cu ordondrile bune subintelese. Pentru x € Z, are loc x < a. Conform ex. 0.2.15, exista unic y € A astfel
incat Z, = A,; definimy = f(x).

M 0.2.19. Pentru orice numdr cardinal a exist3 cel putin un numar ordinal a astfel incat a = Z,,.
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Fie A = a. Pe baza axiomei alegerii, exista o bund ordonare p pe A. Se noteaza a = ord A si din teorema
precedenta se deduce c& (4, p) este asemenea cu (Z,,<). Deducem A = Z,, si prin urmare a = Z,,.

M 0.2.20. Se considerd multimea-univers U si familia U /~ a cardinalilor acesteia. Atunci ordonarea < este totala si
buna.

Precizand bune ordonari <, (conform teoremei lui ZERMELO) pentru fiecare element A din U, obtinem un univers
U" = {(A,<,): A € U} de multimi bine ordonate. Fie Z multimea cardinalilor lui U'. Pentru un numar cardinal a,
exista, conform teoremei precedente, un ordinal a incat a = Z=a Daca unui alt cardinal b 1i corespunde ordinalul 8
are loc evidenta < b & a < . Conform celor doua exercitii anterioare, (U / ~, <) este total si bine ordonata.

M 0.2.21. Se numesc numere naturale, numerele cardinale ale multimilor din sirul de mai jos:

o, {9} {200}, {0, (0}{0.(0}}}... (1)

in care fiecare termen, incepand cu cel de-al doilea, este multimea ale carei elemente sunt toti termenii precedenti
din sir.

Notam numerele naturale, respectiv, cu: 0, 1, 2, ..., iar multimea lor cu N.

Din modul de constructie al sirului (1) rezulta ca, pentru oricen € N,

n=10,1,2..,n— 1}

Multimea N este bine ordonata.

Se aplica exercitiul precedent.

W 0.2.22. Pentru multimea (N, <) are loc principiul inductiei transfinite, anume:
Daca o multime M c N are proprietatile:

1° 0 e M;

2° Pentru orice semidreapta M,, € M, avemn € M,

atunci acea multime este chiar multimea numerelor naturale N.

Se particularizeaza forma generald a principiului inductiei transfinite (Ex. 0.2.12)

M 0.2.23. Se poate defini multimea numerelor naturale ca fiind o multime notata N, pe care s-a definit o aplicatie
N 3 x » x* € N, numita lege de succesiune pe N (unde x* se numeste succesorul lui x) si care satisface proprietatile
(Axiomele lui PEANO):
Axioma 1. In N se distinge un element numit prim element, notat cu 1 (sau 0).
Axioma . Legea de succesiune pe N este o injectie a multimii N in multimea N \ {1}.
Axioma lll. Fie A € N o multime cu proprietatile:
(i)1€eA
(il)x e A= x* € A.
Atunci A = N.

Se numeste functie propozitionald o aplicatie care asociaza fiecarui numar natural n o propozitie, notata P(n).
Sa se demonstreze urmatoarea teorema:

(Principiul inductiei matematice) Fie n — P(n), n € N o functie propozitionala care satisface proprietatile:
1° P(1) este adevarats;
2° (V) n = 1cuP(n) adevarata, rezulta P(n + 1) adevarata.

Atunci P(n) este adevdratd (V) n > 1.

Fie A = {n € N | P(n) este adevarata}. Atunci, conform 1°,1 € Asi (V) n € A rezultdn + 1 € A conform 2°. Din
axioma Ill a lui PEANO rezultd ca A = N deci P(n) este adevdratd (V) n > 1.

Observatie. n practica, principiul inductiei se aplicd sub forma:

1° (3) ng = 1 cuP(n,y) adevarata.
2° (V)n =ny cuP(n) adevarata = P(n+ 1) adevarata.
Concluzie
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P(n) este adevarata (V) n = n,.

M 0.2.24. Adunarea si inmultirea numerelor cardinale induc operatiile de adunare si tnmultire in multimea N a
numerelor naturale.

Mai intai demonstram ca suma a doua numere naturale m,n € N este un numar natural vm,n € N.
Din asociativitatea adunarii numerelor cardinale rezulta:
m+n =m+m+1)=m+n)+1=(m+n)’,
unde s-a notat cu * succesorul unui numar natural.
Fixand un numar natural oarecare m € N, fie M multimea acelor numere naturale n pentru care suma de doua
numere cardinale m + n este un numar natural. Dinm + 0 = mrezulta 0 € M.
Mai departe, dacan € M, atuncim +n € Nsim + n* = (m + n)* € N, decin* € M. Aplicand principiul inductiei,
rezulta ca M este chiar N. Cum m a fost ales arbitrar, rezulta: m+ n € N, Vm,n € N.
Sa demonstram aceeasi proprietate si pentru produs. Avem:
m-0=0 m-1=m m-n"=mn+1) =m-n+m.
Safixdamunm € NsifieM ={n€N: m-n €N}.Dinm-0 = 0sededuce 0 € M, iardinm -n € M avem
m-nf=m-n+meM.
Urmeaza can € M implica n* € M si conform principiului inductiei, M = N. Cum m a fost ales arbitrar, rezulta ca:
m-n€eN, vmn € N.

Observatie. Daca n € N*, atunci card {1, 2, ..., n} = n. Cardinalul multimii vide este zero: card @ = 0.

W 0.2.25. Daca pe o multime A se defineste o lege de compozitie interna, notata %, spunem ca (4,%) este un
semigrup (monoid) daca exista proprietatile:

1° ax(b*xc)=(axb)*xc, Va,b,c€ A (asociativitate);

2° J e € A (numit element neutru) ai.e xa = a*e = a, V a € A (existentd element neutru);

n plus, dacd este satisficuta si proprietatea:

3° axb= bxa, Ya,b € A (comutativitate),

monoidul se numeste comutativ.

Pentru a se pune in evidentd si elementul neutru, monoidul se mai noteaza si (4,*, e).

Un semigrup (4,*, e) se numeste grup daca orice element al acestuia admite un simetric:
4°va€eA daledala-al=ala=¢

Daca pe o multime A sunt definite doua operatii:
@D:A X A - A (operatie aditivd) @:A X A > A (operatie multiplicativd),
unde (4,8, 0) este monoid comutativ, iar (4,&), 1) monoid si mai sunt satisfacute si proprietatile:
5 (a®bh)Qc=(@®c) D (a®b), Va,b,c € A (distributivitatea operatiei multiplicative fatd de cea aditivd);
6°a®@0=0QRa=0, Va€ A (0este absorbant pentru operatia multiplicativa),
atunci (4,0,Q), 0, 1) se numeste semi-inel sau semidomeniu de integritate.

Multimea N a numerelor naturale, impreuna cu operatiile de adunare si inmultire, definite in exercitiul anterior,
formeaza un semidomeniu de integritate.

Avem de demonstrat cd pentru orice a, b, ¢ € N:
a+(b+c)=(@+b)+c,a+0=a, a+b=>b+a;
a-(b-c)=(@@-b)-c,a-1=a,a-b=b-aq;
(@a+b)-c=a-c+a-bsia-b=0=> (a=0vb=0).
Cu exceptia ultimei proprietati, celelalte au fost demonstrate fie la operatiile cu numere cardinale (Ex. 0.2.6, 0.2.7)
sau n exercitiul anterior.
Pentru a demonstra ultima proprietate, se observa ca produsul cartezian a doua multimi este vid daca si numai daca
nua din multimi este vida.

M 0.2.26. Dacam,n € N, atunci m < n daca si numai daca exista un numar p € N astfel incatm + p = n.

Fiem=M <n=N. Inegalitatea cardinalilor revine la existenta unei bijectii f: M - M’ < N.Vom pune in
evidentd multimea P = N \ M' si cardinalul ei p. Din P © N urmeaza cd p este un numar natural iar definitia
adunarii numerelor naturale asigura cam +p = n.
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Sa presupunem acum ca are loc m + p = n. Vom arata ca prin inductie completa Tn raport cu p ca o astfel de
egalitate implicd m < n. Pentrup = 0 deducemn =m + 0 = n, decim < n.Daca dinm + k = nurmeazam < n,
egalitateam + k* = r devine (m + k)* = r,decin® = r, adicdn < r.Dinm < nsin < r urmeaza m < r etc.

Observatii.

1° Numarul intreg p, ce exista conform teoremei anterioare in ipoteza m < n, este unic, se noteaza n — m si se
numeste diferenta numerelor naturale n, m.

2° Aceasta teorema, precum si urmatoarea, arata ca operatiile de adunare si de inmultire pe N sunt compatibile cu
structura de buna ordonare a acestei multimi.

M 0.2.27. Exista relatiile:
1°”m<nem+p<n+p, VpEN;
2°m<n &©mp<np, VpeN"

3° m<mn, Vn € N*,

(S-anotat N* = N \ {0})

1° Din m < n si exercitiul precedent rezultan = m+ q, q € N. Atuncin +p = (m + p) + q. Se aplica din nou
teorema precedentd sirezulta m +p < n + p.

Reciproc,cm+p<n+p = n+p=(m+r)+p, r €N, care prin inductie implican = m + r, r € N. Se aplicd
din nou exercitiul precedent si se obtine m < n.

2° Demonstratie similara.

3% Dacd n # 0 exista p incat n = p*. Rezultd mn = mn* = mp + msi decim < mn.

Observatie. Are loc m = mn daca si numai dacam = 0 saun = 1.

M 0.2.28. (Axioma lui ARHIMEDE). Oricare arfim,p € N, cum # 0, existaunn € Nasacan-m > p.

Se aplica inductia dupa p. Se observa ca pentru p = 0 proprietatea este verificata cun = 1. Daca acum m # 0 este
oarecare fixat si p # 0 si existd n € N asa camn > p, atunci n*m > p*.

M 0.2.29. (Teorema impdrtirii cu rest in N). Daca m,n N cu m # 0, exista doua numere naturale unice g (numit cdt)
si 7 (numit rest) incatn = mq + rsir < m.

Fie A = {x : x € NAmx < n}. Conform teoremei precedente, A € N. Are loc 0 € A si pentru a nu ajunge prin
inductie la concluzia A = N trebuie sa existe un g € A astfel incat g* € A. Din q € A rezulta existenta unui r astfel
incat mq + r = n. Deoarece q* € A rezultd m(q + 1) > mq + r decir < m.

Pentru a dovedi unicitatea lui (g, ) se va presupune ca existd si (h, k) # (q,7) incitn = mh + k si k < m. Urmeaza
h €A, h* & A. Dacd, de exemplu, h < q urmeaza h* < q si decimh* < mq < nin contradictie cu h* € A. Analog,
din g < h am contrazice ¢* € A. Decih = q. Urmeazan = mq +r = mq + k decir = k.

M 0.2.30. Se defineste o relatie binara ~ pe N X N astfel:
(m,n) ~(my,n) ©m+n, =my; +n.
Relatia ~ este o relatie de echivalenta pe N x N.
Multimea claselor sale de echivalenta va fi numita multimea numerelor intregi si se va nota:
Z=NXN/~ .

Intr-adevar, (m,n) ~ (m,n) decarecem +n =n + m.
Din (m,n) ~ (my,n;) = (my,ny) ~ (m,n), decarecem+n; =my; +n => m; +n =m+n,.
De asemenea, avem [(m,n) ~ (my,ny) A (my,nq) ~ (My,n3)] = (m,n) ~ (my,ny) ~ (My,ny)

M 0.2.31. Au loc proprietatile:
1° (m,m) ~ (0,0), Vm € N;
2° (m,n) ~ (m —n, 0), pentrum > n;
3% (m,n) ~ (0, n —m), pentrun > m.

Demonstratiile sunt simple.

M 0.2.32. Dacd (m,n) ~ (my,n4), (p,q) ~ (p1,q1), atunci:
1° (m+p,n+q)~(my+p, g +qq1);
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2° (mq +nq, mq + np) ~ (Mypy + N1q1, MGy + NyPq).

Dinm+n,=my+n, p+q, =p; +qrezultdcm+p +n, + q; = my +p; +n + q. Analog se demonstreaza a
doua afirmatie.

M 0.2.33. Aplicatiile +: Z? — Z? si-: Z? — 72, definite prin:
(mn)+(p,q) = (m+p, n+q);
(mn)-(p,q) =(mp+nq, mq+np)

nu depind de reprezentantii alesi ai numerelor intregi respective.

Se aplica teorema precedenta.

Observatie. Din teoremele anterioare rezulta ca + si - sunt operatii binare pe multimea Z si pe care le vom numi
adunarea si inmultirea numerelor intregi.

M 0.2.34. Dacd A(D,R®, 0, 1) este un inel, spunem ca elementul x € A \ {0} este divizor al lui zerodacd 3y € A\
{0}alx@®y=yQx=0.
Un inel cu element-unitate, comutativ si fara divizori ai lui zero se numeste domeniu de integritate.

Multimea Z a numerelor intregi, impreuna cu operatiile de adunare si inmultire, formeaza un domeniu de
integritate.

1° (Z, +) este grup abelian.
intr-adevar, (m,n) + [(p,q) + (r,s)] = (m,n) + (p +r,q +s) = [(m,n) + (p,q)] + (r,s). Elementul neutru
este: (0,0):  (m,n) + (0,0) = (m,n). Opusul —(m, n) al numadrului (m, n) este (n, m) deoarece:
(m,n)+ (m,m)=(m+nm+n)=(0,0). Infine,(mn)+ (p,q)=m+p n+q)={q)+
(m, n).
2° (Z,") este semigrup cu unitate, comutativ.
[(m,n) - (p, )] - (r,s) = (mp + nq,mq +np) - (r,s) =
= (mpr + nqr + mqs + nps, mps + nqs + mqr + npr) = (m,n) - [(p,q) - (r,s)].
(1,0) este unitate: (m,n)-(1,0) = (m,n).
In fine, (m,n) - (p, q) = (mp +nq, mq +np) = (p,q) - (m,n).
39 Inmultirea este distributivd fatd de adunare: (m,n) - [(p,q) - (r,s)] = (m,n)-(p+r,q+s) =
=(mp+mr+nqg+ns, my+ms+np+nr)=_(mn)-(p,q)+ (mn)-(,s).
4° Absenta divizorilor lui zero. Fie (m,n) - (p,q) = (0,0); dacd (m,n) # (0,0) are locm # n.
Fie (m,n) - (p,q) = (0,0); daca (m,n) # (0,0) are loc m # n. Sa presupunem ca de exemplu m > n, deci existd
r # 0incatm = n + r si deci (im,n) = (r,0). Egalitatea initiala devine (7, 0) - (p,q) = (0,0), adica rp = rq.
Urmeaza p = q, adica (p,q) = (0,0).

M 0.2.35. Pentru simplificare, vom nota (0,0) = 0, Z, = {(m,n): m > n} (numitd multimea numerelor intregi
pozitive) si Z_ = {(m,n): m < n} (multimea numerelor intregi negative).

1°Z=7Z_U{0}UZ,;
2°V (m,n) € Z = (m, n) apartine uneia si numai uneia dintre multimile: Z_, {0}, Z,..

19 Afirmatie evidentd, conform definitiei multimilor Z_, {0}, Z,..
2° Fie (m,n) € Z. Daca (m,n) ~ (m’,n") sim > n, atuncim’ > n', decarecem + n' =n+ m’si

m+n >n+n >n+m'>n+n"=>m'>n'.
Prin urmare proprietatea m > n de depinde de reprezentantii m, n. Aplicand trihotomia numerelor naturale, avem
saum > n siatunci (m,n) € Z,, sau m = n si atunci (m,n) = 0, saum < n si atunci (m,n) € Z_, dar numai una
dintre relatii poate avea loc.

Il 0.2.36. Operatia de adunare, +, din Z induce pe Z, U {0} o operatie notata tot +, iar operatia de inmultire pe Z
induce pe Z, U {0} o operatie notata tot -; tripletul (Z, U {0}, +,") este un semidomeniu de integritate.

Intr-adevdr, Z, U {0} este parte stabild in raport cu + si cu -. Atunci restrictiile operatiilor + si - la aceastd
submultime dau o structura de semidomeniu de integritate.
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M 0.2.37. Vom spune ca numarul intreg (m, n) este mai mic decat numarul intreg (p, q) daca diferenta (p, q) —
(m,n) € Z,. Vom nota aceasta relatie prin semnul < si vom scrie (m,n) < (p,q) daca (m,n) < (p,q) sau (m,n) =
@, 9).

Multimea (Z, <) este total ordonata.

Avem, evident, (m,n) < (m,n); (m,n) < (@, q), (p,q) < (r,s) = (m,n) < (r,s). Fieacum (m,n), (p, q) € Z.
Conform 0.2.34, (p, q) — (m, n) apartine uneia si numai uneia dintre multimile: Z_, {0}, Z, . Daca acest numar
apartine lui Z., atunci (m,n) < (p, q). Dacé este zero, atunci (m,n) = (p, q). In fine, daci el este in Z_, atunci
(p, q) < (m,n) si numai una din aceste situatii are loc.

M 0.2.38. Fie (4, +,"), (B, +,”) doud inele. O aplicatie f: A — B cu proprietatile:
1°fx+y)=f)+f), Vx,y €4

2°f(x-y)=f(x) - f), Vx,y €A,
se numeste morfism de inele.

Un morfism de inele se numeste izomorfism de inele daca este inversabil si inversa este de asemenea morfism de
inele.

Multimea Z, U {0} este bine ordonata prin relatia <. Mai mult:
1° Exista o asemanare unica f a multimilor ordonate (N, <) si (Z, U {0}, <).
2° f este un izomorfism al semidomeniilor de integritate (N, +,)) si (Z, U {0}, +,").

Tn primul rand s3 aratdm c& (m,n) € Z, U {0} dac3 si numai dac3 existd p € N incat (m,n) = (p, 0).

intr-adevdr, (m,n) EZ, U{0}=>m >n = 3p €N; m+p = n. Atunci (m,n) ~ (p,0).

Invers, (p,0) € Z, U {0} si (im,n) = (p, 0) apartine acestei multimi.

Acum avem (m,0) < (p,0) & m < p.

Aplicatia f:N - Z, U {0}, f(m) = (mm, 0) este o bijectie care are proprietateam < n = f(m) < f(n). Deci f este
0 asemanare. Din 0.2.15 rezulta cd aceasta asemanare este unica.

2°Seobservaca: f(m+n)=(m+n, 0) =(m,0)+ (n,0) =f(m)+ f(n)si f(m-n) = (mn,0) = (m,0) -
(n,0) = f(m) - f(n).

Observatie. Prin izomorfismul indicat anterior, N apare ca o submultime a lui Z, deci Z poate fi conceputa ca o
extensie a lui N. Teorema care urmeaza dezvaluie faptul ca aceasta extensie este minimala.

M 0.2.39. Fie (4, +,"), (B, +,”) doua inele. Un morfism f: A = B se numeste (h)omomorfism daca:
f(lA) = 1BI

unde 14, 15 sunt elementele unitare pentru fiecare din cele doua operatii multiplicative.

Daca V = (V,8,0) este uninel, N c V si restrictiile operatiilor @ si o la N coincid cu operatiile de adunare si
fnmultire ale numerelor naturale, atunci exista un homomorfism injectiv h de la inelul (Z, +,-) al intregilor la N.

Demonstratia este imediata punand h((m, n)) =m & (—n), unde —n este opusul lui n in N.

M 0.2.40. Inelul (Z, +,"), ordonat prin <, este arhimedian adicd, oricare ar fia € Z, si b € Z, exista un numar
natural n € N incatna > b.

Putem considera a = (m,0) cum # 0. Daca b = (p, q), inegalitatea na > b revinelanm + q > p. Dacap < q,
putem luan = 0. In caz contrar, existd h incat p = q + hsi, deoarece N este arhimediana, vom gasi n incat nm > h.

Observatii.

1° Deoarece Z poate fi privit ca o extensie a lui N, putem nota numerele intregi prin litere mici ale alfabetului latin.
2° 1n Z nu exist& in general inverse in raport cu inmultirea. in cele ce urmeazi se va construi o extensie a lui Z care s
aiba aceasta proprietate.

M 0.2.41. Fie Z* = Z \ {0}. Atunci relatia binara ~, definita pe Z X Z prin:
(a,b) ~ (c,d) © ad = bc,

este o relatie de echivalenta. Au loc urmatoarele relatii:

1°Va € Z, Vb,c € Z*, (a,b) ~ (ac, bc);

2°Va€Z Vbc,deZ (a,b) ~ (ac,d) = d = bc
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3°Va€Z, (aa) ~(1,1)si(0,a) ~ (0,1);
4° [(a,b) ~ (c,d) ANa#0]=[c+0 A(b,a) ~ (d,0)].

Faptul ca ~ este relatie de echivalenta si primele trei relatii sunt usor de demonstrat. Pentru 4° se va tine seama ca
dacd (a,b) ~ (c,d), a # 0, atunci ad = cb. Dacd ¢ = 0, avem contradictia a = 0 sau b = 0. in consecint ¢ # 0.
Urmeaza ca (b,a),(d,c) EZ X Z .Darad = cb = (b,a) ~ (d,¢).

M 0.2.42. Multimea cat a lui Z X Z in raport cu relatia de echivalenta ~ o vom numi multimea numerelor rationale si
se va nota:

Q= ZXZ/~.
Clasele de echivalenta vor fi numite numere rationale si vor fi notate cu (a, b), (a,b) € Z X Z fiind un reprezentant
al numarului rational {(a, b).

Avem proprietatile:

1°{(a,b) = {(ac,bc), Vc € Z%;

2° (a,b) = (ac,d) = d = bc;

3%°(a,a) = (1,1) si (0,a) = (0,1), Va € Z*;

4° [{a,b) = (c,d) ha#0] =2[c+0 A (b,a)= (d,c)].

Pentru demonstratie, se utilizeaza teorema precedenta.

M 0.2.43.

Dacd au loc (a, b) ~ (a',b") si (c,d) ~ (c¢',d"), atunci:

1° (ad + bc, bd) ~ (a’'d" + b'c’, b'd");

2° (ac,bd) ~ (a’c’,b'd").

1° (ab' =a’'bAcd =c'd)=>ab’'dd' + cd'bb’ = a’bdd' + c'dbb’ = (ad + bc, bd) ~ (a’d’ + b'c’, b'd").
2° (ab’ =a'bAcd =c'd)=acbh’'d =a'c’'bd = (ac,bd) ~ (a'c’,b'd").

M 0.2.44.
Aplicatiile +: Q? - Qsi-: Q% — Q definite prin{a,b ) + {(c,d) = (ad + bc, bd), respectiv{a, b) - {c, d){ac, bd),
nu depind de reprezentantii (a, b), (¢, d) ai numerelor rationale (a, b ), respectiv (c, d).

Se aplica teorema anterioara.

Observatie. Din aceasta teorema rezulta ca + si - sunt operatii pe Q. Le numim adunarea si inmultirea numerelor
rationale.

M 0.2.45. Se numeste corp un triplet (4, +,7), unde + este operatia aditiva, iar - este operatia multiplicativa, pentru
care:

1° (4, +) este grup abelian, cu elementul neutru 0;

22 (A \ {0},") este grup cu elementul neutru 1;

3° Operatia multiplicativa este distributiva fata de cea aditiva.

Daca operatia multiplictiva este si comutativa adica:

4°x-y=y-x, Vx,y EA,

atunci corpul este corp comutativ (cGmp).

Multimea Q a numerelor rationale, impreuna cu operatiile de adunare " 4+ " si inmultirea , este un corp

comutativ.

1° (Q, +) este un grup abelian:
({a,b)+(c,d)) + (e, f)= (ad + bc,bd) + (e, f) = (adf + bcf + bde, bdf)={(a,b)+ ((c,d) + (e, f));
(a,b )+ (0,1) = (a, b ), deci (0, 1) este element neutru al adunarii.
Opusul elementului {a, b ) este numarul rational (—a, b ).
infine, (a,b )+ (c,d )= (c,d)+{a,b).

2° (Q,") este semigrup abelian cu unitate:

(a,b){c,d)) - (e, f) = (ac,bd)- (e, f) = (abe, bdf)=(a,b)-((c,d) (e f))
(a,b)-{(1,1) = {a,b)si {a,b)-{c,d) = (ac,bd) = (c,d)-{(a,b ).

3°Q" = Q\ {{0, 1)} si - este grup comutativ:
Avem de ardtat ca (a, b ) # (0,1 ) are un invers in raport cu inmultirea. Dar {a,b ) # (0,1) = a # 0.
Atunci (a, b) - (b, a) = {(ab, ab) = (1, 1), (deoarece ab # 0). Deci, pentrua # 0, {(a,b )™t = (b, a).
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4° Inmultirea este distributiva fat3 de adunare:
({a,b)+(c,d)) -(e,f) = {ad + bc,bd) - (e, f) = (ade + bce + bde, bdf)= (a,b) (e, f)+{c,d)- (e f).

M 0.2.46. Se definesc:
Q,={a,b): a€Z, bel,} Q_-={a,b): a€Z_beZ,}, 0=0,1)

12 Multimile Q,, Q_ si {0} alcatuiesc o partitie pentru Q;
2° Q. este parte stabila in (Q, +);
3% (Q,,) este grup abelian.

intr-adevar, conform 0.2.41. 1°, pentru c = 1, {a, b) = (—a, —b), deci pentru orice numér rational (a, b) se poate
determina un reprezentant (a, b) sau (—a, —b) astfel incat al doilea factor al sdu sa fie pozitiv, deci
Q={(ab) a€eZbel,}

M 0.2.47. Se spune ca numarul rational {(a, b) este mai mic decat numarul rational (c, d) si se scrie {a,b ) < (c,d)
dacd(c,d)—(a,b) € Q,.Sescrie(a,b) <{(c,d)daca(a,b) <{c,d)saua,b) = {(c,d).

(Q,, +,) este un camp total ordonat adica:

Multimea (Q, <) este total ordonata si relatia de ordine este compatibild cu operatiile de adunare si inmultire din Q.
Conform definitiei, avem {(a, b) < (a, b).

Apoi {(a, b) < {(c,d)si{(c,d ) < (a, b), conform exercitiului anterior, 1°, implica (a, b ) = {(c, d).

Din{a,b) < {c,d), {(c,d) < (e, f)avem{(c,d) — (a,b) € Q, U {0}, (e, f) — (c,d) € Q, U {0}, care implica (e, f) —
(a,b) € Q, U {0} adicad (a, b) < (e, f).

Principiul trihotomiei rezultd imediat aplicind exercitiul anterior, 1°.

Acum sa demonstram ca:

(1) ((a;b) S (C'd) A (allbl) S <C1;d1>) = (a;b) + (allb1> S (C,d) + (led1>'

(2) (a,b) <{c,d) A {e,f)€Qs) = (ab)- (e f) < (cd)(ef)
intr-adevar, (c,d) — (a,b) € Q,, (cy,d;) —{ay,b;) € Q, U {0} implica {c,d) + {(c;,d;) — ({a,b) + {a;,b;)) € Q,
si are loc relatia (1). Le fel se dovedeste si (2).

M 0.2.48.FieQ = {(a,1): a € Z}. Elementele lui Q se numesc intregi rationali.
(Q~, +,") este domeniu de integritate.

Evident @ # Q < Q. Restrictia relatiei < la § determina o ordine total3 pe Q . De asemenea, se vede usor cd Q este
parte stabila in raport cu operatile + si - din Q.

H 0.2.49. 1° Multimile (Z, <), (Q, <) sunt asemenea.
29 Exista un izomorfism intre omeniile de integritate (Z, +,) si (6, +,"), care este asemanare.

1° Fie f: Z — Q aplicatia data de f(a) = (a, 1). Din f(a) = f(b) se deduce {(a, 1) = (b, 1) deci a = b, deci f este
injectiva.

Fie (a, 1) un element oarecare din Q si (a, 1) un reprezentant al siu; atunci f(a) = (a, 1). Asadar, f este si
surjectiva, deci este bijectiva.

Sa admitem ca a < b; atunci f(a) < f(b), deoarece (b,1) —(a,1) = (b, 1) +(—a,1) =(b—a,1)sib —a = 0.

2° Asemanarea precedentd este si izomorfism, deoarece f(a + b) =(a + b,1) =(a,1) +(b,1) = f(a) + f(b) si
f(a)- f(b) ={a,1)-(b,1) = (ab, 1).

Observatie. In urma acestui rezultat, multimile Z si Q pot fi identificate si Q apare ca o extensie a domeniului de
integritate Z.

il 0.2.50.

Orice numar rational {(a, b) € Q poate fi scris sub forma de produs al unui intreg rational prin inversul unui intreg
rational.

Fie (a,b) € Q, b € Z.. Dacé {(a, b) = 0, atunci (a, b) = (0,b) - (b, 1)~1. Daci (a, b) # 0, atunci {(a, b) = {(a, 1) -
(b, 1)1,
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M 0.2.51.
Corpul numerelor rationale Q este extensie minimala a domeniului de integritate Z.

Orice alt corp KK, ce contine o submultime K izomorfa cu Z, va contine si inversele elementelor din K \ {0}. Conform
exercitiului anterior, K va contine un subcorp izomorf cu Q si atunci @ se identifica cu un subcorp din K.

M 0.2.52. O multime total ordonatd (4, <) se numeste densd daca pentru orice x,y € A, x # y, existd un z € A a.l.
x<z<ysauy<z<xXx.

(Q, <) este o submultime total ordonata fara prim sau ultim element, densa.

Caracterul total al ordonarii < a fost demonstrat in 0.2.41.
Pentru orice x € Q se poate gasix — (1,1) < x si x < x + (1,1) deci nu poate exista prim sau ultim element.
Fiex = (a,b) siy = (c,d) incat x < y, adica ad < bc. Proprietatea de densitate afirma existenta unui z = (e, f)

fncat x < z < y. Se poate lua z = %(x +y) =(1,2) - {ad + bc, 2bd) si se poat verifica faptulcax < z, z < y.

W 0.2.53. Multimea Q este arhimediand, adica pentru orice (a, b) € Q, si (c,d) € Q, existda un numar natural nenul
n € N*astfel incat: n - (a,b) > (c, d).

Fie numerele intregi ad > 0 si cb. Exista n € N* incat nad > cb. Atunci (n, 1) - (a,b) = (n, 1) - (ad, bd) = {c, d).

Observatii.
1° Identificam multimile Z si Q : intregii rationali (a, 1) cu a si inversul lui (b, 1), b # 0, cu %. Atunci:

{(a,b) ={a,1)-(1,b)=a - % se poate nota cu %. Avem astfel:

a ¢ _ad+bc a c _ ac

b 'd  bd ' b d_bd
2° Dupa cum s-a demonstrat, cimpul numerelor rationale Q este ordonat si arhimedian. De acum inainte se vor

m
nota elementele sale cu: a, b, ..., x, y, oy M € Z, n € N*,

29 Relatia < este o relatie de ordine totald pe Q si este compatibila cu operatiile de pe aceastd multime.
Astfel, pentru orice a, b, c,d € Q,

(a<bc<d >a+c<b+d;
a<b,c>0 = ac< bc;
a<b,c<0 = bc<ac;

Laz € Q4 ,pentrua # 0;1 € Q,;
abeQ,,a€eQ, =2beQ,

q - _ 1
Cu aceleasi notatii, pentru a € Q*, avema™! = S € Q. De asemenea:

0<a<b =>0<i<?
b a

M 0.2.54. Fie functia | |: Q = Q. U {0}, numita valoare absolutd sau modul.

Avem proprietatile: Vx,y € Q,
1° x| = |—x|; 29 |x -yl = x| - |yl; 3% Ix + yl < x| + |yl 4° ||x| = Iyl] < Ix] + |yl.

Pentru a demonstra 3°, se va tine seamaca: x < |x|,y < |y| = x+y <|x|+ |y|. Analog, —(x +y) < |x| + |y|.

M 0.2.55. Se numeste sir o functie f: N — Q. Se vor nota termenii sirului f(n) £ a,. Un sir mai poate fi notat
simplificat (a;,,)nen Sau, mai simplu, (a;,).

Sirul (a,) se numeste mdrginit daca exista un b € Q, a.l. |a,| < b, ¥ n € N*. Fie B multimea sirurilor marginite.

Sirul (a,,) se numeste sir CAUCHY dacad pentru orice e € Q, exista un numar natural N (¢) (deci care depinde de ¢€)
astfel incat |ap = aq| < &. pentru toti p, g > N(g). Notam cu C multimea tuturor sirurilor CAUCHY.

Sirul (a,,) se numeste sir nul dacd pentru orice € € Q, existd un numar natural N(¢), astfel incat |ap| < g, pentru
toti p > N(&). Notam cu V' multimea tuturor sirurilor nule.

Avem: N c C c B.
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Este clarca V' c C. Fie (a,) € C; atuncip,q > N(1) = |ap — aq| < 1. Dacd b este cel mai mare dintre numerele
rationale |a;|, ..., |an|, |anc|+ 1, atunci |ap| < b pentru totip € N*.

M 0.2.56. Pe multimea S a sirurilor de elemente din Q definim operatiile:

(an) + (by) = (a + by)

(an)(by) = (anby)

Atunci (S, +,7) este inel comutativ cu unitate.

M 0.2.57. Avem urmatoarele proprietati:

1° C este parte stabild in S in raport cu operatiile + si - ;
2° (G, +,") este inel comutativ cu unitate;

3° vV # C;

4° )V este ideal in C.

19 Fie (a,), (b,) € C,N(e) si M(e) intregii din Z, asociati acestor siruri. Daca p,q = max{N (g),M (g)}, atunci :
|ap+bp—(aq+bq)| <e.
Deci (a,) + (b,) € C.
Fie acum c si d cu proprietatea |a,| < ¢, |b,| < d, Yn € N*. Dacd p, q > max{N (E)M (g)} , atunci:
ce de

|apby — agby| = |ayby — ayby + apbg — aghg| < |ap| - by — by| + [by| - |ap — aq| < 2 ta=¢
Deci (a,) - (b,) € C.
2° (G, +,"), dupa 1° si conform observatiei, (a,), (b,) € C = (a,) — (b,) € C, este subinel al inelului comutativ §.
Sirul constant (1, 1, ...) este sir din C si este unitate Tn raport cu produsul din C.
39 Proprietatea este evidentd deoarece (1,1,...) EC\ N.
4° Daca (a,), (b,) € IV, atunci evident (a,,) — (b,) € NV, deci (IV, +) este subgrup (a,) € NV si (b,) € C; sa
aratam ca (a,,) - (b,) € V. Cuminsa (b,) este marginit, exista ¢ € Q, incat |b,| < ¢,¥n € N*. Fie apoie € Q,

a0 e e ) e . e

oarecare. Existd N (Z) asa ca pentru Vp > N (Z) sd avem |a,| < ~. Deci, pentrup > N (Z)’ avem |ayb,| < |a,| -
¢ < e.Urmeaza ca (a,) - (b,) € N.

M 0.2.58. Multimea R = C / IV se numeste multimea numerelor reale. Numerele reale sunt deci elementele
multimii factor C / V', deci au forma a = (a,,) + V. Se noteazd 0 = (0,,) + N =N, (0, =0, Vvn € N*)sil1 =
(1,)+ N, (1,, =1, Vn € N*); 0se numeste numérul real zero, iar 1 unitatea din R.

Daca a = (a,) + NV si B = (b,) + NV sunt numere reale arbitrare, atunci:

{a +8=((an) +N)+ (b)) + V) = ((an) + (b)) + N = (ay) + (by) + N
(X'ﬂ = ((an)+N) : ((bn)‘l'N) = (an) : (bn)+N = (anbn)+N
depind numai de numerele «, B si nu de reprezentantii (a,), (b,) ai acestora.
Iintr-adevar, dacd a = (a,) + N = (a,) + NV, B = (b,) + N = (b;,) + NV, atunci fie (a,) — (a,) = (c,) € N si
(by,) — (by) = (d) € V. Urmeaza ca:
a+p=((a)+N)+ (b)) +N) = ((ap) + (cp) + M)+ ((bp) + (dp) +N) =

= ((ap) + M)+ ((by) + V).
De asemenea:

a-B=((an) + V) ((bp) + N) = ((ap) + (cn) + N)((bp) + (an) + V) = ((an) + N)((bp) + N).

Il 0.2.59. Se considera pe R operatiile definite la 0.2.55:
+:R?2-> R, R?- R,unde:

+:(a,f) 2a+Bsi: (a,B) > a-pB.
(R, +,") este un camp.

Conform teoremei anterioare, (IR, +,") este inel comutativ, cu unitate. Mai trebuie demonstrat ca orice @ € R* =
R\ {0} are invers in R in raport cu inmultirea.

Fiea = (a,) + V # NV, adica (a,,) € C \ V. Va trebui sa determinam un sir CAUCHY (b,,) incat f = (b,,) + IV sa
aib3 proprietatea a - f = 1 adicd (a,b,) + N = (1,,) + NV sauinci (a,b,) — (1) € V.
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Cum (a,) nu este un sir nul, existd un numar rational e € Q, astfel incat pentru orice r € N*, exista numere
naturale s > r pentru care |a,| > e. Pentrutotip,q > N (g) avem |ap = aq| < g
. 1 « . .
Fies > N (E e) astfel ca |ag| = e. Atunci, pentru p arbitrar, p = N (g), avem:
1
e <lasl = |as — ap + ap| < |ag — ap| + |a,| < Setlapl.
. . . - : 1 -
Deci |ap| > %, dacap = N (g) Notdm m = N(E) sifieby =b, = =bp_1=1s5ib, = a—daca p=m.
7]
Avem: (a,b,) = (aq, ...,am-1,1,1,...) sideci (apb, — 1,) =(a; —1,a,—-1,.., ap_1—1, 0,0,...) EN.

Sa aratam acum ca sirul(b,) € C. Dacap,q = N (g), atunci:

1
aq

B
|‘1p| |aq|

|by = bg| = |ap—aq|<g'g'|ap_aq|-

1
ap
e?.c
2

n consecintd, daca c este arbitrar in Q., luand p, g > max {N (g) ,N ( )} avem |b, — by| < c.

M 0.2.60. Se spune ca elementul @ = (a,) + NV din R este pozitiv si notdm a € R, daca existda r € Q, si un numar
natural P(r), incatn > P(r) = a, >r.

Se spune ca a este negativ daca exista r € Q. si un numar natural P(r), incatn > P(r) = a,, < —r; notdm acum
a€ER_.

1° R, si R_ sunt submultimi disjuncte ale lui R.
2°a e R_ = —a €ERy;

3°R\ (R; UR.) = (0};

4°q,LER, =a+PBER,sia- P ER,.

Demonstratiile decurg pe baza definitiei.

Observatie. Se observa ca definitiile pentru numar real pozitiv si negativ sunt independente de reprezentantul (a,,)
pentru a € R.

M 0.2.61. Sa se demonstreze urmatoarele:
1°a? e R,, Va € R* =R\ {0};

2°T € R _+;
a-BER,a ER, > L ER,.

1° Dacda € R,, atuncia - a = a2 € R, dacd a € R_, atunci —a € R, si (—a) - (—a) = a? € R,.
2°1=1-1€R,.

3°Dacdf & R,, putemaveaf =0sia-f &€ R, sauf € R_si—f € Ry, astfelcda(—p) = —(a-pB) ER,,
contrar ipotezei.

M 0.2.62. Pentrua, f € Rscriema < fdacaf —a € R, sia < f dacd a <  sau a = . Astfel se introduce
relatia binara < pe R.

Multimea (R, <) este total ordonata si relatia de ordine < este compatibila cu operatiile din campul R.

Avem a < a conform definitiei. Dacd @ < B, B < a,avem a = f.Incazcontrar,a < B, < asif —a €
R,,—(8 — a) € R,, ceea ce este absurd.
Proprietatea de tranzitivitate este imediata.
Fie @, B € R; atunci B + a estein R, in {0} sau in R_ si numai una din aceste multimi, deciavem a < f saua = f§
sau f < a si numai una dintre aceste relatii. Asadar, (R, <) este o multime total ordonata.
Sa aratam acum ca:
a<B,y<d=2>a+y<f+6,
a<B,y>0=a-y<p-y.
intr-adevir,dinf —a €R,, § —y € R, U{0}rezultd B + 5 — (a +¥) € R,.
De asemenea, S —a ER,, yER, > (B—a)y=B-y—a -y ER,.
Asadar, (R, +,,, <) este un camp ordonat.

M 0.2.63. Campul numerelor reale R contine un subcamp asemenea cu campul numerelor rationale Q.

Mai intdi se observd cin -1 # 0, Vn € N*.Intr-adevdr,1+1+--+1=n-1€R,.
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Asadar R este de caracteristica zero.
Consideram aplicatia f: Q — R, definita prin f (%) =(m-1) X (n-1)"1- f este morfism de grupuri, deoarece:
m_P\_ (matpm) _ 17 T1-1 —

£ +E) = (Fog™) = lama +po]- [T =
_ e Y- N . TV -1 — (™ P
= DD+ - D@ D= F(5)+7()
~ m p m D
In mod analog, f (; . —) =f (—) -f(—) .

q n q
Dac3 ardtam c& f este aplicatie injectivd, va rezulta ca imaginea lui Q prin f este subcamp in R. Tn acest scop este
uficient sa aratam ca f are proprietatea (m) = f(n) = m = n numai pentru intregi rationali. Dar f(m) = f(n) =
m-1=n-1 >m=n.
Asadar, f:Q — f(Q) c R este izomorfism de cAmpuri. S& ardtdm c& f este asemanare. in acest scop s3 observam c&
pentru%,m> O,n>0avem%> Osif(%) =m-1)-n-1)'cum-1€R,, n-1€R,. Decif(%) € R;.
Dacda < binQ,atuncib—a € Q,sif(b—a) = f(b) — f(a) € R,, deci f(a) < f(b).

Observatie. Pe baza acestei teoreme putem nota: @ = f(a), Va € Q.

M 0.2.64. Campul numerelor reale R este arhimedian.

Fiex € R, si B € R doud numere reale. Sa ardatam cd existan € Nasacan-a > f,(n-afinda+a+ -+ a, n
termeni).

Dacd 8 < a, atunci existenta lui n este evidenta.

Fie 0 < a < B.Se vede usor ci existie € Q, asacaé = (e, e,...,) + IV are proprietatea 0 < e < a. Fie § = (b,) +
N. Sirul (b,,) fiind marginit, exista d € Q incat 8 < d. Numerelor rationale e > 0 si d le putem aplica axioma lui
ARHIMEDE: existd n € N* incat ne > d; urmeazi né > d. Atuncina >né > d > f.

M 0.2.65. Se spune ca sirul (a,) € Q are limita b € Q si scriem lim a,, = b sau a,, = b, dacd pentru orice € € Q.
n—oo

exista un numar natural N (¢) incéat |a,, — b| < €, pentru totin > N(¢).
Orice sir de numere rationale, care are limita, este sir CAUCHY.

Demonstratia este elementara.

Observatii.

19 Se construiesc usor exemple de siruri CAUCHY de numere rationale care nu au limita. Din acest motiv se spune
despre Q ca nu este “complet”.

2° Notiunile de valoare absoluta, sir CAUCHY si de sir cu limita se extind imediat la R. Cu notiunile astfel extinse,
se formuleaza teorema urmatoare.

M 0.2.66. Campul R al numerelor reale este “complet” adica orice sir CAUCHY de numere reale admite limita in R.

Fie (ap) un sir CAUCHY in R. Pentru fiecare indice p fixat din N*, a;, este deci un numar real pentru care putem
alege un reprezentant (ap_n), sir CAUCHY in Q. Sa considerdam acum pentru fiecare n € N* numarul rational b,, =
apnm- Pe baza unor detalii tehnice pe care le omitem, constatam ca sirul (b,,) de numere rationale este CAUCHY si
reprezinta deci un numar real 5. Se demonstreaza in final ca are loc gl_r)glo a, = p.

Observatii.

1° Aplicand cAmpului R aceeasi constructie pe care am aplicat-o lui Q ca s obtinem R, se determina un camp R,
care insa este asemenea cu R. Urmeaza ca extensia lui Q, obtinuta pe calea indicata anterior, este unica pana la un
izomorfism.

2° O consecintd a acestei teoreme este rezultatul numit axioma marginii superioare:

Orice submultime nevida majorata a lui R poseda un cel mai mic majorant.

M 0.2.67. Se defineste multimea numerelor complexe ca fiind:
C={a+ib: a,b € R},cuproprietatea i?> = —1
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si pentru care operatiile de adunare si de inmultire se definesc astfel:
V21 = a1+ib1, Zy = Ay +lb2 € C,
Zl +Zz S (al ar az) + l(bl =F bZ)l Zl * ZZ = (a1 ° az - bl * bz) + i(a1 * b2 + az * bl)
{C, +,} este camp.
Se demonstreazd usor cd C este inel comutativ cu unitate. Mai trebuie dovedit cd pentru orice a +ib € C* = C\
{0}, unde 0 = 0 + i - 0, existd un invers si acesta este din C.

" a : b
Se poate demonstra ca acesta este —1l- .
P a?+b? a?+b?

Observatie. Pentru numarul complex z = a + ib € C,unde a, b € R, a se numeste partea reald, iar b se numeste
partea imaginard a numarului complex considerat.

M 0.2.68. Campul C al numerelor complexe contine un subcamp izomorf cu campul R al numerelor reale.

Aplicatia f: R — C, definita prin f(a) = a + 0 - i are proprietatile:
fl@+b)=f(@+fb), fla-b)=f(a) f(b)

si este injectiva.

M 0.2.69. Nu exista o relatie de ordine totala pe C compatibila cu operatiile din C.

Daca se presupune ca ar exista o astfel de relatie, pe care o notam cu <, atunci avem fie 0 < isaui < 0.
Cum < este compatibila cu operatiile, din 0 < i rezultd i - 0 < i? sau 0 < —1, ceea ce este absurd deoarece
restrictia lui < la numerele de forma a + 0 - i da relatia de totala ordonare pe R.

Dacai < 0, atunci —i > 0si (—i) - (=i) >0 = —1 > 0, de asemenea absurd.

M 0.2.70. Multimea (C, +,7) este un cdmp algebric inchis, adica orice ecuatie algebrica cu coeficienti din C are
radacinile in C.
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Topologie pe R

M 0.3.. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale multimii numerelor reale:
1°Vx,yER, x<y © —y < —x;

2°VxeER, 0<x & —x<0;

30V, y,x, 1 ER x<x;Ay<y; =2x+y<x;+y;

4°Vx,yER, x<0Ay<0=>x-y=>0;

5°Vx,y,Zz€ER, x<yAN z<0=2>x-z=>y- 2z

1° Fie x,y € Rcu x <y . Adunand in ambii membri (—x) avem:
X+ (x)<y+(—x)=>0<y—=x.
Adunand apoi in cei doi membri (—y), se obtine:
—y<y—-x+(y)=> -y < —x.
in mod similar se demonstreazi si implicatia inversa.
2° Fiex € R, 0 < x. Adunan elementul (—x) in ambii membri ai inegalitatii de mai sus, se obtine:
—x<x+(—x)=> —x <0.
in mod similar se demonstreazi si cealaltd implicatie.
3° Fiex,y,x1,¥; € Rcux < x; 5iy < y;.In prima inegalitate adunam v, iar in cea de-a doud adun3m x; si se
obtine:
x+y<x tysiytx;<y;+x, ©x;+ty<x +y.
Din tranzitivitatea relatiei de ordine avem: x + y < xq + y;.
40
50

H 0.3.. Fie X(<) o multime ordonata si o submultime A € X. Vom spune ca M € X (respectivm € X) este un
majorant (respectiv minorant) al multimii A daca x < M (respectivm < x), V x € A.
O multime care poseda majoranti si minoranti se numeste mdrginitd.

Orice submultime nevida minorata a lui R poseda margine inferioara.
Multimea A € R, A # 0, fiind minoratd, rezulta ca (—A) este majorata si se aplica axioma marginii superioare:
Exista sup(—A) cu proprietatile:
{a) —a <sup(—A4), Va€eA
b) Ve > 03 (—a,) € (—A) a.l. (—a,) >sup(—A4) —¢
{a’) a=>—sup(—A), VaeA

by Ve>03a, €A al a, < —sup(—A4) +¢
Din a’) si b’) rezulta 3infA = —sup(—A).

Corolar. Orice multime marginita de numere reale poseda (in R) margine superioara si margine inferioara.

M 0.3.. Multimea Q este densa in sensul ordinii pe R.

. e e . y b
Fiea,b € Qcua < b. Trebuie sa aratam ca existd unc € Qa.l.a < ¢ < b. Luam ¢ = %

M 0.3.. Orice numar real este egal cu marginea superioara a multimii numerelor rationale mai mici decat acesta.
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Trebuie sd demonstram cd Vx € R, x = sup{r € Q | r < x}.

Fiex € RfixatsiA = {r € Q| r < x}. Pentru elementul (—x) € R, conform axiomei lui ARHIMEDE, existd un n, €
N a.i. ng > —x, ceea ce este echivalent cu —ny < x.

Deoarece ny € N rezultd ca (—n,) € N rezultd cd (—ny) € Z deci (—ngy) € A, adicd A # @. Multimea A fiind
majorata (x este un majorant) conform axiomei marginii superioare, rezulta cd existauna € R, a =sup4, (a <
x). Prin reducere la absurd, presupunem ca a # x, adica a < x, ceea ce este echivalent cu x — a > 0. Conforma
problemei anterioare, exista un s € Q a.i. 0 < s < x — a. Din teorema de caracterizare a marginii superioare, pentru
€ = s, rezulta existenta unui element 7y € A a.i. 7; > a — s, ceea ce este echivalentcury +s > a.

Dinrelatiars +s<a+ (x—a) =xsir,+s € Qrezultdacar, + s € Adecir; + s < a, inegalitate opusa celei
obtinute mai sus. Deci presupunerea facuta este falsa. Rezulta ca a = x deci x = sup A.

Ho0.3..
M 0.3..
N 0.3..
N O0.3..
Cuprins
Preliminarii ~ Calcul diferential Calcul integral Anexe
Multimi, relatii, functii * Multimi de numere * Topologie pe R * Inegalitati » Siruri
Inegalitati
Ho04..
Hoa4..

W 0.4.. Inegalitatea lui CAUCHY-BUNIAKOWSKI-SCHWARZ. Fie a;,b; ER, i = 1,n (n € N*). Atunci :
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n n 1/2 n %
DJabd () ) ()0
i=1 i=1 i=1
Ho4..
Ho04..
Cuprins
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Siruri

W 0.5.. Se numeste sir de numere reale o functie reala definita pe multimea numerelor naturale: f: N — R.
Daca f(n) = a,, n € N, se va nota sirul (a,)nen sau (a,)ns1 dacd f:N* - R.

Sirul (a,)neny € R se numeste convergent cu limita a € R daca in orice vecindtate a lui a se afla toti termenii sirului
cu exceptia unui numdr finit. Tn acest caz, se noteaza lim a,, = a sau a,, — a pentrun — oo.

n—oo
Sirul (a;)nen € R este convergent cu limita a € R daca si numai daca:
Ve>0 Any(e) € Na.l. Vn > ny(e) are loc inegalitatea |a, — a| < ¢.

Demonstratia este evidenta.

M 0.5.. (Unicitatea limitei unui sir) Limita unui sir real, daca exista, este unica.

Fie (a,)nen un sir de numere reale. Presupunem prin absurd cd a, b sunt limite ale acestuia si cd a # b. De aici
rezulta ca exista o vecinatate I, a lui a si o vecindtate V}, a lui b astfel incat V; NV, # @. Din teorema anterioara
rezultd ca exista n,, n, € N cu proprietateacaa, €V,, Vn=>n,sia, €V, Vn = n,.

Decia, € V, N V,,Vn = n, + ny, ceea ce contrazice faptul ca vV, NV, # @.

S 3n+1 3 . N R .
M 0.5.. 1° Limita sirului definit prin a,, = %, n € N este " Sa se determine un rang incepand de la care diferenta
dintre limita sirului si a termenului general sa fie mai mica decat 1/100.
214 (=)™

29 Limita sirului a,, = —— este zero.

5

1° S3 considerdm un numar € € R, € > 0, arbitrar, momentan fixat.
Vom determina un rang ng(¢) a.l.

3n+1 3
2 > .
|4n+1 4| S8, Vi = e
. . . . R . 1-4¢
Inegalitatea de mai sus se mai poate scrie: < & sau, in mod echivalent: n >
4(4n+1) 16¢

Notand:
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[1_46]+1 dac 0 < & <~
, daca e<—
Tlo(&'): 16¢s 4

1
0, dacd e>-
acd € > 7

3n+1

. s 3
rezulta cd pentru n = ny(€) avem: |an = Z| < g undea, = prr

Pentru a determina rangul incepand de la care diferenta dintre limita sirului si termenul general este mai mica decat
1/100, calculdm ny(1/100) = 7. Deci termenii a;, ag, ... difera de limita 3/4 cu mai putin de 1/100.

@ RO 2t 2\ \"
2% Avem: = = (5) +(5) .
Pentru un € > 0 fixat, impunem conditiile (2/5)" < &/2si (1/5)" < g/2..
Prima inegalitate este verificata pentru n = 1, (€), unde:

([n(3)
| s
l (2)

+1, daca0<e<?2

0, dacae > 2
A doua inegalitate se verifica de indata ce n = 1, (¢), unde:
2
(G
ny(e) = { In5

k 0, dacae > 2

4+ 1, dacad<e<?2

(=1

5n

< g pentruVn = ngy(e).

Luand ny(e) = max{ny(e), my(e)} rezulta ca |2” +

M O0.5..

M 0.5.. Sirul (a,)ney are limita 400 (—o0) dacad orice vecindtate a punctului 400 (—o0) contine toti termenii sirului cu
exceptia a eventual unui numar finit al acestora.

M 0.5.. Un sir care nu este convergent se numeste divergent.
Sirul x,, = (—1)", n € N* este divergent.

Presupunem ca (x, )1 este convergent si fie x limita sa.
. N 1
Atunci existd un N € N astfel incat |x,, — x| < S vnz N.

n - . 1 . 1 y 1 .
Luand n par (respectivimpar), n = N, obtinem: |1 — x| < > respectiv |—1 — x| < > de unde rezulta x > 3 respectiv

1
x < — - ceeace este absurd.

M 0.5.. Fiex,, = %, n € N. Atunci x,, = 0 (n - o).

. ' . . A _ 1 . 1 1
Fie € > 0 fixat. Atunci conform axiomei lui ARHIMEDE, existd unn, € N cun, > - deci 0 < - < . <g Vnz=ng
&

sidecix, — 0.
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Cuprins
Preliminarii Calcul diferential = Calcul integral Anexe

Limita a unei functii * Continuitate x Derivata

Limita a unei functii

M 2.1.. Fie o functie f: A > R, unde A € R si un punct x, € A’[TR]. Spunem ca f are limita in xy egald cu | si vom

scrie lim f(x) = [ daca:
X—Xq

V (Xp)ns1 unsirdin A\ {xo}, x,, = x, rezulta f(x,) — L.

Fie A € R o multime, x, € A'[R] un punct, f: A - R o functie si |l € R. Atunci:
lim () = L& @/ € V(xo)at. lim f(lam)G) = L.

H21.

W2.1..

W2.1..

H21..

H21..
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Derivata
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Notatii utilizate

VA- o operatori logici (conjunctia, disjunctia, implicatia, echivalenta)

»=>q propozitia p — q este adevarata;

pSq propozitia p © q este adevarata;

AUB, AnB,A\B, AVB reuniunea, intersectie, diferenta, reuniunea disjuncta a multimilor A, B;
V) cuantificatorul universal (oricare ar fi);

@ cuantificatorul universal (existd);

P (A) multimea partilor multimii 4;

A complementara multimii 4;

A~ B multimile A, B sunt echipotente;

A ,card A cardinalul multimii 4;

A=B multimile 4, B sunt asemenea;

Z multimea numerelor ordinale;

N,Z,Q,R,C multimea numerelor, respectiv, naturale, intregi, rationale, reale, complexe;
n* succesorul numarului natural n;

A /= multimea cat (factor) a multimii A prin relatia de echivalenta =;
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Notatii utilizate * Simboluri x Resurse *x Index * Note

Simboluri

\above - \acute ’ \aleph X \alpha « \Alpha A \amalg |] \angle <«

\aoint #3 \approx= \asmash 1 \ast * \asymp = \atop !
\bar ~ \Bar ~ \because - \begin [ \below —+ \bet 2 \beta g
\Beta B \beth 2 \bigcap N \bigcup U \bigodot ® \bigoplus (4]
\bigotimes ® \bigsgcup L \bigvee V \bigwedge A
\binomial (a+b)n=Y (k=0)" nik)a”k b"(n — k) \bot L
\bowtie D \box O \boxdot [-] \boxminus H \boxplus
H \bra ( \break ¢ \breve ~ \bullet -
\cap N \cases © \cbrt J \cdot - \cdots --- \check ” \chix \Chi X
\circ o \cIose-I \clubsuit # \coint ¢ \cong = \coprod | \cup U
\dalet 7 \daleth 7 \dashv - \dd d \Dd D \ddddot ™  \dddot ™
\ddot ~ \ddots " \defeq & \degc °C \degf °F \degree °
\delta & \Delta A
\Deltaeq & \diamond ¢ \diamondsuit ¢ \div + \dot \doteq = \dots
\doubleA A \doubleB B ......... \doublezZ Z \downarrow {, \Downarrow { \dsmash }
\eee \ell®& \emptyset® \emsp \end ] \ensp
\epsilon €
\Epsilon E \egarray . \equiv = \etan \EtaH \exists3 \forall V¥ \fraktur a
\frakturA2  \frakturbb  \frakturB3B \frakturcc \frakturC€& ... \frakturz 3 \frakturZ 3
\frown = \funcapply i
\GI' \GammaT \ge = \geq= \gets « \gg > \gimel 3 \grave"
\hairsp \hat” \hbar A \heartsuit © \hookleftarrow < \hookrightarrow
o \hphantom < \hsmash & \hvec~
\identitymatrix (M(1&0&0@0&1&0@0&0&1)) \ii 7 \iiiint [fff \iiint [ff \iint [f
\int [ \ImJ \imath I \in € \incA \infty oo \int [
\integral 1/2m [_02m #d0/(a+b sin 0)=1/V(a”2-b"2) \iotat \lota | \itimes X} \j
Jay \ji J \jmath
\kappa k \Kappa K \ket )
\lambda A \Lambda A  \langle ( \Ibbrack [ \Ibrace \{ \Ibrack [ \lceil [
\ldiv /
\ldivide / \ldots ... \le< \left |- \leftarrow & \Leftarrow < \leftharpoondown
\leftharpoonup < \leftrightarrow < \Leftrightarrow < \leg < \lIfloor | \lhvec ~
\limit lim_(n—o)& [(1+1/n)*n] =e \Il' < \Imoust J \Longleftarrow <  \Longleftrightarrow
=
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\Longrightarrow =  ??? \lrhrar \lvec”

\mapsto — \matrix ll \medsp 7?? \mid| \middle @ \models E \mp+ \mup

\Mu M
\nabla V \nbsp \ne# \nearrow A \neg- \neq=z \ni3 \norm ||
\notcontain # \notelement & \notin & \nuv \NuN \nwarrow K
\co \OO \odot® \of # \oiiint §ff \oiint ¢p \oint § \omega ® \Omega Q
\ominus © \open \oplus D \otimes & \overbar " \overbrace™ \overbracket™
\overline ~ \overparen” \overshell ~
\parallel || \partial @ \perp L \phantom< \phi@ \Phi® \pm=z \pmatrix(M)  \pppprime "’
\ppprime "’ \pprime \prec < \preceq < \prime ' \prod TT \propto x \psi
1) \Psi W
\qdrt ¥V \quadratic x=(-b+V(b”*2-4ac))/2a
\rangle ) \Rangle ) \ratio : \rbrace } \rbrack ] \rceil | \rdots ??? \Re
R \rect OI \rfloor | \rho p \Rho P \rhvec~ \right -
\rightarrow - \Rightarrow = \rightharpoondown — \rightharpoonup —
\rmoust | \root (T)
\scripta a \scriptA A \scriptb & \scriptB B \scriptc ¢ \scriptC C \sciptz z
\scriptZ Z \sdiv / \sdivide / \searrow N \setminus \ \sigmao \Sigma X
\sim ~ \simeq =~ \smash \smile — \spadesuit 4 \sqcap \sqcup L
\sqrt v \sqsubseteq C \star * \subset C \subseteq € \succ >
\succeq > \sum Y, \superset O \superseteq 2 \swarrow ¢
\taut \TauT \therefore .. \theta 6 \Theta © \thicksp \tilde ~
\times x \to> \top T \tvec
\ubar _ \Ubar _ \underbar — \underbrace o \underbracket _ \underline =
\underparen o \uparrow 0 \Uparrow \uplus ¥ \upsilon v \Upsilon Y
\varepsilon € \varphi ¢ \varrho p \varsigma ¢ \vartheta 9 \vbar | \vdash
\vdots : \vec” \veeV \vert | \Vert|| \Vmatrix (n) \vphantom §§  \vthicksp

\wedge A \wp £ \wr?

i€ \Xi
\zeta C \Zeta Z \zwnj
~v= - 4 << <= -> >= >>

Simboluri pe categorii

e Alfabetul grec: \alpha « \Alpha A \beta S \Beta B \GI' \GammaT
\delta 6 \Delta A \etan \EtaH \epsilon € \iotat \lotal
\kappa k \Kappa K
\lambda A \Lambda A \muup \Mu M \nuv  \NuN \rhop \Rho P \sigma o
\Sigma X \theta 6 \taut \TauT \Theta ® \upsilonu \UpsilonY \psi P \Psi W \phi
©® \Phi ©®

\Epsilon E \chix \Chi X \xi§ \Xi =
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\zeta { \Zeta Z \omega w \Omega Q \varepsilon € \varphi ¢ \varrho p

\varsigma ¢ \vartheta 9

e Alfabetul gotic: \fraktur a \frakturA 2 \frakturbb  \frakturB®B \frakturcc \frakturC

(0 \frakturz 3 \frakturZ 3
e Operatori: \times x \sum ). \prod T \ratio: \bigodot ® \bigoplus &) \bigotimes
® \bigsqcup L \bigvee V \bigwedge A
\boxdot [-] \boxminus H \boxplus H \cdot -
\sqrt vV \cbrt ¥ \qdrt v \ast * \exists 3 \forall V¥ \circ o \itimes X \pm
+ \mp ¥+ \ominus & \open F \oplus @ \otimes @  \odot © \rect O
\box O \nabla V \uplus W \Idiv /

\Idivide / \div+ \sdiv / \sdivide / \amalg 1 \coprod [ |

e Integrale: \coint ¢ \aoint § \iiiint [Jff \iiint [ff \iint [[
\int /| \oiiint £fp \oiint ¢p \oint$ \Imoust J \rmoust 1

e Semne de echivalenta: \sim ~ \simeq = \tilde © \equiv = \cong = \doteq = \Deltaeq
2 \defeq &f \ge= \geq= \le<s \legs \Il « \gg> \prec<
\preceq < \succ > \succeq = \neq # \ne # \approx= \asymp =
e Teoria multimilor: \in € \notin € \notelement & \ni3 \emptyset@® \subsetcC \subseteq
C \superset D \superseteq 2 \sqsubseteq = \cup U \cap N \bigcap N \bigcup U
\notcontain ? \sqcap n \sqcup LI \setminus \ \veeV \wedge A
e Paranteze:\angle«  \bra ( \langle ( \Ibbrack [ \Ibrace \{ \Ibrack [
\Iceil [ \ket ) \rangle ) \Rangle ) \rbrace } \rbrack ] \rfloor | \rceil |
\Ifloor | \left | \right -
e Sigeti: \downarrow {, \Downarrow U \dsmash { \asmash 1 \gets «
\hookKleftarrow < \hookrightarrow & \hphantom & \hsmash e
\Longleftarrow <  \Longleftrightarrow <
\Longrightarrow =  \leftarrow &  \Leftarrow < \leftharpoondown
\leftharpoonup < \leftrightarrow < \Leftrightarrow < \rightarrow - \Rightarrow =
\rightharpoondown — \rightharpoonup = \mapsto - \nearrow 7 \smash $ \nwarrow
K \searrow \ \swarrow ¢ \uparrow T \Uparrow ft  \break ¢ \vphantom { \to > \tvec ©
e Litere speciale: \doubleA A \doubleB B ......... \doubleZZ  \scriptaa \scriptA A
\scriptb & \scriptB B \scriptc ¢ \scriptC C \sciptz z \scriptZ Z
\aleph X \bet 2 \gimel 3 \dalet 7 \dd d \DdD \eee \ell£
\degc °C \degf °F \j Jay \ii 4 \jj j \jmathj  \wp
\wr ¢ \hbar & \Im 3 \imath I \co \OO \Re®R \root () \propto «
\Vmatrix (N)  \pmatrix (M)
e Pictograme: \cases © \diamond o \diamondsuit ¢ \clubsuit # \bowtie X \middle @
\matrix l \eqarray l \phantom ¢ \spadesuit # \heartsuit © \of &
\begin [ \end ] \therefore - \frown = \funcapply ! \smile —
\underline @
e Accente: \dot " \acute \ddddot ™  \dddot ™ \ddot ~ \grave"
\breve * \hat" \check ~ \bar ~ \Bar ~ \pppprime ™ \ppprime "
\pprime " \prime ’ \overbar ~ \overbrace™ \overbracket™
\overline ~ \overparen” \overshell ~ \ubar _ \Ubar _ \underbar —
\underbrace \underbracket \underparen \vec” \lvec” \hvec~
\lhvec% \rhvec™~ \neg - -
e Alte semne: \above - \below +— \mid | \vert |\top T \vdash - \dashv - \bot L \cIose-I
\models E \parallel || \partial @ \perp L \atop | \norm || \inc A \vbar | \infty oo
| = == - 4 << <= -> >= >> \bullet -
\degree ° \dots .. \cdots - \ddots " \vdots :\ldots ... \rdots
e Spatii: \emsp \medsp \nbsp \ensp \thicksp \hairsp

e Formule predefinite: \binomial(a + b)*n = )_(k = 0)*n #(nlk)ak b"(n — k)

\identitymatrix (H(1&0&0@0&1&0@0&0&1)) \limit lim_(n—o) [(1+1/n)"n] =e
\quadratic x=(-btV(b"2-4ac))/2a \integral 1/2m [_072m &d0/(a+b sin 0)=1/V(a”2-b"2)
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Resurse

Madalina Roxana Buneci - Curs

Matepedia.ro

http://math.etc.tuiasi.ro/apletea/

Teoreme de Analiza Matematica - | (teorema Weierstrass-Bolzano)
Teoreme de Analiza Matematica - Il (teorema Borel - Lebesgue)
Bogdan Marcel — Analiza complexa

Cuprins
Preliminarii Calcul diferential Calcul integral Anexe
Multimi, relatii, functii | Limita a unei functii Notatii utilizate
Multimi de numere Continuitate Simboluri
Topologie pe R Derivata Resurse
Inegalitati Index
Siruri Note

0.1.1 % 0.1.2*% 0.1.3%0.1.4%0.1.5%0.1.6 *0.1.7 *0.1.8 *0.1.9 ¥ 0.1.10 * 0.1.11

0.2.1 x0.2.2*x0.2.3%x0.2.4%x0.2.5*x0.2.6 *x0.2.7 *0.2.8 *x0.2.9-0.2.10:0.2.11 - 0.2.12-0.2.13 - 0.2.14 - 0.2.15 -
0.2.16-0.2.17-0.2.18 - 0.2.19-0.2.20-0.2.21 - 0.2.22 - 0.2.23 - 0.2.24 - 0.2.25 - 0.2.26 - 0.2.27 - 0.2.28 - 0.2.29 -
0.2.30-0.2.31-0.2.32-0.2.33:0.2.34-0.2.35-0.2.36 - 0.2.37 - 0.2.38 - 0.2.39 - 0.2.40 - 0.2.41 - 0.2.42 - 0.2.43 -
0.2.44-0.2.45-0.2.46 - 0.2.47 - 0.2.48 - 0.2.49 * 0.2.50- 0.2.51 * 0.2.52* 0.2.53-0.2.54 - 0.2.55-0.2.56 - 0.2.57 -
0.2.58 - 0.2.59 - 0.2.60- 0.2.61 - 0.2.62 - 0.2.63 - 0.2.64 * 0.2.65 * 0.2.66 * 0.2.67 * 0.2.68 ***skxskkskk*%

03.1-03.2-03.3-0.34-0.3.5-03.6-03.7- - - - - - Type equation here.
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A

aplicatie: 0.1.6

ARHIMEDE, axioma lui ~: 0.2.27
arhimediana, multime ~: 0.2.52
asemanarea a doud multimi: 0.2.14
axioma alegerii: 0.2.16

axioma lui ARHIMEDE: 0.2.27
axioma marginii superioare:
axiomele lui PEANO: 0.2.22

BERNSTEIN, teorema lui ~: 0.2.9

cardinalul unei multimi: 0.2.1
camp: 0.2.44

cel mai mic element: 0.2.11

clasa de echivalenta: 0.1.10
codomeniul unei functii: 0.1.6
complementara unei multimi: 0.1.3
compunerea a doua functii: 0.1.8
corp: 0.2.44

o

DE MORGAN, relatiile lui~: 0.1.1, 0.1.3
densa, multime ~: 0.2.51

diferenta a doua numere naturale: 0.2.25
divizor al lui zero: 0.2.33

domeniu de definitie al unei functii: 0.1.6
domeniu de integritate: 0.2.33

E

echipotenta: 0.2.1
element neutru: 0.2.24

i

familie de multimi: 0.1.4
functie: 0.1.6
functie inversabila: 0.1.8

d

grup: 0.2.24

Index
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H

HAUSDOREFF, principiul de maximalitate al lui ~: 0.2.16
homomorfism de inele: 0.2.38

!

imaginea unei multimi printr-o functie: 0.1.6

imaginea reciproca a unei multimi printr-o functie: 0.1.6
inductie completa: 0.2.21

inversa unei functii: 0.1.8

inductie matematica: 0.2.21, 0.2.22

inel: 0.2.33

izomorfism de inele: 0.2.37

1

lege de compozitie interna: 0.2.4
lema lui TUCKEY: 0.2.16

lema lui ZORN: 0.2.16

limita a unui sir: 0.2.64

v

modul: 0.2.53

monoid: 0.2.24

morfism de inele: 0.2.37

multime: 0.1.2

multimea partilor unei multimi: 0.1.2
multime asociata unei multimi: 0.2.2
multimea numerelor complexe: 0.2.66
multimea numerelor intregi: 0.2.29
multimea numerelor naturale: 0.2.20, 0.2.21
multimea numerelor rationale: 0.2.41
multimea partilor unei mulgimi: 0.1.2
multime arhimediana: 0.2.52

multimea vida: 0.1.2

multime bine ordonata: 0.2.11

multime densa: 0.2.51

multime factor (cat) a unei multimi printr-o relatie de echivalenta: 0.1.10
multime ordonata: 0.1.11

multime total ordonata: 0.2.11

multimi asemenea: 0.2.14

multimi echipotente: 0.2.1

N

numar cardinal: 0.2.1

numar complex: 0.2.66

numar intreg: 0.2.29

numar natural: 0.2.20, 0.2.21, 0.2.22
numar ordinal: 0.2.16

numar rational: 0.2.41

o

omomorfism de inele: 0.2.38
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operator logic: 0.1.1
operatie: 0.2.4

P

parte stabila (fata de o operatie): 0.2.4
PEANO, axiomele lui ~: 0.2.22

preimaginea unei multimi printr-o functie: 0.1.6
prim element: 0.2.11

principiul de maximalitate HAUSDORFF: 0.2.16
principiul inductiei: 0.2.21, 0.2.22

principiul inductiei transfinite: 0.2.12, 0.2.21
produs a doua numere cardinale: 0.2.6
produs cartezian: 0.1.5

propozitie: 0.1.1

R

relatie binara: 0.1.6

relatie de echivalenta: 0.1.9

relatie de ordine (partiala): 0.1.11

relatie de ordine totala: 0.2.11

relatiile lui DE MORGAN: 0.1.1, 0.1.3
reuniune disjuncta a doua multimi: 0.2.3
ridicarea la putere a unui numar cardinal: 0.2.7

s

semidomeniu de integritate: 0.2.24
semidreapta: 0.2.12

semigrup: 0.2.24

semi-inel: 0.2.24

succesorul unui numar natural: 0.2.22
suma a doud numere cardinale: 0.2.4

sir: 0.2.54
sir CAUCHY: 0.2.54

U

tautologie: 0.1.1

teorema bunei ordonari a lui ZERMELO: 0.2.16
teorema impartirii cu rest: 0.2.28

teorema lui FELIX BERNSTEIN: 0.2.9

tipul de ordine a unei multimi: 0.2.16
trihotomie: 0.2.11

TUCKEY, lema lui ~: 0.2.16

valoare absoluta: 0.2.53

ZERMELO, teorema bunei ordonari a lui ~: 0.2.16



z

ZORN, lema lui ~: 0.2.16
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Note

"~ John Wilder Tuckey (1915 - 2000), statistician american, vezi: pagina de la Wikipedia.
i~ Felix Hausdorff (1868 - 1942), matematician german, vezi: pagina la Wikipedia.

il - Max August Zorn (1906 - 1993), matematician german, vezi: pagina la Wikipedia.

V- Ernst Zermelo (1871 - 1953), matematician german, vezi: pagina la Wikipedia.
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Siruri Note

0.2.6 € 0.2.25

0.2.7 € 0.2.24

0.2.13 € 0.2.22

0.2.16 €0.2.18

0.2.42 € 0.2.46,0.2.52
0.2.56 € 0.2.59

0.2.18 > 0.2.16
0.2.22 > 0.2.13
0.2.25 > 0.2.6,0.2.7
0.2.46 > 0.2.42
0.2.52 > 0.2.42
0.2.59 - 0.2.56

=

+ 1/2 1/80

| +1/100
1/3

4 1/a P 1/200

| 1/8 b 1/400

Lo Lo

. - - - l .
Reprezentarea unort ni ai girului a,, = L € N°.
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