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Ganduri

© Nu inceta niciodata sd zambesti, nici chiar atunci cand esti trist, pentru
ca nu se stie cine se poate Indragosti de zambetul tau.
Gabriel José Garcia Marquez

© Nu ma gandesc niciodata la viitor. Oricum vine destul de repede.
Albert Einstein

© Incearca sa fii un om de valoare si nu neaparat un om de succes.
Albert Einstein

© Imaginatia e mai importantd decat cunoasterea.
Albert Einstein

© Am invatat ca toatd lumea vrea sd traiasca pe varful unui munte, fara sa
stie ca adevarata fericire este felul in care urci pantele abrupte spre varf.
Gabriel José Garcia Marquez

© Pune mana pe o sobd fierbinte un minut si ti se va parea o ora. Stai cu o
fata frumoasa o ord si ti se va parea un minut. Asta e relativitatea.
Albert Einstein

© Nu am niciun talent anume. Sunt doar extraordinar de curios.
Albert Einstein

© Sunt doua feluri de a-ti tréi viata: unul: de a crede ca nu exista
miracole, altul : de a crede ca totul este un miracol.
Albert Einstein



Matematica...altfel
de Ovidiu Badescu

Partea II. Ce stim despre cifrele romane?

Ca de fapt ele au fost copiate de la etrusci si ca era un sistem de
numeratie acrofonic(se scria initiala primei litere a cuvantului). La
inceput erau doar urmatoarele patru simboluri:

I(un simplu deget)

X(doud maini privite ,,in dunga”, deci 10 degete)

C(initiala cuvantului centum) si

(I) care simboliza 1 000.

De ce a fost atunci nevoie si de V, L, D? In primul rand pentru
simplificarea scrierii, insa notarea lor astfel nu este Intamplatoare.

Astfel, 5, X taiat orizontal pe jumatate ne da doi de V, din care
unul rasturnat. La fel procedam si cu L. Observati forma ,,scrijelita” a lui
C, adicd asa cum se scria atunci, si tdindu-1 pe orizontald obtinem doi de
L, unul rasturnat iar (I) tdiat pe verticald de astd data la doua litere de D,
dintre care una ,,in oglinda”. Mai tarziu, simbolul (I) a fost inlocuit de
M(mille).

Ca sd putem folosi cifrele romane, trebuie cunoscute cateva
reguli:

Regula 1: Sunt doar sapte simboluri care poti fi folosite: I, V, X, L, C, D,
M. Simbolurile 1, X, C pot fi consecutive de maximum trei ori, iar V, L,
D doar o data.

Regula 2: Daca un simbol mic se afla dupa un simbol mare, atunci cel
mic se adund la cel mare. In acest caz, dupd simbolul mare se poate afla
maxim trei simboluri cu valoare mai micd.

Regula 3: Dacad un simbol mic se afla in fafa unui simbol mare, atunci
cel mic se scade din cel mare. In acest caz, in fata unui simbol mare se
poate afla doar un singur simbol cu valoare mai micad.

Regula 4: [n numerologia romand nu exista cifra 0, desi mai tarziu i s-a
dat acesteia corespondentul N, de la nul, fara a-I folosi in formarea altor
numere.

Exemplu: CMXCIII = 1000+100+100 — 10 +3 =993

Datorita greutatii exprimdrii numerelor foarte mari, acest sistem a
fost greu de folosit si de aceea, in mare parte, abandonat. Se mai foloseste
la ornarea ceasurilor de perete, sau a pendulelor, la numerotarea
capitolelor unor carti sau a claselor de elevi.

Pol si polara fata de cerc

Definitie
Fie A, B, C, D patru puncte coliniare. Spunem ca C si D sunt
AC  AD
conjugate armonic fatid de punctele A si B dacd —=——.
CB DB
Observatii

1) Daca E este mijlocul segmentului (AB), iar F cel al lui (CD), se
verificd ugor cd C si D sunt conjugate armonic fatd de A si B daca si

numai daci EF? =%.(AB2 +CD2) )

2) Daca C si D sunt conjugate armonic fatd de A si B, punctele C si
D sunt separate de A si B, astfel incat exact unul dintre punctele C si
D apartine segmentului (AB), celalalt fiind in afara segmentului (AB).
Definitie

Fie C =C(O;r) un cerc, iar P € Int(C), Q € Ext(C). Spunem ci P si Q
sunt conjugate armonic fati de cercul C daci P si Q sunt conjugate
armonic fati de punctele de intersectie ale dreptei PQ cu cercul C.
Definitie

Doud cercuri secante C (O,,;) si C,(O,,r,) se numesc ortogonale

daci tangentele duse la C, si C, intr-un punct de intersectie sunt

perpendiculare. Mai general, unghiul dintre doua cercuri secante este
unghiul dintre tangentele la cele doui cercuri intr-un punct de
intersectie.

Observatie
O conditie necesara si suficientd ca doud cercuri C(O,,1) si C,(0,,1,)

si fie ortogonale este datd de egalitatea 0,0,” =17 +1; .

Propozitie
Fie C=C(O;r) un cerc, iar PeInt(C) si Q€ Ext(C) doud puncte in

plan. Atunci P si Q sunt conjugate armonic fata de cercul C daca si
numai daca cercul de diametru [PQ] este ortogonal cercului C.



Demonstratie:
Fie PQNC={V,W}, S- mijlocul segmentului (PQ), iar U mijlocul
segmentului (VW). Atunci au loc egalitatile:

Sp? :i-PQZ, UVv? :i.vw2 =r’-—0U?, SO’ =SU* +0U".

Prin urmare P,Q - conjugate fatd de C < P,Q - conjugate fatd de
V,W

& SU? =%-(PQ2 +VW?) & SO’ -OU” =8P’ +1° —-0U’ &

SO* =SP* +1° < C(O.1) si C(S,

SP|) - ortogonale.

Proprietatea demonstratd mai sus permite extinderea definitiei notiunii
de pereche de puncte armonic conjugate fatd de un cerc la perechi
oarecare de puncte din plan.

Definitie

Fie C=C(O,r) un cerc, iar P si Q doua puncte in plan. P si Q se
numesc armonic conjugate fati de cercul C daca cercul de diametru
[PQ] si cercul C sunt ortogonale.

Propozitie
Doua puncte P, Q din plan sunt armonic conjugate fata de cercul

C=C(0,r) daci si numai daci OP* +0Q’* =PQ’ +2r*. (¥)
Demonstratie:
Notand cu S mijlocul segmentului (PQ), din teorema medianei avem ca

oS’ :i-[z-(opz +OQ2)—PQ2] Atunci P,Q - conjugate armonic fata

de C &
1 1 1 1

SO’ =—-PQ* +1’ & —-(OP? +0Q’ )-—-PQ* =—-PQ* +1’ &
4 Q 2( Q) 4 Q 4 Q

OP? +0Q* =PQ* +2r°.

Observatie

Din relatia (*) de mai sus se vede ca centrul O al cercului C nu poate fi
conjugat armonic fatd de C cu niciun punct din plan.
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Definitie
Fie C=C(O;r) un cerc, iar P un punct in plan, diferit de centrul O

al cercului C. Locul geometric al punctelor din plan care sunt
conjugate armonic cu P fata de cercul C,

T, = {Q € P|OP*> +0Q* =PQ* + 2r2} se numeste polara punctului P

fatd de cercul C.

Propozitie
Fie C=C(O;r) un cerc, iar P un punct in plan, diferit de centrul O

al cercului C. Atunci polara n, a punctului P fati de cercul C este o

dreapta perpendiculara pe OP intr-un punct P' care este inversul
punctului P fati de cercul C.

(P' se numeste inversul lui P fatd de cercul C dacd P'e(OP si
OP-OP'=r%)

Demonstratie:
Fie P' inversul punctului P fatd de cercul C. Atunci

OP? + OP” =(OP —OP')’ +2-OP-OP'=PP" + 2r*, astfel ci P'em,.
Atunci, notand cu d dreapta perpendiculard in P' pe OP au loc relatiile:
Qen, & 0Q°-PQ*=0P"”-PP” &

(00-7a)- (00 70)=(oP'- PP (oF"+ PP =
OP-(0Q+PQ-OP'~PP')=0 < 2:0P-P'Q=0 < OP L P'Q &
Qed.

Rezultd ca n, =d, ceea ce demonstreaza afirmatiile din enunt.

Observatie
Din definitia polarei unui punct fatd de un cerc rezultd imediat
echivalentele urmatoare: Q e T, < P,Q - conjugate fata de cercul C <

Pemn,
Observatie
Dacd M este mijlocul unui segment [AB], M nu este conjugat armonic

cu niciun punct al dreptei AB fata de punctele A ,B. Totusi, daca dreptei
AB



i s-ar adduga un “punct la infinit”, care sa fie la distantd infinitd fatd de
orice punct al dreptei AB, acest punct P_ ar verifica egalitatea
AM
MB
Observatie

Prin adaugarea de puncte la infinit fiecdrei drepte putem inlocui relatia
d,||d, cu “d, si d, au acelasi punct la infinit”. Cu alte cuvinte, doua

0

(=1)=-— - siar fi astfel conjugatul punctului M fatide A,B.

drepte paralele “se intersecteaza la infinit”.

Observatie

In acest mod, fiecare punct la infinit corespunde nu doar unei drepte, ci
unui intreg fascicol de drepte paralele.

Observatie

Multimea tuturor punctelor la infinit ale tuturor dreptelor din plan vor
forma o aga-numita “dreapta la infinit” d_ a planului.

Observatie

Tinand cont de cele de mai sus, centrul O al unui cerc C=C(O;r) este
conjugat armonic fatd de C cu orice punct de la infinit, astfel cd are
polara m, =d_ .

Observatie

Tinad cont de echivalenta Pen, < Qemn, rezulta imediat urmatoarele
doua proprietati:

a) Polarele unei familii de puncte coliniare sunt concurente (in polul
dreptei pe care se afld punctele familiei)

b) Polii unei familii de drepte concurente sunt coliniari (pe polara
punctului de intersectie al dreptelor familiei).

Observatie

Deoarece pentru un punct PO, OPnn, ={P'}, unde P' este inversul

punctului P fatd de cercul C=C(O;r), avem cd Pem, < P=P'
& OP’ =1’ < PeC(0O,r). In cazul in care PeC(O,r), polara m, a
punctului P este tangenta in P la cerc.

Observatie e
Constructia polarei m, a unui T

punct P € Ext(C) decurge

atunci In modul urmator: fie
PT, si PT, tangentele prin P o] P

la cercul C. Atunci
Pern, Nnmy,

=T, T,en, = n, =TT,.

Fig.1
Observatie M, T
Daca P €Int(C), consideram

intersectiile M, si M, ale

perpendicularei in P pe OP P P
cu cercul C. Tangentele in
M, si M, se intersecteaza

(din motive de simetrie, de 2
exemplu) intr-un punct
P'e (OP, care este exact

inversul lui P fatd de C. Fig.2

Intr-adevar, aplicdnd teorema catetei in AOMP' avem ca:

@~O_P':OM12 =r’. Prin urmare, polara punctului P este
perpendiculara in P' pe dreapta OP .

Definitie

Fie ABCD un patrulater, iar E€ ABNCD, Fe ADNBC, punctele
de intersectie ale laturilor opuse. Figura ABCDEF, formata din cele
4 drepte AB, AD, BC, CD si cele 6 puncte de intersectie ale lor
A,B,C,D,E,F se numeste patrulater complet. Segmentele [AC],

[BD] si [EF] se numesc diagonalele patrulaterului complet ABCDEF.

Folosind proprietatile biraportului a patru puncte coliniare, respectiv ale
fascicolelor de cate patru drepte concurente, se poate demonstra usor

10



Teorema lui Pappus: Fiecare dreaptd suport a unei diagonale a unui
patrulater complet este intersectata de dreptele suport ale celorlalte doua
diagonale in doua puncte care sunt conjugate armonic fatd de capetele
diagonalei.
Observatie P e Ext(C)
Pe baza teoremei lui Pappus
putem indica o alta constructie
a
polarei unui punct fatd de un
cerc :
Fie A, B, respectiv C,D
punctele de intersectie cu C
a doua secante duse prin P,
ACNBD={R},
ADNBC={Q},

ABNQR ={U},

CDNQR ={V}.

Diagonalele patrulaterului
complet ARBQCD  sunt
atunci [AB], [CD] si [QR],
astfel ca, pe baza teoremei lui
Pappus, punctele P,U sunt
conjugate fata de A,B,
respectiv P,V sunt conjugate
fata de C,D.
Rezultda ca n, =UV=QR.
Pentru a obtine polara =, este
deci suficient sd ducem doua
secante oarecare PAB  si
PCD prin punctul P, cu
A,B,C,DeC si sa
determindm  punctele  de
intersectie Q € ADNBC

si. ReACnBD. Atunci
m, =QR.

11

Aplicatii

1. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, P ABNCD, Qe ADNBC,
ReACNBD, T, si T, punctele in care tangentele din P la cercul
C(ABCD) ating cercul, M - punctul de intersectie al tangentelor in A
si B la cerc, iar N - punctul de intersectie al tangentelor in Csi D la
cerc. Atunci punctele Q,R,T,,T,,M si N sunt coliniare.

Demonstratie:

Fig.5
Din constructiile descrise ale polarelor stim ca T,T, =n, =QR , astfel ca

punctele T,,T,,Q si R sunt coliniare.Deoarece P € AB=m,, rezultd ca
Memn,,iarcum PeCD=mn, avemcd Nem,.Deci MN=m,.
Rezulta coliniaritatea punctelor T,, T,,Q ,R,M,N.

2. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, t,,t,,t.,t, tangentele la
cercul C(ABCD) in punctele A,B,C,D, Eet, nty, Fetynt,,
Get.nt, si Hetynt, . Atunci diagonalele patrulaterelor ABCD
si EFGH sunt concurente.

12



Demonstratie:

Fie Pe ABNCD,
Qe ADNBC si
ReACNBD.
Atunci

E.Gen, =QR

si FFHem, =PR.
Rezultd ca
EGNFH={R}=AC,

Fig.6
3. Fie A,B,C,U,V cinci puncte concicflgice, iar MeUANVB,
M, eUBNVA, NeUBNnVC, N, eUCnVB, PeUCnVA,
P, e UANVC. Atunci dreptele MM,, NN, si PP, sunt concurente
sau paralele.
Demonstratie:
Fie L e MM, " NN,
si L'e MM, NPP,.
Deoarece polul dreptei
MM, este punctul de
intersectie ABN UV, iar
polul dreptei NN, este
BCN UV, rezulta

ca L este polul dreptei
uUVv.
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in mod analog, L' este polul dreptei UV , astfel ca L=L", deci dreptele
MM,, NN, si PP, sunt concurente, sau, dacd MM, || NN, , atunci L este

punctul de la infinit al dreptelor MM, si NN,, UV este un diametru al
cercului C(ABCUV), iar MM, || PP, .

4. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc C=C(0O;r). Daca
PcABNCD, QeADNBC si ReACnBD, atunci O este
ortocentrul triunghiului APQR .
Demonstratie:

Deoarece

QR=m, LOP,

PR =m, L OQ

si PQ=mn; LOR,
afirmatia este imediata

Fig.8

5. Fie D,E,F punctele de contact ale cercului inscris C(I;r) in
triunghiul AABC cu laturile [BC], [CA], respectiv [AB], iar
PeBCNEF. Atunci AD L PI.

Demonstratie: 5

PeEF=n, =>Aemn,

PeBC=m, :Denp}

= AD=m, L PI

14



6. Fie [AB] o coarda intr-un cerc C, M - mijlocul ei, iar [CD] o alta

coardd care trece prin M. Daca E€ACnBD si Fe ADNBC,
atunci EF|| AB.
Demonstratie:

Fie O centrul cercului. Atunci
EF=n,, LOM si OM L AB=
= EF||AB.

Fig.10
7. Fie A',B',C' mijloacele arcelor ]/3?3, CA si AB ale cercului C
circumscris triunghiului AABC, arce care nu contin varfurile A,B,
respectiv C. Tangentele in A si A' la C se intersecteazi in A, cele
in B si B' in B,,iar celein C si C' in C,. Atunci A, B, si C, sunt
coliniare.
Demonstratie:

Evident, (AA', (BB' si
(CC'" sunt Dbisectoarele
interioare ale AABC.

De asemenea, AA'=nA],
BB'=n, , CC'=mn .

Cum AA'NBB'"CC'#dJ,
rezultd cd A,,B,,C, sunt
coliniare, aflandu-se pe
polara m;, a centrului I al Fig.11

cercului inscris.
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8. Fie [AB] un diametru al unui cerc C=C(O;r), iar M,N e (C astfel

incit NeBM. Daci P este punctul de intersectie al tangentelor in
M si N la C,iar Qe AM N BN, atunci PQ | AB.
Demonstratie:

Fie Re ABNMN.

Cum MN =m,, din
Remn, rezultica Pem,.
De asemenea, din
constructia polarei

unui punct in raport

cu un cerc bazata

pe teorema lui Pappus,
avem cd Qemy,.

Rezulta ca
PQ=m; L OR ,deci
PQ L AB.
9. Fie ABCD un patrulater circumscris unui cerc C=C(O;r), iar
MeABNC, NeBCn(C, PeCDNC, QeDANC punctele de

tangenta ale laturilor cu cercul. Daca Ue ABNCD, Ve ADNBC si
W eMPNNQ, atunci OW L UV.

Demonstratie:

Fig.12

Din enunt rezulta ca

MP =n; si NQ=m,,
astfel cd Wen; Nm,.
Dar atunci U,V ey,
astfel cd UV =mny, LOW .

Fig.13

16



10. Fie ABCDEF un hexagon convex, inscris intr-un cerc C =C(O;r).
Daca tangentele t, si t; la C in punctele A si D sunt concurente cu

dreptele BF si CE, aratati ca dreptele AD, BC si EF sunt
concurente sau paralele.
Demonstratie:

FiePet, Nty "BFNCE

si. QeBCNEF. Rezulta
atunci cd Qemn, .Dar
n, = AD, astfel ca

AD ,BC si EF sunt
concurente in punctul Q.
Daca BC||EF, atunci Q va
fi  punctul de la infinit al
dreptelor BC si EF, iar Fig.14

POLBC si POLEF. Cum insda AD=m, L PO rezultd atunci ca si
AD||BCJ| EF.

Bibliografie:

[1] C. Cosnita — Teoreme si probleme alese de matematici, Ed.Didactica
si Pedagogica, 1958

[2] Gh.Titeica — Probleme de geometrie, Ed. Tehnica, 1981

[3] L.Nicolescu, V.Boskoff — Probleme practice de geometrie, Ed.
Tehnica, 1990

[4] V.Nicula, C.Pohoatd — Diviziune armonica, Ed. Gil., 2007

Lector Dr. Mihai Chis, Universitatea de Vest Timisoara
Prof. Petrisor Neagoe, Grup ,, Mathias Hammer” Anina
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Asupra unei probleme de olimpiada

La faza nationald a Olimpiadei de Matematica, editia 2010, desfasurata
in luna aprilie la Iasi, a fost propusa spre rezolvare concurentilor de la
clasa a X a urmatoarea problema:

Fie v,we C". Sa se arate cd
‘zw+ W‘S‘zv+v‘ *)
pentru orice zeC, |z| =1 daca si numai daca exista ke [—1, 1] cu

proprietatea w=kv.

Solutia prezentata in [1] nu consideram a fi chiar la indemana elevilor,
motiv pentru care credem ca este util s prezentam si alte rezolvari,
obtinute din diferite moduri de abordare. Implicatia reciproca este ugoara
si nu o mai analizam. De asemenea se verificd simplu ca dacd exista

keR cu proprietatea w=#kv atunci ke[—l, 1]. Ne vom concentra

asupra existentei numarului real & .

Solutie trigonometrica.
Fie w=r(cosa+isina), v=s(cosb+isinb) si z=cost+isint. Cu

aceste notatii cerinta problemei conduce la a demonstra ca
a-b=kr,keZ. Atunci

‘zw+v_v‘=‘r(cos(a+t)+isin(a+t))+r(cosa—isina)‘ =2r cos(a+é]

t t
cos| a+— cos| b+—
( 2) [ 2)

cos(b +%)‘ , pentru orice teR. Pentru ¢t=7-2b

. Atunci (*) este echivalentd cu 2r <2s

t
cos| a+—
( 2)

obtinem cos(b + %) =0 de unde cos(a + % - bj =0  adica

, adica

r <s

a+ %— b= % + km si concluzia.

18



Solutie algebrica

Alegem z=-2 Evident |z|=1 si membrul drept din (*) este nul.
v

. — . w wov
Atunci ‘zw+w‘=0 deci z=——, de unde —=— care conduce la
w wov
w ow . _Ww
—=—,adicd —eR.
LY v

Solutie geometrica

Consideram punctele A(v) si B(\_z)
intr-un sistem cu originea O ca in figura.
Fie M(w) si N(v_v) Alegem punctul C, ¢ A

diametral opus lui B. Atunci existd zeC o

de modul 1 astfel incat afixul lui C sa fie
zv. Atunci numarului complex zv+v 1in M P
corespunde punctul O . Prin urmare B

numarului  zw+w i corespunde tot
originea.
Deci punctul P(zw) este diametral opus lui M. Atunci

m(ZC\’) = m(Z\/ZIS) ceea ce conduce la concluzia m(@) = m(]k//fl\\f) Cum

punctele A,B sunt simetrice fatd de axa reala, iar M, N de asemenca
simetrice deducem ca O, A, M sunt coliniare ceea ce incheie problema.

Ar mai fi o posibilitate: sa se utilizeze forma algebrica a numerelor
complexe dar calculele sunt foarte complicate, ceea ce conduce greu la o
finalizare.

Bibliografie

[1] ***** . Gazeta Matematicd — Supliment dedicat editica a 61-a a
Olimpiadei Nationale de Matematica, lasi, aprilie, 2010.

[2] D. Andrica, N. Bigboaca — Numere Complexe de la ...a la ...z, Ed.
Millenium, 2001.

Prof. Steluta Monea, Colegiul National Decebal Deva
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Asupra unei probleme de concurs

La Olimpiada Nationald de Matematica, in cadrul primului test de
selectie pentru OBM si OIM, sustinut la Iasi, 8 Aprilie 2010, problema 4
propusa spre rezolvare este urmatoarea:

Cercurile I'; si I', se intersecteazi in punctele M si N. Fie A un
punct situat pe cercul I'; si D un punct situat pe cercul I',. Dreptele
AM si AN intersecteazi a doua oari cercul I', in punctele B,
respectiv C. Dreptele DM si DN intersecteaza a doua oara cercul
I'; in punctele E, respectiv F. Punctele A, E si F sunt situate de
aceeasi parte a dreptei MN . Stiind ca segmentele AB si DE sunt
congruente, aratati ca punctele A, F, C si D sunt situate pe un cerc
al cAz'lrui centru nu depinde de pozitia punctelor A si D.

In acest articol, solutia acestei probleme este prezentata ca o
consecintd a doua probleme (problemele 2 si 4) si este expusd, pe scurt, in
cadrul ultimei observatii din articol.

1. Cercurile I'; si I', se intersecteazi in punctele M si N. Fie A si
P doua puncte situate pe cercul I';. Daca dreptele AM si PN
intersecteaza a doua oara cercul I', in punctele B, respectiv Q,
atunci dreptele AP si BQ sunt paralele.

Demonstratie:
AMNP - inscriptibil = )
= <MAP +<MNP =180" (1)
BMNQ - inscriptibil =
= <MNP=<MBQ (2)
Din (1) 51 (2)
= <MAP + <MBQ =180° = AP || BQ fig.1
2. Cercurile I'; si I', se intersecteazi in punctele M si N. Fie A un
punct situat pe cercul I'; si D un punct situat pe cercul I',. Dreptele
AM si AN intersecteazi a doua oari cercul I', in punctele B,
respectiv C. Dreptele DM si DN intersecteaza a doua oara cercul
I', in punctele E, respectiv F. Punctele A, E si F sunt situate de
aceeasi parte a dreptei MN . Daca segmentele AB si DE sunt
congruente, atunci (MN este bisectoarea unghiului <CMF.
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Demonstratie:
Fie punctele P eI, si QeI astfel incdt N e PQ si PQ||DE.

Din problema 1 rezultd ca AP ||BQ si EP||DQ.Din PQ|| DE si

EP || DQ = PQDE este paralelogram = [PQ]=[DE] si <PED =<«DQP
[AB]=[DE] si [PQ]=[DE]=[AB]=[PQ]. Din AP||BQ si
[AB]1=[PQ] = APQB este trapez isoscel = <xAPQ =<«PAB

< AFN = <APN = <PAM = <PEM = «<DQN = «<DCN =

= < AFD = «DCA = AFCD este patrulater inscriptibil =

= <FAN = «<CDN = <FMN = <CMN = (MN este bisectoarea <xcCMF

fig.2
3. Cercurile I'|si I', se intersecteazd in puncteleMsi N.
Perpendiculara pe dreapta MN ce trece prin punctul M intersecteaza
a doua oard pe I, si I', in punctele S, respectiv T si fie punctul V

mijlocul segmentului ST. Dacid A este un punct variabil pe I', si
dreapta AN intersecteazi a doua oara cercul I', in punctul C si
cercul de diametru [VN] in punctul K, atunci punctul K este
mijlocul segmentului AC.

Demonstratie:
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fig.3
Din problema 1 rezultd ca SA || TC
SM L MN = [SN] este diametru in cercul I', = <tSAN = 90"

= ACTS este trapez dreptunghic

V este mijlocul lui [ST] = [VK] este linie mijlocie in
VK L AN si SA L AN = VK ||SA
ACTS = punctul K este mijlocul Iui [AC].

Observatie
Problema este adevarata si reciproc: Cercurile I'; si I', se intersecteaza

in punctele M si N. Perpendiculara pe dreapta MN ce trece prin punctul
M intersecteaza a doua oard pe I', si I', in punctele S, respectiv T si fie
punctul V mijlocul segmentului ST . Atunci mijlocul unei coarde
variabile [AC] (A el siCel’,) ce trece prin punctul N este un punct
situat pe cercul de diametru [VN].

4. Cercurile I',(O;;R,) si I',(O,;R,) se intersecteazi in punctele M si
N.Fie A un punct variabil pe I', si dreapta AN intersecteaza a
doua oari cercul I', in punctul C. Daci punctul X se afli pe cercul
I', astfel incat (MN este bisectoarea <<CMX atunci centrul cercului
circumscris triunghiului AAXC este un punct fix.
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Demonstratie:

Fie I cercul circumscris aAMO,0, . Dreapta MN intersecteazd a doua
oard pe I' In punctul P. Fie V eI astfel incat [PV] este diametru al
cercului I'. Deci VM L MP.

VM L MN si 0,0, L MN = VM || 0,0, = 0,0,MV este trapez isoscel

=[VO,]=[MO,] si «VO,0, =«xMO,0,.

Dreapta MV intersecteazd a doua oara cercurile I'; si I', in punctele S,
respectiv T . Deoarece MN L ST rezulta cd [SN] si [TN] sunt diametre
ale cercurilor I';, respectiv I, .

O, este mijlocul lui [SN]

<VO0,0, =«MO,0, =<«NO,0, = VO, || NO, ; =[O0, V] este linie
VO, =MO, =NO, =%

mijlocie
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in aSNT = punctul V este mijlocul lui [ST].

Dreapta AC intersecteaza a doua oara cercul de diametru [VN] in

punctul K. Din problema 3 rezulta ca punctul K este mijlocul lui [AC].

K este mijlocul lui [AC] si VK L AC = VK mediatoarea lui [AC] (*)

Dreapta NT intersecteaza a doua oara cercul T" in punctul Q.

O,V]10,Q5i 0,,Q,0,,VeI'=0,Q0,V este trapez isoscel = 0,Q=VO0,
[VO, ] este linie mijlocie in ATSN= VO, = STN =R, =

=0Q=R,=QeTl,.Deci I'nI', ={M,Q} .

[SN] este diametru in cercul I', = NQ L SQ
=VO0,1LSQ (1)

VO, INQ
<LCMN =<«XMN si NM L ST = «<CMT =<xXMS.
Deci
<AMQ = <ANQ = <CNT =<« CMT = <XMS = <AMS = < XMQ =
=[AS]=[XQ] .
= ASQX este trapez isoscel = SQ||AX (2)
A,S,Q,XeT,

Din (1) si (2) = VO, L AX = VO, este mediatoarea lui [AX] (**)

Din (*) si (**) rezulta ca punctul V este centrul cercului circumscris

2AXC.

Deci centrul cercului circumscris aAXC este un punct fix, punctul V.
Observatie (solutia problemei din concurs)

Fie D un punct variabil pe I', si dreapta DN intersecteazd a doua oara

cercul I'; n punctul F. Daca punctul Y se afla pe cercul I', astfel incat

(MN este bisectoarea <FMY , atunci in mod analog rezulta ca centrul

cercului circumscris triunghiului aADYF este punctul fix V.

Daca, in plus, [AB]=[DE] atunci rezultd cd (MN este bisectoarea

«CMF (din problema 2). Deci X=F si Y =C si obtinem ca

VA=VF=VC=VD.

Deci, patrulaterul AFCD este inscris in cercul de centru V oricare ar fi

punctele A si D pe cercurile I'}, respectiv I, .

Prof. Petrisor Neagoe, Grup Scolar ,, Mathias Hammer” Anina
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De Paste, pentru unii iepurasul vine cu matematica si

medalii...
Adina Teudan

Anul acesta, in perioada 5-9 aprilie 2010, Olimpiada Nationala de
Matematica s-a desfasurat la lasi, orasul marilor idei, al primei mari
Uniri, al primului spectacol de teatru in limba roména si al primului
muzeu literar memorial (Bojdeuca). Astfel, am fost nevoiti ca seara
Pastelui sa o petrecem in tren. Cei din Resita, adicd eu, Adina Teudan.
Miruna Ciulu si prof. Loreta Ciulu, am urcat in Lugoj, urmand si ne
intalnim cu ceilalti, prof. Lucian Dragomir, gemenii Augustin i Dinulica
Septimiu, Lorena Krokos, Gelu Stoicanescu, Anca Semenescu si Cristi
Zanfir, la Simeria.

Cilatoria a fost obositoare, cum ne asteptam, dar cu siguranta am
avut destule de povestit pand noaptea tarziu, mai ales ca unii dintre noi nu
ne mai vazusem de aproape un an. Spre dimineatd am ajuns 1in lasi, unde
am fost luati de un autobuz din gard si transportati pana la Colegiul
Tehnic Gh. Asachi, colegiul in al cérui internat am fost cazati. Ca tot veni
vorba de cazare, conditiile au fost intr-adevar foarte bune.

Prima zi a fost mai mult o zi de acomodare si odihna, dupa o
scurtd plimbare prin oras. A doua zi urma olimpiada... Ne-am culcat
asadar destul de devreme, pentru a fi odihniti. De dimineata, unii cu mai
multe emotii, altii cu mai putine, ne-am indreptat catre masa (trebuie si
mai si mancam, nu?), iar apoi spre facultate, in a cdrei incintd a avut loc
proba. Subiectele au fost destul de grele(mai ales ca una din problemele
de la clasa a VII-a si una de la clasa a X-a au apartinut prof. Lucian
Dragomir), ca doar eram la o olimpiadd nationald... Dupd trei ore de
concentrare intensa, unii 1si faceau sperante, altii erau convinsi cd nu iau
medalie, altii erau confuzi. Rezultatele urmau sa fie afisate abia a doua zi
dupa-masa.

Desi ne rodea curiozitatea, am reusit sa iesim oarecum din febra
concursului i sa ne bucurdm de frumusetea lagului. Mai in plimbare, mai
cu autobuzul (aveam gratuitate la mijloacele de transport in comun), am
admirat unele obiective turistice, dar am ,,vizitat” i doud malluri...

A doua zi, rezultatele... Miruna Ciulu avea asiguratd o medalie,
argint sau poate aur, iar Dinulicd Augustin si cu mine, Adina Teudan,
stiteam in dubii, aveam sanse la o medalie de bronz. Au urmat
contestatiile. Unii au avut curajul sd se duca, altii nu, oricum cu totii
speram la rezultate cat mai bune. Pe seard am aflat si rezultatele: intr-
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adevar, Carasul avea trei medalii, ca si in anul precedent: una de argint si
doud de bronz.

In aceeasi seard, s-au ficut inscrierile pentru concursul Al
Myller, la care participanti am fost doar patru din judetul nostru: iarasi
gemenii Dinulica, Gelu si Adina. Astfel, unii dintre noi am trecut din nou
prin emotiile concursului, dar de aceastd datd asteptarea pentru rezultate
nu a mai durat agsa de mult, ele fiind afisate in aceeasi seard. Dupa aceea
au urmat contestatiile, care s-au intins pana tarziu. Am fost sunati la
internat de parintii care poate au avut mai multe emotii decat noi, pentru a
ni se comunica rezultatele. Erau afisate pe internet, iar aparent eu eram,
din pacate, singura care trebuia si se prezinte a doua zi la premiere,
pentru a-si lua diploma: mentiune.

Vineri, in ultima zi, cred ca ne-am dovedit cu totii atat obositi, cat
si nostalgici. Ne parea rau ca trebuie sa parasim orasul care ne-a Incantat
pentru aproape o saptamand cu frumusetea lui, dar si ca trebuie sd ne
despartim unii de ceilalti. Cu sigurantd, am ramas cu amintiri frumoase
din aceastd vacantd de Paste petrecutd la lasi, si, cel putin eu, sper ca ne
vom reintalni cat de curdnd pentru a relua discutiile lungi, glumele,
distractia, si pentru a nu lasa firul prieteniei care s-a infiripat intre noi sa
se rupa. Pe mine, aflatd in ultimul an de generald, aceastd olimpiadd m-a
determinat s ma ambitionez si sd imi promit mie Insumi c4, la anul, voi
obtine un rezultat chiar mai bun. De fapt, sd speram ca, la anul, tot judetul
se va impune la nivel national si va ,,smulge” cat mai multe medalii §i
premii...

Concursul TMMATE, editia a IV-a
24 aprilie 2010

Ovidiu Badescu

Si anul acesta, un grup de elevi ai judetului Caras-Severin a
participat, pe bazd de invitatie, la acest concurs. Ceea ce I-a deosebit de
editiile anterioare a fost sistemul grild, erau 20 probleme, fiecare punctata
cu 5 puncte.

Nu putem afirma dacd e bun sau rau acest sistem, el are si
avantaje, si dezavantaje

Avantajele sunt: rapiditatea si obiectivitatea corecturii

Dezavantaje: nu puteai urmari deloc modul de gandire al elevului,
stiu exemplul unui premiant la acest concurs care a stiut raspunsul de la
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problema(era datd la nationald in acest an) insd nici acolo, nici dupa
nationald, nici acum, nu stia sa o rezolve.

Totusi, ca o dovada cd elevii foarte buni ies invingatori in orice
situatie, si cd noi, ca §i judet, avem elevi foarte buni, prezint elevii
judetului nostru care au fost premiati.

Ciobanu Anca Cls.aV-a Sc. Gen. Nr.2, Resita Prof. Sandru
Premiul II Marius
Dinulica Cls. a Vll-a Lic. Pedagogic Prof. Buzescu
Augustin Premiul 11 C.D.Loga, Caransebes | Antoanela
Teudan Adina Cls. a VIII-a | Sc. Gen. Nr.2, Resita Prof. Draghici
Premiul I1 Mariana
Semenescu Cls. a X-a Lic. Pedagogic Prof. Humita
Anca Mentiune C.D.Loga, Caransebes | Dorina
Zanfir Cristian Cls. a XI-a Lic. Teoretic Traian Prof. Dragomir
Premiul 111 Doda Delia
Staniloiu Ovidiu | Cls. a XII-a Lic. ,,Tata Oancea”, Prof. Staniloiu
Premiul IIT Bocsa Nicolae

« Matematica..." o poezie'" »
Etapa Nationala a Concursului interdisciplinar

« +- Poezie », Cluj Napoca, 7-9 mai 2010
Teodora Murgu

Matematica si literatura, ai crede ca nu se potrivesc, dar
concursul ,, +/- Poezie’’ ne demonstreaza ca acest lucru este
posibil, ca este interesant, o provocare...Drumul pana la Cluj a fost
lung, sau poate emotiile au facut sa para asa.

Si acum sd ne prezentam lotul judetului Caras-Severin: Doamna
profesoard Mihailovici Dana, Murgu Teodora — eleva in clasa a VI-
a la Scoala cu clasele I-VIII « Romul Ladea » Oravita, Semenescu
Raluca — eleva in clasa a VI-a la Liceul Pedagogic « C D Loga »
Caransebes, Hrenyak Alexia — eleva in clasa a V-a la Scoala cu
clasele I-VIII Nr.1 Otelu-Rosu si Melcescu Florina — eleva in clasa
a V-a la Scoala cu clasele I-VIII Bozovici, urmau sa fie colegele
mele de camerd pentru urmaitoarele doua zile, la Colegiul
Pedagogic din Cluj, unde am fost intampinati cu caldura.
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Sambata, ziua ,, Z’°, cu emotii maxime am plecat spre Liceul
Energetic, unde s-a tinut concursul. Eram optzeci si noua la clasa a
VlI-a, printre cei mai buni din toatd tara, insd telefonul dat de
doamna dirigintd inaintea concursului, mi-a mai ridicat moralul.
Ne-au fost inmanate subiectele si cu infrigurare am Inceput si le
citesc. Pe masura ce parcurgeam subiectele, emotiile se evaporau,
ramanand doar concentrarea. Acestea nu au fost usoare dar nici atat
de grele precum m-as fi asteptat. Orele de munca in plus si-au spus
cuvantul. Matematica nu mi s-a parut foate dificila poate si datorita
faptului ca se afla in topul preferintelor, inaintea limbii si literaturii
romane. Literatura §i gramatica, au format marea parte a
subiectelor, care ne-au pus la incercare atat logica cat si
imaginatia. Una peste alta cred cd m-am descurcat onorabil si a
fost o experienta frumoasa.

Dupa concurs, drept rasplatd dupa doud ore de munca si
concentrare am vizitat gradina botanica $i am vizionat un film 3D
,»Alice in wonderland’’. Gata cu relaxarea, urma si primim
rezultate. Alte emotii §i alti nervi, care au crescut pe masurd ce
timpul trecea si nici urma de rezultate. Cu intarziere de o ord, au
fost afisate, in ordinea alfabetica a numelui, in dreptul
meu...punctajului obtinut — 127 de puncte §i sperantele s-au aprins,
aveam un punctaj foarte bun...dar emotiile si « Inghesuiala » nu-mi
permiteau sd vad « concurenta ». Dupad rezolvarea contestatiilor
depuse...Uraaa !!! Bucurie mare, cuvinte sunt prea mici ca sd o pot
exprima ! Munca depusd mi-a fost rasplatitd. Am sunat-o pe
doamna dirigintd §i parintii ca sd impartagesc cu ei bucuria ce-mi
umplea sufletul.

Duminica, ziua premierii si festivitatea de inchidere. A fost
minunat sd-mi aud numele §i sd urc pe scend sd primesc
premiul...sunt momente, dragi prieteni ce merita tot efortul depus
intr-un an scolar si nu numai.

Intr-un final consider ci toti care am fost prezenti acolo am
castigat multe: experientd, prieteni noi, am vazut locuri noi si
frumoase, ne-am intors toti acasd mai bogati sufleteste. Si nu in
ultimul rand...am reprezentat cu cinste, alaturi de colegele mele,
judetul nostru.
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Probleme rezolvate din RMCS nr. 30
Clasa a V-a
V.160 Printre primele 10000 numere, cate se termind in 1 si sunt de
forma 8" +5"?
Prof. Loreta Ciulu, Resita
Solufie: Credeam ci s-a inteles cd m,n € N. Pentru n=0 avem 5° =1

si ar trebui s avem u(S'") =0, fals. Pentru n =0, u(S") =5 siar

trebui sa avem u (8'") =6; deducem cd m este multiplu de 4. Verificam
ce se intdmpla pentru m =0 si m =4, apoi pentru m = 8 avem
8% =27 >10000 . Concluzia va apartine.

V.161 a) Sa se arate ca exista o infinitate de numere naturale,
care Tmpartite la 7, dau restul 5 si, impartite la 6, dau restul 4.
b) Ce rest dau aceste numere, daca le impartim la 42 ?
Prof. Constantin Apostol, Rm — Sarat
Solutie: a) Din x =T7k+5=6m+4 deducem cd x+2 se divide prin 7 si
x+2 se divide prin 6, agadar x este de forma 42p—2, cu

p 6{1,2,3,....} b) Cum x =42p -2 =42g+40, restul cerut este 40.

V.162 Aflati cel mai mare numar natural y pentru care

numarul x=1-2-3-4-..-132 este divizibil cu 5"

Prof. Maria lancu, Oravita
Solutie:Prin Tmpartirea lui 132 la 5 obtinem catul 25; prin mpartirea lui
132 la 25 obtiem restul 3, iar prin impartirea lui 132 la 125 obtinem cétul
1. Avem acum 577" =5 = 3 =29

V.163 Ionel este cu 6 ani mai mare decit sora lui Ania, iar media
aritmetica a varstelor lor este de 18 ani. Stiind ca dublul varstei lui lonel
reprezintd varsta actuald a tatdlui sau, aflati peste cati ani tatal sau va
implini varsta de 60 de ani.

Prof. Maria lancu, Oravita
Solutie: Problema fara probleme
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V.164 Aritati ca daca numarul natural x este solutia ecuatiei

3 43 437 432 1372 =1089, atunci el este patrat perfect.

Prof. Maria lancu, Oravita
Solutie: Redactia isi cere scuze deoarece crede ca problema era mai
nimerita la clasa a VI-a. Sa vedem totusi acum:

3“2(9+27+3+81+1)=1089:3X’2 =9=x=4.

V.165 Un numar natural se numeste acceptabil daca produsul cifrelor
sale este 15. Cate numere acceptabile de doua cifre exista? Dar de trei
cifre ?

Concurs Suceava, 2009
Solutie: 15=3-5, deci avem numerele 35 si 53. La fel, 15=1-3-5 si
avem sase numere acceptabile de trei cifre: 135, 153, 315, 351, 513, 531.

V.166 Alba ca Zipada si cei sapte pitici au suma varstelor egala cu 216
ani. Daca se stie ca piticii au varstele numere naturale consecutive, aratati
ca, daca Alba ca Zapada are varsta egald cu cea a unuia dintre pitici,
atunci ea are varsta celui mijlociu.

Concurs Mangalia, 2009

Solutie:Daca varstele piticilor sunt x,x+1,x+2,..., x + 6, iar vérsta fetei
este X+ a,cu a <6 = cdsuma totala a varstelor este 8x+a+21=216=
189 <8x <195 = x =24,a =3.Colcluzia, din nou, va apartine.

V.167 Alex cumpdra pentru aniversarea mamei: 7 lalele, 5 narcise si 11
garoafe. O lalea, o garoafa §i o narcisd costa impreuna 6 lei, iar 5 lalele
costa cat 3 garoafe si o narcisa. Daca 3 lalele valoreaza cat 2 garoafe, cat
a platit Alex pe florile cumparate ?

Concurs lagi, 2009
Solutie: Se obtine destul de rapid ca o lalea costa 2 lei, o narcisa costa 1
leu, iar o garoafa costa 3 lei; buchetul costa asadar 52 de lei(problema
data la concurs la clasa a IV-a, la lasi)

V.168 Bunicul si bunica au, in anul 2009, varstele 79, respectiv 75 ani.
Calculati 1n ce an aveau impreund un secol.

Concurs lagi, 2009
Solutie: 719+75=154,154-100=54,54:2=27 si 2009/27 =1982
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V.169 O carte ciudata este o carte in care toate paginile sunt numerotate
cu numere formate numai din cifre impare ( 1,3,5,7,9,etc.). Determinati ce
numar se afla pe a 50-a pagina a unei carti ciudate.

Concurs lagi, 2009
Solutie: Paginile 1-5 sunt evident numerotate cu 1,3,5,7,9, apoi paginile
6-10 sunt numerotate cu 11, 13, 15, 17, 19; putem efectiv continua
asa...Insd sa Incercam o altd metoda: avem 5 pagini numerotate de o cifra,
apoi 25 de pagini numerotate cu numere impare de doua cifre, raiman 20
de pagini pentru cele de trei cifre, care sunt 111, 113, 115, 117, 119, 131,
., 139,151, ..., 159, 171, ..., 179; asadar numarul cautat este 179

VI1.160 a) Sa se arate ca un numar de patru cifre, avand cifrele identice
doua cate doua, nu poate fi prim.
b) Sa se gaseasca numerele n de trei cifre distincte cu proprietatea:
cifrele numarului # sunt factori primi ailuin .
Prof. Loreta Ciulu, Resita
Solutie: a) Sa incepem cu situatia mai simpla, tratatd de majoritatea

elevilor; numairul este de forma aaaa =1111-a=11-101-a , deci nu

(1) aabb=100-a+11b=11-k,keN, (2) abab=101-p,pe N,

(3) abba =11-m,m € N, concluzia in fiecare caz fiind aceeasi, numarul
nu poate fi prim
b) dacd n= abc,deducem a,b,c e {2,3,5, 7} . De aici si din cele 24 de

numere posibile(!!), gasim destul de usor, justificand eliminarile, numarul

735=49-3-5

VI1.161 Se dau numerele x =7 si y=21 ;
a) Sise calculeze (7;21) ;
b) Sase calculeze [7;21] ;
¢) Sise verifice ca x +y=(x;y)+[x;y] ;
d) Sa se arate ca existd o infinitate de perechi (x,y)
de numere naturale, avand proprietatea x +y =(x;y)+[x;y].
Prof. Constantin Apostol, Rm — Sarat
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Solutie: a), b), ¢) sunt chiar de clasi; d) e suficient, de exemplu, sa ludim
yeN'si x=ky,k € N (multiplu de y)

VI.162 Aratati ca nu existd numere naturale a si b nenule astfel incat
2008a +2009b = 2008 - 2009 .

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebeg
Solutie: Problema se incadreaza in cadrul general: ax+by =xy cu

a,b,x,yeNsi (x, y) =1 (adica prime intre ele, iar in cazul nostru
x =2008,y =2009). Se deduce imediat y/ax=>y/a=>a=ky,keN .

Analog x/by=> x/b=>b = px, pe N . Egalitatea din enunt devine
kxy+ pxy=xy = k+ p =1, absurd

VI.163 Determinati numdrul maxim de numere naturale diferite a
caror suma este 470.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
Solutie: Problema destul de clasicd. Alegem cele mai mici #+1 numere

n(n+1)

naturale pentru care avem 0+1+2+...+n= <470=>n<...

VI.164 100 de localitati europene sunt toate legate intre ele de trasee
turistice. Stiind ca oricare trei dintre localitdti nu sunt situate pe un acelasi
traseu, aflati numarul maxim de trasee existente.

Prof. Maria lancu, Oravita
Solutie: Pentru un elev de clasa a X-a, problema este banala: vorbim

100-99

despre numarul Cp, = =4950. Pentru un elev de clasa a VI-a,

problema e de numarare corectd, de genul: din localitatea L, avem 99 de
trasee, din localitatea L, avem 98 de trasee(nu se mai numard cele

numdrate odata!), ..., din localitatea L,, avem un singur traseu nenumarat

99-100

anterior. Total 99+98+...+2+1= =4950 de trasee.

Remarca: insistdm pentru probleme si tehnicile de numarare elementare,
la clasele de gimnaziu, fard a forta nota.
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VI.165 Alegem 61 de numere naturale nenule, distincte, a caror suma
este 2044. Aratati ca printre aceste numere se gaseste cel putin unul care
sd reprezinte volumul unui cub cu lungimea laturii exprimata printr-un
numar natural.

Concurs Bucuregti, 2009
Solutie: Presupunand ca niciunul dintre cele 61 de numere nu este cub
perfect, atunci suma lor minima ar fi:

(14243 +..465)—(1+8+27+64) = 2045 . Cum 2045 > 2044

inseamna cd unele dintre primele 61 de numere naturale trebuie inlocuite
cu altele mai mici pentru a ajunge la suma din enunt. Singurele mai mici
excluse sunt cuburi! Ramane de aratat ca suma poate fi 2044. E suficient
sa Inlocuim, de exemplu, numarul 65 cu 64 si obtinem numerele:

2,3,4,5,6,7,9,10,...,26,28,29,...,64 . Acestea au suma egald cu 2044.

VI.166 Pe tabla sunt scrise numerele 29 si 30. Un pas inseamna scrierea
pe tabld a unui numar nou, egal cu suma oricaror doud dintre numerele
scrise deja pe tabla. Este posibil ca, dupa mai multi pasi, pe tabla sa fie
scris numarul 2009 ?

Concurs Carag — Severin, 2009
Solutie:Dupa un pas avem, de exemplu, numarul 29+ 30 =159 . Dupa al
doilea pas avem numarul 59 +30 =89 . Observam(daca observam!) ca
avem 2009 =29 +30- 66 si, repetand procedeul anterior, dupa 66 de pasi
similari obtinem numarul 2009.

VI.167 Fie neN". Demonstrati ca, dacd 2" -2 este divizibil cu 9,
atunci 2" — 2 este divizibil cu 63.

Prof. Andrei Eckstein, Timisoara
Solutie: Daca r este restul impartirii lui » prin 6, avem:

2" =2% =(2) 2" =(63+1)" 2" =(M63+1)-2". Avem ca

numarul 2" —2 se divide prin 9 daca si numai daca 2" da restul 2 la
impartirea prin 9; aceasta se intampla doar pentru » =1. Concluzia este
aproape evidenta.
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VI1.169 Pe o dreapta se considera un punct fix 4 , un punct mobil P si
mijlocul N al segmentului (4P).Cand punctul P se deplaseazd pe dreapta

si ajunge in pozitia P, punctul N ajunge in pozitia N’ . Ce relatie exista
intre lungimile segmentelor PP’ si NN' ?
Concurs Bucuresti, 2009

1 o . .
Solutie: NN'= 3 PP’ (pentru o justificare completa trebuie considerate

toate cazurile posibile care apar din diverse pozitionari ale punctelor)

Clasa a VII-a

VIL160 Aritati ca numarul ~/5'+5>+5° +...+ 5" este irational.

Calin Gheorghisan, elev, Oravita
Solutie: Suma are 2009 de termeni, deci se divide cu 5, dar nu si cu 25

VII.161 Sa se demonstreze ca daca intr-un triunghi cu laturile a, b, ¢
avem a =1 §i b,c e N, atunci triunghiul este isoscel.

Miruna Ciulu, eleva Resita
Solutie: |b —c| <a=Lb,ceN =b=c

VII.162 Si se demonstreze cd numarul
n=2007 -2008 - 2009 - 2010 +1 este patrat perfect.

Miruna Ciulu, eleva Resita
Solutie: Problema cunoscuta chiar in caz general:

A=n(n+1)(n+2)(n+3)+1=(n"+3n)(n* +3n+2)+1. Notim

nz+3n=u:>A=u(u+2)+1=(u+1)2

VII.163  Aflati numerele naturale x si y pentru care v/4x — x> —3

este numar rational.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
Solutie: Ne cerem scuze pentru omisiunea de la tipar. Corect este

J4x—x*=3y,x,yeN. Incercati acum.
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VII.166 Determinati numerele naturale x, y, z pentru care:
3x 6y  x+y+z
3x+2 3y+4 2x+3y+3

Prof. Ion Rotaru, Craiova
Solutie: Din egalitatea primelor doua rapoarte avem

y=- N=(3x+4)/12x. Cum

3x+4
(3x+4)/4-(3x+4)=(3x+4)/16, imediat ajungem la x=4,y=1,z=7

VIL.167 Se considera un unghi ascutit XxOy si un punct P in interiorul

sau. Notdm cu M si N simetricele lui P fatd de Ox, respectiv Oy. Aritati
. . . MP + P
ca: a) triunghiul OMN este isoscel; b) OP > —N

Concurs Comanesti, 2009
Solutie: a) OP =OM ,0OP = ON = OM =ON

b) in AOPN:>0P>%,iarin AOPM:>OP>%:>

20P>M:OP>M

VIIL.168 Fie triunghiul ascutitunghic ABC. Pe semidreapta (4C se
considerd punctul D astfel incit BA=BD, iar pe (AB se considerd F
astfel incat C4A=CE . Notdm cu M mijlocul segmentului (4D) si cu N

mijlocul segmentului (4E).Daca {P} = BM N CN,arétati ca: AP 1 BC.

Prof. Constantin Apostol, Rm. — Sarat
Solutie: ABAD este isoscel, iar BM este medianda = BM | AC. La fel,
ACAE este isoscel, iar CN este mediana = CN L AB.Deducem ca P este
ortocentru, deci AP L BC.

VIIL.169 Determinati doud multimi disjuncte 4 si B care verificd simultan
conditiile: a) AUB={1,2,3,...,2009};

b) toate elementele din B se pot exprima ca suma de
elemente distincte din 4;
¢) niciun element din 4 nu se poate exprima ca suma de
alte elemente distincte din 4.
Concurs Suceava, 2009
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Solutie:
A={1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,...,2009}, B ={1,2,3,...,2009} \ 4.
Verificare!

Clasa a VIII-a

VIII.160 O piramida gigantica are in total 101 varfuri. Aflati numarul
maxim de plane distincte determinate de aceste varfuri.

Prof. Maria lancu, Oravita
Solutie: Scuze, pentru orice elev care cunoaste putind combinatorica,
raspunsul este Cj,, plane. Pentru cineva care nu stie asta, trebuie sa
invete sa numere; plane determinate de 4,,4,,4,,k =3,101 sunt 99,
plane determinate de 4,,4;,4,,k =4,101sunt 98,..., iar 4, 4,4, 4,
determina un plan. Considerand la fel, avem 98 de plane
determinate de punctele 4,,4,,4, etc. Asadar, problema este
instructiva, dar nu e potrivitd pentru un concurs.

VIIL.161 Determinati toate perechile (,n)de numere naturale,
d>2, n>2,care satisfac: d/(n* +1) si d/(n* +2n+?2)

Profiuniv.dr. Vasile Pop, Cluj — Napoca
Solutie: Notdm a, =n’ +1,b, =n” +2n+2 . Din
dla,d/b,=d/(b—a,)=d/(2n+1)=d/n(2n+1)=d/(2n +n).
Cum d/2a,=d/(n-2).Din d/(2n+1) si d/(n-2)=d/5=d =5.
Ajungem acum imediat la 5/(n— 2) = n=>5k+2,k € N(Problema de

mare tehnica, parerea noastra)

VIII.162 Determinati numerele intregi @,b,c,d pentru care
ac+bd =1 si ad +bc=2
Concurs lagi, 2008
Solutie: Adunam egalitdttile din enuent si ajungem la
(a+b)(c+d)=3 (*). Scadem relatia (1) din relatia (2) si ajungem la

(a—b)(d—c)=1 (**). Din (**) avem doua cazuri:
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Cazl: a-b=1,d-c=1.Deducem a =1+b,d =c+1, inlocuind obtinem
(2b+1)(2¢+1)=3. Imediat ajungem la b=1,c=0,a=2,d =1 sau
b=0,c=1,a=1,d =2.De asemenea, avem si b=—1,c=-2,a=0,d =-1
sau b=-2,c=—-1,a=-1,d =0. Analog pentru cazul II,
a-b=-1,d-c=-1

VIII.163 Un numar natural se numeste pretentios daca se poate scrie sub
forma x* +3y° cu x si y numere intregi. Demonstrati ci:

a) 268 si 279 sunt numere pretentioase;

b) Numarul 1001 nu este pretentios,

c) Produsul a doud numere pretentioase este un numar pretentios.
Prof. lon Patrascu, Craiova

Solutie: a) 268=16"+3-2%,279=6"+3-9°

b) Daci ar exista x,y € Z pentru care 1001 =x" +3)” am avea

1+x* +3y* =1002 . Deoarece 1002 si 3y” sunt divizibile cu 3, deducem
cd x* =3k +2,keN. Cum insg, pentru x=3p=> x* #3k+2, pentru
x=3p+1=>x>#3k+2, x=3p+2=x" #3k+2 deducem ci 1001 nu
este pretentios

c) (x2 -|-3y2)(y2 +3t2):...:(xy—3yt)2 +3(xt—yz)2

VIII.164 Fie x,y,z numere reale nenule astfel incat xy,yz,zx sunt numere
rationale.
a) Aritati cd numiarul x> + y° +z° este rational;
b) Daci, in plus, numirul x° + 3’ + z° este rational nenul, aritati ci
X, ¥,z sunt rationale.

() (32)

yz

Concurs Piatra — Neamt, 2008
Solutie: a) x* = € Q si analoagele = (x2 +y + zz) eQ

b) am demonstrat ci x* € Q, de unde

Xy, xz,yz,.eQ= y(x3 +y’ +z3)e Q= yeQ. Analog celelalte
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VIIL.165 Aratati ca, daca in piramida VABCD, cu baza ABCD patrat,
muchiile laterale sunt congruente, atunci inaltimea piramidei are piciorul
in centrul patratului.

Prof. Constantin Apostol, Rm. — Sarat
Solutie: Rezultat valabil pentru baza ABCD patrulater inscriptibil, inscris
in cercul de centru O. Concluzia se obtine imediat din
OA=0B=0C=0D, apoi: VA=VC,04=0C=V0O 1 AC. La fel,

VO L BD = VO L (ABCD)

VIII.166 Determinati numerele naturale nenule « si b pentru care
(l + gj eN
a b

=3:l+ze{1,2,3} .
a b

Concurs Focsani, 2009

I 2 1
Solutie: —+— §I+

2
a 1

Daca l+%:1:> a=3,b=3 sau a=2,b=4.
a

Daca l+%=2: a=1,b=2,1ar daca l+z=3z a=1,b=1
a b a b
VIIL.167 Stabiliti natura triunghiului in care lungimile a,b,¢ ale laturilor
satisfac: a+b+c=3si ¢’ —2ab+4(a+b)<7.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes
Solutie: ¢ =3—a—Db siinegalitatea din enunt conduce imediat la

(a— 1)2 +(b— 1)2 <0=>a=b=c=1, asadar triunghiul este echilateral.

VIII.168 Determinati perechile (x,y)de numere intregi pentru care
x2x+y+1)=y" +2y+3.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: Egalitatea se poate scrie: 2x” +xy+x—y° —2y—3=0. Cautim
o descompunere de forma (x+y+a)(2x— y+b)=c(asa ne “spune”

bunul simt matematic-experienta- care se castiga prin rezolvari de
probleme, cel putin).. Efectudm calculele si ajungem la
a=1,b=-1,c=2. Asadar (x+y+1)(2x-y—1)=2, si, deoarece
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suntem in 7Z urmeaza analizarea catorva cazuri. De exemplu,
x+y+1=2,2x—y—-1=1=x=1,y=0. Continuati!

+—2>1.

y+1 x+1

VIII.169 Aratati ca, dacd x,y >0si xp =1, atunci

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

. 1 . . L
Solutie: Deoarece y =—, calcule imediate conduc la concluzia ca
X

2 2
A < -x+1 . -x+1
suma din stinga este egala cu EERE RS Evident, El
X X

este echivalenta, pentru x>0cu (x— 1)2 >0, inegalitate adevarata.

2 J—
Sau, si mai instructiv, x—x+1:x+l_12 2-1=1
X X
Clasa a IX-a

IX.160 Sa se gdseascd un numar natural n cu proprietatea
n=3- [\/; J+ 1

Sa se arate ca existd numai doua astfel de numere.
Prof. Loreta Ciulu, Resita

Solutie: [Jﬂ: "l eZ = n=3k+1.Din [\/3k+1]:k

3
deducem: k < [\/3k + 1} =k +1, imediat se ajunge la

ke {2,3} =ne {7,10}

IX.161 Determinati numerele naturale nenule n pentru care
11 1 n

I+—+—F.+—<—:

2 n 2"

* % %

Solutie: Evident sunma din stdnga este cel putin egala cu 1, pe cand
3

n . . N .
o> <1 pentru n € N,n>10 (inductie). Raméane de verificact care elemente

ale multimii {2,3,4,...,9} sunt convenabile.
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IX.162 a) Ardtati ca nu exista functii f:R—>R pentru care
f()c2 —x+1)+f(x—x2):x2 +1, VxeR;

b) Aratati ca, pentru orice keR, existd g:R-—>Rastfel incat
g(x2 —x+1)+g(x—x2)=k, VxeR.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: a) facem x=0, apoi y=1 si ajungem la

F(0)+ f(1)=1=£(1)+ f(0), absurd

b) Cautam functii de gradul I pentru Inceput; gasim, de exemplu,

g(x)=kx sau g(x)=x+%
IX.163 Determinati numarul elementelor multimii
2
4 :{xe(@/xzrzl;zn,n =1,2oo9}.
n +n+l

*k %k %
Soluie: Problemi clasica. Determindm n, p € {1,2,...,2009} pentru care
2
n +2n

2
2 . .
> = IZ rep . Calcule imediate conduc la
n+n+l p +p+1

(p—n)(pn—p-n-2)=0.Pentru p=n obtinem
p:1+ileN*:>n—1e{1,3}:>n:2,p:4 sau n=4,p=2. Asadar,
"o

doua din fraciile din A sunt egale, x(2)=x(4), deci A are 2008

elemente.

IX.164 Determinati functiile f,g:R — R care satisfac proprietatile:
a) f(x+2y)=x+2f(y), Vx,yeR;
b) g(x+g(2y)) =x+2g(y), Vx,yeR.

k ok ok
Solutie: a) pentru y =0 avem f(x)=x+2/(0), deci
f(x)=x+a,VaeR (a constanta)
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b) g(x)=x,vxeR. Intr-adevir, pentru
y=0:g(x+g(0))=x+2g(0).Notém g(0)=a= g(x+b)=x+2b;
notim x+b=y=> g(y)=y+b. Verificare!

IX.165 Aritati ci, dacd a,b,c,d €[-2,0)si a+b+c+d =16, atunci
a+b +c +d’ > 40.
Prof.-Dan Stefan Marinescu, lon Serdean, Hunedoara
Solufie: Folosim a* —3a+2=(a+2)(a- 1)2 si deducem

S(a+2)(a-1) 205 Y.a'-3>a+820= a’240

IX.166 Determinati cel mai mic numar natural n pentru care primele

doui zecimale ale numirului v/n” +4n+1 sunt egale cu 9.
Prof. Costel Anghel, Slatina

Solutie: Din (n+1)2 £n2+4n+1<(n+2)2 :>|:\/n2+4n+1J:n+1:>

Vn' +4n+1—-(n+1)20,99=>n> 22(6)81 = n>149. Numarul cerut
este 149.

IX.167 Determinati n € Z pentru care 3+3" =3-2".
Prof.-Dan Negulescu, Braila

Solutie: 1+3"" =2". Observam solutiile n=1,n=2 . Pentru
n<0=3""=2"-1<0,fals. Pentru n >3 se aratd imediat cd 3" >2"

IX.168 Se considera un triunghi ABC in care m(£ABC)=120°.

Perpendiculara din B pe BC taie pe AC in D. Aratati ca, daca
Z—g=te(0,1), atunci t- AB=2-(1—1)- BC.
Concurs Bacau, 2008
Solutie: Construim
AM || BD,M eBC:>ACBD~ACMA:2=C—D=Z:i=t
CM CA CB+ BM
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= BC-(1-t)=t-BM (1). Totodata, din AAMB cu

LM =90°,«BAM =30°, avem BM :% si astfel (1) conduce la

concluzia dorita.

IX.169 Se considera un triunghi ABC in care AB = AC si un punct D pe
latura AC astfel incat CD =2- DA . Fie M un punct pe segmentul (BD).

Ardtati cd XMCB = XMBA daca si numai dacd AM L MC.
Profuniv.dr. Dan Brdnzei, lagi

Soluie: <MCB =<MBA = «<MBC = <MCA, deoarece avem triunghi
isoscel; notdm m(<«<MCB)=x,m(<MCA)=y = m(«<DMC)=x+y (1)
Consideram acum N astfel incat ABCN este patrulater inscriptibil
= <ACN =<ABN =x (2), <NAC=<MBC=y (3)
= <MCA=<NAC = AN||MC (4).Fie =MANNC={P}. Din

D4 1 DN 1 AM 1 .. s A
=>—=—avem > ——=—=——=—=AN este linie mijlocie n

DC 2 DM 2 MC 2
APMC  (5). Dar, <NMC =<MBC +<MCB = x+ y;cum
<XNCM =x+y= ANMC este isoscel

= MN =NC = MN = % = APMC este dreptunghic cu AM 1 MC .

Reciproca ar trebui sa o incercati singuri.

Clasa a X-a

X.160 Fie a, B eC ridicinile ecuatiei z° +2z+4=0.
Calculati S=a’ + " 5i T=(a+2) +(f+2) .
k ok ok
Solutie:Problema de clasa. Avem imediat ca
a’ +2a+4:0:>(oz—2)(oz2 +20¢+4)=0¢3 -8=0=a’ =8. Analog,
B =8=S=a+ f=-2.Pede altd parte avem

a’ B 1 1 1
a+2=—7,ﬁ+2:—7:>T=—2—5(a10+ﬁ10):—2—5(a+ﬂ)=E
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X.161 Se considera numerele complexe
a=1+3i, b=-2+mi, c=4+ mi.
Determinati m € R astfel incat imaginile geometrice ale numerelor

considerate sa fie varfurile unui triunghi dreptunghic.
k ok sk

Solutie:Deosebim trei cazuri, sa analizim unul dintre ele(celelalte sunt
analoage): |a—b|2 +|a—c12 =|b—c12 :>9+(3>—m)2 +9+(m—3)2 =36:>me{0,6}

X.162 a) Aratati ca: cos% ¢ Q;

L _~N2+4/6

b) Daca zeC astfel incat z+z~ =T, determinati partea reald a

numirului complex u=z'" +z7'.

* % %

Soluie: a) folosim cos2x =2cos>x—1. Dacd cosxe Q= cos2xe Q. In

3

cazul nostru, cos = e Q0= cosZ =" ¢ Q, fals
12 6 2

Vid S - Vid
b) z+z" =2c0sE=2cost. Se obtine imediat z" +z™" =2COSE=2COSnt

X.163 a) Rezolvati ecuatia: log, (6 —x)=1log, (x—4);

b) Determinati numerele intregi y pentru care log, (6 -y)=log, (1 + \/; )
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Soluie: a) log,(6—x)=log,(x—4)=r=2'=6-x,3 =x—-4=2'+3 =2.

Se aratd imediat ca avem solutie unicd t=0=x=5

b) y€(0,6)NZ . Avem doar 5 cazuri de studiat. Se obtine y =4

X.164 Functia f:R—>A4,f(x)=a"+b, cu a>0,a#1, este bijectiva,
avand inversa g. Daca g(7)=1,g(9)=2, calculati f(3), precizati A si

determinati numerele naturale » pentru care f(n)=3".
k ok sk
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Solutie: Problemd de clasa: g(7)=1= f(1)=7,g(9)=2= f(2)=9.
Din a+b=7,a"+b=9=a=2,b=5 deci f(x)=2"+5. Avem astfel
f(3)=13,4=(5,) si n=2

X.165 Demonstrati ca: 1?7 <log,5+1log;8<4

% 3k ok

Solutie:Se aratd imediat cd log, 5 <% si log, 8 < % . Pe de alta parte, cu

inegalitatea mediilor avem log, 5+1log,8>2-/log, 5-log, 8 = 243> 1?7

X.166 Rezolvati ecuatia: (\/g + 2)x + (9 - 4\/§)X =2.

% sk ok

Solutie: Notam Go2) st o (o) (P -1 =0,t>0 etc.
t

X.167 Demonstrati ca: log, 8> % .

Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad
Solutie: Cu inegalitatea mediilor avem:

8:%:“69'52\6/3-95 =9/3T:>log382%log33“ =%

X.168 Demonstrati ca: 3sinx +

1
—— >4, Vxe 0,Z .
sin” x 2

Prof. Alfred Eckstein,Viorel Tudoran, Arad

Solutie: Notam sinx =t¢, deci inegalitatea se poate scrie:

41,
>t

(1- 1)2 (3t2 +2t+ 1) > (. Varianta: inegalitatea se poate scrie:

si, folosind inegalitatea mediilor, avem:
4 4 4 4
3 4+1 Lt :t *l > 4,“/(t4)3 -1=¢. (Mihai Monea)
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X.169 O functie f:N — N se numeste complicatd daca
fx+20)+2fBx+y)=3f(x+y), Vx,yeN.
a) Studiati daca exista functii injective complicate;
b) Studiati daca exista functii surjective complicate.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Soluie: a) Pentru y =0 ajungem la f'(x)=f(3x),VxeN, deci fnu
poate fi injectiva.
b) x=0= f(2y)=f(»),Vy e N;pentru x = y ajungem apoi la
f(4y)=f(»),Vy e N;pentru ca nu am primit nicio solutie completd,

pentru cé ni se pare destul de incitantd problema, mai asteptam!!!

Clasa a XI-a

XI.160 Se noteazd cu G multimea matricelor din MZ(R) ale caror

elemente sunt exact elementele multimii {1,3,5,7} si H ={det4/4 e G}.
a) Aratatica: 0¢ H;

b) Determinati cel mai mare element al multimii H;

c) Aritati ci existd be R si B e G astfel incat B> =b-B+8b-1,.

% % %
a b .
Solutie: a) A :( d) eG={a,b,c,d}={1,3,57} si
¢
det A=0= ad =bc, absurd
15
b) 5:7-1-3=32 ¢) B= eG si
7 3
trB=4,detB=-32=> B —4B-321,=0,, deci b=4
XI.161 Studiati convergenta sirului definit prin x, = 2 —,n=x1
3+1j
n
% % %

Solutie: Problema clasica. Avem imediat ca

2n 3

3n . —

xn:( j = limx, =e 2
3n+1
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XI1.162 Studiati convergenta sirului definit prin
x=13x,=x—-4 Vnxl.
* %k ok
Solutie: Alta problema clasica. Avem imediat ca
X, +2| X +2| 4 _|)c1 +2|
R R

x,—4
X, =——=

n+l

X . Cum

+2|=

n+l

) |x1+2| )
lim——=0=limx, =2

n—o 3 n—w

XL.163 Daci (x,)_este un sir definit prin x=a>0 si

X, —In(n+1)=x, —Inn, Vn21, studiati convergenta sirurilor (x,)  si

(7, )n>1 ,unde y, =ﬁ,Vn >1.
N n

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Solufie: x,,, —x, =In(n+1)—Inn,Vn >1.Adunam, membru cu

membru, egalitatile care se obtin pentru n=1,2,3... si se ajunge la
X, —% =Inn=x,=a+Inn, de unde limx, = . Avem acum

n—>o

Jim 2ot~ %n 0, de unde(Cesaro-Stolz) limy, =0
n—>wo 3 4+ 1—-n n—o

XI.164 Dacd A4,B,C e M,(R)verificd egalitatile 34B+ A+B=0, si
34C+A+C=0,, aratati ca B=C.

Prof. Alfred Eckstein,Viorel Tudoran, Arad
Solutie: Prima inegalitate se poate scrie:

(34+1,)(3B+1,) =1, = 34+ I, inversabila. Scidem acum cele doua
egalitatti din enunt si avem: (34+1,)(B-C)=0,=B-C=0,=>B=C

a+2 2a-1 a
XI.165 Se considerd determinantul D=p+2 2b—1 b*|. Stabiliti
c+2 2c-1 ¢

natura triunghiului care are lungimile laturilor a,b,c in cazul D =0.
k %k ok
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Solutie: Scadem linia 1 din celelalte si eventuale calcule imediate conduc
la D=k(b—a)(c—b)(c—a), deci triunghiul e isoscel.

Clasa a XII-a

XII.161 Aratati ca functia f:Z —3Z este un morfism intre grupurile
G=(Z,+)si H=(3Z,+). Stabileste functia / chiar un izomorfism intre
grupurile G i H ?

% %k
Solufie: omisiune: f(x)=3x
XI1.162 Determinati ordinul elementului 7 in grupul (Z,y,+)

* % %

Solutie: 2009 =7-287 = ord(?) =287

XII. 163 Aritati ci orice grup (G,-)pentru care existd a,beG astfel
incat ab® =ba si b* =e, este un grup finit.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: prin inmultire la dreapta cu b”, prima egalitate devine:
ab* =bab®> = a =bab’ =b(ba) = b’ =e . Prima egalitate din enunt
devine a =ba = b =e . Asadar egalitatile din ipoteza au loc pentru orice
aeG sideci NUREZULTA ci grupul e finit!

3n-1 _ _n-l

XII.165 Calculati: 7= j’i—ledx , 122, xe(0,).
X —Xx +

Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

1 1
= =17 —;arctg(u(x)) +C

Solutie: I=l u—zdx unde u(x)zx" -
n'l+u

x(x' 1) dx ,x>0.

XI1.166 Calculagi J:Im X
X +1)(x +

Red. RMCS
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Solutie: J=Jx;c:1dx—jx2x+ldx=§ln(x5 +1)—%ln(x2 +1)+C

XII.167 Calculati: K =Iw-e”dx ,XG(O,%)-
cos” X

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

| .
1 . .
Solutie: Remarcam ca ( j i ,Vxe (O,Zj si folosim metoda

COS X CcosXx 2

-e" +C.

integrarii prin parti. Ajungem la K =
COS X

XII. 169 Sa se dea un exemplu de lege de compozitie pe Q care are
elementul neutru e = 0 si pentru care simetricul lui x=1€ Q exista,dar
este un numar din Q\Z.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: Spre exemplu, legea definitd prin xoy=xy+x+ y,Vx,yeQ
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Probleme propuse
(se primesc solutii pina in data de 31 august 2010, nu
mai tarziu!)

Clasa 1

I.51 Doi frati gemeni au implinit 10 ani.
Cati ani au trecut de cand s-au nascut?
Inv. Ana Modoran, Resita

1.52 Un cor compus din 22 de copii interpreteaza o melodie in 4 minute.
In cat timp va fi interpretatd melodia de un cor compus din 44 de copii ?
Inv. Ana Modoran, Resita

1.53 Intr-o zi, tatdl si mama lui Aricild aduni céte 5 mere fiecare.
Cate mere aduna fiecare in 4 zile? Cate mere are familia 1n total in 4 zile?
Inst. Nicoleta Marcu, Resita

1.54 Saizeci si patru si cu unul si cu altul si cu doi legat de patru, cét fac?
Inv. Ana Modoran, Resita

L.55 Albinuta Zum-Zum a adunat nectar de pe 24 narcise, de pe viorele,
cu 10 mai multe, si apoi de pe 11 zambile. Céte flori a colindat albinuta?
Inst. Nicoleta Marcu, Resita

1.56 Care sunt numerele cuprinse ntre 45 si 65 cu cifra unitatilor mai
mare decat cifra zecilor?
Inst.Mihaela Mregea, Resita

1.57 Céate numere de doua cifre Incep cu cifra 2 ?
Prof. Neta Novac, Resita

1.58 Andrei si loana au primit de ziua lor cate doua creioane ( cam putine,
dar e criza...). Dupa o zi, cel mai cuminte dintre ei a mai primit trei
creioane, iar celui mai putin cuminte i s-a luat un creion.
Cate creioane au , impreuna, acum, cei doi frati ?
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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I.59  Gasiti cel mai mic numar a pentru care numarul a + 3 este cel
putin egal cu 7 si cel mai mare numaér b pentru care b+4 este cel mult
egal cu 9. Ce numar trebuie adunat cu suma numerelor gasite pentru a
obtine numarul 10 ?

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

1.60 Mihai are 9 ani ; acum doi ani, fratele sdu, Radu, avea cu trei ani mai
putin decat Mihai. Cati ani va avea Radu peste patru ani ?
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasa a II-a

I1.51 De o saptamana, o camila strabate desertul. Stiind ca ea rezista 17
zile fara apa, céte zile va mai putea sa mearga?
Inst. Nicoleta Marcu, Resita

I1.52 De acasa si pana la scoala unde invata Raluca sunt 460 metri. Daca
aleargd, Raluca ajunge de 3 ori mai repede decat daca merge normal.
Ce distanta parcurge Raluca, atunci cand se duce la scoala alergand?
Inv. Ana Modoran, Resita

I1.53 Alexandra are 21 ani, iar sora sa 8.
Cu cati ani va avea mai mult Alexandra decat sora sa peste 12 ani?
Inv. Ana Modoran, Resita

II.54 Fiesirul : 1,2,5,6,9,10,...................
Completati Inca sase termeni ai sirului, explicaind cum ati gasit acesti
termeni.

Prof. Neta Novac, Resita

I1.55 Pe un raft au fost 45 pachete faina, iar pe altul cu 13 pachete mai
putin.Cate pachete raman, in total, pe cele doua rafturi dupa ce se vand 24
pachete?
Prof. Neta Novac, Resita

I1.56 Un liliac bate de 10 ori din aripi in 2 secunde. Dacd zboara 10
secunde, de céte ori bate din aripi? Dar daci zborul dureazd jumatate de
minut?

Inst. Nicoleta Marcu, Resita

50



I1.57.Marcela este cu 9 ani mai in varsta decat Iulia. Peste 5 ani, Marcela
va avea 32 de ani.
a)Cati ani are lulia acum?
b)Cati ani vor avea cele doud fete impreuna peste 3 ani?
Inst. Mihaela Mregea, Regita

I1.58 Dan, Cosmin si Alex. au mai multe betisoare. Alex primeste 3
betisoare de la Dan si 5 betisoare de la Cosmin. Acum, ei au acelasi
numadr de betisoare, adica 18 betisoare.
Cite betisoare a avut la inceput fiecare baiat?

Inst. Mariana Mitrica, Resita

I1.59 De Ziua Europei, elevii clasei a II-a A au primit fiecare cate o
cocarda, iar baietii au mai primit §i cate un stegulet.
Stiind ca sunt 12 fete, iar stegulete s-au distribuit cu 3 mai multe decat
numarul fetelor, aflati cati elevi sunt in clasa.

Inst. Mariana Mitrica, Regita

11.60 Diferenta a doua numere este 496, iar scazatorul este dublul
numarului 60.Calculeaza descazutul.
Prof. Maria Popovici, Sichevita

Clasa a III-a

I11.51 Gheorghe,lon si Petre sunt prenumele a trei elevi.Numele lor de
familie sunt tot Gheorghe,lon si Petre,dar astfel incat nici unul dintre ei
nu are numele de familie la fel ca prenumele.
Daca numele de familie al lui Ion nu este Petre,sa se afle numele si
prenumele celor trei.
Inst. Daniela Azamfirei — Marinca, Moldova Noud

I11.52 Maria are o suma de bani. Daca si-ar cumpara 7 cérti de acelasi fel
i-ar mai ramane 6 lei, iar daca si-ar cumpara 7 carti de acelasi fel ar mai
avea nevoie de 18 lei.Cati lei are Maria?

Inst. Veronica Margarit, Noldova Noua
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II1.53 Bunica are un cos cu pere pe care le imparte in mod egal celor 4
nepoti. Emauel nu a putut manca decat jumatate din portia lui, pentru ca
celelalte 3 erau stricate.
Cate pere a avut bunica?
Inv. Ana Modoran, Resita

II1.54 Bunicul are 80 ani. Dacé un sfert din varsta bunicului intrece cu 4
ani doud patrimi din varsta nepotului, ce varsta are nepotul ?
Inv. Ana Modoran, Resita

II1.55 Un sportiv se antreneaza urcand cate doua trepte si, apoi, coborand
una. Dupa céti pasi facuti in urcare se va afla pe treapta a zecea, daca a
pornit din fata primei trepte ?

Prof. Maxim Adamescu, Resita

IILI.56 La ziua Dianei, mama le-a oferit invitatilor cate doud pahare de
suc.Din trei sticle, mama a umplut 15 pahare.
Cate sticle de acelasi fel s-au folosit daca Diana a avut 20 invitati?

Inst. Mariana Mitricd, Resita

I1.57 Bunicul Iui Mihai a plantat in livada 10 puieti de ciresi, la distante
egale unul de celalalt.Cati m sunt intre primul si ultimul cires daca intre al
doilea si al saselea sunt 24 m?

Inst. Mariana Mitricd, Resita

IT1.58 Suma a patru numere naturale consecutive este 406. Aflati suma
dintre cel mai mic si cel mai mare dintre cele patru numere.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

I11.59 Gasiti cate numere naturale a satisfac urmatoarele proprietati:
1) a+123 este cel putin egal cu 234 si
2) a+ 345 este cel mult egal cu 456.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

II1.60 Un kg de banane si doud kg de mere costa 7 lei, doud kg de mere si
trei kg de portocale costa 16 lei, iar un kg de portocale si trei kg de
banane costa 13 lei. Cate kg de fructe putem cumpéra cu 10 lei, daca
vrem sd mancam fructe din fiecare fel ?

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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ClasaalV-a

IV.51 Gasiti cel mai mic numar natural de 4 cifre care indeplineste
simultan conditiile:
a) nu are cifre care sa se repete;
b) este mai mare decat 2000;
¢) are suma numerelor reprezentata de cifrele sale egala cu 9.
Prof. Neta Novac, Resita

IV.52 Pentru 5 kg de cirese s-a platit suma de 75 lei. Cat se va plati
pentru 9 kg cirese de aceeasi calitate?
Prof. Neta Novac, Resita

IV.53 Un sant poate fi sdpat de 6 muncitori in 4 zile. in cate zile il vor
sdpa 2 muncitori?
Prof. Neta Novac, Resita

IV.54 Tata avea 32 de ani cand s-a nascut David, 34 de ani cind s-a
nascut Glad i 37 de ani cand s-a nascut Luca. Céati ani au acum fiecare ,
dacd impreuna au 61 de ani?

Inv. Ana Modoran, Resita

IV.55 Marius depune la o bancd suma de 5 440 de lei. Dupa fiecare an
suma creste cu un sfert din suma existenta.
Sa se afle ce suma va avea Marius dupa 3 ani.
Inv. Ana Modoran, Resita

IV.56 Un robinet deschis la jumatate din debitul sdu umple un rezervor de
4001 in 4 ore.in cat timp vor umple, acelasi rezervor, doua robinete de
acelasi fel, deschise in totalitate? Cati litri de apa curg printr-un robinet in
30 de minute?

Prof.-Maxim Adamescu, Resita

IV.57 Intr-un microbuz urci la prima statie jumitate din numirul
calatorilor aflati incd de la plecare in microbuz §i coboard, apoi 3. La
urmatoarea statie urca 7 calatori, dublandu-se, astfel, numarul initial de
calatori. Aflati cati calatori sunt in microbuz la plecarea acestuia din a
doua statie.

Prof-Maxim Adamescu, Resita
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IV.58 La o librarie s-au adus 374 stilouri si pixuri.Dupa ce s-au vandut
133 rechizite, s-a constatat cd au mai ramas trei patrimi din numarul
initial al stilourilor §i jumatate din numarul pixurilor.
Cate stilouri §i cate pixuri s-au adus la librarie?

Inst. Mariana Mitrica, Resita

IV.59 In patru clasoare se afli acelasi numar de timbre.Dupi ce Vladut ia
cate 24 timbre din fiecare clasor, acum 1ii raman in total tot atitea timbre
cate a avut la Inceput in fiecare.
Cate timbre se aflau la Inceput in toate clasoarele?

Inst. Mariana Mitricd, Resita

IV.60 Un tren special circula de la Timisoara la Resita, pe ruta Timigoara
— Lugoj — Caransebes — Resita , avand asadar trei opriri. Gasiti cate
persoane s-au urcat in tren la Timigoara, daca la Lugoj au coborat un sfert
dintre ei, apoi la Caransebes au coborat un sfert din cei rimasi in tren, iar
la Resita au ajuns 360 de persoane.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasaa V-a
V.180 Aritati ci numirul 4=5"+5% nu este pitrat perfect.
Prof. Simina Moica, Arad

V.181 Se stie ca intr-un saculet sunt bile rosii si bile albe, care cantaresc
in total 100 g.
Daca o bila rosie cantareste 5 g, iar o bila alba cantareste 7 g, puteti
calcula cate bile sunt in saculet ?
Prof. Marius Sandru, Resita

V.182 Numarul 7 poate fi scris ca suma de doua si de trei numere prime
(7=2+5=2+2+3). Aflati cel mai mic numar natural care poate fi scris
ca suma de doua, trei, patru, cinci, sase §i sapte numere prime.

Concurs G. Moisil

V.183 Denis s-a trezit noaptea i s-a uitat la ceas; arata ora 2,00. Denis si-
a dat seama imediat: ceasul era oprit ! dupa ce i-a dat drumul, a adormit
din nou. Cand s-a trezit, la radio s-a anuntat ora 7,00, in timp ce ceasul de
pe noptiera lui Denis arata ora 5,30. La ce ora s-a trezit Denis noaptea ?
Concurs lasi
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V.184 Un numar de zece cifre are exact 9 cifre egale cu 7. Aratati ca
numarul nu poate fi patrat perfect.
Prof. Cristinel Mortici, Targoviste

V.185 Patru prieteni au fiecare cate unul dintre urmatoarele animale: o
pisica alba, un céine negru, un peste rosu si un papagal galben. Se stie ca:

1) Denis nu suporta culorile alb si galben;

2) Nicu are un animal cu blana;

3) Alex si Mircea nu suporta culorile rosu si negru;

4) Daca Alex are un animal cu patru picioare, atunci si Mircea are

un animal cu patru picioare.
Gasiti ce animal are fiecare dintre cei patru prieteni.
Prof. Adriana Dragomir si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

V.186 Se noteazd cu s(M) suma elementelor unei multimi M cu trei
elemente ( numere naturale nenule). Aratati ca:
a) daca A4 si B sunt douda multimi diferite pentru care
s(A)=s(B)=10, atunci 4N B # J;
b) daca 4 si B sunt doud multimi pentru care 4 N B are un singur
element, atunci s(A4) + s(B) #15.

Prof. Adriana Dragomir si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

V.187 Ordonati crescator, in fiecare dintre urmatoarele cazuri, numerele
date:

a) x:2150’ y:390, Z:560;
b) u:22]l’ V:3]4].
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

V.188 Determinati numerele abc scrise in baza 10 pentru care numerele
x=ab+bc si y=ba+ ac reprezinta patratul aceluiasi numar natural.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

V.189 Determinati cel mai mare numar natural d care divide, pentru orice
numar natural n , numarul a, =n(n+1)(2n+1).

Olimpiada Moldova
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Clasa a VI-a

V1.180 intr-o urna sunt 100 de bile numerotate de la 1 la 100. Cate bile
trebuie extrase din urna pentru a fi siguri ca cel putin un numar din cele
extrase, impartit la 27, da cétul de cinci ori mai mic decat restul ?

Concurs Tdrgoviste

VI.181 Cei 20 de elevi participanti la clasa a VI a la un concurs de
matematica au obtinut urmatoarele note la problema considerata cea mai
dificila : sapte elevi au obtinut nota 6 sau 7, noua elevi au obtinut nota 8
sau 9, iar sase elevi au obtinut nota 9 sau 10.
Aflati cati elevi au obtinut nota 7, daca media aritmetica a tuturor
notelor obtinute a fost 8.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

VI.182 Se considera un triunghi ABC si se noteaza cu D piciorul
perpendicularei din B pe bisectoarea unghiului «BAC. Aratati ca D se

afld pe dreapta care uneste mijloacele laturilor (4B) si (BC).
%k k ok

VI.183 Aratati ca dintre 18 numere naturale consecutive formate din trei

cifre, cel putin unul se divide la suma cifrelor sale.
k sk ok

VI1.184 a) Putem imparti in doua grupe primele 30 de numere naturale
nenule astfel Incat prima grupa sa contina 20 de numere, iar suma
elementelor din cele doua grupe sa fie aceeasi ?;

b) Aceeasi problema pentru primele 100 de numere naturale nenule, iar

prima grupa sa contina 70 de numere.
* % %

VI.185 La fiecare ora, din Timisoara spre Bucuresti pleacd un tren. in
acelasi timp, din Bucuresti spre Timigoara pleaca un alt tren. Pentru a
parcurge distanta dintre cele orase, un tren are nevoie de 7 ore. Se stie ca
trenurile se migcd uniform si ca se intdlnesc numai in statii. Determinati
numarul minim de statii dintre Timisoara si Bucuresti.

Prelucrare problema olimpiada Moldova
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VI1.186 Determinati numerele intregi a,b,c pentru care sunt indeplinite
simultan urmatoarele conditii:
a+3 b+2 ¢

1 2rsg
)2 3 6

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

VI1.187 O multime M de numere naturale are proprietatea (P) daca pentru
orice x€ M avem: (x—4)e M sau %EM .

Aratati ca:

a) existd multimi cu cinci elemente care au proprietatea (P);

b) daca M are proprietatea (P), atunci 9 ¢ M ;

c) dacd M are proprietatea (P) si 16 M , atunci 0 e M.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

VI.188 Aratati ca daca n este un numar natural impar, atunci numarul
divizorilor naturali ai Iui » divide numarul divizorilor naturali ai
numarului s=1+2+4+3+...+n.

Prof. Andrei Eckstein, Timisoara

VI1.189 Determinati cel mai mic numar natural » pentru care fractia
n+5

——— se poate simplifica.
20m+11 P P

Prof. Andrei Eckstein, Timisoara

Clasa a VII-a

VII.180 Determinati numerele intregi x §i y pentru care

\/;+\/;+\/E:8.

Prof. Dana Heuberger, Baia Mare

VII.181 Aritati ca un numar de n (n > 2) carti diferite pot fi distribuite la
doua persoane, astfel incat fiecare sa primeasca cel putin o carte, In
2-(2"" ~1) feluri.
Concurs Ungaria, 1895
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VIL182 In interiorul unui triunghi echilateral de laturd 20 cm se pun
cinci furnici. Aratati ca 1n orice moment existd doua furnici care se afla la
o distanta mai mica decat 10 cm.

Prof. Florica Banu, Bucuresti

VII.183 Se considera numerele naturale nenule a,b,c pentru care a-b<c.
Demonstratica: a+b<c.
Concurs Baia Mare, 1989

VII.184 Pentru fiecare numdr natural 7 se noteazd x, =n’ +n’ +n+a,
unde a € Z este fixat.
a) Aratati ca, daca x, sau x, este divizibil cu 3, atunci x,este
divizibil cu 3 ;
b) Determinati numerele intregi a pentru care x,si x, sunt patrate

perfecte.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

VII.185 Se considera un patrat 8 x 8§, format din 64 de patratele 1x1, in
care scriem cele mai mici 64 de numere prime distincte.
a) Aratati ca nu putem face in asa fel incat suma numerelor de pe
fiecare linie si de pe fiecare coloana sa fie aceeasi.
b) Aritati ca nu putem face in asa fel incat produsul numerelor de pe
fiecare diagonala sa fie acelasi.
Prof. Gabriel Popa, lasi

VII.186 Stiind ca pentru numerele naturale x §i y restul Impartirii
numirului x? + y2 la 10 este 7, aflati restul impartirii lui x* + y2 la 20.
Prof. Andrei Eckstein, Timisoara

VIIL.187 O carutd Incércatd se migca cu viteza de 10 km/h la vale si cu 6
km/h la deal. In aceste conditii, ciruta a parcurs distanta de la satul 4 la
satul B in doud ore si jumatate, iar de la satul B la satul 4 intr-o ora si
jumatate. Determinati distanta dintre cele doua sate, aflate pe doua dealuri
vecine.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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VII.188 Se considera trei patrate distincte ABCD, BCEF si EFGH.
Calculati m(<EDF )+ m(<HDG).
Concurs Traian Lalescu, 1986

VII.189 Sa se arate cd in orice trapez dreptunghic cu diagonale

perpendiculare are loc inegalitatea S > A, unde S, / reprezinti aria,
respectiv Indltimea trapezului.
Prof-Mihai si Steluta Monea — Deva

Clasa a VIII-a

VIII.180 a) Determinati cel mai mic numar natural » pentru care

inegalitatea (x + y)2 <n -(x2 + yz) este adevarata pentru orice numere

reale x §iy;
b) Determinati cel mai mare numar natural m pentru care

. . 2 23 3 3\2 . :
inegalitatea (x +y ) Zm-(x +y ) este adevarata pentru orice

numere reale x §iy .
Prelucrare problema GM

VIII.181 Determinati functiile f :R — R de gradul intai care satisfac
simultan proprietatile:
a) x< f(x)<x+LVxeR
b) f(a)eZ,YaecZ.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

VIII.182 Se considera in spatiu punctele 4,B,C,D astfel incat
AC=BD=2si AB=BC=CD=DA= V2. Demonstrati ca punctele
considerate sunt coplanare.

Prof. Mihai Balund, Bucuresti

VIII.183 Determinati numerele intregi x si y pentru care x° = y(y +5).
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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VII1.184 Pentru orice n €N se noteazd cu p, numdrul patratelor perfecte
pare mai mici sau egale cu n, cu i numarul patratelor perfecte impare
mai mici sau egale cun, iarcu d, = p, —i,.
a) Calculati d,,d,,d,,d,.d,.
b) Arataticd: d, €{0,1}, VneN.
Prof. Romeo llie, Brasov

VII1.185 Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale distincte a

si b pentru care numerele va +b si a—b sunt simultan rationale.
Prof. Steluta si Mihai Monea, Deva

VIIIL.186 Se considera un triunghi ABC dreptunghic in 4 si se noteaza cu
D proiectia lui 4 pe BC. Daca O si Q sunt centrele cercurilor inscrise in

triunghiurile ABD, respectiv ACD, iar BO N CQ ={E}, demonstrati ca
0Q 1 AE.
Concurs Traian Lalescu, Resita, 1995

VIIL.187 Determinati numarul multimilor nevide M de numere reale care
au proprietatea : (x2 + x) €{0,2} ,VxeM.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

VIIL.188 Aratati ca, dacd M este un punct pe arcul BAC al cercului
circumscris unui triunghi isoscel ABC, cu AB = AC , atunci
MB+MC< 4B+ AC.

Prof. Dan Stefan Marinescu, Hunedoara

VII1.189 Se considera un corp format dintr-o piramida patrulatera
regulatd VABCD cu fetele laterale triunghiuri echilaterale de latura

L =10cm , iar sub piramida se afld cubul ABCDA'B'C'D". O furnica
parcurge pe fetele acestui corp un drum din V' la A'. Determinati

lungimea minima a acestui drum.
skskk
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Clasa a IX-a

IX.175 Aratati ca, daca intr-un triunghi ABC , mediana din 4
intersecteaza cercul circumscris triunghiului in punctul D si triunghiurile
ABC si BDC au ariile egale, atunci triunghiul 4BC este dreptunghic.

Prof. Lucian Dragomir, Mihai Monea

IX.176 Se considera un triunghi MNP si punctele T si S pentru care
NS=3-MS , PT=3-MT . Se noteazi PS N NT ={Q}. Demonstrati ci:
OM = MN + MP .

Prof. Gabriel Popa, lasi

IX.177 Determinati numerele naturale » pentru care

x, =1+(n+1)-2"" +4" este patrat perfect.

Prof. Lucian Dragomir

IX.178 Determinati numerele reale a , b si multimile
A={xeR/x2 —ax—b=0} , B={xe]R/x2 —2x+b=0} , stiind ca

AUB= {—1,1,3}. Prof. Lucian Dragomir

IX.179 Fiind date 2n+1 numere reale distincte din intervalul [1,2”} R

aratati ca se pot alege trei dintre acestea: b >a > ¢, astfel incat ecuatia

Prof. Dan Stefan Marinescu, Test tabara Baile Herculane 1987

Clasa a X-a

X.175 Se considera un triunghi ABC cu AB # AC. Pentru un punct

M e (BC ) se noteaza cu N punctul in care dreapta AM intersecteaza a
doua oard cercul circumscris triunghiului ABC. Demonstrati ca functia
f:(BC)—>R, definita prin f(M)=AM - AN este injectiva.

Concurs Traian Lalescu, 1997
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X.176 Gasiti o functie de gradul al doilea f:R — R neinjectiva, cu

proprietatea ca restrictia sa la multimea numerelor rationale este injectiva.
Concurs Traian Lalescu, Deva, 1986

X.177 Rezolvati ecuatia: log,(x+1) =log,(3+2x).
Prof. Ovidiu Badescu, Resita
. 1997
X.178 Demonstrati cd numarul [(\/g + 3) } este de forma 6k —1,

unde [a] reprezintd partea intreagd a numarului real a.

Prof. Mihai Chig, Timisoara, Concurs Traian Lalescu

X.179 Fie x,y,z numere reale pozitive pentru care
1 1 1
+ +
I+x 1+y 14z

=2. Demonstrati ca: 8xyz <1.

Prof- Mircea Lascu, Zaldu

Clasa a XI-a

X1.175 Se considerd un sir (x, )n21 de numere reale , cu x, >0 si

1 - . .
X, =X, = ,Vn>1. Studiati convergenta sirului
X, +2x, +...+nx,

considerat.
Prof. Emil Vasile, Ploiesti

X1.176 Fie 4 e M, (R)astfel incat det(A2 - 14) < 0. Demonstrati cd
existd a € R,|a| <1, astfel Incat matricea 4+« -/, sa fie singulara.

Concurs lagi 2008

X1.177 Demonstrati ca pentru orice a,b € R,a # b, exista o functie
continud f:R — R care sd admita ca asimptota orizontala spre +oo
dreapta de ecuatie y =a , iar spre —oo dreapta de ecuatie y =b.

Prof. Steluta si Mihai Monea, Deva
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XI.178 Fie neN,n>2si Ae M,,(C)si Be M, (C)cu proprictatea ca
existd k € N astfel incat (AB)k =0, . Demonstrati ca:

a AB3:O;b daca rang(AB)# 2, atunci AB)* =0, .
) ( , g ;
Prof. Dorel Mihet, Timigoara

X1.179 a) Demonstrati ¢d : e-Inx <x, Vxe(0,0).
b) Determinati m € R pentru care 1+m-lnx<x, Vxe (O,oo).
Red. RMCS

Clasa a XII-a
XII.175 Determinati functiile f:7Z, — Z, pentru care:

f(x)+ f(zlx) = 3x, pentru orice x 7.
Prof. Alfred Eckstein, OL Satu Mare 2009

XI1.176 Se considera o functie continud f :R — R continud pentru care

1
f2x-D+f(A-x)2x+2,VxeR si If(x)dx=%.Determina‘gi cel mai
0

0
mare numar intreg k pentru care j f(x)dx>k.
-1
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
XI1.177 Demonstrati i dacd f":[0,00) — (0,00) este o functie continua si

crescatoare, atunci este adevarata inegalitatea:

1 1
f(0)- jf(x)dx < ‘[fz (x)dx. Concurs Deva 2008
0 0
XI1.178 Determinati polinoamele P e C[X] pentru care
P(z)+P(-z)=z" - P(iz) , Vz e C.
Prof. Gheorghe Eckstein, Concurs Otelu — Rosu 1984

XII.179 Demonstrati ca daca (G,-) este un grup cu 2n+1 elemente,
functia f:G — G, f(x)=x"" este bijectivi.
Prof. Dan Stefan Marinescu, test tabara Baile Herculane 1987
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Rubrica rezolvitorilor

Aceasta rubrica va apare completa in numarul 33 al revistei,
cumuland punctele obtinute pentru solutiile problemelor din
numerele 31 si 32.

Erata

Suntem oameni si nimic din ceea ce e uman nu ne e strdin
am spune noi, redactia, dacd am vrea sd gasim un pretext pentru
inevitabilele “scdpari” intervenite in numerele anterioare. Uneori se
intampld sd se vada un exercitiu pe calculator, Insd sd nu se
imprime pe hartie, alteori nu sunt recunoscute anumite simboluri
matematice la tiparire, alteori gresin noi cand le tehnoredactam.

Ne-ati fi de un real folos dacd, atunci cand sesizati
indiferent ce greseald, sa trimiteti mail la editura:
contact@neutrino.ro sau la lucidrag@yahoo.com, iar noi vom posta
pe site-ul editurii corectura.

De fapt, o sa incercam ca selectii din aceastd colectie de
reviste sa le puteti gasi pe www.neutrino.ro.

Pana acum sunt postate deja cateva numere §i speram sa
putem continua si cu cele viitoare.

Redactia
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