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Un decalog al profesorului
Prof:-Mircea Iucu , Resita
Existd o zi cand , cu nostalgia dar si senitatatea rezultata din
congstiinta datoriei implinite , dupa o indelungata activitate plina de
experientd si apostolat , ai reusit sa lasi o dara de lumina si
indrumar de viata in sufletul mai multor generatii.
Realitatea o traim ca pe un suras ce se invarte in caruselul

existentei , presdrat si cu lacrimi si cu fericire.

1) “Scoala va fi rea daca va apela numai la memorie , bund daca va
apela la pricepere si judecata.” ( Mihai Eminescu )

2) “Invatul si “invatatura” izvorasc mai intai din personalitatea
profesorului.” ( Simion Mehedinti )

3) Pastreaza nestirbita dragostea si pasiunea pentru ceea ce faci.

4) Stapaneste elementele de baza.

5) Recunoaste-ti greselile si invata din ele.

6) Incepe cu ceea ce ei (elevii ) stiu.Construieste pe ceea ei stiu.
7) Cand elevii dau raspunsuri gresite trebuie sa fim cat se poate de
atenti deoarece de cele mai multe ori ei nu gresesc ci raspund la o
alta Intrebare.

8) Fiti obiectivi! Elevii nu tolereaza nedreptatea .

9) Evita indiferenta si plictiseala elevilor.

10) Fa mai mult decét ti se cere.



NOTE. ARTICOLE

PROBLEME DE DIDACTICA MATEMATICII

Despre Comisia Metodica de Matematica
Prof.Drd.Paul Mihai Susoi,
inspector de specialitate

Obiective generale ale activitatii comisiei metodice :

1) informarea continud asupra problemelor de specialitate cu
caracter metodic, pedagogic, psihologic;

2) preocuparea pentru perfectionarea actului de predare-
invatare,pentru cresterea eficientei scolare ;

3) cunoasterea prevederilor programei, manualelor ;

4) intocmirea documentelor de proiectare didactica;

5) cunoasterea nivelului de pregatire a elevilor prin teste de
evaluare prognostica, formativa, sumativa ;

6) realizarea de asistente, interasistente pentru propagarea
experientei pozitive §i corectarea carentelor metodico-
stiintifice;

7) integrarea in colectiv, sprijinirea debutantilor,
necalificatilor;

8) organizarea, dotarea cabinetelor;

9) confectionarea materialului metodic , didactic;

10) organizarea pregatirii suplimentare;

11) stimularea elevilor capabili de performanta ;

12) urmarirea evaluarii critice;

13) verificarea temelor;

14) valorificarea traditiilor locale;

15) organizarea activitatilor extragcolare;

16) infiintarea cercurilor si stabilirea optionalelor;

17) legatura cu biblioteca.

Dosarul comisiei metodice trebuie sa cuprinda :

1) Componenta comisiei: membrii, studiile, gradele didactice
st anul obtinerii lor, anul ultimei perfectionari,vechimea in
invatamant, in unitate, incadrarea la clasa, orarul;

2) Repartizarea responsabilitdtilor;
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3) Plan managerial:obiective, actiuni concrete, termene exacte,
coordonatori, observatii;

4) Procese-verbale ale intalnirilor de lucru;

5) Evidenta necalificatilor;

6) Materiale prezentate la intalniri: modele de planificari,
referate, proiecte didactice, materiale auxiliare de lucru
pentru lectie, schite, statistici, teste de evaluare, recenzii,
extrase din presa de specialitate, analiza rezulatatelor la
examenul de admitere sau de bacalaureat;

7) Evidenta ultimelor merite ale membrilor catedrei;

8) Materiale primite de la M.E.C. , de la 1.S.J;

9) Lista cu optionale;

10) Teste si rezultate la teste de evaluare initiale date la clase la
inceput de ciclu scolar;

11) Modele de teste si alte tehnici alternative de evaluare;

12) Teste date in urma controlului tematic sau de specialitate
efectuat de 1.S.J., rezultate interpretate;

13) Subiecte date la Olimpiade si la examenul de admitere sau
bacalaureat;

14) Graficul pregatirii suplimentare a elevilor;

15) Evidenta elevilor capabili de performanta si rezultate la
concursuri;

16) Inventarul mijloacelor de invatamant din dotarea catedrei ;

17) Exemplare din revista scolii ( dacd e cazul ) si din revista
judetului ;

18) Materiale publicate de membrii catedrei ;

19) Propuneri de imbunatatire a programei scolare;

20) Propuneri de subiecte la concursuri §i examene;

21) Proiecte didactice;

22) Evidenta practicii pedagogice a studentilor.

Atunci cand R >« ...
Prof.Petrisor Neagoe , Anina

Nota de fata isi propune sa puna in evidenta o modalitate poate mai

surprinzatoare de solutionare a unor probleme de geometrie .
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I. Urmatoarea problema a fost propusa concurentilor la olimpiada din
Marea Britanie in anul2000:

1. Doui cercuri CisiC: se intersecteaza in punctele M si N si au o
tangenti comuna, care le atinge in P si Q. Presupunem ci N este mai
aproape de PQ decit M. Dreapta PN retaie cercul C:21in R.

Demonstrati ci MQ este bisectoarea unghiului PMR.

Consideram urmatoarea problema mai generala :

2. Douai cercuri CisiC: se intersecteazi in punctele M si N si fie
cercul C tangent exterior la cele doui cercuri in punctele P si
Q.Presupunem ca N este mai aproape de cercul C deciat M. Dreapta
PN retaie cercul C:in R si dreapta PQ retaie cercul C2in T.

Demonstrati ca MT este bisectoarea unghiului PMR.
Demonstratie:

Fie O centrul cercului

C, O centrul cercului Cisi
Oz centrul

cercului Cz2 .Facem
notatiile : m(«xPMN)=a,

m(xXQMN)=b,
m(xXNPQ)=x si
m(xXNQP)=y.

Cercul C este tangent
exterior cercurilor Ci si
C2= AOPQ este isoscel

= <O0PQ = «OQP = «OPQ = < 02QP = x + m(xOIPN) = y + +m(<xO2QN)
N 180° — m(<«cPOIN) - 180° — m(<«QO:2N) N
2 2

x+1802_2a:y+1802_2b:>x+96°/—a:y+96°/—b:>
=>x—-a=y-b
m(XTMR)=m(«TNR)=x+b=y+a=b+m(«xQNT)+a =
=a+b+m(xQMT)=m(XTMP) = «TMR = <TMP =
= |MT este bisec toarea <IPMR|

=X

Observatii :1.Daca dreapta QN retaie cercul Ci in V si dreapta PQ retaie
cercul Ci in S atunci se aratd analog ca MS este bisectoarea <QMV .
2.Din x —a=y—-b=<«PNS=<QNT = «<PMS =<xQMT = MP si MQ
sunt ceviene izogonale In aASMT .

3m(xSMV) =m(xSMQ) =m(<TMP) =m(<TMR) =a+y=b +x

Solutia problemei 1.1 :

Daca raza cercului C, R — o0 atunci cercul C devine dreapta tangenta
comuni a cercurilor Cisi C2. Inacest caz T=Qsi S =P, deci

|MQ este bisectoarea <PMR| si MP este bisectoarea <QMYV . In plus
<VMP =<PMQ=<QMR .

II. Urmatoarea problema a fost propusa la concursul din Iran, 2000 si a
fost publicata in revista noastra recent(cu o solutie bazata pe rotatii) :

1. Doua cercuri se intersecteaza in punctele A si B. O secanta care
trece prin A intersecteaza cercurile in C si D. Fie M si N mijloacele
arcelor BC si BD care nu contin punctul A. Fie K mijlocul lui CD.

Sa se demonstreze cd <XMKN =90°.

Fie urmatoarea problema cu enunt mai general :

2. Doua cercuri se intersecteaza in punctele A si B. Un cerc care
trece prin A intersecteaza cercurile in C si D. Fie M si N mijloacele
arcelor BC si BD care nu contin punctul A. Fie K mijlocul arcului
CD care il contine pe A.

Sa se demonstreze ca <MKN = <MAN.

Demonstratie

Fie

cercurile Ci(O1; R1), C2(02; R2)
cercurile date initial i C(O;R)
cercul care trece prin A si le
intersecteaza in punctele C si D.
Fie punctele M’si N” mijloacele

arcelor BC si

BD (M’,N’ € Int( aBCD)). Stiind
ca (Mi} =MK N Ci si

{Ni} = NK "N C> sd demonstram

mai intdi ca punctele
B, M1, N1 sunt coliniare.




Facem constructia figurii, dar consideram punctele M: si Ni ca fiind
intersectia perpendicularei din B pe MN cu cercurile Cisi C2 i {K}=

= MM N NN .Daca aratdm ca K este mijlocul arcului CD atunci
problema este rezolvata.
Fie{E} = MN N Ci,{F} = MN N C2,{V} =CE n DF, Xi € MN astfel

incat VXi L MNsi {X2} = BMi A MN . Aritim ca X1 =X = X.
M'E || BMi||N'F = BE = MM si BF = N'N,.

Fie {M2}=MM: " CE si {N2}=NN:DF.
m(MC)+m(EM1) _ m(MB) + m(BM)
2 2

= MM L CE . Analog rezultd ca NNi L DF.

MM:VXi inscriptibil = «<M:ME = <XiVE -
MM EB inscriptibil = <MiME = «<X:BE

= <X1IVE =<xXoBE = < VEXi =<BEX> =
= MN este bisectoarea <VEB } —

m(«<MM:C) = =90° =

Analog = MN este bisectoarea < VFB

=AVEF=2BEF= VB LEF= Xi=X>=X.
Din aVEF =aBEF =AEBYV este isoscel =

=aMBYV este isoscel = MB=MV _
Dar MB=MC|—~ ME=MV |
Dar MM L CV

= MM este mediatoarea lui [CV]
Analog = NN este mediatoarea lui [DV]

= K este centrul cercului circumscris AVCD = KC=KD =
= OK 1L CD, deci OK este mediatoarea lui [CD].
Trebuie sd mai aratdm ca K apartine cercului C.

Obs. Deoarece m(«xBAC) + m(«DAB) + m(xCAD) = 360° =
= m(«BMC) + m(«DNB) + m(«CLD) = 180° =

= m(XMCB) + m(xNDB) + m(«xLDC) = 180° =

= m(MB) + m(NB) + m(LC) = 360°
m(«<CKD)=360°-[m(<xMKC)+m(<NKD)]-m(«xMKN)=360°-
-[m(xMKV)+m(<xNKV)]-m(xxMKN)=360°-2 - m(<xMKN)=
=2 -[180° — m(xMKN)]=2 - [m(xKMN)+m(«<KNM)]=
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=m(EM1)+m(FN1)=m(BM')+m(BN")=180°- m(MB)+180°- m(NB)=
=360°-[m(MB)+m(NB)]=360°-[360°- m(LC)]=m(LC)=m(<CAD)
= CAKD inscriptibil= C, A, K, D puncte conciclice = K € C.

Deci punctele B, M1, Ni sunt coliniare.

Solutia problemei 1.2 -
m(xMKN)=180°- m(«FVE)=m(«VFE)+m(xVEF) =

— m(«MKN)=2NDImMC)

— — =
m(MB)+m(NB)

m(xMAN)=m(xMAB)+m(x<NAB)= 5

— |<«MKN = <MAN]|

Solutia problemei I1.1 :

Daca R — o (R este raza cercului C) atunci arcul CD devine dreapta
si obtinem figura problemei II.1. Ei bine demonstratia acestei probleme
poate fi scrisa si astfel : <MKN = <xMAN
m(XMAN)=m(«xMAB)+m(«NAB)=

_ m(xCAB)+*m(DAB) 180°
- 2 T2
= |m(<xMKN) = 90°

=90° = m(XMAN) = 90° =

g.e.d.

3.Fie cercurile Ci(O;;R1), C2(0O2 R2),C3(O3;R3) , {0} =CinC2n Cs,y
{P}=ConGCs,{P2} =C3n Ci, {P3} =Cin Czsi fie punctele Ai, A2, As
mijloacele arcelor P.Ps ) PsPi si PP (A1, A2, As e Ext(aPiP2P3)),

Bi, B2, Bsmijloacele arcelor P2Ps s PP si P/P> (Bi1,B2,Bs €Int

( aPiP2P3)). Stiind ca {Ni} = AiBonCi si {N3} = AsB2"Cs sa se

demonstreze ca punctele P>, Ni, N3 sunt coliniare.

Demonstratia acestei probleme, cu alte notatii, s-a facut la problema I1.2.
Fie{Si} = AIAs N Ci1,{Ss} = A1A3 N Cs 51 {V} =PsSinPiSs.

Observatie:

Fie {Z.}=P>Ni " PsP:. Se demonstreaza usor cd VSiBiNi si VS;B3Ns
sunt paralelograme, deci SiBi=VNi si S;B=VNs.
m(<xAiP3B1)=m(<xA2P3B2)=90° = < AiP:B2 = < A>P3B:
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Analog = «<A2Pi1Bs =< AsP1B2 51 <AiP2Bs = < AsP2Bi

)

. | PsNi
Sin
Z:,P;  PaPs 2 _
Z:P1 PP 135\]\3
Sin
. (SiB
Sin
_ PaPs 2 )
P:P1 §3Tg,3
Sin
_ PaPs ' SiB1 &
P.P1 S:Bs Ri

:ZzPa_PzPs R: VNu
Z>P1 P.P1 Ri VN3

A Fie {Li}=AiBs " Ci,{L2}=A2Bs " C:2 si
{M2}=A2B1 N C2, {M3}=A3B1 N Cs
)LB; -sin(XVB2A1) Analog ca la problema I1.3 rezulta cad punctele Ps,Li, L2 sunt coliniare i
n PA i P2As punctele Pi, M2, Mssunt coliniare. In plus, dacd {Z3}=PsL> " PiP> si
VNI ) ) ) Sin(<VB2AY) {Z:}=P1Ms n P2P3 atunci analog rezulta -
- i T (oA i , . [ PsA
VNs  VB: -sin(«VB2A3) | PAY sin(<VB2As) P:P1-Ri- AsPi - sin(A2P1Bs3) - sin(<BsA2A ) - sin 32 ‘J
“in P2As Z5P1 _
7P P:As
2 P3Pz R2- AiP2 - sin(«xA1P2Bs3) - sin(<«B3A1A:) - sin :

A1P;3 - sin(<tA1P3B2) 2
sin(«xVB:A1)  sin(<«PsB2Ai1) AiB:> PAS
sin(«xVB:2A3) B sin(«P1B2A3) ~ AsPi-sin(«AsPiBo) P1P2- Rz AsP2 - sin(«xAsP2B1) - sin(«B1As3A?) - sin 5

AsBa Z:P2 _ .
P2As B bPs R+ APy - sin(APB) - sin(BA) -sin| DA
P2P3-Rs- APs - sin(<A1PsBy) - sin(<B2A1As) - sin 1P - Rs - AoPs - sin(<AoPsBr) - sin(«BiA2As) -sin| —
Deci = 2P _ ’
Z>P: ] ) (PoA Deci LZbs ZP ZiP: 1= |P121, P2Z> si PsZs sunt concurente in P|m
P2Pi- Ri- AsPi - sin(xAsP1B:) - sin(«B2AsA1) - sin 5 Z:P1 Z3P2 ZiPs
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Relatia de congruenta modulo n (parteaalla)
Prof. Ovidiu Badescu - Resita,
Prof. Lucian Dragomir - Otelu-Rosu

Aceasta continuare a notei [ 2 ] se datoreaza solicitarilor unor
elevi si a unor colegi , dornici de mai multe si mai facile aplicatii ;
nu stim dacd vom reusi , dar speram sa le fie utile urmatoarele
randuri (ideile nu ne apartin, doar modalitatea de a le prezenta aici).

Cu permisiunea dumneavoatra , vom reaminti foarte pe scurt
urmatoarele :

1)Doua numere intregi a si b se numesc congruente modulo n
(unde n este un numar intreg nenul ) daca prin impartire la n dau
acelasi rest (pentru n=0, daca a=b), adici m/(a—b)

(studiati treaba asta!) ; notdm astfel : a = h(modn) si citim: a este
congruent cu b modulo n.

(Exemple : 7 =10(mod3) deoarece 7 impartit la 3 da restul 1
— catul nu ne intereseaza ! , iar 10 impartit la 3 da tot restul 1 ;
speram ca va e clar ca exista si alte numere intregi care dau acelasi
rest prin Tmpartire la 3 -- toate formeaza o clasd sau o submultime

aluiZ...)

2) Teorema lui Fermat : Pentru orice numar intreg a
nedivizibil cu numirul prim p avem: a”” =1(mod p).

(O forma echivalenta, adeseori folosita, este: pentru orice
intreg a si p numar prim, avem: «a” =a(mod p) )

3) Teorema lui Wilson :Daca p este un numar prim , atunci :
(p—DH1=0(mod p).

In sfarsit, aplicatii, diverse exercitii si probleme :
1) Fie m,nE€N sip €Z", cu m sin prime intre ele.
Determinati perechile ( x , y ) de numere intregi care satisfac :
mx-+ny=p. (*)

Solutie: Cum (m,n)=1.avem cdexistd u, v € Z asa incat
mu+nv=1=m(pu)+n(pv)=1. Notdm x, = pu si y, = pv,
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asadar ()c0 , yo) e solutie a ecuatiei ( * ). Cautam acum o alta

solutie, fie aceasta (X ,y ) =>mx+ny=p =

A’zrr(x—xo)ntn(y— %,)=0. Folosim relatia de congruenta modulo m
(Tmpartim egalitatea anterioara la m si retinem resturile ! ) =
A(modm) = n(y — y,)(modm) = 0(mod m) .
Cum(m,n)=1= (y—y,)=0(modm) sau: 3 k € Z astfel incat
y—y, =km ,deci y=y,+km.Obtinem in continuare
m(x—x,)+n-km=0 ,deci x=x,—kn
Asadar , ecuatia ( * ) are o infinitate de solutii , anume toate
perechile de forma (x, —kn,y, +km) ,k € Z .
Remarci : E deci suficient sa observam o solutie (x,,, ) a ecuatiei
(*) si obtinem multimea solutiilor S ={(x, — kn, y, + km)/k € Z}m
2. Rezolvati in numere intregi ecuatia 2x+5y =17 .
Solutie: Observam solutia (1,3 ) si astfel avem :
S={(1-5k,3+2k)/ke”Z}.
Putem insa si astfel : considerdam ambii membrii ai ecuatiei modulo
2siavem: y(mod2)=1=y=2r+1,r € Z;inlocuim in ecuatie
si gasim imediat : x = 6 — 51, deci
S={(6-5r,2r+1)/re’}.
(Arata la fel solutiile ? Am gresit ? Luati r=1+k) m
3. Determinati toate perechile ( p , q ) de numere prime care
satisfac p° —¢° =(p+q)°.

Solutie: Dupa cateva incercari (si ceva timp) gdsim solutia
(7,3). Cautam alte solutii si presupunem ca nici unul din numere nu
e3 = p=1(mod3) sau p =2(mod3) si g =1(mod3) sau
g =2(mod3). Dacad am avea p = g(mod3), atunci membrul sting

al ecuatiei ar fi divizibil cu 3 , pe cand membrul drept nu . Analog
daca p si q nu sunt congruente modulo 3 .

Dacid p=3, avem: ¢’ <27, absurd, iar dacd q =3, avem
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p’—243 = (p + 3)2 care are unica solutie intreagd p=7. =
4. Aritati cii ecuatia x° — 1> =4 nu are solutii in numere
intregi.

Solutie: Consideram ecuatia modulo 11 . Deoarece
(x5 )2 =x'"" =0 sau 1 (modl11) pentru orice x , deducem ci
x> =-1,0saul (modll). Asadar x’ —4=6, 7 sau 8 (modl11).
Pe de altd parte y* =0 ,1,3,4,5sau9 (modll ), deci ecuatia
nu are solutii Intregi . m
5. Determinati toate perechile ( x, y ) de numere naturale care
satisfac 3" -2 =7.

Solutie: Presupunem pentru inceput cd y > 3. Consideram
ecuatia modulo 8 si deducem c@ 3" trebuie sa dea restul 7. Avem
insa 3" =3(mod8) sau 3" =1(mod8) ( dupa cum x este impar sau
par) . Raman astfel de analizat cazuriley =1 siy =2, care sunt
immediate.Obtinem solutia: x=2,y=1.m
6. Rezolvati in numere intregi ecuatia 3x+4y +5z = 6.

Solutie: Consideram ecuatia modulo 5 si avem
3x+4y=1(mod5), adicd 3x+4y=1+5k ,k € Z. O solutie a

acestei ecuatii este x =—1+3k , y=1—k siastfel (problemal):

x=—1+3k+4j,y=1-k-3j, cuj€Z siapoi z=1-k.m
7. Calculati restul impartirii numarului
67% .68 1a 21.
Solutie: 67 = 4(mod21) si 68 =5(mod21) =
67% =4%(mod21) si 68 =5 (mod21), de unde
67% .68 =4.20 (mod21). Cum insi 20 = —1(mod21)
avem : 4-20° = —4 =17(mod21) Restul este deci 17.

8. Prin impartirea la 5, un anumit numar n da restul 2;patratul

sdu , prin impartirea la 25 da restul 24 , iar cubul sdu , prin
impartirea la 125 da restul 93.
Care este numirul n ?
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Solutie:
n=2(mod5) , n* =24(mod25) , n’ =93(mod125)
Din prima congruenta avem n = 5k + 2 ; Inlocuind 1n a doua
deducem n=25j+7siinatreia: n=125q+7,q€Z .=
9. Rezolvati in numere naturale ecuatia
27 -3 =x" +1

Solutie: Daca ( x ,y ) este o solutie a ecuatiei atunci
27 =3"+x*+1>1,asadar y > 1. Cum
27 —3* —1=0(mod2) deducem : x> =0(mod?2), adici xeste par =
27 =3 +x* +1=2(mod4) = y = 1 si, imediat, ajugemlax =0 . m
10. Se considera sirul a ; , a ;, ... definit prin

a,=2"+3"+6"-1,neN".
Determinati toate numerele naturale nenule care sunt relativ
prime cu fiecare termen al sirului . ( OIM 2005)

Solutie: Raspunsul este cd doar numarul 1 satisface
conditia din enunt.Se impune folosirea teoremei lui Fermat si astfel

avem : pentru un anume numir prim p , p > 3, avem : 277,377 ,67

sunt congruente cu 1 modulop =3-277" +2-37" +6"" e
congruent cu 6 modulo p , dar expresia anterioara e de fapt

6-277% +6-377 +6-67; prinsimplificare cu 6 (care e prim cu p),
avem: a, , e divizibil cu p . Sa mai observam doar cd a, =48 se

dividecu2sicu3 . m

Bibliografie :
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Despre introducerea notiunii de sir cu asertivitate
(parteal)

Prof. Dumitru Ion Pistrila ,Oravita
Inainte de a intra in substanta problemei, as vrea si atentionez
virtualii cititori ca scopul articolului de fata este comentarea celor doua
metode de introducere a sirurilor in programa de liceu: prin functii §i prin
definitia specificd numita in continuare definitia independenta. Obiectivul
fundamental al acestui comentariu este determinarea celei mai adecvate
metode de intelegere a notiunii de sir de catre elevi (nu am in vedere
neaparat elevii dotati pentru matematicd). Asa cum se cunoaste, metoda
contrastului reprezinta un rafinament al didacticii. In spiritul acestei idei,
pe parcursul intregului articol, voi pune in contrast detaliile celor doua
metode. As putea vorbi despre multumire sufleteasca daca la sfarsit,
niciunul dintre distinsii cititori nu este afectat n abilitatea sa profesionala
si umana decét atunci cdnd acesta accepta.
Pentru comoditatea expunerii, in continuare metoda prin functii este
marcatd prin f) iar cealaltd prin d).
(1) Chestiuni de definitie
d) In [4] la pag. 42 apare definitia: “In mod obisnuit prin sir se
intelege o infinitate de numere - distincte sau nu - scrise unul dupa
altul.”
Desi autorii nu o marcheaza (asa cum fac cu celelalte definitii),
consider cd definitia precedentd poate fi riguroasa daca se atrage
atentia elevilor asupra tuturor informatiilor pe care le furnizeaza:
1) Sirul contine o infinitate de numere
2) Numerele se pot repeta
3) Expresia “unul dupa altul” ne anuntd cd intr-un sir conteaza
ordinea in
care sunt scrise numerele ce il compun.
f) Este maniera in care aproape toate manualele existente definesc
sirul ca fiind 0 functie

d
f:N —>McCR, f(m)y=a,eM, (V)n e N" Sirul astfel definit se
numeste sir de elemente din M.
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[Remarca 1] (a) Definitia f) este inteleasd de catre elevi doar daca

au parcurs si inteles sistemul de relatii generat de capitolul

“Functii”.

(b)in ambele cazuri sirurile se noteaza ai, ay, ..., a,, ... sau (a;, as,

veey An, +..) SAU (An)n>1,

(c)Modurile de a defini un sir se raporteaza doar la varianta d) si

anume:

1. Siruri definite descriptiv (prin descriere)

Exemplu Fie sirul (a,) p»1 definit prin a;= 1, ap=11,...

a,=11...11..

2. Siruri definite cu ajutorul termenului general (un termen al
sirului care

genereaza toti termenii acestuia)

Exemplu: a, =3n+5, (V)neN (putem zice f(n) =3n+5 ,

(V)n € N doar pentru a ariita ci existd si aceastd posibilitate, fara

relevanta practica).

3. Siruri definite recursiv (se precizeaza primii k termeni,
k € N'si o relatie

intre a, si a, ,,a, ,,...a, ;)

Exemplu. Fie sirul (a ,),>1 definit astfel:

a, =2,a, =5,a,,=2a,+a,, (V)n=>2 (rimine intrebarea

daca forma f(n+1)=2f(n)+ f(n—1) (V)n =2 ofera mai multe

informatii asupra sirului ?)

(d) Presupunand cd s-a parcurs capitolul “Functii”, notatiile

utilizate pentru siruri lasd o distanta emotionala intre conceptul de

functie si cel de sir caci expresia lor, a notatiilor, trimite perceptia

spre sisteme ordonate de puncte, distincte sau nu, iar definitia f)

trimite spre tripletul (A,B.f) cu semnificatiile cunoscute.

In lucrarea “Bogitia la indemana tuturor”, ROBERT
COLLIER arata: “Asa cum adesea s-a spus, un cuvant nu este un
simplu sunet iesit de pe buze sau un numar oarecare de litere scrise
de o mand. Un cuvant este un concept mental, o idee, o imagine.”
Misiunea profesorului in cazul de fata este de a utiliza termeni care
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creeaza imagini clare, evitdnd obligatoriu ambiguitatile. V-ag
aminti, stimati colegi, cd matematica trebuie sd devind un bun
comun, nu un instrument rezervat doar elevilor cu un avansat nivel
al inteligentei rationale. In acest sens, pentru ca elevii si perceapi
sirurile drept cazuri particulare de functii, consider ca ar fi util sa
se faca in prealabil o lectie de aplicatii a definitiei functiilor. Mi-as
permite sa cred ca urmatoarele exemple n-ar deranja contextul unei
asemenea lectii.

[D1] Sistemul de puncte distincte sau nu, (a,,a,,...,a,,...),
format cu elemente din M — R, se numeste ordonat dacd are
importanta ordinea n care sunt scrise elementele lui.

Nota: Se pot forma si sisteme ordonate infinite cu elemente
din M c R si acestea au forma q,,q,,...,q,,...). Conform lui
d) acestea sunt siruri.

d))Fie functiile f :{1,2,3,4} — {a,b}

n | 1 2 3 4

f(n) a b a a

Observam ca functia data se poate descrie cu ajutorul sistemului
ordonat (a, b, a, a) In sensul ca acesta ne ofera informatii precise
referitoare la tripletul ce defineste functia:

(a,b,a,a) = f:{1,2,3,4} > {a,b}

fW)=a,f(2)=b,fB)=a,f(4) =a.
Atentie! Privind numerele 1, 2, 3, 4 ca indici, sistemul ordonat (a, b,
a, a) mai poate reprezenta functia g:{x,,x,,x;,x,}— {a,b},
gx)=a, g(x,)=b, g(x,)=a, g(x,)=a. Se poate spune astfel
ca sistemul ordonat (a, b, a, a) reprezintd scrierea concentratd a
functiilor £ :{1,2,3,4} = {a,b} sau g:{x,x,,x;,x,}— {a,b}
definite mai sus.

d>) Fie M < R si functiile f/,g: N —> M
d{a daca n este impar

f(n)=

b daca n este par
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d

(Y)ne N unde a,b € M,g(n)=a, e M,(N)ne N".
Sistemele ordonate corespunzatoare sunt (a, b, a, b, ...) si respectiv
(a1, az, ..., ay, ...) care sunt pe deoparte siruri si pe de altd parte
reprezintd functiile f, g definite mai sus.

Experienta personald mi-a confirmat faptul ca exemple ca
cele precedente ii determind, inclusiv pe elevii mediocri, si
gandeasca sirurile in sensul functiilor. ( Vaurma ) m
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Probleme rezolvate din RMCS nr. 14

Clasa a V-a

V.015. Daca n=abc si m=cba ,a>c>0,poate fi numarul n—m
patrat perfect ?
Gazeta Matematica

Solutie: n—m =...=99(a—c)=3"-11-(a - ¢) .Deoarece
9>a>c>0 deducem a—ce{l,2,...8} ,deunde a—c<11 =n-m
nu poate fi patrat perfect . m

V. 016. Pe tabla sunt scrise patru numere . Se stabileste sa se aleaga
oricare doua dintre ele , sa li se adauge o unitate si sd se scrie numerele
obtinute in locul celor alese initial . E posibil ca prin mai multe astfel de
operatii sa se ajunga de la numerele
2,0,0,5 la patru numere egale ?

% ok ok
Solutie: Nu este posibil . Dupa n operatii , din numerele 2,0, 0, 5 se
obtin patru numere a caror suma este egald cu 2n + 7 , adicd un numar
impar ; daca toate numerele ar fi egale cu m , suma lor ar fi 4m , adica
un numar par . m

V. 017. Acasa la Dragos au venit in vizitd cativa colegi de clasa ; mama
sa l-a intrebat cati musafiri are, iar Dragos a raspuns : “ Mai multi decat
sase “, dar Roxana , sora lui , ii spune mamei : “ Mai multi decat cinci “.
Stiind ca un singur raspuns este corect , cati musafiri are Dragos ?

k sk ok
Solutie: 6 musafiri . Dacd ar fi mai multi , atunci si Dragos si sora sa au
raspuns corect , contradictie cu ipoteza. Asadar nu sunt mai multi de 6,
deci Dragos nu a spus adevarul , Inseamna ca raspunsul corect l-a dat
Roxana , deci sunt mai multi musafiri decét 5 , dar nu mai multi de 6
.Sunt asadar 6 musafiri. =

V. 018. O familie e formata din trei persoane : tata , mama si copilul .
Acum suma varstelor lor este de 74 de ani , iar cu 10 ani in urma aceasta
suma era de 47 de ani . Cati ani are acum tatal daci este cu 28 de ani mai
mare decat copilul ?

Concurs Rusia
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Solutie: (74—47)—2-10="7 = copilul are acum 7 ani = tatal are 35
deani. m

V. 019. Gasiti toate numerele de trei cifre care se micsoreaza de 5 ori
dupa stergerea primei cifre .
%k ok ok

Solutie: Fie n = abc numarul cautat . Prin ipoteza avem :
100a +10b + ¢ =5010b + ¢) deci 25a =10b + ¢ =c este multiplu de 5.

Dacic=0,avem 5a=2b =>b=5sia=2 (a=b=0se exclude); daca

c=5,avem5a=2b+ 1 = b=2saub=7.Numerele cautate : 125, 250,
375. m

V. 020. La numerotarea paginilor unui manual s-au folosit 495 cifre .
Cate pagini are manualul ?

PR
Solutie: Manualul are 201 pagini ( pentru paginile 1,2, ...,9 folosim
9 cifre , pentru paginile 10, 11, ..., 99 folosim 180 de cifre , iar de la
pagina 100 avem inca (495 — 189 ) : 3 =102 pagini ) m

V. 021. Aritati ca nu exista n € N pentru care numaérul

A=9"""" 44> este patrat perfect .
sk ok ok

Solutie: Dacd n este impar avem ca 5n+7 §i 3n + 5 sunt pare , agadar
u®@")=1si u(@"’)=6 >

u(A)=7 (1); dacdn este par, avem ca 5n +7 si

3n+ 5 sunt impare , deci u(9”"7)=9 si u@")=4

>u(A4)=3 (2);din(1)si(2)avem cd A nu poate fi patrat perfect . m

V. 022 . In fiecare dintre patritelele unui tabel dreptunghiular cu 4 linii si
5 coloane scriem cate un numar natural astfel incat suma numerelor de pe
fiecare linie sa fie aceeasi , iar suma numerelor de pe fiecare coloana sa
fie , de asemenea , aceeasi ( nu neaparat egala cu cea de pe linii ). Notdm
cu S suma numerelor din tabel .

a)Putemavea S=30 ?;

b ) Cate tabele exista cu S <20 ?

Dorel Mihet , Timisoara
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Solutie: a) Notdm cu | suma numerelor aflate pe o linie i cu ¢ suma
numerelor aflate pe o aceeasi coloana ; evident : 41=5¢=S. Daca S=

30,amavea 41=30, absurd (1 € N) = S nu poate fi 30 ;

b) Din 41=5c =S avem imediat ca S e multiplude4side5= S &€ {0,
20,40,60,....20k } , asadar exista un singur tabel cu S <20 (
completat numai cu zerouri ) . m

V. 023. Peste deal , printre mioare ,
Zboara niste vrabioare .
Cate pasari sunt , cate mioare ,
Daca-s 8 capete si 20 picioare ?
k ok ok

Solutie: Sase pasari si doud mioare . m

Clasa a VI-a

VI. 015. Varsta medie a celor unsprezece jucatori ai unei echipe de fotbal
este de 22 ani.In timpul unui meci unul dintre jucatori este eliminat ( a
primit cartonasul rosu ). Ce varsta are jucatorul eliminat daca varsta
medie a jucatorilor ramasi pe teren a coborat la
21 de ani ?

% %k %
Solutie: Notam varstele jucatorilor cu a; , ay, .., a;; . Obtinem imediat :
a,+a, +..+a;; =11-22 sidaca a, este varsta celui eliminat:
a,+a,+..+a,=10-21

Deducem : q;, =242-210=32 ani. m

VL. 016 . Pe un drum de munte sunt doi turisti . Unul dintre ei face pasii
cu 10% mai mici , dar in acelasi timp si cu 10% mai desi decét celalalt .
Care dintre turisti parcurge mai repede un kilometru ?

Concurs Rusia
Solutie: Notam cu X turistul care face pasii mai scurti si mai desisicu’Y
pe celélat ; cand Y face 10 pasi de lungime s fiecare , X face 11 pasi de
lungime 0,9 s fiecare , asadar X parcurge distanta 9,9s in acelasi timp in
care Y parcurge distanta 10s .Asadar Y merge mai repede . m
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VI. 017. Pe o tabla sunt scrise numerele 1,2,3,...,10

Care este cel mai mic numar de numere care trebuie sterse de pe tabla
astfel incat numerele ramase sa poata fi impartite in doud grupe asa incat
produsele numerelor din cele doua grupe
sa fie egale ?

Concurs Rusia
Solutie: E suficient sa stergem un singur numar : 7 . Din descompunerea
in factori primi rezulta ca trebuie sters 7 si in grupe diferite trebuie puse
numarul 9 si perechea 3, 6 respectiv 5, 10 . Descompunerea cdutata este
asadar: {1,2,3,4,5,6 } si { 89,10} . m

VI. 018. Numarul natural n este produsul a doud numere prime , iar
suma tuturor divizorilor sdi , inclusiv 1 dar exclusiv n , este egald cu
1000. Gasiti toate valorile posibile ale lui n .

Concurs Rusia
Solutie: Dacda n = pq, cu p si q numere prime diferite, avem p+q+1=1000
decip+q =999, asadar p sau q este par ; presupunem , de exemplu ca p

estepar=>p=2,deciq=997=>n=2-997=1994 . m

VI. 019. Intr-un triunghi lungimile laturilor sunt numere naturale pare si o
latura este egala cu 2 . Arétati ca triunghiul este isoscel . K
Solutie: Daca a<b sunt lungimile celor doud laturi ramase, atunci a+2>b,
decib—a<2;cuma,b suntpare,dacd a # b, avemb —a> 2, asadar
a=b.m

VL. 020. Gasiti numerele a,b,c € N daca :
a 2b  a+c

a+1 b+2 c+3°

Dorel Mihet , Timisoara

, a
Solutie: Evident

<1 , asadar
a+1 b+2

b=0,atuncia=c=0,iarb=1conducelaa=2,c=0. m

<1,deundeb € {0,1} . Daca

VI. 021. Consideram triunghiul ABC in care m(£B) =2 -m(£LC) si

exista M € (AB) astfel incait MB=BC . a ) Daca B, este simetricul lui B
fata de AC, aratati cda MC =BB, ;
b)Aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC daca AB =MC .
Dorel Mihet , Timisoara
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Solutie: Dreapta AC este mediatoarea lui ( BB, ), deci este si bisectoarea
unghiurilor ZBAB,si ZBCB, = m(£BCB,) =2m(£C) =m(£B);
cum B,C = BC = BM deducem ca AMBC = AB,CB(L.U.L.), adica
MC = BB, .Dacainplus AB = BC ,avem: AB = BB, ; cum insa

AB, = AB , avem AABB, echilateral , deci m(A4) = 30°,

m(ABB,) = 60° Notind m(C) = x ,avem: 2x = 60° + (90" — x),
adica x = 50° ,asadar : m(B) =100° si m(C)=50" . m

VL. 022 . O bucata triunghiulara de carton este tdiatd in bucati
( folosind tdieturi drepte ) . Bucatile obtinute sunt grupate dupa numarul
de laturi.Aratati ca daca numarul grupurilor este cel putin patru , atunci
acest numar nu depaseste numarul triunghiurilor obtinute .

k sk ok
Solutie: Daca dintr-un poligon cu n laturi dorim sd obtinem prin taiere cu
o dreapta o suprafatd poligonala cu mai multe laturi , e necesar ca dreapta
sd intersecteze doua laturi alaturate ale poligonului initial ; astfel , pe
langa suprafata poligonald cu n + 1 laturi se formeaza si un triunghi .
Concluzia in cazul nostru este imediata . m

VI. 023. Care dintre urmatoarele numere este patrat perfect : 44...4 sau
444 cifre

55..5 ?
E,_/
555.cifre

k ok ok
Solutie: Din pacate nici unul : primul are 444 de cifre de 4 , asadar suma
cifrelor sale este 1776 , care este multiplu de 3 , dar nu si de 9 ; analog , al
doilea numar are suma cifrelor 2775 multiplude 3 ,darnude 9. m

Clasa a VII-a

VILI. 015. Se poate construi doar cu rigla negradatd si compasul un unghi

cu masura de 37°30 ?

Gazeta Matematica
Solutie: Presupunem ca siti cum se construiesc elementar un triunghi
isoscel , unul echilateral si bisectoarea unui unghi ( doar cu rigla
negradata si compasul ) . Construim agadar un triunghi ABC echilateral si
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apoi bisectoarea (AD alui £4 ,cuD € (BC) . Pe semidreapta (AD

construim cu compasul punctul E astfel ca AE = AB = in triunghiul
ABE isoscel miasurile unghiurilor sunt 30°, 75° si 75°. Nu avem decat sa
construim acum bisectoarea unuia dintre unghiurile de masurd 75°. m

VII. 016 . Se considera o multime A de numere naturale cu cel putin trei

elemente si care are proprietatea: Va,b€ A, a#b # 0, restul
impartirii lui a la b este element al multimii A .

Arataticd:a)0 € A;

b) daca 23 este cel mai mare element al multimii A , atunci 1€A .
k ok ok

Solutie: a ) Fie a,b € A, a> Db sir, restul impartirii lui a la b , r, restul
impartirii lui a lar;, r; restul Impartirii lui a lar,, etc. Obtinem
b >r >r, >..adica un sir descrescator de numere naturale , asadar

existiun =0 >0 € A ;
b ) Folosind rationamentul anterior pentru a = 23 , care este prim , avem

ca ultimul rest nenul ( care 1l divide pea)este 1 ,decil € A. =

VII. 017 . O multime nevida finitd A de numere naturale are proprietatea :

VxEAs(x—l)EAsaugeA.

Aratatica: S€ A= 0€A.
% sk ok

5
Solutie: Daca5 € A, cum EQEN,avemcé 5-1=4¢€ A;apoi

. . 3
obtinem 3 € A sau 2 € A ; in continuare , deoarece 5 & A,E g A,
avem2 € Asil €A ,apoi0€EA. =
VII. 018. Un batran are o caprd , o vaca , o iapa si o claie de fan . Nepotul
taranului a calculat ca aceasta claie ar ajunge pentru hrana caprei si a iepei

timp de o lund sau pentru capra si vaca timp de 3/4 de lund sau pentru
vacd si iapa timp de 1/3 de lund . Bunicul a gandit putin si i-a spus
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nepotului : “ Sau va Invata aiurea la scoald sau tu nu esti atent i dormi !
De ce s-a adresat astfel bunicul nepotului sau ?

Concurs Rusia
Solutie: Presupunem cd vaca , iapa si capra manancd x, Yy , respectiv z
clai de fan pe luna . Nepotul a socotit ca :

1 1 3 1 1
:1’ =—, = — =
y+z z+x 4 x+y 3

4 4
y+z=1,z+x=§,x+y=3;cum 1+§<3 , ajungem la :
7z <0, imposibil . m

VII 019 . intr-o cutie se gisesc creioane de trei culori : rosii , galbene si
albastre , si de trei dimensiuni : scurte , medii si lungi , astfel incat exista
creioane de toate cele trei culori si de toate cele trei dimensiuni . Se poate
afirma ca in cutie se gasesc cel putin trei creioane , doud cate doua
deosebindu-se si prin culoare si prin dimensiuni ?

Concurs Rusia
Solutie: Raspuns negativ. Putem , de exemplu , presupune cd avem in
cutie 5 creioane : 3 lungi de toate cele trei culori si 2 rosii — unul scurt i
unul mediu ; avem astfel ca printre oricare trei creioane , doua cate doud
deosebindu-se prin dimensiune , doud sunt rogii . m

VIL 020 . Rezolvati ecuatia : x"” + x> =2x""" .
Concurs Rusia

Solutie: Notam x" =y sivomavea y+ 7y’ =2y°; deducem : y =0
sau 1+ y4 =2 ys, ecuatie care are doar solutia y =1 ; intr-adevar , daca
y>1,avem: 1+y* <y’ +)° Jjardaciy<1,avem 1+ y* > )’ +y°.
Concluzia e imediatd : x =0saux=1. m

VIIL 021. in cele 64 de pitrate ale unei table de sah se scriu numerele -1,
0 sau 1 . Este posibila o numerotare astfel incat sumele numerelor de pe
linii , coloane si diagonale s fie distincte ?

* % %
Solutie: Cele 18 sume ( 8 pentru linii , 8 pentru coloane si 2 pentru
diagonale) sunt in multimea cu 17 elemente {- 8,-7,...,-1,0, 1, ...,7, 8};
conform principiului cutiei , cel putin doud dintre sume sunt astfel egale .
Raéspunsul este deci negativ. m
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VII. 022. Pe fiecare din laturile (AB), (BC), (CA ) ale unui triunghi se
considera cate trei puncte distincte . Cate triunghiuri se pot forma avand

varfurile in cele noud puncte considerate ?
k ok ok

Solutie: Triunghiurile care se pot forma sunt de doua tipuri : a ) cu doua
varfuri pe o aceeasi laturd si cu al treilea varf pe una din celelalte doua
laturi sau b) cu fiecare varf pe cate o latura distincta

Numaram triunghiurile de tip (a) ; putem alege doua varfuri pe
(AB) in 3 feluri , iar cel de-al treilea varf poate fi ales in 6 feluri ;
rationdm la fel pentru fiecare laturd si avem 3-3-6 = 54 de triunghiuri ;

numdrul triunghiurilor de tip (b ) este 3° = 27 , asadar in total avem 81
de triunghiuri . m

VILI. 023. in interiorul unui triunghi echilateral de laturd 1 se afli 5
puncte .
Aratati ca exista cel putin doud puncte care au distanta dintre

ele mai mica de —. * ok ok
Solutie: Ducem liniile mijlocii si astfel triunghiul se imparte in 4
triunghiuri echilaterale mai mici , de latura 5 ; avand 5 puncte , conform

principiului cutiei , cel putin doua dintre ele se afla in interiorul sau pe
laturile unui acelasi triunghi mic , deci distanta dintre ele este cel mult
egala cu latura triunghiului . m

Clasa a VIII-a

VIIIL. 015. Demonstrati ca numerele de forma 9n+6 ,n € N, nu se pot
scrie ca suma a doud patrate de numere intregi .

Gazeta Matematica
Solutie : Ati citit articolul prof.Badescu din numarul trecut al revistei ?

Presupunemci 3ab€Z cu n+6=a’+b> = 3/a’> +b*> (*)
Demonstram acum ca 3/a si 3/b ; daca 3 nu divide pe a, atunci

a=3k+tl k€Z= a*=9%>+6k+1 = a* =1(mod3). Daci 3/b

= 3/b* = 3/a’ , contradictie , asadar 3 nu divide pe b ; analog ,
b*> =1(mod3) = (¢’ +b*)=2(mod 3)contradictie cu (* ), deci 3 /asi3/
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b= 9/a’si 9/b° = 9/(a® +b?), adica 9/(9n + 6), ceea ce e evident
fals. m

VIII. 016. Determinati perechile ( X, y ) de numere naturale pentru care
G +27y -3 -2 =1.
Manuela Prajea , Drobeta Tr.Severin

Solutie: Dacd x #0,y #0 ,avemcd 3" +2" si 3’ —2” sunt impare ,
deci diferenta lor este un numar par ( nu poate fi deci egalacul) .

Daca x =0, obtinem imediaty =1 .

Dacay=0avem 1 =1,V x eN*,
Asadar avem perechile (0,1),(n,0),n € N* . =

VIII. 017. Determinati tripletele ( X,y , z ) de numere reale care satisfac:

1 1

—+—=x

z Yy

1 1

—+—=y. G.M.
X z

1 1

—+—=z

y X

Solutie : Obtinem imediat y+z=z+x=x+y=Xxyz > xX=y=2;

2
din —=x deducem x € {—\/E A2 } . Finalizarea e banald . m

x
VIII. 018 . Sa se determine cel mai mic numar de forma |1 1* —=5™|, unde
k,me N*, * ok

Solutie: Se observa cd pentru k=2, m=3 avem

|1 1* - 5m| =4 . Pe de alta parte |1 1 —5™| se poate termina in 6 sau 4 ,

dupi cum 11* > 5™ sau 11* < 5”; prin urmare minimul cautat este 4 . m
VIII. 019 . Numerele a si b satisfac egalitatea
2 b 3a-b
¢ 4 =2 . Gasiti valorile posibile ale expresiei E = a .
a+b a-b a+5b

Concurs Rusia
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Solutie : Din egalitatea datd ajungem imediat la (36 —a) =0 . Dacid b

=0, egalitatea data este satisfacutd pentru orice a nenul si E = 3 , iar daca
a=3b ,E=1. m

VIII. 020. Cate numere de 4 cifre exista care nu se divid prin 1000 si la
care prima si ultima cifra sunt pare ?

Concurs Rusia
Solutie : Prima cifrd a numarului poate fi oricare dintre 2 ,4 ,6sau 8, a
doua si a treia cifra oricare dintre cele 10 cifre , iar ultima cifra 0,2 ,4,
6, sau 8 ; un numar de 4 cifre cu prima si ultima cifra pare apare in
4-10-10-5=2000 de variante ; tindnd cont si de conditia de
nedivizibilitate cu 1000 avem 1n total 2000 —4 = 1996 de numere . m

VIII. 021. Se spune cd o multime nevida si finitd de numere naturale
nenule si distincte este interesantd daca orice submultime nevida a sa are
media aritmeticd a elementelor un numar natural .

a ) Determinati o multime interesantdi care are 4 elemente ;
b)) Aratati ca nu existd o multime interesantd cu 4 elemente care sa
contind multimea {2 ,4,6 } .

k ok ok
Solutie: a ) De exemplu A = {24,48,72,96 } ;

. . 2+4+x L
b)DacaA={2,4,6,x},din ——— &N avem 3/x,iardin
2+6+
TXEN,avem3/(x+2),contradicgie. ]

VIII. 022. Se considera multimea A= { k+ \/;/kEZ,nEN}.
a) Sa se arate cd V2 -1 EA;
b ) Sa se arate ca \/EJr\/geA;
1
¢ ) Demonstrati ca : AG(O;EJ;'& .
% %k ok

Solutie: a)k=-1,n=2;b)daca \/§+\/§€A , atuunci

\/5 + \/g =k+ \/Z ; ridicari convenabil alese la patrat conduc la

8k+/6n € Q, deci k =0 saun= 61" ; daci k =0, obtinem 5+2\/g =n,
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fals ; dacd n = 6r° , ajungem imediat la rk =1, adicd r =k = *1 si
inlocuind , obtinem 1n fiecare caz egalitati false ; ¢ ) de exemplu :
1
— SiXEA.m

1
0<x=4101-10=—F—=<
10++/101 10

VIII. 023 . Se considerd numerele distincte a,,a,,...,a,, dintre
numerele 1,2,3,...,100 . Aratati ca cel putin trei dintre diferentele
a,—a,i# je{l2,.,20}sunt egale .

* %k ok
Solutie: Consideram cele 19 diferente
Uyy — Ay, Qg — Uygseees @y — @ $1, dacd cel mult doud sunt egale , avem :
(ay—ay)+(a,—ag)+...(a,—a) 21+14+24+24+..+9+9+10=100 ;
pe de alta parte : (ay, —a,y)+(ay—a,)+...(a,—a)=a,—a, <a,, <100.,
contradictic m

Clasa a IX-a

IX. 015 . Determinati m € R pentru care exista cel putin un n € Z astfel
incat 3n° —2mn=2—-m—-m".
Gazeta Matematica ( G.M.)

Solutie: Privim egalitatea ca o ecuatie in necunoscuta m si punem

—1-419 —1+419|
4 7 4

conditia A(m)=-81" —4n+9>0 =n e[

Cumn €7 ,avem:n € {-1,0 }. Analizam fiecare caz in parte si

—3-45 _ -3+45
—2, Jr . m
2 2

IX. 016 Notam cu O punctul de intersectie al diagonalelor
paralelogramului ABCD si cu G, , G, centrele de greutate ale
triunghiurilor AOD , respectiv BOC. Demonstrati , prin doud metode , ca
punctele O, Gy, G; sunt coliniare.

ajungem la m € {

Gazeta Matematica
Solutie : Metoda sintetica: Daca M este mijlocul lui ( AD), N mijlocul
Iui (BC), evident M , O, N sunt coliniare ( de ce ? ) — ABCD
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paralelogram . Cum G; € (OM )si G, € (ON) ,avemca O, Gy, G,
sunt coliniare .

Metoda vectoriala: O—G; = %W = % . %ﬁ si

0G, = 50N= =§-—AB = O—G; = (G,0 =0, Gy, G; sunt coliniare.m

IX. 017 Demonstrati ca pentru oricen € N, numarul 1+3" - (2n—1)
este divizibil cu 4 .
lacob Didraga , Caransebes

Solutie: Notam A, =1+3" -(2n—-1)
Metoda I : Utilizam metoda inductiei matematice complete , folosind
relatia: 4,,, =34, +2(3"" -1)
Metoda II: pentru n par avem
A =1+@p+1)(4k-1)=4(4pk—-p+k);

Pentru n impar avem :

A, =1+ @p—1) 4k +1)=4(4pk+p—k). m

IX.018 FieA={1,2,3,...,2005 } . Determinati functiile f: A —» A
cu proprietatea ca
f(b)-f(a)=a-b,Va,beA.
% ok ok
Solutie: Dacd a <b relatia datd conduce la f(a)>f(b) , adica f este strict
descrescéatoare ; se obtine imediat :

f(x)=2006—x. =

IX. 019. Numarul 2 " are 30 de cifre . Aratati cd una din cifre se repeta de
cel putin 4 ori .

* %k 3k
Solutie: Presupunand contrariul avem ca fiecare din cele 10 cifre se
repetd de exact 3 ori si astfel suma cifrelor numarului este
30+1+2+...49),de unde 3 dividepe2", fals. m

IX. 020. Determinati primele 2005 zecimale ale numarului  [0,11...1 .

2005
* sk ok
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Solutie: Fie n=0,11...1 29,=099..9=1-

102005
Deducem: 1> +/9n = J1- 02005 02005 , de unde :
3 —>A+/n> E - W =0, 33...3 ; asadar primele 2005 zecimale sunt

2005cifre
egalecu3. m

IX. 021. Determinati numerele strict pozitive a, ,k = I,_n stiind ca

n-1 .
a, =4 si H(l_lzjz n-a,
k=1 a, 2a

n—-1

Marian Ursarescu , Roman
Solutie: Prin inductie matematica completd se aratica a, =n+1,V n

eEN,n=2. m

IX. 022. Demonstrati ca intre lungimile laturilor unui triunghi ABC are

loc inegalitatea : v/a +vb+~vc2\Vb+c—a+vcta—b+Ja+b—c
Concurs Assian Pacific

Solutie: Notam x =~/b+c—a si y=+c+a—b sifolosim

inegalitatea cunoscutd /2(x +y) = Jx o+ \/; ; continudm procedeul si

obtinem inegalitti analoage si , prin insumarea celor trei , obtinem
inegalitatea propusa . m

IX. 023. Determinati m € Z pentru care ecuatia
mx® —(Bm+1)x+2m+1=0 are radacinile intregi .
Lucian Dragomir , Otelu-Rosu

Solutie: Dacd a,b € Z sunt radacinile ecuatiei date , avem

2m+1 1
a-b= =2+—€Z=>me {-1,1};verificam si gasim 1intr-
m m

adevirme {-1,1}.m
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Clasa a X-a
X. 015. Rezolvati ecuatia :

=(cosx)™ , x e (O,%). *

Cos x

(sinx)

Solutie : sinx>0,cos x>0 = cosx-In(sinx) =sinx-In(cosx) sau

In(si |
n(.sm x) = n(cosx) (*) . Consideram functia f :(0,]) > R,
sin x coS X

f(.x) O sl 0<x<y<] = — 1 >l sl lnx<lny<0:>m_x<m_x<hl_y’
Xy

X y y
Asadar f este strict crescatoare , deci injectiva.

. . T
Din ( * ) avem astfel sinx =cosx = x=—. m

4

X
X.016. Rezolvati ecuatia : (2x)2 =16 ,x € R.".
Concurs Cluj
Solutie: Observam solutia x =2 si demonstram ca e unica solutie .

2
' X . . 1
Ecuatia se poate scrie : 5 log, (2x) = 4; evident nu avem solutii x < —

\9)

X
si apoi functia f : (— 0)—-R, f(x) ———log(Zx) este strict
crescdtoare , deci injectivd = x =2 solutie unicd. =

X. 017. Se considera a>b>1,4 =log, (a->),
B =log,(a—b). Demonstrati ci daci a’ +b” = 3ab , atunci
A+ B =2AB Reciproca este adevarata ?
Dorel Mihet , Timisoara
Solutie: a* +b*> =3ab = (a—b)* = ab; cum a>b>1, avem ab>1 =
1 1 log ,a+log, , b
—b>1 siputem scrie : A+B= + =8 .

log ,a log ,b log, ,a-log ,b
= log, ,(a—b)* -log,(a—b)-log,(a—b)=24B.
Reciproca nu este adevarata pentru ca nu este asigurata conditia
a—b#1;esuficientsiluim a=5b=4 . m
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X.018 .Fie z&€ Ccu |Z| =1,Re(2)€Q si Im(2)€Q.
Aratati cd |22" —1| €qQ.

% ok ok
Solutie : Consideram z = cost +isint si un calcul imediat conduce la

|ZZ" - 1| = 2|sin nt| , este astfel suficient sa aratam ca sinnt € Q ;

demonstram acum prin inductie dupd n simultan cd sinnt € Q si
cosnteQ. m

X

X. 019. Rezolvati ecuatia : 3+ 53 =2%
k ok ok

X . - . ) ’ .
Solutie : Notam 3 =y si aratdm ca ecuatia 3+ 5" =8” are unica
solutiey=1,decix=3;

Folosim , de exemplu, ca functia f : R—(0,0), f(x)=3- [%) + (gj

este strict descrescatoare ( de ce ? ), deci ecuatia f(y) =1= f(1) are cel

mult o solutie ( de fapt una singurd ) . Redactati complet , cu toate
justificarile , solutia problemei. m

X. 020 . Fie x , y numere complexe astfel incat x # y si |x| = | y| . Aratati

a:%h+ﬂ<hy
%k %k ok

Solutie: Consideram x =a+ib,y=c+id, cuab,c,d € R ; inegalitatea
propusa se poate astfel scrie

(@a+cf +(b+d) < 4(612 +b° ); tinand cont de egalitatea |x| = |y

B

avem de aratat ca (a - c)2 + (b —d )2 > 0 , care este acum imediata ,
tinand contside x# y (!). m

X. 021. Rezolvati ecuatia : log; x =1—x" .

Lucian Dragomir , Otelu-Rosu
Solutie : Evident x > 0 ; ecuatia se poate scrie
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X+ log, x =1 si observam solutia x = 1 care este unica deoarece
functia £ :(0,00) >R, f(x)=x" +log, x este strict crescitoare ( de

ce ? ) siastfel feste injectiva ; deducem: f(x)= f(1) =
x=1.m

X. 022. Notdm cu F multimea functiilor f: R — R care satisfac

proprietatea f(f(x)+y)=f(x)+ f(y),Vx,yeR.
a ) Determinati functiile injective din F;
b ) Aratati cd F contine functii neconstante care nu sunt nici
injective , nici surjective .
Dorel Mihet , Timisoara
Solutie: a') Relatia din ipoteza conduce la :

U@+ =)+ (), Vx,y €Rsi
f(f)+x)=fO)+ f(x), Vx,y € R; obtinem imediat :
f(f()+»y)=f(f(y)+x),V ,y € R. Deoarece f este injectiva
ajungem la: f(x)+y=f(y)+xsau f(x)-x=f(y)-y;
considerdm functia g: R - R, g(¢)= f(t)—¢

siavemastfel cd g(x)=g(y), Vx,y € R = Ja € R astfel incat
gx)=a,VxeR=> f(x)=x+a;b)avem, de exemplu,
f(x)= [x] . Evident , trebuie verificatd indeplinirea tuturor conditiilor

din enunt (adica f neinjectiva, nesurjectivd si fE F ) . m

X. 023. Se considera sistemul de ecuatii :
{logx y+log, x=2
x"+y=12
Determinati n € N * pentru care sistemul are solutii in Z” si gasiti aceste
solutii .

Solutie : Se impun conditiile x,y = 2 ; aplicdm inegalitatea mediilor in
prima ecuatie si avem ca egalitatea se obtine pentru x =y . A doua
ecuatie devine astfel x” +x—12 =0 ; deoarece x = 2 nu verifica , avem

x>3=>12=x"+x23"+3 >
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n<2.Pentru n=1avemx=y=06gipentrun=2avem x=y=3,x= XL 017. Daca x,=1si x,,, =+/l+(n+1)x, , VneEN*, calculati

y=4.nm X
limita sirului (—”j .
Clasa a XI-a S
Laurentiu Panaitopol,Bucuresti
XI. 015. Fie sirul (a, ), definit prin a, = V2 sia,, = [r+ a, , Solutie: Se aratd prin 1nducg.1e mrfltematu.:a con?ple.:ta ca .
- " n—1<x,<n,Vn €& N *siapoi, folosind criteriul clestelui avem ca
. an imi a .
Vn=1. Calculati hm(—} . limita cerutieste 1 . m
n—> 0

Dinu Serbinescu , Bucuresti XI. 018. Fie (a,),., un sir cu proprietatile :
Solutie: E foarte util sa observam ( si sa demonstram prin inductie ) :

. . . ~ : + aﬂ
(1) sirul dat este strict crescator si lim—-=0;

a,=2 COS% ,Vn=>1;limita ceruta se incadreazi astfel in cazul "en

2 . e 12 an+l _an

.  sin (ii)existd lim————=2=1L.
exceptat 1° si, folosind cos2a =1-2sin’ ¢ si lim ~ =1 pentru _ b 7
noe X, ArdtaticaL=0.
2 Dorin Andrica , Cluj-Napoca
Xp— o0 , ajungem ( destul de repede ) la valoarea cerutd: e ® . m
.a.—a . a. —a . a. . —a L
Solutie: lim—""——"— = [im—"—" = Jim—""—". " —Z Conform

XI. 016. Fie A € 9, Q) asa incat det(v2 - A+ (1+i)-1,)=0. o) =it e 204l e on o 2n+l

. 2 L
Demonstrati ca det(4” —,)€ N. G-M. lemei Cesaro-Stolz avem 2 =L=>L=0.m

1o — . _ N2 1+l

Solutie: 0= det(v2 - A+(1+i)-1,) =2 -det(4 + N )= XI. 019. Aratati ca sirul avand termenul general

. 1 2 n

1+ 3 .3 . =1+-4+= =
az—lecosT”Jri‘smTﬂ- este o valoare proprie pentru A = x, =1+ ) + 72 ot X ;0= 1, este convergent.
2 %k %k ok
a* =—1,adicd a este o radacini a polinomului X* + 1 ( care este n L1 3
. < _n . a, .
ireductibil peste Q ) . Deoarece polinomul P caracteristic al matricei A Solufie: Notam a, = o stavem —= =5(1+;)<Z , Vnz2.Din
- 4 4 n

are gradul 4 avem ca P(X) = X" +1 = PAX)=detd—-X-1,)=X"+1 aceastd inegalitate se deduce imediat
de unde avem imediat : 3\
detd® —1,) = det(d—1,)det(d+1,) = P)P)=4 EN . = a, < (Zj “a,, V n = 3. Ajungem astfel la

4
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n=2
X, <1+%+2%+3a2 ++(Zj -a, ,deunde



n-2
xn<é+ 1+§+_”+ E -a2<§+2<Z,adicésiruldateste
2 4 4 2 5

monoton §i marginit , deci convergent. m

XI. 020. Se considerd matricele A , B € 94 ( C) care satisfac
A+B=1,s5i A=A’ .Demonstrati ci

det(/; + AB)#0 . * ok ok

Solutie: B=1-A,AB=A—A*>=BA = ABA=A"-4=0, =
(AB)* = ABAB = O, ; pe de alti parte avem si

I=1—(AB)* =(I-AB(I + AB)

Trecem la determinanti si avem : 1 =det/ = det(/ — AB)-det({ + 4B);
concluzia e imediatd . m

XI. 021. Fie a o radicini a ecuatiei x° —x—1=0
. 2 < . A .
si b=2a" —a . Gasiti un polinom nenul cu coeficienti intregi care
admite pe b caradacina .
Concurs admitere Universitate

Solutie: f(X)=X>-4X>+9X-11. =
XI. 022. Fie A € ¢, (R ). Notam cu tr ( A ) suma elementelor de pe
diagonala principald a matricei A . Aratati ci daca tr (A > )=15i
det(A™” + A +..+ A+1,)=0 ,atunci det A =0 .

ko k
Solutie : Notam B = A" = B—1, =(A-1,) (4™ +..+ A+ 1))
= det(B—-1,) =0 ;fie f polinomul caracteristic al lui B . Deoarece
avem f(1)=0,f(x)=x>—x+detB
=>detB=0=>detA=0. m

n

1
XI. 023 . Demonstrati cd V& > 0,3m € N astfel incat : ZZ >e,Vnzm
k=1
k k%

Solutie: O solutie rapida este urmatoarea :
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1+l+...+l

Deoarece lim—2—— 1 —1 (justificati !), avem ca
n—>0 ln n

. 1 1
lim(14+—+...+—) = , de unde rezultd concluzia doritd . m
n

n—>0

Clasa a XII-a

XII.015. Daca (G,") eun grup si f: G — G o functie injectivi astfel
incat f(x*- f(y)=x"-f(x),Vxy €G,

aratati ca G este abelian .
D.M.Bitinetu-Giurgiu , Bucuresti

Solutie : In relatia data facemx=e = f(f(y))= f(»),Vy € G;cum f

e injectiva avem ca f(y) =y, Vy&G. Relatia din enunt devine astfel
xzy = x'lxy, deunde x* =e¢ ,Vx€G =>G abelian (dece?). m

XI1.017. Exista functii f: R — R* care admit o primitiva F pentru care
FA-x)F(x)F(1+x)=F(x"),VxeR,neN,n=>2. ?
G.M.

Solutie: Presupunem cd exista functii cu proprietatea din enunt , derivam
egalitatea datd si facem x =0 = F*(1)- £(0) = 0 ;tinand cont de ipoteza

= F(1) = 0 ; pentru x = 0 in egalitatea din enunt avem F (0) = 0 si

aplicand teorema lui Rolle functiei F pe [0,1] obtinem ca exista ¢ € (0,1)
cuf(c)=0, contradictie cu modul de definire al lui f. Raspunsul este
deci negativ. m

XI1.018. Fie (G,.)ungrupsiH < G, D#H#G o submultime cu
proprietatea :
VxeH ,VyeG\H=xy € G\ H.
Demonstrati ca H este un subgrup al lui G .
Marcel Tena , Bucuresti
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Solutie: 1) Daca e este elementul neutru al grupului G , demonstrdm ca e
€ H ; presupunem ca e ¢ H sifiex € H= x=xe € G\ H, contradictie
>ecH;
2)Fiex € Hsix 'simetricul siu (in G ) ;daci presupunem
x '€ G\H,avem e=x-x"'€G\H, contradictie , asadarx ' € H ;
3)Dacix,y € H, presupundnd ci xyEG\H avem : y =x '
(xy)€G\H, contradictie , deci xy € H.Finalizarea va apartine m

XII.019. Calculati : —dx x>0, ***
I+x+e*

l+x+e' —1-¢" I jd j(1+x+e)
I+x+e* l+x+e*
—In(l+x+e)+C. m

Solutie: j

XII.020. Pe multimea M = (0, oo ) se considera o lege de compozitie «
©” care satisface conditiile : a)(x+1)© x=1,VxeEM;
b)(xy)oz=x(y©z),Vx,y,ze€M

Calculati J2 o (l—i—\/z ) .

% %k ok

Solutie: Putem scrie succesiv :

XOy= Lo(y+l) @yzi((y-irl)@y): ; rezultatul
y+1 y+1

y+1
cerut este deci :izﬁ_l [
V2+2

1

XIL021 . Calculati limn- j x" - In(l+ x)dx .
0

n—0

% sk ok
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Solutie: Integram prin parti avem :

1 1 n+l
n~J.x”~ln(1+x)dx: " o jx dx .
0 n+1 n+lyl+x
n+1 lxn+l 1
Deoarece O<.[ dej dx = —0
1+x n+1

(pentru n — o0 ) deducem ca limita cerutd este In2 . m

XI1.022 . Determinati numerele naturale n pentru care exista un polinom
P(X)= Zaka cu coeficienti reali care satisface : P(t) > -3 ,Vte
k=0

RsiP(-2)=P(0)=P(2)=0
Concurs Rusia
Solutie: Din ipoteza avem cdn > 3 . Daca n este impar avem :
lim P(t) = —oo , contradictie cu ipoteza , asadar n este numar par .
t——©

Daca n =4, conform ipotezei avem ca P este de forma

P(X)=X(X-2)(X +2)(X —a); avem insi in acest caz , pentru

a<1,P(1)=<-3,contradictie cu ipoteza , asadar n este par sin > 6.
Intr-adevar , putem considera P(X)=X"*(X+2)°(X -2)’m

XIL.023. Fiek € Rsi f:R — R o functie continua cu proprietatea ca
fO+f(—x)=k,VxeR.

Calculati : 1 =

Vasile Gorgota , Ramnicu-Valcea
Solutie:
Facem schimbarea de variabild t=-x si ajungemla I=k. m
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Concursul Judetean al Revistei de Matematica
Caras-Severin
Otelu-Rosu 2006 — Editia I

prezentare de Lucian Dragomir
si Ovidiu Bdidescu

1. Organizare

Concursul a fost precedat de selectarea elevilor participanti la
Otelu-Rosu , care a constat in corectarea solutiilor la problemele de
concurs publicate 1n revista in numerele 12 , 13 si 14 de catre profesorul
Lucian Dragomir; au fost admisi elevii cu punctajul mai mare de 60 de
puncte si astfel au participat 61 de elevi (desi au fost calificati mai multi
I1) . Concursul a avut loc in data de 4.02.2006 si a fost gazduit de Grupul
Scolar din Otelu-Rosu; multumim si pe aceastd cale organizatorilor, in
special Doamnelor Directoare Rozina Ghiorghioni si Daniela Chelbea ,
profesorilor de matematica si tuturor cadrelor didactice ale scolii gazda
care au depus eforturi deosebite pentru a transforma acest concurs intr-un
eveniment chiar reusit. Deschiderea a avut loc la ora 9,30, concursul s-a
desfasurat intre orele 10 — 13 , a urmat corectura si, la ora 17, mult
asteptata festivitate de premiere .
2. Sponsori , alte activitati

Costul mesei de pranz, de altfel foarte buna, a fost suportat de
Consiliul Local si Primdria orasului gazda. In timp ce lucrarile elevilor
erau evaluate, acestia au putut vizita Muzeul de Geografie Literara al
liceului, unic in tara (i poate nu numai ). Toti elevii participanti au primit
cate o diploma (pentru ca o meritau prin simplul fapt ca au ajuns sa
concureze), iar cei castigatori au primit diploma de premiere, precum si
premii in bani (comparativ cu alte concursuri de gen din tara , premiile au
fost substantiale); sumele acordate au fost de 100 RON (premiul I), 80
RON (premiul II), 60 RON (premiul III) si 30 RON (mentiune) . Fondul
de premiere a fost constituit din: fonduri proprii ale Filialei (provenite din
cotizatiile membrilor si din vanzarea revistei) si din donatii ale unor
persoane fizice apropiate Invatamantului matematic (mai exista si astfel
de oameni!): fam.Colcear , fam.Ciovican , fam.Unguras , farm.Stanciu
Constanta, Dr. Faur Mariana si, nu in ultimul rdnd, Domnul Primar al
oragului Otelu-Rosu, Iancu Simion, care a fost trup si suflet, de la inceput,
alaturi de organizatori. In plus, premiantii clasei a IX a au primit cate o

43

carte cu “Numere Complexe”, oferitd de Domnul Profesor Mircea Iucu ,
initiatorul Revistei noastre .
3. Profesori participanti

Pe langa cadrele didactice din scoald, un numar mare de profesori
de specialitate din judet au participat, chiar cu drag credem , la aceastd
manifestare (de fapt, acestia sunt printre putinii totusi care si-au Indemnat
elevii sa rezolve probleme din reviste pentru a avea astfel sansa
participarii; suntem convingi, de fapt speram, cd numarul acestora va
creste 1n anii ce vin) .

La festivitatea de deschidere au participat si: Prof.Drd.Paul Mihai
Susoi, inspector de matematicd la ISJ Caras-Severin, Ing.Claudiu
Popescu, reprezentant al Consiliului Local Otelu-Rosu.

Comisia de evaluare a fost formata din urmatorii profesori :
Moatar Lavinia, Dragomir loan-Adrian (clasa a V-a), Mirulescu Marita,
Dréghici Alexandru (clasa a VI-a), Humita Dorina, Feil Heidi (clasa a
Vll-a), Mara Adriana, Dragomir Delia(clasa a VIII-a ), Golopenta Marius,
Badescu Ovidiu (clasa a 1X-a), Hurduzeu Diana, Didraga lacob (clasa a
X-a) , lucu Mircea, Dragomir Lucian (clasa a XI-a) , Buzescu Antoanela,
Staniloiu Nicolae (clasa a XII-a) .
4. Subiecte

Subiectele au fost selectate de profesorul Dragomir Lucian

(nu se poate s nu remarcati cd multe dintre probleme sunt preluate din
Gazeta Matematica, revista care n-ar trebui sa lipseasca de pe masa nici
unui pasionat de matematicd;sa amintim numai ca anul trecut Gazeta a
aniversat 110 ani de existentd,iar viata atat de lungd i se datoreazd
tuturor celor care au iubit-o :elevi,studenti, profesori ,parinti,...).
Va propunem in continuare sd va Incercati puterile cu totii :

Clasaa V-a

1. Produsul varstelor a trei frati exprimate prin numere naturale
este 80 . Doi frati sunt gemeni , iar tatdl copiilor are 26 de ani. Ce
varste au cei trei copii ?

(RMCS , enunt modificat )

2. O familie este formata din trei persoane : tata , mama si copilul .
Acum suma varstelor lor este de 67 de ani , iar cu 10 ani in urma
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aceastd suma era de 45 de ani . Cati ani are acum mama , daca tatal
este cu 32 de ani mai mare decat copilul ?
(RMCS, enunt modificat)

3. O pereche (a,b)denumere naturale este scrisd pe tabla ; se
stabileste ca un pas sa fie stergerea perechii de pe tabla si inlocuirea
eicuperechea(a+2,b+1).
Dupa cati astfel de pasi succesivi se poate ajunge de la perechea
(1,1)laopereche (x,y) cu x+y=20067?

(Lucian Dragomir)

4. a) Determinati numerele naturale a, b, c pentru care
5+ 6" +8° =125;

b ) Scrieti numarul 5*°” ca sumai de trei patrate perfecte nenule.
(Lucian Dragomir)

Clasa a VI-a

1. Determinati numerele ab scrise in baza 10 pentru care numarul

ab+ba+Ta+7b este patrat perfect .
( Adriana Dragomir , RMCS — enunt modificat)

2. Suma a 11 numere naturale distincte este egala cu 70 .
Aratati ca produsul acestor numere se divide cu 420 .
( Constantin Borascu , Rm.Vélcea — GM 6/2006 )

3. Folosind toate cifrele 2,3 ,4,...,9, dar fiecare o singura data,
se formeaza doua numere naturale . Poate unul dintre aceste
numere sa fie dublul celuilat ?

( Concurs Rusia )
4. De aceeasi parte a lui A , se considerd pe o dreaptda punctele
A,4,,4,,...,4,, asaincat 4,4, =2,4,4,=3,..., 4,4, =11.

a) Daci fiecare dintre segmentele (4, 4, ),(4, 4, ).....(4,,4,, ) se

coloreaza cu una dintre culorile rosu , galben sau albastru , aratati
ca exista cel putin patru segmente de aceeasi culoare ;
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b)Dacd M e un punct oarecare 1n interiorul segmentului (AA;;),
N este mijlocul lui (A;M) si P este mijlocul lui (MA;) , calculati
lungimea segmentului (NP).
( Lucian Dragomir)
Clasa a VII-a

1. Determinati numerele intregi a si b pentru care
a a+l a

b+1 b b
(Gazeta Matematica — Adrian Ursu , Botosani )
2. Se considera O un punct oarecare in planul triunghiului ABC si
D, E, F simetricele punctului O fata de mijloacele laturilor (BC),
(CA), respectiv (AB).
Demonstrati ca dreptele AD, BE, CF sunt concurente .
( Gazeta Matematica — Liliana Dinescu ,Fagaras )
3. Un triunghi din hartie s-a indoit dupa o dreapta astfel incat
varful C a ajuns pe latura AB , iar partile neacoperite reprezinta
doua triunghiuri isoscele la care laturile congruente se intalnesc in
A, respectiv B. Care este masura unghiului ZACB ( inainte de
indoire) ?
(concurs Rusia)
4. a) In interiorul unui triunghi echilateral de latura 1 se afla 5
puncte . Aratati ca exista cel putin doua puncte situate la o distanta

mai mica de % . (RMCS nr. 14)

b ) Aritati cd numarul A =3* —2% este divizibil cu 5.
(RMCSnr. 13)

Clasa a VIII-a

1. a) Determinati cea mai micd valoare posibila a expresiei
E(y)=4y"+3y+3 ,yER.
b ) Determinati numerele naturale x,y care satisfac :
x*=4y* +3y+3.
(Gazeta Matematica , Constantin Apostol-Rm.Sarat)
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2.Determinati numerele naturale m, n care satisfac
5" +144=n".
( RMCS , enunt modificat )

3. Intr-o piramida triunghiulara SABC notimcuD , E, F
proiectiile varfului S pe laturile
(BC),(AC), respectiv ( AB) ale laturilor tringhiului ABC.
Daca SD = SE = SF, aratati ca dreptele AD , BE , CF sunt
concurente .

( Florin Nicolaescu , Balg- GM 5-6/1988 )

4. Pe fetele unui cub se scriu numere naturale nenule ( cate unul pe
fiecare fatd ) , iar in fiecare varf se scrie produsul celor trei numere
scrise pe fetele care se intalnesc 1n varful respectiv. Sa se gaseasca
suma numerelor de pe toate fetele stiind ca suma numerelor din
varfuri este egala cu 70.

( concurs Rusia )

Clasa a IX-a
1. a) Cate numere de 4 cifre exista care nu se divid prin 1000 si la
care prima gi ultima cifra sunt numere pare ?
(RMCS 14)
b ) Sa se determine sirul de numere reale (a, )nZl cua =1si

astfel incat
pentruorice n€ N, n>2,exista ke {1,2,...,n-1}cu
a,=a, +a,, .

( Laurentiu Panaitopol , GM 2/2005)

2. Daca numerele reale strict pozitive a, b, ¢ satisfac
a+2b+3c=4 ,aratatica:

a>¢;+@+@sg;

b)l+g+§29
a b c

( Dorin Marghidanu , Corabia — Lucian Dragomir, Otelu-Rosu)
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3. Se considera o functie f: (0, o) — (0, o ) cu proprietatea

ca: f<x>=y-f(fJ,vX,y>o.
y
Daca f (1003 ) =59, calculati :
a) £(20006);
b) f(34).

( RMCS — enunt modificat Lucian Dragomir )

4. Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele

Me(AB),N&(BC),P & (CA)sisenoteaza

MA NB PC
—=m,—=n,—=p.
AB BC CA
Demonstrati ca centrul de greutate al triunghiului MNP apartine
medianei din A a triunghiului ABC daca si numai daca 2n=m+ p

( Marian Andronache , Bucuresti — GM 3/2000 )

Clasa a X-a

1. Fie M C C o multime care satisface proprietatile :
a) 0eM;
b) xeM = (cosx+i-sinx)e M ;
c) (cos2x+i-sin2x)eM =>xeM .
Ardtati ca :
(1) M contine cel putin trei numere intregi ;
(ii ) M contine o infinitate de numere irationale
(1i1) M contine o infinitate de numere complexe nereale .
( Lucian Dragomir )

2. Sa se rezolve in R ecuatia :

x? +log,(x* +x+1)=2x +log, x
( RMCS enunt modificat , Lucian Dragomir )
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3. Fie u, v numere complexe si o = cos% +i- sin%.
Demonstrati inegalitatea :
|u—a-v|§|u|+|u—v| .
( Gazeta Matematica , Romeo Ilie — Brasov )
4. Fieac Rsi f: R — R o functie pentru care :
S-S+ D)+ =f(x-y)+a,Vx,yeER
Determinati a € R stiind ca f este bijectiva . Calculati in acest caz

f(-1), £f(0)si £(1).
( Gazeta Matematica 2/2003 — Marcel Chirita , Bucuresti )

Clasa a XI-a
1 1 -1
1. Se considerd matricea 4=|2 0 2 |.Calculati 4" si
2 =2 4

det(4"),n € N*
( Gazeta Matematicd , Aurel Dobosan — Lugoj )
2. Fie A € M:( Z) o matrice inversabila pentru care
det(4+A47")<0.
Ardtatica det4<-1.
( Gazeta Matematica , Marius Burtea - Alexandria )

b
3. Fie Az[ab j o matrice cu a,be R,
-b a

0<a’+b*> <1 .Aritati ci dacd n — o , elementele matricei

A", n € N* sunt termenii generali ai unor siruri convergente.
% %k ok

4. a)Fie f: N —> N o functie injectiva . Demonstrati ca
lim f(n) =
(RMCSnr. 13)
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1.

b) Calculati limita sirului (x—j stiind ca
n n>1

x,=1si x,,=41+(m+1)-x, Vne N*,

(RMCS 1r. 14)

n+l

Clasa a X1II-a

Fie (G,) un grup multiplicativ cu elementul neutru e si

f: G — G un morfism injectiv astfel incat

2.

JUE) - f(x)=e,VxeEG.

Aratati cd G este un grup abelian .
k sk ok

Determinati multimea H de numere reale dacd H are o structurd

de grup in raport cu legea definitd prin xo y=In(e* +e” —a) , V

X,y €H ,unde a>0 este fixat.
k sk ok
3. a)Demonstratica: e*>1+x, Vxe€R.
b)Demonstrati ci sirul (a, )nzl definit prin a, = je’xzdx este
1

convergent .

( Lucian Dragomir , GM 1/2001)
4. Functia continua f: R — R verifica relatia :

6f(=3x)+2f(x)=x ,VxER.
Calculati : 1= [ f(x)dx .

-12

( llie Stanescu , Sibiu — GM 5/2005)
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5. Lista elevilor premiati :
Clasa a V-a
Premiul I : Nasta Laura ( Grup Scoalar Otelu-Rosu)
- prof.Adriana Dragomir
Premiul II : Dumitresc Cecilia ( Grup Scolar Otelu-Rosu)
- prof.Adriana Dragomir
Mentiuni : Popeanga Raluca ( Lic.Hercules Biile-
Herculane ) , prof. Marius Golopenta
Tabugan Calina Dana ( Lic.Hercules Baile-
Herculane ) , prof. Marius Golopenta
Codospan Florinela (Scoala Rusca —Teregova)
- prof.Sorin Ciuca
Dragomir Claudiu ( Grup Scolar Otelu-Rosu)
- prof.Adriana Dragomir

Clasa a Vi-a
Premiul I : Stanciu Ioan ( Colegiul National Carol I,
Craiova ) , prof. Monica Stanca
Premiul II : Mocanu loana Dora ( Lic.Traian Doda
Caransebes), prof.Delia Dragomir
Premiul III : Pasan Petru ( Scoala Rusca — Teregova )
- prof. Sorin Ciuca
Mentiuni : Szabo Cristian ( Lic.Traian Doda
Caransebes), prof.Delia Dragomir
Streanga Stelian ( Scoala Generald nr. 1
Otelu-Rosu ) , prof. Heidi Feil
Duma Andrei ( Scoala Generald
nr.1,0telu-Rosu ) , prof. Heidi Feil
Clasa a Vil-a :
Premiul I : Prunar Victor ( Lic.Pedagogic Caransebes)
- prof.Diana Hurduzeu
Premiul II : Ciuca Sorin Cristian (Scoala Teregova )
- prof. Illie Damian
Zanfir Cristian ( Lic.Traian Doda
Caransebes), prof.Delia Dragomir
Premiul III : Novacescu Dorin ( Lic.Traian Doda
Caransebes), prof.Delia Dragomir
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Mentiuni : Cherloaba Edith ( Liceul de Arta Resita)
- prof. Adriana Mara
Clasa a Vill-a :
Premiul I : Milcu Roxana ( Lic.Pedagogic Caransebes)
- prof. Lavinia Moatar
Premiul II : Staniloiu Ovidiu ( Scoala Gen . 2 Bocsa )
- prof.
Premiul I1I : Vlad Adina ( Lic.Pedagogic Caransebes)
- prof. Lavinia Moatar
Mentiuni : Moatéar Alexandra( Lic.PedagogicCaransebes)
- prof. Lavinia Moatar
Megan Ligia ( Lic.Pedagogic Caransebes)
- prof. Lavinia Moatar
Lupu Vlad ( Scoala Generald 3 Otelu-Rosu)
- prof.Felicia Boldea
Timofte Andrei ( Lic.Pedagogic Caransebes)
- prof. Lavinia Moatar
Muresan Alexandru-loan( Lic.Pedagogic
Caransebes), prof.Dorina Humita

Clasa a IX-a :
Premiul I : Unguras Dragos ( Grup Scolar Otelu-Rosu ),
prof.Lucian Dragomir
Premiul II : Kremer Emanuela( Lic.Pedagogic Caransebes)
- prof. Lavinia Moatar
Premiul III : Gurgu Caius ( Lic.Pedagogic Caransebes)
- prof. Lavinia Moatar
Mentiuni : Dragomir Lucia ( Grup Scolar Otelu-Rosu ) ,
prof.Lucian Dragomir
Buzuriu Alina ( Grup Scolar Otelu-Rosu ) ,
prof.Lucian Dragomir
Dragan Alin ( Grup Scolar Otelu-Rosu ),
prof.Lucian Dragomir

Clasaa X-a :
Premiul I : Popovici Doru ( Lic. Traian Lalescu,Resita ),
prof. Ovidiu Badescu
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Premiul II : Labo Laurentiu ( Lic.Pedagogic Caransebes)
- prof.Marita Mirulescu
Premiul I1I : Faur Olivia ( Grup Scolar Otelu-Rosu ) ,
prof.Lucian Dragomir
Mentiuni : Petrus Laura ( Lic.Traian Doda Caransebes),
prof.Lavinia Moatar
Dochin Luminita( Lic.Traian Doda Caransebes),
prof.Lavinia Moatar
Iacob Alexandra( Lic.Traian Doda Caransebes),
prof.Delia Dragomir
Voinea Alexandra( Lic.Traian Doda Caransebes),
prof.Lavinia Moatar
Istodor Cosmin ( Grup Scolar Otelu-Rosu ),
prof.Lucian Dragomir

Clasa a XI-a :
Premiul I : Chesoi Carmen ( Lic.Traian Doda Caransebes),
prof.Lavinia Moatar
Mentiuni : Ceausu loana ( Lic.Traian Doda Caransebes),
prof. lacob Didraga
Muresan Viorel Dan( Lic.TraianDoda ),
prof. Lavinia Moatar

Clasa a Xll-a :
Premiul I : Chis Andrei ( Lic. Traian Lalescu,Resita ) ,
prof. Ovidiu Badescu
Mentiuni : Radu Mihai ( Grup Scolar Otelu-Rosu ) ,
prof.Lucian Dragomir
Sandu Ionela ( Grup Scolar Otelu-Rosu ) ,
prof.Lucian Dragomir
Andrei Corina Ionela (Lic.TraianDoda) ,
prof.lacob Didraga
Teisanu [uliana( Grup Scolar Otelu-Rosu ),
prof.Lucian Dragomir
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6. Concluzii

Credem ca , in ansamblu, concursul a fost reusit si evident ,
trebuie continuat; regretam absenta unora dintre elevii cei mai buni
din judet (nu au trimis solutii la problemele din revista sau, cu totul
regretabil, nici macar nu au avut revista; in acest caz, trebuie si o
spunem, credem ca vinovat este profesorul. Poate ne inselam, chiar
am vrea sa fie asa; privind insa lista rezolvitorilor constatim, cu
durere chiar, cd lipsesc zone intregi din judet. Oricum, nu putem
decat spera ca situatia se va schimba). Cu toate acestea, premiantii
sunt dintre elevii cu rezultate notabile la olimpiade si concursuri de
matematica .

Au fost clase la care unele premii nu s-au acordat din cauza
punctajelor mici obtinute .

Subiectele au fost , in general , “frumoase” , echilibrate,
surprinzatoare poate. Avand in vedere punctajele obtinute , putem
cataloga drept mai dificile problemele 3 si 4 de la clasa a V-a ,
problema 3 — clasa a VI-a (doar elevul Ioan Stanciu a obtinut 6,5
puncte din 7 posibile), problemele 2 si 3 — clasa a VII-a (Victor
Prunar — 7 puncte, respectiv Sorin Ciuca — 7 puncte), problema 4 —
clasa a IX-a ( din pacate, in concurs, o greseald de tehnoredactare a
facut sd apara In concluzie o egalitate falsd; cu toate acestea,
Dragos Unguras a descoperit greseala si a rezolvat perfect
problema; dealtfel a fost singurul elev din concurs care a obtinut
punctajul maxim posibil: 28 puncte). Continudnd , avem
problemele 3 si 4 — clasa a X-a (elevul Doru Popovici a obtinut 7
puncte la fiecare ), problema 2 de la clasa a XII-a (nici un concurent
nu a obtinut peste 3 puncte) .

Incheiem aici cu speranta ci editia urmitoare va fi mai reusit,
cd aria de selectie a participantilor se va mari (poate si cu alte
judete), deci va creste si nivelul competitiei. Succes , spor la treaba
si nu uitati: e esential sa participi !
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Concursul Judetean al Revistei de Matematica
Caras-Severin, Editia a II-a
Regulament

Editia a I a a Concursului Revistei demareaza acum, cu problemele
propuse in acest numar. Fiecare elev trebuie sa rezolve (subliniem din
nou: singur! ; altfel e posibil sa va treziti calificati la concurs si acolo sa
nu faceti mare lucru — dati nastere la intrebari si credem ca nici n-o sa va
simtiti prea bine), agsadar sd rezolve cat mai multe probleme de la clasa sa,
de la clasa precedenta sau de la orice clasd superioarda (am avut anul
acesta multe situatii §i de acest gen). Redactati ingrijit fiecare problema
pe cite o foaie separatd (enunt + autor + solutie + numele vostru) ,
completati talonul de concurs de pe ultima pagina a revistei si trimiteti
totul intr-un plic adresat astfel : Prof.Lucian Dragomir , Grup Scolar
Industrial Otelu-Rosu, str.Republicii 10-12, 325700, Otelu-Rosu, Carag-
Severin, cu mentiunea “probleme rezolvate”. Insistam asupra trimiterilor
in plic (nu in folii de plastic) si asupra respectarii cu strictete a termenelor
finale indicate de fiecare data - plicurile primite dupa data limitd nu vor fi
luate in considerare.

Dupa data limita de trimitere a solutiilor, acestea sunt evaluate si
in numul urmator al revistei vor fi publicati toti rezolvatorii cu punctajele
obtinute.

La editia a II-a a concursului vor fi selectati concurentii in functie de
punctajele obtinute din rezolvarea problemelor publicate In numerele 15,
16, 17 si 18 ale revistei noastre. in jurul datei de 20 ianuarie 2007 se va
intocmi clasamentul general (prin insumarea punctelor obtinute) si astfel
primii clasati vor fi invitati, Impreund, ca si In acest an, sd participe la
concurs; acesta va avea loc tot la inceputul lunii februarie intr-un orag
care va fi anuntat In timp util .

Subiectele vor fi alese tot din probleme de genul RMCS sau G.M. sau
ceva cat de cat nou.

Noutatea editiei din acest an constd 1n faptul ca ne adresim de-acum
si elevilor de ciclu primar.

Demaram cu aceastd ocazie si un concurs (cu premii din nou) de
probleme propuse de catre elevi; acestea trebuie trimise in plic separat de
eventualele probleme rezolvate, cu mentiunea “ Probleme Propuse
Incercati ! Oricum , n-o s va pari rau .

Spor la treaba tuturor : elevi , profesori , parinti sau prieteni !
(Informatii suplimentare se pot obtine la : prof. Lucian Dragomir , tel:
0255/530303 sau 0722/883537). m
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Probleme propuse
( pentru participare la concurs §i nu numai )

(Data limita de trimitere a solutiilor : 24 martie 2006)
ClasaalV-a

IV.001 intr-o operatie de impartire , suma dintre dedmpirtit si impartitor
este 1022, catul este 14, iar restul 47. Aflati dedmpartitul si impartitorul.
Instit. Elena Minea , Caransebes
IV.002 Patru vaci si 36 de oi consuma zilnic 120 kg de nutret.O oaie
consuma cu 10 kg mai putin decét o vaca.Ce cantitate de nutret 1i este
necesara unui gospodar pentru a hrani timp de 61 de zile doud vaci si
zece oi ?
Instit. Elena Minea , Caransebes
IV.003 Un croitor foloseste pentru confectionarea a 4 rochii i 4 costume
20 m de stofa , iar pentru 4 rochii si 8 costume , 32 m de stofa. Cati metri
de stofa se folosesc pentru o rochie si cati pentru un costum ?
Instit. Elena Minea , Caransebes
IV.004 Ionel il intreaba pe bunicul sdu cati ani are.Acesta {i raspunde :
Daca voi mai trai un sfert din ceea ce am trait si inca 5 ani , atunci voi
avea 85 de ani.” Aflati céti ani are bunicul .
Instit. Elena Minea , Caransebes
IV.005 Calculati a+b+c+d+e,daca:
1) a este cu 392 mai mare decat b ;
2) b este de 5 ori mai mic decat sfertul Iui c;
3) c este de 4 ori mai mare decat jumatatea lui d ;
4) d este dublul lui e;
5) 4560 este triplul lui e .
Instit. Elena Minea , Caransebes
IV.006 Suma dintre un numadr , jumatatea sa si treimea sa este 660.Care
este numarul ?
Instit. Mirela Tatar , Caransebes
IV.007 Tavi a citit in vacanta o carte. Verigoara sa l-a intrebat cate pagini
are cartea si Tavi i-a spus : “ Daca mai avea un sfert din numarul de
pagini si inca 50 , cartea ar fi avut 550 de pagini , dar nu are asa de multe
.” Verigoara , care stie ceva aritmetica , a scris ceva pe o foaie §i i-a spus :
“ Sigur ai citit mai putin de 432 de pagini.” Stie aritmetica verisoara ?
Instit. Mirela Tatar , Caransebes
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IV.008 Tavi ( acelasi ) colectioneaza timbre si 1-a convins pe prietenul
sdu Sebi sa incerce si el . Impreuni , colectia lor are acum 238 de timbre .
Din toate acestea , Tavi 1i face cadou prietenului 24 de timbre si astfel
Sebi are acum de gase ori mai putine timbre decat Tavi. Cate timbre ar
avea Sebi , dacd Tavi i-ar mai da jumatate din timbrele sale ? Cate timbre
avea Tavi la inceput ?
Instit. Mirela Tatar , Caransebes
IV.009 Cate zile sunt Intr-o perioada care incepe si se sfargeste cu un an
bisect ?
Inv.Rodica Putitincus , Caransebes
IV.010 intr-o clasi sunt de doua ori mai multe fete decat baieti.
Pot fi 25 de elevi in clasd ? Dar 24 ?Care din urmédtoarele numere
poate fi numarul elevilor din clasa : 17,18 ,19,...,32?
(Incercati o solutie cat mai scurti a probemei ) .
Inv.Elena-Stanca Codild , Caransebes

Clasa a V-a

V.024 La o impartire cu rest, marind deampartitul cu 91, catul a
crescut cu 7.
a) Aflati deampartitul;
b) Care sunt dedmpartitorii pentru catul egal cu 154 ?
Prof. Ton Belci, Resita

V.025 Determinati numerele naturale ab scrise in baza 10 pentru care
sunt indeplinite simultan conditiile :

1) a” +b* este divizibil cu 5;

2) ba— ab este cub perfect .

Prof.Delia Marinca , Timisoara
V.026 Reconstituiti adunarea :
(COD +COD)+(COD +COD) =TON .

( Speram ca va place sa mancati peste ; dacd nu , educati-va , e foarte
sanatos .Lasand gluma la o parte , probabil ca stiti ca literelor diferite le

corespund cifre diferite si literelor identice le corespund aceleasi cifre ) .
L I 3

V.027 O bunica are doi nepoti. Varsta bunicii este un numar format din
doua cifre astfel Incat prima cifra indica varsta unui nepot , iar a doua
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cifra varsta celuilalt . Ce varste au fiecare daca suma varstelor lor este 69
de ani ?
Concurs Bulgaria
V.028 Un tren parcurge distanta de 60 km dintre Timisoara si Lugoj intr-
o ori. In acelasi timp cu trenul , o rindunica porneste in zbor din
Timsoara spre Lugoj cu o viteza de 90 km/ora si ajunge mai devreme
decat trenul la destinatie , apoi se intoarce zburand spre tren pana la
intalnirea cu el , apoi din nou spre Lugoj; rdndunica isi continua astfel
zborul , pana cand ajunge odata cu trenul la Lugoj. Ce distanta a parcurs
randunica efectuand aceste zboruri ?
% % %
V.029 Tatal si fiul au de facut o lucrare in 3 zile.Tatal lucreaza de 3 ori
mai repede decét fiul sau.Daca lucreaza numai fiul , in cate zile termina
lucrarea ?
Prof.Mariana Zilog , RM.T
V.030 Se dau numerele naturale consecutiveasib(a>b).
(1) Care este restul impartirii lui a la b ?;
(i1 ) Care este restul impartirii lui b la a ?.
(Incercati, eventual , pe un exemplu concret ) Justificati toate
raspunsurile .
Gazeta Matematica
V.031 Determinati multimile A si B de numere naturale care satisfac
proprietatile :
a) A are trei elemente ;
b)leAsi 3€A;
¢ ) suma elementelor lui B este egald cu 25 ;
d) pentruoricea,b€ A,avem a-b €B.
Prof.Adriana Dragomir , Otelu-Rosu
V.032 Determinati produsul a-b-c-d daca

a+c=b+d si abba+ bab =bacd .
Prof.Adriana Dragomir, Otelu-Rosu
V.033 Doud numere naturale de cate cel mult sase cifre sunt scrise numai
cucifrele 1,4 ,65s19 . Poate fi unul dintre numere de 17 ori mai mare
decat celalalt ?

Concurs Bulgaria
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Clasa a VI-a

V1.024 Determinati numdrul natural par n stiind cd suma divizorilor sai

este 1 +n.
k ok ok

VI1.025 Pe laturile (AB) si (AC) ale triunghiului ABC se construiesc in
exterior triunghiurile echilaterale ABX si ACY. NotamcuP,Q,R
respectiv mijloacele segmentelor [AX], [ AY | si [ BC ] . Este triunghiul
PQR echilateral ?
Concurs India (RMT)
VI.026 intr-un bloc sunt 88 de apartamente cu doua si respectiv cu trei
camere. Cate apartamente de fiecare fel sunt daca numarul camerelor este
198 ?
Prof.Nicolae Ivaschescu , Craiova — Gazeta Matematica
VI.027 Fie [OA bisectoarea unghiului EOD, semidreapta [OD este
opusa semidreptei [OB. Stiind ca A si C se gasesc In semiplane
diferite fatd de dreapta BD, OCLOA si cd m(£COD)=47°44"23",
a) Calculati m(£ZEOB);
b) Daca (OF eint(ZBOE), m(£EOF) este cu 5°28°46” ma
mare decat m(£BOA), aflati m(£BOF).
Profesor Ion Belci, Resita
VI.028 Impartiti in trei unghiuri congruente un unghi de masura 108°
folosind numai rigla gi compasul .
Prof.I.Nicolaescu — Gazeta Matematica
VI1.029 Se poate imparti numarul 2006 in parti direct proportionale cu
numerele 0,4 , 0,6 si 0,7 ?
Prof. Adriana Dragomir , Otelu-Rosu
V1.030 in triunghiul ABC isoscel avem m(ZBCA) =100 .
Bisectoarea unghiului ZCAB intersecteaza pe BC in punctul D.

Demonstrati cd exista m € N astfel incat: m- AB = AD+CD.

Concurs Bulgaria
VI1.031 Fie ABCD un romb de laturd 1 . Pe laturile (AB) si (AD) exista
punctele P, respectiv Q astfel incat perimetrul triunghiului APQ este 2 si

1
m(£PCQ) = 5 m(Z£BCD) Determinati unghiurile rombului dat.
Cristinel Mortici , RM.T.
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VI.032 O gradind de forma dreptunghiulara are lungimea x metri §i
latimea y metri ( x , y numere intregi ). Determinati x siy stiind ca
gradina poate fi incercuita cu o alee de latime un metru si astfel incat aria
aleii sa fie egala cu aria gradinii.

Concurs Bulgaria
VI.033 La plecarea in vacanta 7 elevi au decis ca fiecare dintre ei sa
trimitd exact la 3 colegi céte o scrisoare fiecaruia. Este posibil ca fiecare
elev s primeasca scrisori de la toti colegii cérora el
le-a scris ?

Concurs Moldova

Clasa a VII-a

VI1.024 Daca numerele naturale a, b, ¢ sunt direct proportionale cu 11,
9, respectiv 7 , iar numerele naturale ¢, d, e, f sunt invers
proportionale cu numerele 15,21, 35, respectiv 105 , demonstrati ca :

(a{bj+(b{cj2 +(cfdj3 +(d{eJ4 {%j <

Prof. Delia Marinca , Timisoara
VIIL.025 Fie patrulaterul inscriptibil ABCD, I intersectia diagonalelor
sale si punctul V astfel incat I este centrul cercului Inscris in triunghiul
VAB. Sé se demonstreze ca VI_LCD.

Prof. Petrisor Neagoe , Anina
VIL.026 a) Aratati ca existd o infinitate de numere irationale a , b pentru
care a+b este rational ;

b ) Daci (1+\/5)2006 - A+ B2 ,cuA,B e Q, aratati ca

A* —2B? este rational .
Prof. Ecaterina Zsibriczki , Bocsa
VIL027 Intr-un AABC cu AB=AC se noteazi cu E si M punctele
de intersectie ale bisectoarei respectiv inaltimi din B, cu latura AC.
Sa se demonstreze cd BC® = 2MC - CE(AB + BC).

Prof. Anghel Paun , Resita
VII.028 Se considerd multimea A= {1,2,...,10 } . Determinati
multimile B si C care satisfac: a) BUC =4 ; b) BNC=0;
¢ ) B are doua elemente ; d ) produsul elementelor din B este

egal cu suma elementelor din C .
& sk ok

60



VIL029 Fie un unghi cu masura de 30° cu vérful in O. Pe una din
laturile unghiului se ia punctul A, diferit de varf. Piciorul
perpendicularei din Aj, i=1, 2, ..., n, pe cealalta latura este B;,
piciorul perpendicularei din B; pe OA; este Aj:;.

a) Sa se gaseasca i astfel incat OA;<AjA;,

b) Cat reprezintd AjA; din OA; ?

Prof. Ion Belci, Resita

VIIL.030 a) Aratati ca existd numere intregi a , b, c astfel incat

a’*+b*-8¢c=9;
b )Aritati cd nu existd numere intregi a, b, c astfel incat
a’+b>-8c=6.

i Concurs Bulgaria , Chile
VIIL.031 In triunghiul oarecare ABC , fie M mijlocul laturii [BC],

E € (AC), F € (AB) astfel incat [ME este bisectoarea unghiului AMC .
Demonstrati ca [MF este bisectoarea unghiului AMB daca si numai daca
EF este paraleld cu BC .
Prof. D . M . Bitinetu-Giurgiu , Bucuresti

VIL032 in paralelogramul ABCD punctul E este mijlocul laturii (AD) .
Demonstrati ca dacad F este piciorul perpendicularei din B pe CE , atunci
triunghiul ABF este isoscel .

Concurs Moldova
VIIL.033 Iepurasul va imparti un numar de bomboane la 13 baieti si 10
fete astfel incat fiecare dintre ei sa primeascd cel putin o
bomboana.Fiecare fata si fiecare baiat va primi acelasi numar de
bomboane.Copii au constatat ca existd un singur mod de a imparti in acest
fel bomboanele.Care e numarul maxim de bomboane pe care il va avea
iepurasul ?

Concurs Moldova

Clasa a VIII-a

VIIL.024 Dacd a,b,c sunt numere strict pozitive care au suma egala cu
3, aratati ca : Vi+a+2+b+Jc+3<6 .

Prof. Adriana Dragomir, Otelu-Rosu
VIIL025 in paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, A este
intersectia dreptei AA’ cu semidreapta cu originea in B care face ca
ZABA’ = ZABA,, AP mediana in AABA, iar Q intersectia
dreptelor AD cu A|D’.
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Aflati volumul poliedrului APQA’BD’ in cazul cand :
a) AB=AD=AA’=a
b) AA’=a; AB=b;AD=c.
Prof. Ton Belci, Resita
VIIIL.026 Determinati cate triplete ( X,y , z ) de numere naturale cu x <y
exista astfel incat numérul n = abx - aby + z? este patrat perfect .
Prof.Delia Marinca , Timigoara
VIIL027 Pe planul AABC cu m(£BAC)=90" se ridica
perpendiculara DP, Pe(AC). Stiind cda AB=24 cm, BD=30 cm si
m(£PAD)=60°, calculati distanta de la B la PD.
Daca BC=30 cm, calculati distanta de la A la (BDC).
Profesor lon Belci, Resita
VIIL028 Laboratorul de biologie are forma unui paralelipiped
dreptunghic cu dimensiunile de 8m , 8m si 4m. In laborator au scapat ,
dintr-o cutie , 33 de fluturi care s-au imprastiat , zburand in toata sala ,
fard a iesi. Ardtati ca in orice moment exista doi fluturi la o distantd mai
mica de 3,50 m unul de altul.
Prof.Gh.Efrim , Gazeta Matematica
VIIL.029 Arati ca daca in paralelipipedul dreptunghic [ABCDEF (]i are
3 _ Al4BCD] . A[ABFE] . A[ADHE]
- AC? AF? AH’
paralelipipedul este cub.

loc inegalitatea , atunci

Prof. D . M . Bétinetu-Giurgiu , Bucuresti
VIIL030 a) Scrieti numirul 3% ca o sumi de trei patrate perfecte ;
b) Ardtati ci ecuatia x° +y° +z* =1 are o infinitate de
solutii in multimea numerelor naturale .
Prof.Dr.Dorin Marghidanu , Corabia
VIIL.031 Gdsiti, dacd existd , tripletele ( X, y , z ) de numere pozitive
X4y’ 4 =x+y+z
pentru care avem : 5 .,
X" +y 4z =xyz
Concurs Canada
VIIIL.032 Un sapun are forma unui paralelipiped dreptunghic cu
dimensiunile de 2 cm , 4 cm si 8 cm.In fiecare zi se pierde din sapun
aceeasi cantitate. In cate zile se consuma sapunul stiind ca dupa 7 zile are
din nou forma unui paralelipiped dreptunghic , dar cu dimensiunile exact
de doua ori mai mici (adical,2,4cm)? Concurs Bulgaria
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VII1.033 Fie m > n numere naturale . Pentru orice numar natural k
k .

notam a, = (\/g + ZY + (\/g - 2) . Aratati ca :

+a,,=a,-a

am+n n*

Concurs Moldova

Clasa a IX-a

IX.024 Aratatica : X4y -2y >2fxy s ¥ ye RS x#y
xX+y-— 2\/5
Prof. D . M . Batinetu-Giurgiu , Bucuresti
IX.025 Fiea,b,ceN",b>a+csi
A={xER/ax* + bx + ¢ = 0} .Demonstrati ca :
a) A are exact doua elemente ;
b) A N Z are cel mult un element ;

c) Existaa,b,castfel incat A N Z are exact un element .
Prof.Lucian Dragomir ,Otelu-Rosu
IX.026 Determinati numarul tripletelor (x ,y, z ) de numere reale care
satisfac :

Xy=z—-Xx-Yy
yZ=Xx—-y-—z
IX=y—Zz—X

Concurs Canada
1X.027 Demonstrati ca dacd numerele strict pozitive a, b, ¢

b c 3

. a
au suma egala cu 3 , atunci + + >—.
b+1 c+1 a+1 2

Prof.Dorin Marghidanu , R.M.T. ( prelucrare)

{x} _ X+ [X]+ (.X)
10
fractionara a lui x , [X] este partea intreagd a lui x , iar (x) este cel mai
apropriat Intreg de numarul real x .
Prof. Nicolae Bigboaca , Alba Iulia — Gazeta Matematica

IX.028 Rezolvati ecuatia : ,unde {x} este partea
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IX.029 O dreapta variabila taie laturile AB , BC, CD si Da ale unui
dreptunghi respectivin M, N, P si Q . Ardtati ca :
AB*  BC?
>t 2
NQ® MP

= constant .

Gazeta Matematica

IX.030 Fiea, b > 0. Determinati functiile f: R — R pentru care
b a b b
fx=)+2x<—x"+2-< f(x+—)-2x ,Vx€R
a b a a
a
si f(0)=—.
b
Prof.Dr.Dorin Marghidanu , Corabia
IX.031 Lui Alin i place mult cifra 5 , dar lui Dragos nu-i place deloc.
Alin a scris toate numerele de 7 cifre care contin cel putin o cifrd de 5 ( i-
a cam luat ceva timp ! ) , iar Dragos a scris toate numerele de 7 cifre in
care nu apare cifra 5 . Care dintre cei doi a scris mai multe numere (adica

a cam pierdut vremea ) ?
* % %

IX.032 Fie ABC un triunghi cu B si C fixe, iar A variabil astfel incat
tg B + tg C =k ( constant ). Gasiti locul geometric al ortocentrului
triunghiului ABC.

( Gazeta Matematica )
IX.033 Determinati cel mai mare numar natural n pentru care

. . 4 9
inegalitatea —+— 2>
X y x+y

este adevarata pentru orice x , y >0.
Concurs Moldova

Clasa a X-a

X.024 Determinati functiile injective f : N*—N" cu proprietatea ci
f(2)=25i x-f()+y- f+x< flx—y+D+2xp+y,

Vx,yeN , x>y.
Prof. D . M . Bétinetu-Giurgiu , Bucuresti
X.025 Aratati ca dacd a +bcosx+ccos2x+dcos3x =0 pentru

orice x € R,atunci a=b=c=d=0.
% % %
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X.026 Determinati functiile f: R," — R cu proprietatea :

Foz) > f)+ f) + f(z)> In(xyz) Vxy.zeR,".
1+|1nx-lny-lnz

Prof. D . M . Bitinetu-Giurgiu , Bucuresti
. . 1
X.027 Rezolvati ecuatia : log,, (\/; + 4\/;)= 5 log, x

Prof.Manole Neagu — Gazeta Matematica

X.028 Fief, g: R — R doui functii care satisfac simultan relatiile :

a) f(x)+3 f(x)-g°(x)=cos’x ,VxER;

b) 2 (x)+3-g(x)- f2(x)=sin’x ,V xR
Aratati ca :

(i)Exista x,y € R\Q, x=y,f(x)+g(y)eQ;

(1i) f'si g nu sunt injective.

Prof.Dr.Dorin Marghidanu , Corabia

X.029 Demonstrati cd dacd ABCD este un patrulater inscriptibil , atunci

centrele de greutate ale triunghiurilor ABC , BCD , CDA , ADB sunt
conciclice.

k ok ok
1
X.030 Daca ze(Castfelincéter—:\/g,
z
o1 .
rezultd z +—nE[R,Vn€N? * A

z
X.031 A, B si C sunt trei puncte pe un cerc de raza R astfel incat AB =

AC < R, iar D este punctul din interiorul cercului astfel incat triunghiul
ACD este echilateral ; dreapta BD mai intersecteaza cercul in E . Aratati
ca DE=R.

Test tabara nationala
X.032 in patrulaterul convex ABCD diagonalele AC si BD sunt
perpendiculare si se intersecteaza in E. Aratati ca simetricele lui E fata de
AB , BC, CD ,DA sunt puncte conciclice .

Concurs SUA

X.033 Notam cu D, E , F mijloacele arcelor mici BC, CA , respectiv
AB ale cercului circumscris triunghiului ascutitunghic ABC.Arétati ca
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daca triunghiurile DBC , ECA , FAB au arii egale , atunci triunghiul ABC
este echilateral.
Prof.Lucian Dragomir ,Otelu-Rosu

Clasa a XI-a

X1.024 Se da un sir strict crescator (an )n20 de numere reale . Notand
A= {an /n> O} , determinati functiile injective f: A — A pentru care
exista o functie surjectiva g : A — A astfel incat
flg(x)) =gx), VxeEA.
Prof. D . M . Batinetu-Giurgiu , Bucuresti
X1.025 Fie matricele A , B € M, ( R ) care satisfac proprietitile :
a) Existi m € N, m > 2, astfel incat A™=A"™";
b) A+B=1I,.
Aratati ca matricea 1,— AB este inversabila .
Prof. D . M . Bétinetu-Giurgiu , Bucuresti

X1.026 Aratati cadacd A € M, ( C), atunci exista o infinitate de
numere complexe ¢ astfel incat matricele « -1, + P(A) sa fie

inversabile , oricare ar fi polinomul P cu coeficienti intregi.
Prof.Univ.Dr.Constantin Niculescu , Gazeta Matematica

XI1.027 Daci0O<a<b si x, =b+(=1)""a ,n€ N", calculati

X
lim—L si lim4/x, .

X% X n—0
n

Gazeta Matematica

-1

c 1
X1.028 Fie a,b,c € Ccu |a|£l,b|£1,|c|£l i 4=lo b» 0
1 1 a

Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente :
a ) Existd douad siruri (xn ), (yn ) de numere complexe cu

proprietatea ca pentru orice n € N avem: 4" =x, - I, +y, - 4;
b) 4> =0,.

Prof.Univ.Dr.lon Chitescu , Gazeta Matematica
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X1.029 Un sir (xn )nzl are proprietatile :

[ —n|

a)|xm—xn|s ,Vm,nzl;b)limxnzzl.

m+n n—
Demonstrati ca : limx, =1.

n—>00

Conf.Univ.Dr.Cristinel Mortici , Gazeta Matematica

XL030 Calculati lim /(4 = SIn(@)
0 tg(bx) — sin(bx)

derivatele . Gazeta Matematica

,unde a,b € R”, fara a folosi

XI1.031 Se considera f: R — R o functie care satisface conditiile :
a)f arelimitd in oricepunct a € Rsi fla—0) <f(a)=<f(a+0)

b ) pentruoricecab & R,a<b,avem:f(a—-0)<f(b-0).
Demonstrati ca f este strict crescatoare .
Prof M. Piticari , S. Radulescu- Gazeta Matematica

XI1.032 Fie f: R — R o functie cu proprietatea lui Darboux astfel incat
f o f esteinjectiva . Aratatica f o f este strict crescatoare.
Gazeta Matematica

XI1.033 ArataticaVae (0,1],IdneNsidx e I:O, %:l astfel incat

sin” x+cos”" x=a oKk
Clasa a XII-a
X1I1.024 Determinati functiile f: (Z,,+) —(Z,,+),cu p numar
prim , care satisfac :
S+ ) =y+f(x),Vx,yelZ,.
Conf.Univ.Dr.Cristinel Mortici , RM.T.
XI1.025 Fie (M, * ) un monoid si e elementul sau neutru . Este posibil
saexiste H — M asaincat (H, *) sa fie grup , iar elementul neutru al
lui H sa fie diferitde e ?
Prof. Liliana Niculescu , Craiova — Gazeta Matematica
XTI1.026 Fie (A,+,) uninel si a,b & A cu proprietitile :
(i) Existim € N, m > 2 astfel incat a™ = a™" ;
(ii)at+b=1.
Aratatica 1 —ab este inversabil .
Prof. D . M . Batinetu-Giurgiu , Bucuresti
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XI1.027 Fie f: R — R o functie derivabild cu proprietatile :
a)Existd limx- f'(x)=L;
X—>00

. F(x
b) Daca F este o primitivd a lui f , atunci lim () =1
X—>00 x

Calculati L si lim f(x).

Prof.Mihai Baluna , Gazeta Matematica
In2

X11.028 Calculati integrala : J.arctg(ex —Ddx .
0
Prof. D . M . Batinetu-Giurgiu , Bucuresti
12
XI1.029 Calculati integrala : j

-1

dx
|

Prof.Lucian Tutescu , Craiova
XII.030 Fie (G,-) un grup multiplicativ comutativ sia € G . Daca
functia f: G — G are proprietatea ca f(x)-(f o f)(x) =a,VxeG,

aratati ca f este injectiva daca si numai daca este surjectiva .
Prof. D . M . Batinetu-Giurgiu , Bucuresti

X dx

1+sinx+cosx

—o N

XI1.031 Calculati integrala :
0
Prof. Drd.Manuela Prajea, Drobeta Tr.Severin
XI1.032 Fie (G,) un grup multiplicativ si H un subgrup al sdu astfel
incat daca M este subgrup al lui G si M este izomorf cu H , atunci M = H.
Aritatici Vg€ G si VheH=> ghg”' € H.
Prof.Florin Nicoara , Oradea
XII.033 Pentru ce valoare a lui m > 0 aria multimii

A:{(x,y)/m SxS2m,OSy<x+£2} este minima ?
X

k k%

Nota : Rugam toti colaboratorii care ne trimit probleme propuse ,
note, articole, etc., s tehnoredacteze materialele pe calculator si sa le
ataseze ca fisier la mesajul lor, apoi sa foloseasca adresa :
lucidrag@yahoo.com ( cu mentiunea : materiale pentru RMCS )
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Rubrica rezolvitorilor
— punctaje realizate pentru solutiile problemelor din RMCS nr. 14 (in
paranteza apare punctajul total realizat pentru concurs )

Clasaa V-a:

Scoala nr.1 Anina (prof. Manuela Skopecs):

Rotaru Ana-Maria 43(43) , Dragila Patricia 43(43),Luca Marius
42(42),Vrinceanu Cezar 42(42)

Liceul Hercules Baile Herculane ( prof.Marius Golopenta):

lacobici Pavelina 36 (36 ), Anton Alexandru 36 ( 74 ) , Bogdan Esther
Maria 36 ( 76 ) , Tabugan Calina Dana 119

(173) , Muica Mihaela 34(34),Manta Florin Claudiu 57(107),Popeanga
Raluca Stefania , Basaraba Dragan George , Martin Patricia 18
(44 ) ,Petronescu Ducu George 18(18).

Scoala Bozovici (prof.losif Gaina ) :

Radomir Denisa Laliana 80(80),Bratosin Felix 80(80),Barbes Cezara
80(80) , Bacilistina 80 ( 80 ) , Paunescu Alexandra 80 ( 80 )

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes ( prof.Marita Mirulescu)

Untaru Madalina 47(47), Sasaeac Iulia 63 ( 63), Tatar Octavian 62(111) ,

Ion Réazvan 72(72)

Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu ( prof.Adriana Dragomir) :
Dumitresc Cecilia Gratiela 58(98), Albai Cosmin 53 ( 93 ), Dragomir
Claudiu 76 ( 116 ) , Nasta Laura 100(140)

Scoala Rusca-Teregova (prof.Ciuca Sorin ) :

Stepanescu Georgeta Mihaela- ( 18), Codospan Florinela 38(73),Milu
Ionela 9(26),Banda Dani 18(18), Humita Maria 15(32),Blaj Marinela
Alisa 5 ( 23) , Berzescu Nicolae 6(24).

Clasa a VI-a

Scoala Berzasca (prof. Dana Emilia Schiha ) : Furdui Vasile — Gabriel
39(39),Radovan Cosmin 30 ( 30 ) , Balaban Alin Mihai 30(30) , Lupsici
Lia Loredana 30(30), Petrescu Oana-Andreea 37(37) , Siscu Cristina-
Adriana 30(30) .

Scoala Bozovici ( prof. Maria Bololoi) : Borchescu Ana Maria 70(70).
Liceul Traian Doda Caransebes (prof.Delia Dragomir):

Mocanu loana Dora 131(231) , Szabo Cristian 80(137)

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes(prof.Dorina Humita):
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Plesko Cosmin Peter 28(28) , Semenescu Anca 100(100) , Stepanescu

Richard 62(62) , Borcean Gheorghe 60 (60 ) , Buca Ioana 50(50) , Bob

Cristiana 43(43) , Bejeritd Loredana 35(35) , Mihai Cristian 54(54).
(prof. Marita Mirulescu) Antonescu Nicoleta 21(21) , Todorovici

Lucian 57(57) .

Colegiul National Carol I Craiova (prof. Monica Stanca):

Stanciu loan 113 (113).

Liceul de Arta Resita (prof.Adriana Mara ) :

Munteanu Cosmin 12 (42 ), Goicovici Denisa 68 ( 146 ) .

Scoala Generali 2 Resita (prof.Marius Sandru):

Bortun Ana-Maria 30(30), Bugarin Liza-Maria 20(20) , Azap Bianca

30(30).

Scoala Rusca-Teregova (prof.Ciuca Sorin ):

Pagan Petru 73(73) , Lintu Florin Cosmin 13(13),Blaj Ilie Danut 56(56) ,

Vernicuta Petronela 56(56) , Stepanescu Elisabeta 39(39) , Banda Vasile

34(34) , Banda Ionela Mitra 9(9) , Dumitrica Eva Daniela 24(24) .

Scoala Generali nr. 1 Otelu-Rosu ( prof.Heidi Feil ):

Bugariu — Kozilek Timeea 98 ( 187 ), Duma Andrei 108 ( 196 )

Clasa a VII-a

Scoala nr.1 Anina (prof. Manuela Skopecs):
Golimba Pavelina-Adelina 15(15) , Clesiu Marian Catalin 30 ( 30 ) .
Scoala Rusca-Teregova (prof.Ciuca Sorin ) : Stepanescu Ana-Patricia
39 (62), Gherga lonela 7 ( 16 ), Humita Toma 6(54) , Iciu Gheorghe
8(52) , Stepanescu Mihai 13(64) , Raduia Stefan 9(29) , Gherga lonut-
Barbu 34(89) , Banda Anca 6(24) , Stepanescu lands 6(56) , Moaca Ion
23(23) , Radoi Georgeta 18(18) , Gherga Petru 23(23) , Popa Petru-Ionut
39(39) , Banda losif 6(6) , Berzescu Maria 16(16) .

(prof.llie Damian ) : Ciucd Cristian Sorin 112 ( 304) .
Liceul Traian Doda Caransebes (prof.Delia Dragomir):
Novacescu Dorin 97 (255 ), Zanfir Cristian 167 ( 167 ) , Baneu Petru
108(108) .
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes(prof.Diana Hurduzeu ) :
Prunar Victor 254 ( 550 ) .
Liceul de Arta Resita (prof.Adriana Mara ) :
Cherloaba Edith 73 (208).
Scoala Generali nr. 3 Otelu-Rosu ( prof.Felicia Boldea ):
Stefaniga Sebastian 42 ( 102 ) .
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Clasa a VIII-a

Scoala Rusca-Teregova (prof.Ciuca Sorin) : Codogpan George 24(42) ,
Humita Maria — Mirabela 16 ( 37 ), Gherga Patricia

16 (39 ), Stepanescu Anca-Liliana 13 ( 30 ), Stepanescu Adamescu loan
13(30) , Humita Elisabeta 5 ( 21 ) ,Banda Dan 16(16) , Banda Traian 9
(9), Cobel Stefania Ionela 9 (9 ), Gherga Constantin 7(7) .

Scoala Generali nr. 2 Bocsa (prof. Veronica Todor ) :

Staniloiu Ovidiu 143 (416).

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes(prof.Lavinia Moatar ):

Milcu Roxana 176 ( 516) , Timofte Andrei 111 (111 ), Cristescu Loga
Cella 54 ( 146) , Moatar Alexandra 113 (326 ), Vlad Adina 192 (510),
Megan Ligia 104 ( 156).

(prof.Dorina Humita ) Muresan Alexandru loan 70 ( 216) , Muresan Ana
Maria 70 ( 216 ) .

Scoala Generali nr. 3 Otelu-Rosu ( prof.Felicia Boldea ):

Lupu V1ad 98 (199) .

Clasa a IX-a

Liceul Teoretic Bozovici (prof.George Pascariu):

Suveti Pavel 10(10),Nezbeda Harald 12(12),Rasinariu Lucian 30(30).
Liceul Traian Doda Caransebes (prof.lacob Didraga ):

Hurduzeu Ovidiu 18(18)

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes(prof.Lavinia Moatar ):
Kremer Emanuela 93 (362 ), Gurgu Caius 73 ( 154) , Iliescu Marcel 62
(101).

Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu ( prof.Lucian Dragomir ):

Unguras Dragos 113 (279 ) , Dragomir Lucia 65 ( 197 ) , Buzuriu Alina
95 (135), Dragan Alin 78 (78) .

Clasa a X-a

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes ( prof.Marita Mirulescu):
Labo Laurentiu 71 ( 132 ) , Roatd Ramona 18 ( 59 ) , Margan Larisa 26
(26), Stanilescu Maria 17(17) , Miron Bogdan 17(17) , Coltan Anca 24
(24 ), Cornianu loan Cristian 17 ( 57 ) , Beja Ancuta 17(17) .

Liceul Traian Doda Caransebes (prof.Lavinia Moatar ) :
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Zoican Andrei 33(33) , Voinea Alexandra 70 ( 70 ) Dochin Luminita 58
(175), Marghescu Marian 46 ( 46 ) , Mutuleanu Alexandra 91 (91),
Cutitoi Simina 65 ( 65 ), Petrus Laura

76 (76 ), Stefanut Paula Loredana 76 ( 182 ) , Aghescu Loredana 76(76) ,
Gutulescu Oana 73(73) .

Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu ( prof.Lucian Dragomir ):

Istodor Cosmin 58 (263).

Liceul Teoretic Traian Lalescu Resita (prof.Ovidiu Badescu ) :

Popovici Doru Adrian Thom 126 ( 304).

Clasa a XI-a

Liceul Teoretic Traian Doda Caransebes (prof.Lavinia Moatar):
Stferle Bogdan 58 ( 58 ) Carmen 86(86) , Enache Bianca Emilia 27(27) ,
Muresan Viorel Dan 68 (68) .
(prof.lacob Didraga ) : Ceausu loana 40 ( 140 ) , Mandresi Elena 80
(122).

Clasa a XII-a

Liceul Teoretic Traian Doda Caransebes (prof.lacob Didraga )
Andrei Corina Ionela 75 (122).

Liceul Teoretic Traian Lalescu Resita (prof.Ovidiu Badescu ) :

Chis Andrei Vasile 127 (194).

Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu ( prof.Lucian Dragomir ):
Teiganu Iuliana 52 ( 83 ), Sandu Ionela 52 ( 83 ), Stancu Alexandra 48
(68 ), Chiriac Anca 49 ( 64 ), Enache Alexandra

48 (66), lonescu Maria 48 ( 69 ), Visescu Daniela 50 ( 83 ), Radu
Mihai 68 ( 68 ), Greuceanu Emanuel 27 (27 ) .
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