Matematici generale pentru ingineri

ECUATII CU DERIVATE PARTIALE
DE ORDINUL al Il - lea

1. Ecuatii cvasiliniare. Forme canonice

1. 1. Problema lui Cauchy

F(x,y,z,t,u,ux,...,ut,uxx,...,utt):0 Q)
este forma generala a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea,
pentru o functie u de patru variabile reale X,y,z,t cu semnificatii posibile x, y, z
coordonatele unui punct MeD c RS, t, timpul, u o marime fizica ale carei

valori depind de M si t.

Initial studiem ecuatii de forma (1).

Definitia 1. O functie f:D c R?> >R (D deschisd) se numeste solufie a
ecuatiei (1)pe multimea D daca:

(s;) fadmite derivate partiale de ordinul al doilea pe D
(55) Y FOGYLE OGY)n T (X, YD) € EL (W)X, Y) €D
(s5) FOGYFOGY) T OGY)n (X, Y) =0, (WX, y) € D

Daca f este solutie pe D a ecuatiei (1), suprafata S de ecuatie
z=1(X,y), (X,y) € D se numeste suprafatd integrald a ecuatiei (1).

Definitia 2. O ecuatic de forma:

2 2 2
a(x,y)ZX—Z+2b(x.y>jx—;y+c(x,y)gy—‘2‘+d(x,y,u%“%“j=o @
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se numeste ecuatie cvasiliniara.

a,b,c:DcR? >R (D domeniu), d:DxR3 >R,
o w
ox ' oy

a,B,7,0: D — R, ecuatia se numeste /iniard.

Daca d(x,y,u, j=a(x,y)%wu,y)%w(x,y)u+8<x.y)cu

Daci 8(x,y) =0 (V)(X, y) € D ecuatia se numeste liniard si omogend.

1.2. Caracteristici

Ecuatia diferentiala

a(x,y)y'? ~2b(x.y)y'+¢(x,y) =0 ®
cu o singurd functie necunoscutd. Daca ludm y ca parametru rimane de
determinat functia x din ecuatia diferentiala:
a(x,y)—2b(x, y)x'+c(x, y)x’2 =0 (4)
Prin abuz de limbaj oricare din ecuatiile (6), (7), (8) se numeste ecuatia
diferentiala a caracteristicilor ecuatiei (3), desi curbele integrale ale acestor
ecuatii sunt curbe din domeniul D, proiectii ale curbelor caracteristice.
Sa considerdm de exemplu, ecuatia (7). Aceasta conduce la doud ecuatii

diferentiale ordinare, sub forma canonica:
Y =p(Xy) Y =p,(xy) (5)
unde p, si u, suntradacinile ecuatiei: prin y'=p obtinem
ap® —2bu+c=0 (6)
Integralele generale ale ecuatiilor (5) pot fi scrise sub forma:

(Pl(xa y)= kl ) (x,y)= k2 (7
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unde kl, k , sunt constante arbitrare reale sau complexe dupd cum @, @, sunt
functii reale sau complexe.

Considerdm ecuatia (2) pe un domeniu Dy <D si o schimbare de
variabila arbitrard r:Dy —>Ag = r(DO)

E=0,(X,Y), n=9,(X,y)

E=E(x,y), n=n(x,y) ©
cu & si m functii de clasi C* pe Dj,.
Fie inversa sa:
x=x(&m) y=yn) )

Cu aceasta schimbare de variabila, vom obtine din (2) o noud ecuatie cu

derivate partiale pentru functia U:

UEn)=u(xEn).yEM) pe A,.
Tinand seama ca:
u(x,y) = U(&(X, y), n(X, y)), avem derivatele functiilor compuse

ou _ou 6& ou on
ox 6&_, 6x an OX
ou _oJ ag oU on

oy oy onoy
@_az_u(ﬁfﬂauagan %u (&qu Uk auan
x?  og? 3o ox ox o Eox? ol

% azuagaa U don & azuanan u * Y "
oxdy agzaxay Fean\ax dy | oy ox anZaxay 3 oxdy | om oxdy

@zaz_u(g] , 0% 8 on azu(anf W% Wt
0ot

oy? oy MOy dy on2ldy) O oy? 6nay

3
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1.3. Ecuatii liniare si omogene in raport cu derivatele de ordinul al doilea,

cu coeficienti constanti

Un caz frecvent Intlnit in aplicatii, este cel al ecuatiei:

2%u o%u 2%u
a—+2b——+c—=
ox? xoy  ay?

cu a,b,c constanti. Ecuatia diferentiala a caracteristicilor este:

0 (10)

a(y’)2 —2by'+c=0
a) Cu schimbarea de variabile din teorema, E=y - X,n=y—-pu,x se

obtine forma canonica:

2
U, (11)
acon

Ecuatia (11) se scrie oy =0
ey

Deci ) = f(n)(nu depinde de n) unde f este o functie arbitrara care

admite primitive cel putin local.

Fie & una din primitive. Din ultima egalitate rezulta ca:
U(En)=oe)+vln)

b) Cazul cand b? —ac=0.Dacd a=0sauc = 0 atunci b =0 si suntem in
forma canonica.
Daca a =0, ecuatia diferentiald a caracteristicilor se reduce la ay’—b =0.
Solutia generala a acestei ecuatii fiind ay — bx = k, schimbarea de variabile

& = ay —bx,n = X transforma ecuatia data in :
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o%u

£ = _0, de unde U(E n)=ne(e)+w(e)
on?

cu ¢ si y arbitrare. Revenind la vechile variabile
u(x, y) = xg(ay —bx) +y(ay —bx).

¢) Daca b? —ac <0, forma canonici este ecuatia lui Laplace:

2%U  0°U
—2 -2 =0
" om
pentru care nu mai putem scrie multimea solutiilor folosind functii reale
arbitrare.
Aplicatii

1. a. Sa se determine tipul ecuatiei:

2 2 2
6__2X6_+(2X _y+3)6_u_a_u=0
ox oxoy oy o

1.b. Luati un punct in fiecare domeniu. R:
5=b%—ac=x2-2x> +y—3:—x2 +y-3.

Dupa cum & > 0,=0,< 0 ecuatia este de tip hiperbolic, parabolic sau
eliptic. Se va lua un punct deasupra parabolei y = x2 +3, unul pe ea respectiv

un punct sub parabola.

2. Aduceti la forma canonica:

0%, 0% o A g
ax2 xoy py? ox oy

3. Aplicam schimbarea de variabile potrivita

3.1. Ecuatia caracteristica este:
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2

K4y _dy 44

dx? dx

=1

) 1418 |1

2" —p-1=0=p,, :Tj
Ry = _E
adica g—z :1’% = —%. Solutiile generale ale acestor ecuatii diferentiale sunt:

X—y=0Cp,2y+X=C,.
Facand schimbarea de variabile £ =x—y,n=x+2y cu formulele (a) de
derivare obtinem:

u o
Em on

4. Determinati solutiile ecuatiilor cu conditiile initiale specificate.

2 2 2
,0°U 40U 07U
x> oxoy oy

Ml ey
X '

CUU@D% y3, (=0

x:OZ

R: Cu £=3x+y si m=2y+X ajungem la forma canonica:

a%u o (éu
—=0—| —
0Eon on\ 0§

]= 0, implica 2—2 = f(g)u= [ f(E&de+h(m) =gg)+h(n)
D%iub@ﬁ=g@x+ﬂ+h@y+m.

Cu conditiile initiale: u(0,y) = y3, Z—)L(I(O, y) =Y obtinem:
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Integrand (2) in raport cu y avem:

- Sl o




