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PREFATA

Continutul acestei carti a fost elaborat in concordanta cu programa
disciplinei de Analiza Matematica, semestrul I (28 ore curs, 14 ore semi-
nar), din planul de invatamant pentru anul I ingineri, Facultatea de Resurse
Minerale gi Mediu, specializarile CCIA gi MTC din cadrul Universitatii de
Nord din Baia Mare.

Materialul este structurat in trei capitole.

In primul capitol se prezinti: siruri gi serii numerice, siruri gi serii de
functii. Sunt prezentate principalele criterii de convergentd pentru siruri
numerice: criteriul Weierstrass, criteriul clegtelui, criteriul Cesaro-Stolz, cri-
teriul Cauchy-D’Alembert, criteriul raportului, criteriul general de conver-
genta al lui Cauchy. Se prezintd apoi rezultate relative la seriile numerice:
serie convergenta (divergenta), criteriul lui Cauchy, criteriul lui Leibniz, cri-
teriul Dirichlet-Leibniz, serii cu termeni pozitivi (criteriul comparatiei, cri-
teriul raportului, criteriul radicalului, criteriul Raabe-Duhamel). In con-
tinuare sunt prezentate rezultate principale asupra sirurilor si seriilor de
functii, insistandu-se asupra seriilor de puteri si asupra dezvoltarii functiilor
elementare 1n serii de puteri. Se dau aplicatii ale acestor dezvoltari la calculul
limitelor de functii si la calculul aproximativ al integralelor definite.

Capitolul al doilea e dedicat prezentarii principalelor proprietati algebrice
si topologice ale spatiului R"”.

Capitolul al treilea trateaza functii reale de n variabile reale. Se insista
in special asupra calculului diferential al functiilor de mai multe variabile:
derivate partiale, diferentiale, extreme ale functiilor de mai multe variabile.
O importanta deosebita se acorda schimbarii de variabila in expresii ce contin
derivate, gi respectiv derivate partiale, avand in vedere rolul pe care acestea
il joaca in studiul unor discipline ingineresti (mecanica si rezistenta materi-
alelor).

Spre deosebire de alte cursuri de analiza matematica, unde un loc cen-
tral 11 ocupa demonstrarea rezultatelor teoretice, cel de fata are un carac-
ter aplicativ: prezentam scurt rezultatele teoretice iar apoi le exemplificam
printr-un numar mare de aplicatii.

Speram ca acest curs sa contribuie la o buna intelegere a notiunilor
prezentate prin modul de redactare gi prin numeroasele exemple prezentate.

Multumim referentilor, prof. univ. dr. Vasile Berinde si conf. univ.
dr. Nicolae Pop, pentru sugestiile si observatiile ficute, care au contribuit
la imbunataatirea prezentarii acestui material.

Baia Mare Autorii
20 octombrie 2006






Capitolul 1

Siruri si serii numerice; siruri
si serii de functii

1.1 Siruri numerice. Notiuni si rezultate generale

In acest paragraf se vor reaminti rezultate relative la sirurile de numere reale,
cunoscute studentilor de la studiul analizei matematice din liceu.
e se numeste gir de numere reale orice functie f : N — R, f(n) = ap;
notatie prescurtata: (an)nen sau (an)n>0 sau (an)n>1 €tc;
e dacd (an)nen este un sir de numere reale, termenul a, se numeste
termen de rang n (termen general) al girului;
e sirul (a,)nen se numeste:
» marginit inferior, daca (3) m € R al. a, > m, (V) n € N;
» marginit superior, daca (3) M € R al. a, <M, (V) neN;
» marginit, dacd este marginit inferior si superior;
e sirul (a,) se numesgte:
» crescator, daca a, < ap+1, (V) n €N;
» descrescator, daca a, > apy1, (V) n € N;
e orice sir crescator este marginit inferior de primul termen; orice gir
descrescator este marginit superior de primul termen;
e fie (an)nen un sir dat iar (ng)ren un sir strict crescator de numere
naturale; girul (a,, ) se numeste subsir al sirului (ay)nen-
Exemplu. n; = 2k, k € N = a,, = ag; subsirul (ag;) este subsirul
termenilor de rang par.
e orice subsir al unui sir monoton (crescator sau descrescitor) e monoton;
orice subsir al unui gir marginit e marginit;
e fie a € R. Se numeste vecinatate a lui a orice submultime V' C R care
contine un interval de forma Ja —e,a+¢[ (¢ > 0 - dat); se noteaza prin V(a)
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8 1. Siruri si serii numerice; siruri si serii de functii

multimea tuturor vecinatatilor lui a € R; se demonstreaza ca daca a,b € R,
a#b,exista Ve V(a), W e V() ai VNW =0.

e se numeste vecinatate a lui +oo orice interval de forma |a, +oo[ (a > 0);
se numeste vecinatate a lui —oo orice interval de forma | — oo, —a[ (a > 0);

e notam: R = RU{—o00, +00}; fie (a,)nen un sir dat iar a € R; nh—>H<;lo ap =
a < orice vecinatate a lui a contine o infinitate de termeni ai girului.

e Se demonstreaza urmatoarele:

>nlLH;Oan:a6R©[(V)€>O(H)N:N(s)ENa.i. (V) n eN,
n> N = |a, —al| < ¢l;

bnlingoan:+oo©[(V)5>0(E|)N:N(6)ENa.i. (V) n € N,
n>N=a, > ¢l

bnlingoan:—ooﬁ[(V)5>0(E|)N:N(6)ENa.i. (V) n e N,
n>N=a, < —¢|.

e Un sir se numeste convergent daca are limita finita si divergent in caz
contrar. Privitor la girurile convergente reamintim:

» limita unui gir convergent este unica,;

» daca (an)nen este convergent si nILHOlO an, = a, atunci orice subsir
al sau este convergent si are limita a;

» daca sirul (a,)nen are doud subsiruri cu limite diferite, atunci este
divergent.

Exemplu. Sirul (a,)nen a, = (—1)" este divergent caci subgirul terme-
nilor de rang par si respectiv subsirul termenilor de rang impar au limite
diferite.

e orice gir convergent e marginit;

e orice gir marginit are un subsir convergent.

Reamintim urmatoarele criterii suficiente de convergenta ale unui sir de
numere reale:

e orice gir monoton si marginit e convergent (criteriul lui Weierstrass);

e daca sirurile (an)nen, (bn)nen, (¢n)nen au proprietatile:

(i) an < by < cp, (V) n>ng (no € N-fixat)
(i) lim ap, = lim ¢, =1€R
n—oo n—oo

atunci lim b, = (criteriul clestelui).
n—oo

e daca (an)nen, (bn)nen sunt siruri care au limita i a,, < by, (V) n > ng
(ng € N fixat), atunci lim a,, < lim by;

n—oo n—oo
e daca a, < by, (V) n>ngsi lim a, = +oo, atunci lim b, = +oc.
n— o0 n—oo
Limite fundamentale:
e lim (1 + %)n = e(~ 2,71828...); mai mult, sirul de termen general

n—oo

en = (1 + %)n e crescator §i 2 < e, < 3, (V) n € N*;
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1
e daca lim a, = 0= lim (1 +ay,)* =¢;
n—oo n—oo

o 9. . ar
e dacd lim a, = oco = lim (1+%)L:e;
n—oo n

n—oo
I{O, daca g €] —1,1[;
o limgn={ b dac ¢ = 1;
n—00 +00, daca ¢ €]1, +o0[;

'\ nu exista, daca q €] — oo, —1].

1.1.1 Teorema. (Stolz — Cesaro) Fie (an)nen, (bp)nen siruri cu pro-
prietatile:
(7) lim b, = 4o00;
n—oo
(i) (3) lim PE=r =o€ R.
Atunci (3) lim ¢ ¢ lim = = a.

n—oo bn n—oo ’n
Prezentam in continuare urmatoarele aplicatii.
Ly .41
141444
Inn

A1l. Calculati lim
n—oo
Solutie. Notam a,, = 1+%+- --—i—% ,b,=Inn. Cum lim b, = lim lnn =
n—oo n—oo
400, Incercam aplicarea criteriului Cesaro-Stolz.
Observam ca:

Dar "
. n+1 . \"
lim (n+1)In = lim ln<1+—> =Ine=1.
n—oo n n—oo n
Prin urmare, lim =" = 1 gi atunci lim %* = 1, in baza criteriului
n—oo bnt1—bn n—oo bn
Cesaro-Stolz.
A2. Daca lim a, = a € R* iar
n—oo
b _artazt+---+ap o = n
n = T N U
n a + .-+ E

calculati lim b,, lim c,.
n—oo n—oo
Solutie. Pentru calculul lui lim b, se aplica criteriul Cesaro-Stolz, obti-
n—oo

nandu-se:

. . an41
lim b, = lim nt

———— = lim Qa = Q.
n—00 n—oon-+1—n n—00 ntl
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1 1
1 at ot oo L .
™ si aplicand criteriul Cesaro-Stolz se obtine:

cn

Se observa ca

1
an+41

. . . 1 1
lim — = lim ——— = lim =—.
n—oo ¢, n—oon+1—n n—00 g, 11 a

Deci lim ¢, = a.
n—oo
A3. (Cauchy-D’Alembert) Daci (a,)nen este un sir de numere reale
. . . ) . an o . . " .
strict pozitive cu proprietatea ca (3) nILHOlO 2t =1, atunci (3) nILHOlO ay, $i
lim ®/a, =1.

n—oo

. . 1 Inan .
Solutie. Fie b, = /a, = Inb, = = = b, = ¢ » . Prin urmare
li Inan

1
lim b, = en—e " . Calculam limita exponentului folosind criteriul Cesaro-
n—oo

Stolz. Avem:
. Ina, . Inayyy —Ina, . (n41
lim = lim —————— = lim In =Inl.
n—oo n—oo n4+1-—mn n—0o0 Qn
Inl _ L.

Atunci lim b, = ¢
n—oo
Propunem spre rezolvare urmatoarele probleme.

1. Sa se afle limitele sirurilor de termen general:
n

(1) an= 1;::1 R (i1) an = Z:: GG

(ii1) an = 1;::1 m P (i) ap = B2

(v) an:%gﬂ; (m’)an:H(l—%g).
k=2

R.()i=1@)l=2%Gi)l=3;i=3;v)I=2%; (v)l=1.

2. Sa se calculeze: - B
; : 3n+2) nrd, SR (—4n+3) nTe
(1) Jim (3n+1 ; (79) lim ;

yx : 2n24n—3 >3n+1

(iid) Jim (g=t)™

R. (i) e3; (ii) e 2; (iii) e~ 2.

3. Calculati:
@ Jim (=3)% ) Hm (3)"
(43i) lim %2 +437 .

. e
Jim S5m (iv) nh_)ngosm 5005 -
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R. (i) 0; (ii) oo; (iii) —4; (iv) 0.
4. Folosind criteriul clestelui calculati limita girului de termen general:

; _ 1 . i _ n1n n . n
(i) xn= k2=:1 T (i) xp = Y17 + 27 + - - + 2006
(id) 2 = YT T 20 F - nn; () a, = A2t -y e R

. 1-3-5...(2n—1
(iv) o = ﬁ

R. (i) 1; (ii) 2006; (iii) +oo; (iv) §; (v) O.

5. Aplicand criteriul Stolz sa se calculeze limita girului de termen general:
y 2 2 ...
(i) an = 953 (id) by = Sty (idi) @, = 122
1.242-3+-+n(nt1) .

(z’v) T, = 1n2+1n3:—---+lnn : (U) T, = - :
(vi) T, = —ﬁJrf:/%"J”/ﬁ : (vii) z,, = \/1+12+\/11szj”'+\/1+”2 )
R. (i) 0; (i) £; (iii) 0; (iv) 1; (v) oo (vi) 15 (vii) L.
6. Aplicand criteriul Cauchy-D’Alembert, calculati limita sirului de termen
general:
(1) zp=1in (n>2) (13) z, = Vlnn (n>2);
(141) xp = (’75 (n>2); () z, = VYn! (n > 2);
n!)2
(V) zp = {, (gn)zgn (n>2).

R. (i) 1; (ii) 1; (iii) €; (iv) oo; (v) 55 -

Un alt criteriu util in calculul limitelor de siruri este prezentat in urmatoarea
1.1.2 Teorema. (Criteriul raportului pentru siruri) Fie (a,)neny un
sir de numere reale strict pozitive cu proprietatea ca existd nlingo GZ% =1.

Dacal <1 = lim a, =0.

’I’L.—>OO
Dacal >1= lim a, = +oo.
n—00 . . . . . .
Daca l =1 nu se poate decide nimic privitor la valoarea lim a.,.
n—oo

Prezentam urmatoarea aplicatie.

A4. Calculati nlingo %

Solutie. Notand a,, = %ﬁ' este clar ca a, > 0,

21! an
= lim .
n—o0 (n + 1)"+1 2" - n!

" 1 2
<1

I = lim 242
n—oo
2 lim —— =9 lim —— —
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Conform criteriului raportului, lim a, = 0.
n—oo

Propunem spre rezolvare

7. Aplicand criteriul raportului pentru siruri, calculati limitele sirurilor de

termen general:
. n .. 27 ()2 ... !
(1) z, = (%)5 ;o (i) = (2(2)? o (W04) 2y = e

R. (i) 0; (ii) 0; (iii) oco.

1.2 Siruri fundamentale. Criteriul general al lui
Cauchy

1.2.1 Definitie. Sirul (ay)nen se numeste sir fundamental (sau sir Cauchy)
daca §i numai daca (V) ¢ > 0 (3) N = N(¢) € Nai (¥Y) n > N, (V)
p €N = |antp —an| <e.

Privitor la girurile fundamentale se demonstreaza

1.2.2 Teorema. (Criteriul general de convergentd a lui Cauchy)
Sirul (an)n>n este convergent dacd i numai dacd este fundamental.

Prezentam in continuare cateva aplicatii.

n
A1l. Aratati ca sirul (ap)p>1 de termen general a, = > % nu e fundamental.
k=1
Deduceti ca lim a, = 4o00.
n—oo

Solutie. Presupunem ci (a,)n>1 € fundamental = (V) e > 0 (3) N = N(e)
ai (V)n >N, (V) p e N* avem:

1 1
o <. (*)

|an—|—p—an|:n+1+n+2 7’L—|—p

A

In (%) alegem p=n>2= (¥) e >0 (3) N = N(e) ai (V) n > N avem:

1 1 1
— < €. kok
n—|—1+n—|—2+ +2n ¢ (%)
Sa observam ca:
1+1++1>1+1+ +1_n_1
n+1l n+2 2n — 2n  2n o2n  2n 2

ceea ce inseamna ca (x*) nu poate fi adevarata pentru ¢ < % .
Contradictia arata ca sirul considerat nu e fundamental, deci nu e con-
vergent.
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Pe de alta parte ap+1—a, = %H > 0, deci (ap )nen € strict crescator, ceea
ceinseamna ca (3) lim a,. Cum (ay)nen nu e convergent = lim a,, = +00.
n—oo n—oo

A2. Aratati ci sirul de termen general

sinl sin?2 sinn
T

este convergent.

Solutie. (V) p € N* avem:

_|sin(n+1)  sin(n+2) sin(n + p) "
|an+p —an| = on+1 on+2 W‘ (*)

< 1 |sin(n+1)| + L |sin(n+2)| + -+ | sin(n+p)|

— ontl on+2 Qn+p

S PO I WA R B

- 2ntl 2 2r—1 2n 2p A

(am folosit inegalitatea |sinz| <1, (V) z € R).
CumJLn@%in(V)e>0(EI)N:N(e)GNa.i. (V)n>N & <e.
Avand in vedere (x), rezulta ca (V) e > 0 (3) N = N(e) al. (¥) n > N,
(V) p € N*, |apyp — an| < &, deci (an)nen € un sir fundamental.

Aplicand criteriul lui Cauchy, deducem ca (a,)nen € convergent.

Similar se trateaza si aplicatia
A3. Aratati ca sirul de termen general

cos1 + cos 2 + + cosn
1-2 2-3 n(n+1)

QAp —

este convergent.

1.3 Serii de numere reale. Notiuni generale
1.3.1 Definitie. i) Se numeste serie de termen general a,, 0 suma de forma

dapn=aot+a+-Fan+...
n>0

n
ii) Sirul (s, )nen, de termen general s, = Y ax se numeste girul sumelor

k=0
partiale ale seriei ) a,,.
n>0
iii) Seria Y. a, se numeste convergenta daca sirul (s,),>0 al sumelor ei
n>0

partiale este convergent; in caz contrar seria se numeste divergenta.
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(iv) Daca seria ) a, e convergenta si s = hm sp, numarul s € R se
n>0
[e.e)
numegte suma seriei considerate; se utilizeaza in acest caz notatia > a, = s.
n=0

1.3.1 Serii remarcabile

(i) Seria geometrica de ratie ¢

e este seria ) ¢" (¢ € R) si are sirul sumelor partiale (sy)n>0, de termen
n>0

n
general s, = 3 ¢*;
k=1

e pentru termenul general s, se obtine

n, g=1
Sp = 1—g"
- a# L
e rezulta ca (sy,)n>0 este convergent < g €]—1,1[; in acest caz lim s, =
- n—oo
1
1—q
Deci seria geometrica > ¢" e convergenta < ¢ €] — 1,1[; in acest caz
n>0
[e.°] 1 -
E =1
n=0
(ii) Seria armonlca
e este seria Z si are girul sumelor partiale de termen general
n>1

e cum sirul (sp)n>1 € divergent, seria armonica e divergenta.

1.3.2 Exercitii rezolvate

Sa se calculeze suma fiecareia din seriile de mai jos:

- 1. 3nqgn n?4n-3
1 [SOSSTIERY 11 11

n>1
(stiind ca Z =e).
Solutie. (i) su = > oy = & (£~ ply) =1 7k
olutie. (i) Sn—k_l READ — 2 BT R T ntl -
o0
. . 1 o . o . o
Cum nh—>H<;lo sp=1= nz=:1 nnFT) = 1 (seria e convergenta si are suma s = 1).
s 3n4on _ 3\" L (2)\" 1\ oy 1 1(3)"
i) ¥ 2= 3 ()" + (D)) T ()" +(3)") =5 Jim =
@)% T = 2 () (2)) £ ()" (1)) = i
1\
3 lim —r( ) :%.

n—oo
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(iii) Sa observam ca:

X nP4+n-3 &An? E&on > 1
L Xt
n=1 n=1 n=1 n=1
Mai departe avem:
2n? An—-1+1 & n-1 =1
2T S T T 2 )
n=1 n: n=1 n n=2 n n=1 n
(o] 1 [o¢]
:Z + Z =e+ e = 2e;
s (1= 2)! (n—1)!
> n s 1
> 4oy e
n=1 n! n=1 (’I’L o 1)'
> 1 > 1
n=1 n=0

In concluzie, se obtine

X n24+n-—3

- =2c+e—3(e—1)=3.

n=1

1.4 Criterii de convergenta. Operatii cu serii con-
vergente

1.4.1 Teorema. (Criteriul general de convergenta Cauchy) Seria

> upn e convergentd < [(V) e>0(3) N=N() eNai (V)n>N(),
n>0

(V)pGN*:>|un+1+un+2+~'—|—un+p|<5].

1.4.2 Consecinta. (Conditia necesara de convergenta) Daca seria

> u, este convergenta = lim u, = 0.
n>1 n—oo

1.4.3 Aplicatii. (Ale conditiei necesare)
Aratati ca seriile de mai jos sunt divergente

7 Lgint ; 1 ntl n; 110 nl ;

( ) 712>:1 " " ( ) n2>:1 (n+2) ( ) n>2 Vn

v nln(1 -1 ;o (v —L ;o (0 Ligl,
( ) nz>:2 ( n) ( ) nz>:l Vnt+l+y/n ( ) nz>:1n &n

o1
. . . . . sin —
Solutie. (i) u, = +sini; lim u, = lim “5= =1 # 0;
n "’ n—oo n—oo 3
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(ii) up = (Z—i;) ; lim oy, = lim (1—%4&)”:6_1 =10
(iil) w —\lf;nhmun—hanzlyéO;
(iv) up, =nln (1—5); lim up = e~ 1 #£0;

(V) u, = \/W+ NEsEavo Rl hm u, = 0. Nu putem trage nici o concluzie
utilizand conditia necesara de convergenta. Dar

z — =3 (VT VR = Vi

Cum lim Sp = +00 = seria e divergenta.
n—

1
(vi) up, = Ltg L, hm Uy = hmhzl#O.

T
n—oo

1.4.4 Teorema. (Criteriul lui Abel) Daca sirul de termeni pozitivi (uy ) pen~

e descrescator st hm up = 0, seria Z (—1)"Lu, este convergentd.
n=1

1.4.5 Aplicatii. (La criteriul lui Abel) Aratati ca seriile de mai jos sunt
convergente:

() TEDTE )T D) gk

n>1 n>1 5
(@) 3 (1" =i (iv) X (1)
n>1 % n>1 2
Solutie. (i) u, = 1 ; = e < Jim wy, = nhi&% = 0.

Conform criteriului Abel seria e convergenta
(ii) Up = (2n£1)3 ; UZ::1 = (2n_1
Se aplica criteriul lui Abel.

_L Un+1 1
(111)un—%, = n+1<1 hm un—nh_)ngog,n—O.

3 3
(iv) up, = g—s; Intl = (”—H) T =3 (1—1—5) < 1, deci up)nen+ este

Un n
descrescator.

3 1
1) <L limown = lim oty =

Pentru a calcula nlingo Uy, se aplica criteriul lui Stolz, obtinandu-se:

I _ g (n+1)3—n3_1. 3n?+3n+1
nl—>ngo Un = nl—>nolo on+l _9n nl—>ngo on
3(2 1 3 1 1
BT 1 e N T U i O SO S
n—o00 on n—oo 92N n—oo 2N

Conform criteriului Abel, seria e convergenta.
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1.4.6 Definitie. (i) Seria > wu, e absolut convergenta daca seria Y. |u,| e
n>0 n>0
convergenta.

(ii) Daca seria Y u, e convergenta fara sa fie absolut convergenta, ea se
n>0
numeste semiconvergenta.

1.4.7 Exemplu. Seria armonicd alternatia Y (—1)""'1 este semiconver-
n>1

genta (exercitiu!).
1.4.8 Teorema. Orice serie absolut convergentd este convergentd.

(Reciproca este in general falsa, vezi 1.4.7).

o0 o0 o0
1.4.9 Teoremad. (i) Daca > u, = s1, 2, Up = S2 = > (Up+v,) = s1+52.

n=0 n=0 n=0
o [o¢]
(ii) Daca Y up, =s sia € R* = Y au, = as.

1.4.10 Exemplu. Vezi 1.3.3.
O generalizare a criteriului lui Abel e exprimata in

1.4.11 Teorema. (Dirichlet-Abel) Daca:

(1) Seria > uy, are sirul sumelor partiale marginit;
n>0

(13) (vn)n>0 € un gir descrescator de numere pozitive cu lim vy, =0,
- n—oo

atunci seria Y, U,v, este convergentd.
n>0
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1.5 Serii cu termeni pozitivi. Criterii de convergenta

1.5.1 Definitie. Seria > wu, e cu termeni pozitivi daca u, > 0, (V) n € N.
n>0

1.5.2 Teorema. (Criteriul comparatiei)
Fie Y wuy, > v, serii cu termeni pozitivi.

n>0 n>0
(1) Daca up, < vy, (V) n > mng (ng € N - fizat) si Y v, e convergenta
n>0
= Y u, - convergentd;
n>0
(1) Daca up < vy, (¥) n > ng (ng € N - fizat) si Y. u, e divergenta
n>0
= Y v, - divergentd;
n>0
(#i1) Daca nh—>H<;lo =1 €0, +oo[, seriile Y up, Y. v, au aceeasi naturd.

n>0 n>0

1.5.3 Aplicatii. (La criteriul comparatiei)
(i) Studiati natura seriei >, n%, unde a € R (seria armonica gene-
n>1
ralizata).

Solutie. Distingem situatiile:
o . —_ 1 _1 1 _ 1 . < . .
I°a=1=5=-= > -5 = ) - — divergenta (seria armonica).
n>1 n>1
2°. a<1:>no‘<n:>n%>%;cumseria > %edivergentéé > n%
n>1 n>1
— divergenta (folosind criteriul comparatiei, (ii)).
o 1 1 1 1 1 1 1 1
3. a>l= ittt St (k) t(mremtatx)+
2 n
(et g ) b Sl R A B
. n v . . . o /e
Cum seria ). (P—l,f) e convergenta, folosind criteriul convergentei (i),
n>1
rezulta ca seria ) ,%a este convergenta.
n>1
In concluzie, seria armonica generalizata 2>:1 n% este convergenta pentru
n>

a > 1 ¢i divergenta pentru a < 1.

(ii) Decideti natura seriilor:

(a) ngl s () nzl Inits’

[o¢]
Lo m.
(C) Z ﬁ81n%7 (d) Z 5+Z.2n .
n=1 n=1
. . . . 2
Solutie. (a) Fie u,, = llf—nnz ,up =1 JLIEOZ—: = nlLHOlO ’1‘;;2‘ =1¢€]0,+o0].

[o¢]
Cum seria Y, % e divergenta, folosind criteriul comparatiei (iii), seria >, 11%?5
n=1

n>1
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e divergenta.
(b) Fie u,, = ﬁ/,t—%; atunci u,, < \3/% = # = Uy
Cum seria Y. —L= e convergentd (vezi exemplul (i)), seria Y —-
1 nS1 Vs
este convergenta, conform criteriului comparatiei.
(c) Fie u, = Lsin T ; atunci:
1 .« 1 =« T
U, = —sin— < — - — = 5 = Un
n nm-mnn n
Seria >, v, =7 ), # e convergenta, deci seria data e convergenta.
n>1 n>1
(d) Fie up = 5+ n-2", v, = 5 ; cum lim 22 =1 €]0, +oo si seria
n—oo Yn
> % e convergentd, seria Y. m este convergenta.
n>1 n>1
1.5.4 Teorema. (Criteriul raportului)
Fie > u, o serie cu termeni pozitivi. Daca:
n>0
(i) 22 < g <1, (V) n>ng (no €N - fizat) = Y u, — convergentd;
" n>0
(1) ==L >1, (V) n>ng (no €N - fizat) = Y uy, — divergentd;
" n>0
(w5i) (3) 1 lim “2L . Pentru | < 1 seria e convergentd iar pentru
n—oo Un
Il > 1 seria e divergenta.
1.5.5 Aplicatii. (La criteriul raportului)
Decideti natura seriilor de mai jos:
. 1.35...2n=1) . /.. ()2 an
) X s () X gy () X whsw (@>0).
O MRS ) L B ) % s @0
. 1.35...(2n—1
Solutie. (i) u, = # >0, (V) n e N*
1-3...(2n—1)(2 1 3"n!
w13 (2n-1)(2nt ) "
n—oo wu,  n—oo 3+ (n + 1) 1-3-5...2n—1)
1 .. 2n+1 2
= — lim = - <1,
3n—oo n+41 3
deci seria e convergenta.
. 12
(ii) un:%>0, (V) n € N*
) . n+ D2 (2n)! ) n+1)>2 1
lim —*L = Jim ( ) ( )zhm ( )
n—oo 1y, n—co (2n+2)!  (n!)?

=-<1
n—oo (2n+1)(2n+2) 4 7
deci seria e convergenta.
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(i) up = gem > 0, (V) n € N*

27L+57L
T B (. L [ ) | I
lim = lim . =q lim —~F— = —.
n—oo 1, n—oo 2n+lrn+1 amn n—0o0 Kn [2 %) + 5] 5

Daca a < 5 = seria e convergenta, caci lim % < 1.
n—oo

n

v . . v v . U
Daci a > 5 = seria e divergentd, caci lim -2+t > 1.
n—oo Un

Daca a =5 = u, = = lim u, =1 # 0, deci seria e divergenta
n—oo

5n
n5n
fiindca nu indeplineste conditia necesara de convergenta.
fa . . an 12
In concluzie, seria > ZapEn € convergenta < a < D.
n>1
1.5.6 Teorema. (Criteriul radicalului)
Fie Y wu, o serie cu termeni pozitivi. Daca:

n>0
(i) u, <qg<1(V)neN* n>2= > u, - convergentd;
n>0
(i7) Yun, > 1, (V) neN", n>2= % u, — divergentd;
n>0

(t5i) (3) 1 = nhr{)lO"Z—:l Pentru | < 1 seria e convergentd iar pentru
Il > 1 seria e divergenta.

1.5.7 Aplicatii. (La criteriul radicalului)

Stabiliti natura seriilor:
1

O I R R

n>1 n>1

Solutie. (1) un = gy > 0. (V) n € N
i Ve, = i ey T 0< b
deci seria e convergenta.
.. n "
(ii) u, = (ﬁ) >0, (V)neN
hm i = 1 1 1
e Vi T a1 2 S
deci seria e convergenta.
l n
(iil) up, = % >0, (V) n € N*
. o (+R)" e
nh_)ngo Yu, = nh—{%oT =3 <1,

deci seria e convergenta.



1.6. Siruri de functii 21

1.5.8 Teorema. (Criteriul Raabe-Duhamel)

Fie Y a, o serie cu termeni pozitivi.
n>0

(1) Daca (3) s > 1, (3) p € N* astfel can (a:il

n>p= Y, a, e convergentd;
n>0

(13) Daca (3) p € N* astfel ca n(

> ay, e divergentd;
n>0

) > s oricare ar fi

a+1—1)§10ricarearﬁn2p:>

(7i1) Presupunem ca (3) | = hm n( - 1). Daca | > 1 seria e

Un+1
convergenta iar daca l < 1 seria e dwergenta Cand l =1 nu se poate decide

nimic relativ la convergenta seriei.

1.5.9 Aplicatii. (La criteriul Raabe-Duhamel)
Decideti natura seriilor:

1) ¥ 2Ll ol () X ™ (a>0,a#1).

n>1 n>1

Solutie. E usor de constatat ca nu se aplica nici criteriul raportului nici
criteriul radicalului.

: o T n6n+5) 6 _ 3 : ~
(1) nle n( o 1) = nILHOlO ST @ni3) — 4 — 2 > 1 = seria e conver
genta in baza criteriului Raabe-Duhamel.
n ln —n_
. Un s In 2= _ "+1 —
(ii) hm n( — 1) = nh_l)lgon [a + 1] = lim ‘Inte =
" _ Ina
Ina - JLIrolon ln? lnanh_{rololn( +1) ==

Dacd ¢ < 1 (& a < e°) seria e divergenta.
Daca ln“ > 1 (& a > €°) seria e convergenta.
Daci a = ¢ = u, = (e° )ln”—edn”:elnne =n°.

Cum hm n® =400 #0= Y a™” e divergenti.
n>1

In concluzie, seria 3 a™” e convergentii < a > €°.
n>1

1.6 Siruri de functii

Fie D C R iar (fy)nen un sir de functii, f, : D — R (V) n € N. Pentru
girul considerat se introduc doua tipuri de convergenta, ce vor fi prezentate
in cele ce urmeaza.

1.6.1 Definitie. (Convergenta punctuala) Sirul (f,,),en converge simplu
(punctual) catre functia f : D — R pe multimea A C D daca (V) z € A
avem:

lim f,(z) = f(x)

n—oo
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adica:
M)e>0, V)zre A(J) N=N(g,z) eNai (V)n>N
sa avem

[fulz) = f(2)] <e.

In cazul in care conditia precedenta este indeplinita, se utilizeaza notatia
fn— f pe A.

1.6.2 Definitie. (Convergenta uniforma) Sirul ( f,,)nen converge uniform
la functia f: D — R pe multimea A C D daca:

(V) e >0 (3) N = N(¢) € Nai |[folzx) = f(z)] <e (V) n >N,
(V) z € A.

In cazul in care conditia precedenta este indeplinita se utilizeaza notatia

fn=f.
Legatura intre cele doua tipuri de convergenta e exprimata in

1.6.3 Teorema. Daca f, = f pe D, atunci f, — f pe D (convergenta
uniforma implica convergenta simpla,).

Privitor la convergenta uniforma, prezentam (fara demonstratie) urmatoarele
rezultate.

1.6.4 Teorema. (Cauchy) Sirul de functii (fp)nen, fn: D =R (V) n eN
converge uniform catre f : D — R pe mulfimea D < [(V) e>0(3) N =

N(e) e N a.i. |fogp(x) — f(z)|<e, (V) n>N, (V) pe N*, (V) z € D].

1.6.5 Teorema. Fie (fy)nen, fn: D = R, V) n € Nidar f : D — R.
Daca ezista un sir de numere pozitive (an)nen convergent la zero, astfel ca
|fr(x) = f(2)| < an (Y) n >ng (ng €N - fizat), (V) x € D, atunci f,, = f
pe D.

1.6.6 Teorema. Fie (f,)nen un sir de functii continue pe D astfel ca f, =
f pe D. Atunci f este continud pe D.

1.6.7 Aplicatii. (La convergenta sirurilor de functii)
Stabiliti multimea de convergenta, functia limita si tipul convergentei
pentru fiecare din sirurile de functii de mai jos:
(i) fn:R =R, fr(z) = 2% +n;
i) fo :R—=R, fu(z) = =
i) fn:[3,4] = R, fu(2) = 2555
iv) fn:[0,+oo[— R, fo(x

) = s
V) foi[L400[= R, folz) = s .

(
(
(
(
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Solutie. Notam cu A multimea de convergenta.
i) V)zeR= nlingofn($) = nll—>Irolo($2 +n) =+oco=A=0.
(i) (V)2 €R= lim fu(z) = lim 2 =0=A=R.
Aratam ca f, —>% ci);r fn B Onpeoo]R.
Daca f,, = 0 pe R trebuie ca
Tl<e, Mn>N,MzeR (%)

n

(V)e>0(3) N=n(e) a i

Alegand x =n gi € < 1, avem:
) =T =1>¢ (V)e<1. (*%)

Relatiile (*) si (**) fiind contradictorii = f,, — 0, dar f,, 7 0 pe R.
(iii) (V) z € [3,4] = Jim fo(z) = Jim o5 = 0; deci A = [3,4]. Aratam
ca fn, = 0 pe [3,4]. Observam ca

T T 4
—0| = = < , (V) x e [3,4]
@ =0l =| | = =<, MeeBd
Sirul (an)nen de termen general a, = 3_%” este un gir de numere reale

pozitive cu proprietatea lim a, = 0. Aplicaind Teorema 1.6.5 rezulta ca
n—oo

fn =20 pe [3,4].
(iv) (V) z € [0, +o0[= Jim_ fulz) = Jim Lo =0=A4=[0,+00].

(V) z € [0,400[= |fn(z) = 0] = 2= < L =q,. Cuma, >0, (V) n € N*

nent —

si nlingo a, = 0, se aplica Teorema 1.6.5 gi rezulta f, = 0 pe [3,4].
. . 2
(v) (V) z € [1,+o00[= Jim fin(x) = dim ot = 0= A= [1, +o0l.
Vom arata ca f, = 0 pe [1,+oc[. Se observa ca

72 x?

T
W) — 0] < <— =, (v 1,400
@) =0l < 5 <=L, (Vwe [L+ool

Este deci suficient sa aratam ca

(V)e>0(3) N=N(e)eN a. i. % <&, (Wn>N, (V)z € [1,+oo[. (¥)
Inegalitatea (*) se scrie succesiv:
1
n> 2> (caci z € [1,400]).

[\V)

9 9

2
Alegand atunci N = N(e) = [QL] + 1, deducem ca

€

(¥)e>0(3) N=N(e) = [%Ha. L <o, (Mn 2N, (W)€l tol
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Rezumand cele de mai sus, (V) e > 0 (3) N = N(e) = [%] +1leNa. 1
(V) n> N, |fo(x) — 0] < e, ceea ce arata ca f, = 0 pe [1,+o0l.

Fara a exemplifica, mentionam alte doua rezultate importante relative
la girurile de functii.

1.6.8 Teorema. (De integrare) Fie sirul de functii continue (fn)nen,
fn € C(la,b)) (V) n €N. Dacd f, = f pe |a,b], atunci:

lim /lb fn(x)dx = /lb f(x)dx.

n—oo

1.6.9 Teorema. (De derivare) Fie sirul de functii derivabile, cu derivate
de ordinul intdi continue pe [a,b] (fn)nen, fn € C*([a,b]), (V) n € N. Dacd:
(Z) fn — f pe [a> b]}
(id) fr, = g pe [a,b],
atunci f e derivabild pe [a,b] si are loc egalitatea ' = g, adicd

(1im fn)/: Tim f} pe [a,b].

n—oo

1.7 Serii de functii

Fie (fn)neny un sir de functii, f, : D — R (V) n € N (D C R). Mai notam
prin (Sy,)nen sirul de functii de termen general S,,(x) = > fr(x), (V) n € N.
=0

1.7.1 Definitie. (i) Se numeste serie de functii o suma de forma:

dfe=fotfitH It

k>0

(ii) Sirul de functii (Sy)nen de termen general
Su@) =3 filw). (weD (V)neN
k=0

se numeste sirul sumelor partiale ale seriei Y f;
n>0
(iii) Daca A C D e multimea de convergenta a sirului (S, ),en, atunci A

e multimea de convergenta a seriei de functii > fi; dacd Y, S,(z) = S(z)
k>0 n—oo

(V) z € A, atunci functia S : A — R e suma seriei de functii considerate; se
utilizeaza In acest caz notatia:

Z falz) =5(x), (V) z €4
n=0
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(iv) Daca S,, — S pe A, seria ) f, e punctual convergenta catre S pe
n>0
A; dacd S, = S pe A, seria Y. f, e uniform convergenta catre S pe A.
n>0

Relativ la seriile de functii, prezentam fara demonstratie urmatoarele
rezultate.

1.7.2 Teorema. (Cauchy) Seria de functii Y f, este uniform convergentd
n>0

pe D CR & [(V) e>0(3) N=N() e€Na @& |foip(z)— fulz)] <e,

(V)n> N, (V) p e N*, (V)azGD].

1.7.3 Teorema. (Weierstrass)

Consideram seria de functii Y., fn, fn: D — R (V) n €N.
n>0

Daca (3) un sir de numere reale pozitive (ap)neN cu proprietatile:
(@) |fn(@)] < apn, (V) n>nogeN, (V)x € D;
(1) lim a, =0,
n—oo
atunci seria Y. fn e uniform convergentd pe D cdatre o functie S : D — R.
n>0
o
1.7.4 Teorema. Fie Y. f, o serie de functii, f, : D — R (V) n > 0,
n=0

o0

continue pe D. Daca > fn, =S uniform pe D, atunci functia S : D — R e
n=0

continud pe D.

1.7.5 Teorema. (De integrare termen cu termen)

Fie Y fn o serie de fractii continue, f, € C([a,b]) (V) n € N. Daca
n>0

§ fn(x) = S(x) uniform pe [a,b], atunci:
n=0

b o 00 b b
/ (;Z%f"(””ﬁ do=2, ([ suta)ia) = [ s

1.7.6 Teorema. (De derivare termen cu termen)

Fie Y fn o serie de functii f, € C'([a,b]), (V) n € N. Dacd:
n>0

(1) ioj fu(x) = S(n), punctual pe |a,b];
n=0

(i) 3 fulw) = Gla), uniform pe [a, 1],
n=0

atunci functia S e derivabild pe [a,b] si 8" = G, adica

li fn(x)] = i fr(x), (V)€ la,bl.
n=0 n=0
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Rezultatele prezentate vor fi exemplificate in cazul seriilor de puteri.

1.8 Serii de puteri

Se numeste serie de puteri centrata in xg € R o serie de functii de forma

> an(z —20)" (an € R).
n>0

In continuare se vor considera serii de puteri centrate in zg = 0, deci de

forma > apx™.
n>0
Privitor la convergenta seriilor de puteri precizam rezultatele:

1.8.1 Teorema. Orice serie de puteri e convergenta in xg = 0 (deci multimea
de convergenta e nevida).

1.8.2 Teorema. (Abel) Daca seria de puteri Y anz™ e convergentd in
n>0
xog # 0, atunci seria e absolut si uniform convergentd pe orice interval [—r, 7],

unde 0 < 1 < |xg].

O problema importanta este aceea a determinarii multimii de convergenta
a unei serii de puteri.

1.8.3 Definitie. Fie seria de puteri ) a,z™. Se numeste raza de convergenta
n>0

a seriei date numérul real R > 0 definit prin:

R =sup {a: > 0: x — punct de convergenta a sumei Z ana:"}.
n>0

Privitor la calculul razei de convergenta a unei serii de puteri are loc

1.8.4 Teorema. Flie seria de puteri Y, anT,, avand raza de convergenid
n>0

R. Atunci:

an+1

an

n

lan| = lim

— = lim
R n—00 n—00

Dacd}%:0:>R:—|—oo; dacd%zooéRzO.
Daca 0 < R < +o0, seria Y., ap,x™ e uniform convergentd pe | — R, R|.
n>0

1.8.5 Definitie. Fie seria de puteri Y anx™ cu raza de convergenta R.
n>0
Intervalul

Ic =] - R,R]

(pe care seria e uniform convergentd) se numeste interval de convergenta al
seriei.
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1.8.6 Observatie. Multimea de convergenta a seriei de puteri ). a,x™ cu
n>0

raza de convergenta R e unul din intervalele | — R, R[, [-R, R[, ] — R, R] sau
[ R, R]. Pentru multimea (domeniul) de convergenta al unei serii de puteri
se va folosi notatia Dc.

1.8.7 Aplicatii. (Domeniul de convergenta al unei serii de puteri)
Determinati domeniile de convergenta ale urmatoarelor serii de puteri:

() X% (@) T &y () T
n>0 n>0 n>0
(i) ¥ s () ¥ & (w) X Sga—
n>1 n>1 n>0
Solutie. (i) a, =1, (V) neN; £ = Jim i) =1 = R = 1. Intervalul de
convergenta este Io =] — 1, 1].
Pentru x = —1 obtinem seria ) (—1)" care e divergentda = —1 ¢ Dc¢.
n>0
Pentru x = 1 obtinem seria divergentd ). 1=1¢ D¢.
n>0
Rezulta ca Do = Ic =] — 1, 1].
(i) an:n%rl;%{:7}13302—1;:1:>R:1:>Ic:]—1,1[.
r=-1= ) E;lr){; — i+ % - — convergenta (e seria armonica
n>0
alternata) = —1 € D¢.
r=1= 3 n+_1 =1+1+1+... — divergentd (e seria armonicd) = 1 ¢ Dc.
n>0
Domeniul de convergenta este deci Do = [—1, 1].
(iii) Procedand ca la punctele precedente se obtine D¢ =] — 1,1].
(iv) = lim (n+"1')227;+ =i=>R=2=1Ic=]-22
r=—2= n2>:1 % = n2>:1 # — convergenta = —2 € Dg¢.
r=2= 3 nzgn = > % — divergentd = 2 ¢ D¢. Deci Do = [—2,2].
n>1 n>1
(v) £=lim {/& = lim 1 =0= R=+400=Ic=R=Dc.

n—oo n—oo
2n+1
. . _ . . y o .
(vi) Notand z — 3 = y, obtinem seria 2;0 $.7T care e convergenta numal
n>
pe domeniul y €] — 1,1]. Seria data e deci convergentd daca si numai daca

x —3 €] —1,1[. Prin urmare D¢ =]2,4].

1.8.8 Probleme propuse. (Domenii de convergenta)
Aflati domeniul de convergenté al fiecareia din seriile:
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(i) X (=D)"2n+1)%22™; (i) Y nla™

n>0 n>1
(i) Y 37°an” () Y n"(n+3)™
n>1 n>1
n—1 (z—1)2" - n z—3)"
(v) n2>31(—1) 1 2n) o (vi) nz>:0(_1) (2n—(|—1)\/)2n+1 :

Wl

R. (i) Do = Ic =] = 1,1; (i) Ic = {0} = Dc; (iii) Do = Ic =) — 3, 5(;
(iv) Do = Ic = {=3}; (vi) Ic =]1,3[; D¢ = [1,3]; (vi) Ic =]2,4];

1.9 Derivarea si integrarea termen cu termen a
seriilor de puteri

Prezentam un rezultat teoretic iar apoi dam mai multe aplicatii ale lui.

1.9.1 Teorema. Consideram seria de puteri Y. a,x™ cu raza de convergentd
n>0
R st notam

=S 4", (Wzel-RE[
n=0

Sunt adevarate afirmatiile de mai jos:
(i) S este derivabila pe | — R, R];

(ii) Seria Y na,z™*
n>1

are raza R $i
Znan , (V)z€]l-R,R[;

(i4i) Daca [a,b] C] — R, R[ are loc:

n+1

00 n+1
/ dx—Zan/ "dw—Zanb —a

1.9.2 Exercitii rezolvate. (Derivare si integrare termen cu termen)
Folosind derivarea sau integrarea termen cu termen, sa se calculeze sumele
urmatoarelor serii de puteri:
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(i) % na (i) 3 5

(i) 3 (<1 1@k (i) 3 2

(v) né(_l)n_l%’ (vi) = n(n+1) n-1
(vii) 3 (<" (i) 3 (<1
(ix) ni:o:l (:il—g,gn

Solutie. (i) 3 2" ' = L (Wzel-1L1= % a" = 2, (V) z €] 11|

00 00 /
> S nt = (£ a7) = (%) = o (Do - L1
1

(i) 3 (5)" =& Mre-22= Z (2)" =%, (w22
Folosind derivarea termen cu termen se ob*glne
x n—1 =
n;n (3)" =Zp Wae-22= nzzjl B = gy (V) 2 €]-2,2].
iif) Fie §'(z) = z( 1)n1(2n-1)220"2 = [ S(z)dz = 3 (—1)* g2,
n—=1 n=1
E usor de observat ca ioj (—1)n—lg2n—l = 5, (V) 2 €] - 1L 1[.

n=1
Folosind derivarea termen cu termen se obtine:

T / _x2
S) = <1 —i—a:?) B (11+ x2)2’ (V)z €] = 11L

n=1 n=1
W) ze]-1,1= i% — _ln(1-2), (V) z €] - 1,1
) é(_nn—lxn—l L Wz -11]= g <n§1(—1)"_1t"_1> dt —
;f A —n(1+42), (V) 2 €)1, 1] = 7:1(_1)71—1%" = In(1+a), (V) z €]~ 1,1[.
(vi) Pornind de la zlx = 1, (V) 2 €] — 1,1] si aplicand de doua

ori derivarea termen cu termen, se obtine:

> 2:1:1—:1: 2(1 — z)a?
oo = 2210
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iar de aici:
i n(n+1) el 1
— 2 (1—2)3"

(vii) Este evidenta identitatea:

00 1
_1\n—1,2n—-2 — _
Y e (Mt -Lil

Folosind integrarea termen cu termen, rezulta:

7 [ & n—1,2n—2 Todt
E -1 dt:/ =arctgz, (V)xe€]—1,1[.
A n:l( ) 0 1112 gz, (V)ze [
Prin urmare:
o8 1a/,2n—1
-1 ——— = arct V)x €] —1,1].
3 (1) gy = weetg, (D €] -1l

(viii) Se porneste de la identitatea

1
1+=x

i(—l)"‘lx"_l = , Mze —1,1]
n=1

si aplicand de doua ori integrarea termen cu termen se gaseste:

00 xn—i—l
n=1

(ix) Se noteaza IT_?’ = y; aplicand apoi integrarea termen cu termen se
gaseste:

ZW:_ID 5 (V) z €]1,5[.

1.10 Serii Taylor

1.10.1 Definitie. Fie I C R un interval deschis, f : I — R o functie e
admite derivate de orice ordin In zg € I. Se numeste serie Taylor atasata
functiei f in punctul zy urmatoarea serie:

() (g
Z f(@o) (x — )™

|
=0 M
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Are loc urmatorul rezultat:

1.10.2 Teorema. Fie I C R interval deschis, xg € I iar f : I — R. Daca:
(1) f are derivate de orice ordin in xq;
(i) 3) M >0 a i [fO)(@) <M, V) zec VNI (VeV(x))), atunci
(V) x € VN I are loc egalitatea:

o £n)(y
fay =3 T gy
n=0 :

1.10.3 Aplicatii. (La serii Taylor)

Sa se dezvolte in serie Taylor intr-o vecinatate a punctului zg = —4
functiile date prin:

. 1 . .o _ 1

@) fl@)=5; @) f(@)= 2

Solutie. (i) Se demonstreaza (inductie dupa n) ca:

FO(@) = (~1)" (ZE)! , (WzeR", (W)neN

de unde rezulta:

() gy (D!
f ( 4)_ 4n+2 ’ (V)nZO, ’I’LGN.

E usor de vizut ci (3) V € V(—4) pe care f"*D e mirginitd. Are deci loc

egalitatea
o

n+1 1 "
n=0

(ramane in seama cititorului determinarea lui V).

.. 1 oS n _on n
) yrgrrs= & P2 (i A)n, (V) e VN (R\{=2,—1})

(determinarea lui V' raméane in seama cititorului).

1.11 Serii Mac-Laurin

1.11.1 Definitie. Fie I C R un interval deschis cu proprietatea ca xg =0 €
Iiar f: I — R o functie ce admite derivate de orice ordin in zg = 0. Seria
Taylor atagata functiei f in punctul x¢ = 0, adica seria

=100

n!

n=0

se numegte serie Mac-Laurin a functiei f.
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1.11.2 Teoremi. In ipotezele definitiei 1.11.1 are loc egalitatea:
"=fx), (VzeA,

unde A C I e multimea de convergentd a seriei Mac Laurin.

1.11.3 Aplicatii. (Dezvoltarea in serie de puteri a unor functii ele-
mentare)

1° f:R—=R, f(z)=¢€" (V)z R

e e usor de vizut ci fM(z) = e, (V) z € R, (V) n € N = fM(0) =1,
(V) neN;

e seria Mac-Laurin este §O%x", deci o serie de puteri cu coeficientii

ne

ap = % , (V) n € N gi raza de convergenta R = +o0;

e domeniul de convergenta este Do = R;

e prin urmare, (V) z € R are loc egalitatea:

>, r  x? "
x_ —_— —_— —_— DY —_
e—Zn!—1+1!+2!+ to
n=0
e substituind x := —z, se obtine:
0o " 2 4
—Tr __ _ n=-_ __ _ _ _ n _ -
et =Y (-1 S =l-5+75 + (D" -

2°. f:R—R, f(z) =sinz, (V) z €R
e se demonstreaza (inductie dupa n) ca:

() = sin (a: +ng> , MzeR, (V)neN;

e prin urmare

7(0) = { PR ke
(—DF, n=2k+1
e seria Mac-Laurin cautata este nijo(_l)n@n}kl)! 22"t i are raza de
convergentd R = 4o00; prin urmare Do = R = sinz = n§0(_1)km g2l

(V) z € R.
3. f:R—=R, f(x) =cosz, (V) z €R
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e se demonstreaza (inductie dupa n) ca:

£ () = cos <x —i—ng) , (MzeR, (V)neN;

e prin urmare

f(")(O) { (=D, n=2k;

0, n=ok i1 FEN);

[e.°]
. Sy < —1)n . <
e seria Mac-Laurin cautata este ) ((Qn))' 22" i are raza de convergenti
n=0 ’

o0

R = +400; prin urmare Do =R = cosz = ) (éi); r? (V) z € R.

n=0

4°. f:]—1,40[—= R, f(x) = (1+2)* (V) z € R (e« €R)
e se demonstreaza (inductie dupa n) ca:

@) =al@—1)...(a—n+1)1+2)°", MzeR, (V)neN

si deci
™M) =ale—1)...(a =n+1), (¥)neN*
e seria Mac-Laurin cautata este

> r(n)(Q
E:f (0)

— X

n!

1+§:a(a—l)...(a—n+l) "
n=0 n=1

n! o

e raza ei de convergentd este R =

1 iar domeniul de convergenta
D¢ =] — 1,1]; prin urmare are loc egalitatea:

a+@a:1+§3MQ_U”Ja_"+UxZ (V) z €] - 1,1]
n=1 :

e pentru a = —1 se obtine identitatea:

1 - n, .n
1+x :ngo(_l) ", (V) z€]-1,1]

e folosind integrarea termen cu termen, din egalitatea precedenta rezulta:

oo

xn+1
In(1+4+z) = Z(—l)"

SV Mee -l
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1.11.4 Exercitii propuse. (Devoltare in serie de puteri)
Sa se devolte in serie de puteri functiile date prin legile de mai jos:

T

(i) flz)=she(=<5=); (i) f(z)=chz (= <H=);
(iii) f(l') = sin? x; (iV) f(;p) — cog2 x; (V) f(ﬂj) _ m

R(ﬁﬂm:E%%g&JerR

(i) chx = 50%, (V) z € R;

(iii) sin’z = %; folosind apoi dezvoltarea in serie de puteri a

functiei cos se obtine:

2 = 1 2270
sin“z =Y (-1)"""——2z", (V)zeR.
n;l (2n)!

1+cos 2z
2

(iv) cos’z = ; se procedeazd apoi ca la (iii), obtinandu-se

o 22n—1
2 n
cos“x =1+ n§:1(—1) IR (V) xz € R.

18

= > {1+ ()r2ntan, (el - LN {-3).

(v) —(1—x)?1+2:c_)

n=0

1.12 Utilizarea dezvoltarilor in serie de puteri la
calculul limitelor si la calculul aproximativ al
integralelor definite

Prezentam unele aplicatii ale dezvoltarii in serie de puteri.

A1. Si se calculeze | = lim Sme—arctge
z—0 x
. RV S n z2ntl A
Solutie. Se stie ca sinx = Y (—1) Gn1) - Vom deduce mai intai dez-
n=0 )

voltarea in serie de puteri a functiei arctg x.
Pornim de la identitatea cunoscuta

1

=1 —t4 = (=D +... Mte]-1,1

=l (D () te - L]
din care deducem

1
1+1¢2

=14+t (D), M te 1,1
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Folosind teorema de integrare termen cu termen, putem integra identitatea
precedenta pe intervalul [0,z] C] — 1,1[ si obtinem:
o T B 22+l

ter=0—"—+"— - 4 ... 4 (=1)"
arctgr ==z 3+5 7—|— +(-1)

Din cele de mai sus obtinem:

. 1 1y ;4 1 1y 5 1 1y 4
s1na:—arctga::(§—§>a: +(———>a: +<———>x + ...

Limita cautata devine:

1 1).3 1 1\,.5
l:mn%—ﬁﬁ’+%—a%”+~-:}_1:1
z—0 x3 3 3 6
A2. Sa se calculeze | = ili% %
Solutie. Folosind dezvoltarile cunoscute avem:
2er 99 —a?—a (14 LT 2 — 2 — 22
e —2—-2x —2" = —l—ﬁ—l-g—i-g—i—... —2-2z—z
3 5
x x
=2 <§ + y +... >
oo 22t R .
—sinz=2-5 (-1)"———— = 4T
rosmr= 22%( e T
Limita cautata devine
2(Z 20 4 (L 4+ +. .
[ = lim %lxi )—2m%3% 5 ):2
S B S PO .
A3. Si se calculeze | = lim £=2¢te®
z—0 z

Solutie. Se foloseste dezvoltarea in serie de puteri a functiei arctg x, obtinan-
du-se | = % .
A4. Sa se calculeze o valoare aproximativa a integralei

1 .
5 sinx
I:/ dx.
0o

Solutie. Folosind dezvoltarea in serie de puteri a functiei sin z deducem:

sin x 22 ozt S

1Ty T
. T
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Luénd primii trei termeni ai dezvoltarii precedente obtinem:

1 2 4
2 T T 1 1 1
I~ . :-(1—— —)
A < 2 +12o>dm 2 12 9600

_ 1 9600 —-800+1 _ 8801
2 9600 ~ 19200

A5. Sa se calculeze o valoare aproximativa a integralei

31 —cosz
I:/ 72dw
0 T

Solutie. Folosind dezvoltarea in serie de puteri a functiei cos x, se obtine:

1 —cosx 1 x? ozt
72:____’__
T 2! 4! 6!
1 1
21 —cosx 2 (1 x?  xt
1 1 1

1 3428 5.6



Capitolul 2

Spatiile R"

2.1 Spatiul cu n dimensiuni

Notim R" =R xR x --- xR = {w: (X1,@9,...,2pn) s x; ER, (V) i = 1,n}.

In cazul n = 1, multimea R! este dreapta reald R.

In cazul n = 2, multimea R? este multimea perechilor de numere reale
(x1,72) (sau multimea punctelor din plan de abscisa 1 si ordonatd xq).
Punctele lui R? vor fi notate adesea (,y) in loc de (w1, z2).

In cazul n = 3, multimea R? este multimea tripletelor de numere reale
(z1,22,23) sau multimea punctelor din spatiu. Punctele din spatiu vor fi
notate adesea (z,y, z) In loc de (x1,z2, x3).

Prin analogie, R™ se numeste spatiul cu n dimensiuni iar elementele sale
se numesc puncte.

Daca z = (x1,...,2,) € R™, x1,29,...,2, se numesc coordonatele
(proiectiile) punctului z.

2.2 Structura de spatiu vectorial al lui R"

Operatia de adunare 4 : R" x R™ — R" se defineste prin:
r+y=(r14+y1, s Tntyn), V)x=(21,....,20) € R", (V) y=(y1,..,yn) € R™.
Se verificd ugor:

2.2.1 Teorema. (R",+) este un grup abelian cu elementul neutru 0 =
(0,0,...,0) si opusul fiecarui element x = (x1,...,x,) € R™ elementul
—x=(—21,...,—x,) € R™.

Operatia de iInmultire a elementelor din R™ cu numere reale - : R x R” — R"
se definegte prin:

a-x=(axy,...,axy,), (V) a e R, (V) x = (21,...,2,) € R".
37
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2.2.2 Teorema. Au loc egalitatile:
(i) alz+y)=ar+ay, (V)aeR, (V)z,yeR";
(17) (a+pB)r=ax+ fz, (V) a,B €R, (V) z € R
(i#3) a(82) = (aB)z, () a, B € R, (¥) = € R";
() 1 -z ==z, (V)xER“.

Teoremele 2.2.1 i 2.2.2 asigura faptul ca (R™, +, -) este un spatiu vectorial
real. De aceea elementele x € R™ se mai numesc si vectori, iar coordonatele
Z1,...,Ty se numesc componentele vectorului x = (z1, zo, ..., x,).

2.3 Produsul scalar in R"

2.3.1 Definitie. Functia <, >: R" x R” - R
) Zin'yi, M) z=(z1,...,20) €R", V) y=(y1,.--,yn) €R"

se numeste produs scalar in R"”.
Din Definitia 2.3.1 se obtin proprietatile produsului scalar, exprimate in

2.3.2 Teorema. Produsul scalar in R™ are proprietatile:

(1) (z,z) >0, (V)x e R"; (x,2) =0 x =0;

(i) (x,y) = (y,), (V) 2,y € R";

(i) (x +y,2) = (z,2) + (y,2), (V) z,y,2 € R";

(i) (ax,y) = (r,ay) = a(z,y), (V) a € R, (V) z,y € R".
Din proprietatea (iii) rezultd egalitatea (0,x) = (x,0) = 0.

Un rezultat important este
2.3.3 Teorema. (Inegalitatea lui Schwarz)
(x,9)* < {x,2) (y,y), (V) z,y € R™.

Demonstratie. (V) x = (z1,...,2,) € R", V) v = (y1,...,yn) € R”
inegalitatea enuntului revine la

Definim f: R — R, f(t) = <§: :17?) t2 -2 (i :Elyl> t+ f: y2.

i=1 =1 i=1

(2

3

Cum f(t) = Y(to; —y)> >0, (V) t e Rgi a2 > 0= A; <0 =
= i=1
> :17?) <Z yf) Egalitatea are loc < xl =t V)i=1,
i=1 i=1

)
()" (

i _— x2 _ ..
<:>y1 Y2 Yn

<

n

Tn
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2.4 Norma in R"

Pe dreapta reala R s-a definit distanta intre punctele z,y cu ajutorul mo-
dulului |z — y|.

In R se va defini norma unui vector x, notati ||z iar cu ajutorul ei se va
exprima distanta intre 2 puncte z,y € R™.

2.4.1 Definitie. Norma vectorului = (x1,...,z,) € R este numarul real
nenegativ ||z|| definit prin:

ol = %) = |32
=1

Proprietatile normei, asemanatoare cu cele ale modulului sunt exprimate

m

2.4.2 Teorema.

(7) |lz|| =0, (V) 2z € R"; ||z|]| =0 < = = 0;

(i) |lax| = laf - [lz]l, (V) a € R, (V) 2 € R";

(i12) |z +y| < |zl + v, (V) z,y € R™ (inegalitatea triunghiului);

() |xy|| < ||| - |y, (V) z,y € R™ (inegalitatea lui Schwarz transcrisa
in limbagul normei).

2.4.3 Observatii.

(i) In RY, ||z|| = o -z = Va2 = |z| si geometric reprezinta distanta de
la originea O la punctul de abscisa x.

(ii) In R?, daci = = (v1,72) = ||z| = \/2? + 23, cu aceeasi semnificatie
geometrica de la (i).

(iti) In R3, dac = = (z1, %2, 23) = ||z|| = \/2? + 23 + 22

2.5 Distanta in R”

Cu ajutorul normei se poate introduce distanta intre doua puncte din R"
agsa cum in R s-a introdus distanta intre 2 puncte cu ajutorul modulului.

2.5.1 Definitie. Fie x,y € R™. Atunci distanta intre z,y se exprima prin:
d(x,y) = [z =yl

2.5.2 Observatii.
(i) InRY, d(z,y) = |z —y.
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(ii) In R2, distanta intre z(x1,z2), y(y1,y2) se exprimi prin:

d(z,y) = /(21 —y1)% + (22 — y2)2.

(iii) In R3, distanta intre x(x1, 2, x3), y(y1,y2,y3) se exprima prin:

d(w,y) = /(21— 22)? + (2 — 12)? + (w5 — y3)*-
Distanta in R” are proprietatile din

2.5.3 Teorema. (V) z,y,z € R" au loc:
(i) d(z,y) >20; d(z,y)=0&z=y;
(i) d(x,y) =d(y,x);
(131) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (inegalitatea triunghiului).

2.6 Vecinatatile unui punct din R”

2.6.1 Definitie. Fie n intervale pe o dreapta Iy, Is,...,I,. Produsul lor
cartezian I = I x Is X --- x I, se numeste interval n-dimensional:

I={(x1,29,...,2p) s x1 € 1,20 € I5,..., 2, € I} .
Intervalele Iy, Io, ..., I, se numesc laturile intervalului n-dimensional I.

2.6.2 Observatii.

(i) Laturile unui interval n-dimensional pot fi inchise la un capat sau la
ambele capete, marginite sau nemarginite.

(ii) In planul R? un interval bidimensional cu laturile marginite e un
dreptunghi.

(iii) In spatiul R? un interval tridimensional cu laturile mirginite este un
paralelipiped.

(iv) Daca toate intervalele I, Io, . . ., I, sunt deschise, atunci I se numeste
interval n-dimensional deschis; daca laturile intervalului n-dimensional sunt
inchise, intervalul se numeste inchis; daca toate laturile sunt intervale margi-
nite, intervalul se numeste marginit.

(v) In continuare, prin interval n-dimensional se va intelege interval
n-dimensional deschis si marginit, afard de cazul cand se va specifica in
mod expres contrarul.

2.6.3 Definitie. Fie a € R" si r > 0; se numeste sferd (deschisa) de centru
a §i raza r, multimea:

Vi(a) ={z eR": ||z —al| <r}.
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2.6.4 Observatii.

(i) In spatiul R!' =R, V,(a) =Ja —ra +r[={z € R: |z —a| < r}.

(i) In spatiul R?, Vi(a) = {2 = (z1,22) € R?: [z —a| <} = {2 =
(w1,79) € R? : \/(:E1 —a1)?+ (w92 —ag)? < 7‘} = {:E = (71,72) € R? :
(v1 —a1)? + (73 —az)? < 7"2}, adica interiorul cercului de centru a(ay,az) si
raza r.

(iii) Analog, in R3, V,.(a) = {3:: (x1,22,23) € R3: (x1—ay)?+ (23 — az)? +
(v3 —a3)? < r2}, deci interiorul sferei de centru a(ay,as,as) si raza r.
2.6.5 Definitie. Multimea W, (a) = {x € R" : |[z — a|]| < r} se numeste
sferd inchisd de centru a si raza r.

In continuare se vor face referiri la sfere deschise. Se demonstreaza:

2.6.6 Teorema. Orice sfera de centru a contine un interval n-dimensional
care contine a; reciproc, orice astfel de interval contine o sferd de centru a.

2.6.7 Definitie. Se numegte vecinatate a lui a € R™ orice multime care
contine o sferd V,.(a) de centru a.

Se demonstreaza:

2.6.8 Teorema. O mullime V este o vecindtate a unui punct a € R"™ daca
st numai daca exista un interval n-dimensional I, astfel ca a € I C V.

2.7 Multimi deschise in R"

2.7.1 Definitie. Fie A C R" gi a € A. Punctul a este un punct interior al
multimii A daca exista o vecinatate V' a lui a continutd in A,

a€eV CA,

adica multimea A este ea insasi o vecinatate a lui a.

2.7.2 Observatie. Multimea tuturor punctelor interioare lui A se numegte
interiorul multimii A si se noteaza Int A; este evidenta incluziunea Int A C A.

2.7.3 Definitie. Multimea A C R™ este deschisda < A =1Int A (& A este o
vecinatate al fiecarui punct al sau).

Se demonstreaza:

2.7.4 Teorema.

(1) Reuniunea unei familii oarecare de mulfimi deschise este o mulfime
deschisa.

(7i) Intersectia unei familii finite de mulfimi deschise este o multime
deschisa.
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2.8 Multimi inchise. Frontiera a unei multimi

2.8.1 Definitie. Punctul a € R™ este aderent multimii A C R™ daca orice
vecinatate V' a lui a contine cel putin un punct x € A, adica:

VNA#D
oricare ar fi vecinatatea V a lui a.

2.8.2 Observatii.

(i) Daca a € A, atunci a este un punct aderent al lui A; pot exista puncte
aderente ale lui A care sd nu apartina lui A.

(ii) Multimea punctelor aderente lui A se numeste aderenta (inchiderea)
lui A si se noteaza A; evident A C A.

2.8.3 Definitie. O multime A C R" este inchisa daca este egala cu inchiderea
sa, A= A.

Se demonstreaza:

2.8.4 Teorema.

(1) Multimea A C R™ este inchisa < complementara sa C' A este inchisd.

(11) Reuniunea unei familii finite de mulfimi inchise este o multime
inchisa.

(7i1) Intersectia unei familii oarecare de mulfimi inchise este o multime
inchisa.

2.8.5 Definitie. Fie A C R"; punctul a € R"™ este punct frontiera a lui A
daca a este punct aderent atat pentru A cat si pentru C' A, adica oricare ar
fi V o vecinatate a lui a,

VNA#D, VNCA#D.
Multimea punctelor frontiera ale lui A se numegte frontiera lui A si se noteaza
FrA. Avem FrA=TFrCAsi Fr A= A\Int A.
2.9 Puncte de acumulare
2.9.1 Definitie. Fie A C R" si a € R™. Punctul a este un punct de

acumulare al lui A daca orice vecinatate V' a lui a contine cel putin un
punct z # a din A (& (V) V - vecinatate a lui A, (V\{a}) N A #0).
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2.9.2 Observatii.

(i) Orice punct de acumulare al lui A este punct aderent al lui A, deci
multimea punctelor de acumulare e continuta in inchiderea A a lui A.

(ii) Un punct aderent a € A care nu apartine lui A este in mod necesar
punct de acumulare al lui A.

(iii) Punctele lui A nu sunt in mod necesar puncte de acumulare ale lui

A.

(iv) Punctul b € A e izolat daca nu e punct de acumulare.
Se demonstreaza:

2.9.3 Teorema. A C R" este inchisd < A 1isi contine toate punctele de
acumulare.

2.10 Multimi marginite. Multimi compacte. Multimi
conexe

2.10.1 Definitie. Multimea A C R" e marginita daca exista o sferd cu
centrul In origine care contine multimea A, adicé:

A M >0 a. i |z]| <M, (V)xe A
2.10.2 Definitie. Multimea A C R" e compacta daca e marginita si inchisa.

2.10.3 Definitie. Multimea A C R"™ este conexa daca nu exista nici o
pereche de multimi deschise Gy si Go astfel ca:

A C Gy UGy, AﬁGl#@, AﬁGQ#@@(AﬁGl)ﬂ(AﬁGQ):@.

2.11 Siruri de puncte din spatiul R"

2.11.1 Definitie. O functie f : N — R se numeste sir de puncte din spatiul
R™. Se va nota prescurtat (z)gen-

2.11.2 Definitie. Punctul zy € R™ este limita sirului (zg)gen din R™ daca
in afara oricarei vecinatati a lui zg se gasesc cel mult un numar finit de
termeni ai girului. Se utilizeaza notatia klim T = Xg.

— 0

2.11.3 Observatie. Daca V.(xg) e o vecinatate a lui zg, atunci zj; €
Ve(zo) & |lzg — x| < e.

Se demonstreaza urmatoarele rezultate:



44 2. Spatiile R™

2.11.4 Teorema. lim zy =29 € R" & (V) ¢ > 0 (3) N = N(¢) a. i

k—o0

(V) n >N, [z — 0 <e.

2.11.5 Teorema. Limita unui gir convergent e unica (un sir din R™ se
numegte convergent daca are limitd,).

2.11.6 Teorema. Fie (ap)ren un sir de numere reale cu proprietatea
klim ar =0. Daca ||z, — xo|| < ag, (V) k €N, k> ko, atunci klim T = .
—00 — 00

2.11.7 Teorema. Daca lim xp = xo = lim ||zg| = ||zl
k—oo k—o0

2.11.8 Teorema. Orice gir convergent (Tx)ken din R™ este marginit, adica
(A M >0a. i ||ze|]| <M, (V)keN.

2.11.9 Definitie. Sirul (zg)ren C R™ este fundamental (Cauchy) < (V) € >
0F)N=N()a. i (V)p>N,(¥)g>N

|zp — x4l <e.

2.11.10 Teorema. (Criteriul Cauchy) Sirul (zx)reny C R™ este conver-
gent < (rx)ken este fundamental.

2.11.11 Teorema. Un gir (xg)geny C R™ are limita a € R™ < pentru fiecare
i€{1,2,...,n} sirul coordonatelor (x;)ken are limita a; = pria.

2.11.12 Exemple.

. Tp — L0
(1) (Tn,yn) — (z0,%0) & { Y — Yo,
( Tp — X0
(11) (:En’yn)'zn) - (x()vyOyZO) < Yn — Yo
Zn — 20-



Capitolul 3

Functii definite pe multimi
din R"

3.1 Functii reale de variabila vectoriala
3.1.1 Definitie. Fie Dy CR", Dy # (. O functie f : Dy — R
(1,...,2p) € Dy — f(21,...,25) €R

se numeste reala de variabila vectoriald x = (x1,...,zy).

3.1.2 Observatii.
(i) Multimea Dy se numeste domeniul maxim de definitie al functiei f.
(ii) O prima problema (importantal!) care se pune in legatura cu functiile
reale de variabila vectoriala este aceea a determinarii domeniului maxim de
definitie.

3.1.3 Exemple. (De determinare a domeniului maxim de definitie).
Aflati domeniile maxime de definitie ale functiilor definite prin legile de
mai jos:

() o) = /5 +5 -1

(i) f(z,y) = In(l — |z[ - [y]);

(iii) f(x,y,2) = \/%;
(iv) flz,y) = 32

(v) f(%y) = arccos xiﬂ/ ;

(Vi) f(,9) = VT =22 4 /1= 25
(vit) f(2,9,2) = -

Tét+yY“—z
45
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Solutie. (i) Dy = {(m,y) € R%: %2 @2 -1> 0} — exteriorul si frontiera

- . 22
elipsei de ecuatie (E) : & + % —1=0.
(i) Dy = {(z,9) €R*: 1 —|a| — [y| > 0
— interiorul patratului de varfuri (1,0), (0,

% {(z,y) e R : |a| +|y| < 1}
(111)Df—{(:ny, 2) ER3:4—a? — 92— 2

0,

(z

? o
>0} {(:Ey, 2) €R3: 2?4
0) s

yr+ 22 < 4} interiorul sferei de centru (0, iraza r = 2.

(iv) Dy = { z,y) € R?: :E—y;éO}
planului R? nesituate pe prlma bisectoare.

(v) Dy = {(wy) e R?: |2
tarea (precizarea) geometrica a lu1 Dy).

(vi) Dy = {(:L",y) ERZ:1—-a22>0A1—y? 20} = {(:L",y) €ER?:x ¢
L1 Ay e[-1,1)} = [-1,1] x [-1,1].

(vii) Dy = {(x,y, 2)ER3 a2 +y? — 2 # 0}.
3.1.4 Definitie. Functia f : Dy C R" — R e marginita daca si numai daca
AM>0a. i |f(x)| <M, (¥)z=(21,...,2n) € Dy.

y) ER? .z # y} — punctele

} (rdmane in seama cititorului explici-

3.2 Limitele functiilor reale de variabila vectoriala

3.2.1 Definitie. Fie Dy C R", g € R" punct de acumulare al lui D si
f: D — R. Numirul [ € R este limita functiei f in punctul zy dacd si
numai dacé pentru orice vecinatate U a lui [ (in R) existd o vecindtate V a
lui zg (in R™) astfel ca (V) x € VN Dy, x # 29 sa avem f(x) € U.

In caz afirmativ se utilizeazi notatia xli—>n%0 flx) =1

Teoremele de mai jos dau definitii echivalente pentru limita unei functii
intr-un punct.

3.2.2 Teorema. (De caracterizare cu ajutorul sirurilor)
lin% fl) =1 & [pentru orice sir (zvx)ren C Dp\{zo} convergent cu

khm T = To = hm f(z) = l]

3.2.3 Teorema. (De caracterizare "¢, ")
mlirr% fla) =1« [(V)e>0(§|)5:5(6)>0a. t. V)x € Dy, x#x0 cu
—X0
|z — xol| <9 sd avem |f(x) —1] < 5].
In continuare vom face referiri la functiile reale de doua si respectiv

trei variabile reale, acestea fiind functiile ce intervin cel mai des in stiintele
ingineresti.
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3.2.4 Definitie. Fie Dy C R?, (z9,y0) € R? un punct de acumulare al lui
Dy iar f : Dy — R. Se numesc limite partiale ale functiei f in punctul
(20, yo) urmatoarele functii reale de o variabila reala:

Yy—Yo Tr—T0

Se numesc limite iterate ale functiei f in punctul (zg, yg) urmatoarele limite:

l1o = lim (lim f(:z:,y)), loy = lim (lim f(:z:,y))
=0 \y—Yyo y—yo \T—T0

3.2.5 Observatie. Consideratii analoge se pot face pentru functiile reale
de n variabile reale (n > 3).

Se demonstreaza:

3.2.6 Teorema. Fie Dy C R2, (z9,10) € R? punct de acumulare al lui Dy

iar f : Dy — R. Daca exista lim f(x,y) =1 i exista una din limitele
(@,y)—(x0,y0)
l12 sauy l21, atunci | = 112 = l21.

3.2.7 Observatii.
(i) Daca exista numai una din limitele:

l: 1 ) 7l :1 <1 ’ >7l :1 <1 ) >
(mvy)—l’l(lﬂlﬂmyo) f(x y) 12 xl’rgo yinl./lo f(x y) 21 yinylo :cgla.clo f(x y)
nu rezulta ca exista si celelalte doua.

(ii) Daca nu exista | = lim  f(x,y), este posibil sa existe ambele
(z,y)—(w0,y0)
limite iterate; In acest caz l19 # lo1.

(iii) Este posibil ca, desi (zo, yo) e punct de acumulare al lui D¢, multimea
{:17 eR: (z,y) € Df} sa nu-1 aiba pe xg ca punct de acumulare, oricare ar

fi y. In acest caz nu are sens lim f(x,y) oricare ar fi y.
r—x0

3.2.8 Observatie. (Metoda practica)
Presupunem ca (0, 0) este punct de acumulare al lui Dy, f: Dy — R si avem

de calculat  lim z,Y).
(x,y)—>(070)f( v)

Parcurgem etapele urmatorului algoritm:

1°. Se face schimbarea de variabila y = mux;

2°. Se determina f(x, mz);

3°. Se calculeaza 9161_% f(x,mz); sunt posibile situatiile:

(i) (3) lir% f(z,mx) si aceasta este independenta de m; in acest caz
r—

3 lim z,y) = lim f(xz,mx).
Q) o o f(@9) = liny f(z,ma)



48 3. Functii definite pe multimi din R"

(i) (3) lin% f(z,mz) dar valoarea ei depinde de m; in acest caz

(A) ~ lim - f(z,y).
(#,y)—(z0,y0)
(iii) (A) lim f(z,mn); in acest caz (A) lim  f(z,y).
z—0 (z,y)—(0,0)

Algoritmul prezentat se numeste "metoda dreptei variabile”

si pentru calculul limitelor de forma ( )lil(n : f(z,y).
z,Yy)—(Z0,Y0
foloseste schimbarea de variabila y = yo + m(z — x¢).

. Poate fi aplicat
In acest caz se

3.2.9 Aplicatii. (La metoda dreptei variabile)
Calculati limitele de mai jos:

2 2 6
i)l = lim %Y. i) lp = lim =%
O (W)= M o7+
iii) I3 = 1i Y. iv)ly= lim 2L
) b = Jimty o) o (W)l = Jim ) o+
2,3
V)l = lim Y5 vi)lg= 1 242y
) b (@,y)—(0,0) ¥ Y (vi) lo (2,5)—(0,0) T3
(Vll) l7 = (x7yl)i_n)%0’0)(x2 + Yy )Sln W
T li z2y . . lo — li 3 4y3 .
(Vi) b = M o) T () fo = jn o) 77407
Solutie.

(i) Nedeterminarea e de forma 8; folosim metoda dreptei variabile si
punand y = mx gasim:

lim L v = lim (1~ m’) _ 1= m?
(@)—00) 22 +y2  a—022(1 +m?2) 1+m?2’
2 2
C Itatul depinde d = li L
um rezultatul depinde de m = ( A) (m,y)lin(o,o) T
(i) Analog cu (i), avem (punand y% = m)
. 3xyS . 3ma? 3m . 3y
1 =] = = 1 — .
(rvy)IE%O,O) x2 + y!2 720 22(1+m2) 14 m? (A) (;p’y)l_{l}()’o) 22 + y12
xr— . xz(l—m 1—m
(i) Iy = lon o= T S = 122 = (D) I
: : x ma? :
(V) la= lim ety = I oitiy = 0= (D lasila=0.
. 2243 )
(V) l5:(xy%1_n)%00)52+iyg: hmm 0:>(E|) l5 S1 l5:0
. . a+2 - z(142m) _ 142m
(Vl) 16 - (@ y%lm(o 0) ﬁ - ili% xEl—3mg - 11_3771 = (/H) 16'
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(vii) Iy = . y%i_)m(o 0)(3:2 + y?)sin e B lim x2(1 + m?) sin m =
(1+m? )hnéxzsm—Q(lTQ—) Cum ‘Sln_g—g_‘ <l=lI;=0.
r—
. . 22y . ma _
(Vlll) s = (x,y%l—{rE0,0) a?ty? ili{%) z2(1+m?) — 0.

. 2343 . 23(14md
(1) b T @ %1 —(0,0) T ::}:%W =0

3.2.10 Observatii.
(i) "Metoda dreptei variabile” se aplica in general in cazul calculului

limitelor functiilor rationale, pentru eliminarea nedeterminarilor de forma
0

6 .
(ii) In cazul functiilor reale de trei variabile reale, se aplicd "metoda
curbelor variabile”, pe care o vom exemplifica mai jos.

3.2.11 Aplicatii. (La metoda curbelor variabile)

Sa se calculeze limitele de mai jos:
(i) I = lim — 2xty—=z .

(2.9,2)—(0,0,0) 2 F2HL
.. . . 2m+3y2+423 .
(11) 12 = lim W 3

(2,4,2)—(0,0,0)

g . y—z
(iii) I3 = (w,y,zl)1—>m(0,0,0) T

Solutie. Descriem pe scurt metoda:

e se fac schimbarile: x = at, y = bt, z = ct; atunci t — 0 < (z,y,2) —
(0,0,0);

e in caz ca valoarea limitei functiei in ¢ este independenta de a,b,c,
aceasta este limita functiei in (0,0, 0); in caz contrar, limita nu exista.

(i)z=at,y=">t, z=ct =

e 4y —z . t(2a+b—c) 2a +b—c
=1 = lim —= —lim = .
(2,4,2)—(0,0,0) 3 + 2y + 4z  t—0t(3a +2b+4c) 3a+ 2b+4c
. . Qp4y—
Cum [y depinde de a,b,c = ( A) (m7y’zl)Ln1(0’070) % .
(i) z=at,y=">t, z = ct =

) 2043y +42° | t(2a+ 302 + 43 20 2
S l=  lim 2TV Ty _0_2

(2,4,2)—(0,0,0) bx + 4yt + 22 =0 t(5a + 4b*3 +c2t)  ba 5’

. . 2 3
Cum [y este independent de a,b,c = Iy = % = lim % )
(2,4,2)—(0,0,0) v
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(iii) x =at, y=0bt, z = ct =

=3 = lim xy—z zlimatt(b_cs =0.

(z,4,2)—(0,0,0) y+2z t=0 t(b+c

3.2.12 Observatii.
(i) Pentru operatiile cu limite de functii reale de n variabile reale se
pastreaza regulile de calcul din cazul functiilor reale de o variabila reala.
(ii) Nedeterminarile in cazul operatiilor cu functii reale de n variabile
reale sunt aceleasi ca In cazul functiilor reale de o variabila reala.

3.3 Continuitatea functiilor reale de n variabile reale

3.3.1 Definitie. Fie Dy C R" si 29 € Dy. Functia f este continud in xg
daca si numai daca pentru orice vecinatate U a lui f(xp) exista o vecinatate
V alui xg astfel ca (V) x € VN Dy sa avem f(x) € U.

3.3.2 Observatii.

(i) Daca zg € Dy e un punct izolat al lui Dy, atunci f e continua in .

(ii) Daca xo € Dy e un punct de acumulare al lui Dy, atunci f e continua
inxg & leIIIlO f(z) = f(xo) (in sensul definitiei limitei unei functii reale de n
variabile reale).

(ili) Daca f e continua in fiecare punct al lui Dy, functia f se numeste
continua pe Dy.

(iv) Functiile elementare de n variabile reale sunt continue pe domeniul
maxim de definitie.

3.3.3 Aplicatii. (Determinarea domeniului de continuitate)
Pentru fiecare din functiile de mai jos, sa se determine domeniul de con-
tinuitate D¢

0 sa = { T 000
IE2+ 2 2
) e = { e (20200
[ @ +y?)sing, (2,9) #(0,0)
(i) f<:c,y>—{ N T o)
{ Z‘2 y2 T
) fe) =4 Vi (0700
2, (xmy) = (070)
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HY . (uw,0) #(0,0)
v — u“+v
( )f(ujv) { 0, (U,U) = (0,0
Solutie.

(i) Pe R2\{(0,0)}, f e continui (elementard). Cum (0,0) e punct de

acumulare al lui R, f - continu in (0,0) < ( %im(0 0 flx,y) = f(0,0) = 2.
x7y — b

Pentru a calcula ( l)in%o 0 f(x,y) aplicim metoda dreptei variabile. Deci
"L.7y - K

facem schimbarea de variabila y = mn si

?(1-m?)  1-m?

lim  f(x,y) = lim

(z,5)—(0,0) z—0 332(1 + m2) 1 +m2-
Prin urmare, (/A3) ( %thO 0) f(z,y). Domeniul de continuitate al functiei
xT,Yy)— s

date este deci Do = R?\{(0,0)}.

(ii) Sunt valabile consideratiile de la (i). Raméne de vazut daca

lim xz,y) = 0. Avem:
(w,y)—>(070)f( v)

t221 2
lm  f(e,y) = g 20T

(@9)—(00) ey 0= /00

Prin urmare f e continua si in (0,0) si deci Do = R2.
(iii) Analog cu punctele precedente, avem:
lim  f(z,y) = lim 332(1+mQ)sinL = (14 m?) lim 22 sinL =
= (14+m?0=0%# 2= f(0,0).

Deci f nu e continud in (0,0) si ca atare Dy = R?\{(0,0)}.

(iv) Analog cu punctele precedente se obtine Dy = R2.

3.3.4 Definitie. Die f : Dy C R"” — R. Functia f este uniform continua
pe Dy & [(V) e>0(3) 6 =90 a. 1. (V)2,2" € Df cu proprietatea
I’ = 2"|| < 6 = |f(2') = f(2")] <e].

3.3.5 Observatii.

(i) Daca n =1 = Dy C R. Functia f : D — R e uniform continua pe
Dy & [(V) e>0(3) d=26(e) >0a 1. (V) 2',2” € Dy cu proprietatea
|/ —2"| < § = |f(2)) — f(2")] < s].
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(ii) Dacd n = 2 = Dy € R% Functia f : Dy — R e uniform continud pe
Dy & [(V) e>0(3)d=06(e) a. 1. (V) 2’ = (2],h), (V) 2" = (af,2%) € Dy
cu proprietatea \\x’—x”]:\/(x’l—a:’l’)2+(x’1 —xf)< o= |f(a")— f(a")|< E].

(iii) Consideratii analoge celor de la (i) si (ii) se fac pentru n > 3.

Mentionam urmatoarea legatura intre functiile continue si uniform con-
tinue de n variabile reale.

3.3.6 Teorema. Fie Dy C R" si f : Dy — R. Sunt adevarate afirmatiile
de mai jos:

(i) Daca f e uniform continua pe Dy = f - continud pe Dy.

(¢1) Daca Dy e compactd, atunci f - uniform continud pe Dy < f -
continua pe Dy.

Proprietati importante ale functiilor continue pe o multime compacta
Dy C R"™ sunt continute in:

3.3.7 Teorema. Fie Dy C R" compacta iar f : Dy — R. Daca f este
continud pe Dy, atunci f e marginita $i isi atinge marginile pe Dy.

3.4 Derivate partiale

Pentru fixarea ideilor ne referim la functii reale de doua variabile reale,
situatia numarului de variabile n > 2 tratandu-se analog.

3.4.1 Definitie. Fie Dy C R?, (z0,10) € Dy punct de acumulare iar
f: Dy — R. Functia f e derivabila partial in raport cu = in (xo, yo) daca
limita de mai jos exista si este finita:

lim f(x,90) — f (w0, v0)

T—T0 r — X0

In caz afirmativ, valoarea limitei precedente se numeste derivata partiala de
ordinul intai a lui f in raport cu z in punctul (zo,yo) si se noteaza prin
f% - (:L'anO) sau % (x())y(])‘

Analog se defineste derivata partiala de ordinul intai in raport cu y in punctul
(z0,90)- Ea se noteaza prin f,(zo,yo) sau g—g (20, Y0)-

3.4.2 Observatii.

(i) Daca f: Dy — R e derivabila partial in raport cu x in fiecare punct
(x,y) € Dy, se spune ca f e derivabila partial in raport cu  pe Dy. Derivata
partiala de ordinul intai in raport cu  intr-un punct (x,y) € Dy se noteaza

fila,y) sau gl (z,y).
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(ii) Analog cu (i), f : Dy — R e derivabila partial in raport cu y pe Dy
daca e derivabila partial in raport cu y in fiecare punct (z,y) € Dy. Derivata
partiald de ordinul intai in raport cu y in (z,y) € Dy se noteaza cu fy(z,y)

0,
sau O_?J; (z,y).

(iii) Pentru calculul derivatelor partiale se pastreaza regulile de calcul
din cazul functiilor de o variabila, cu observatia ca se considera variabila
numai aceea in raport cu care se efectueaza derivarea (x, cand se calculeaza

»> Tespectiv y cand se calculeaza f; ).

(iv) Functiile elementare sunt derivabile partial pe interiorul domeniului

maxim de definitie.

3.4.3 Exemple. (De calcul a derivatelor partiale de ordinul I)
(i) Folosind definitia sa se calculeze f;, f, in punctele indicate:
(a) f:R2 =R, f(x,y) = 22 + 2%y + y? in punctul (1,2);
x? A
(b) f:R?2 =R, f(z,y) = Wygﬂ in punctul (0,—1).

Solutie.

/ T f(x72)_f(172)_- 3%2—3_
R T e

, fy)—f1,2) .y +y—6

T = I E)

(b) Analog cu (a), se obtin: f;(0,~1) =0; f,(0,—~1) = 0.

(ii) Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai ale functiilor de
mai jos intr-un punct arbitrar al domeniului de definitie:

(a) f:R2 SR, f(z,y) = (22 + ay)e™;

(b) f:R* =R, f(z,y) =In(z*+y*+1);

(¢) f:RA\{(0,y) : y € R} = R, f(x,y) = arctg ¥;

(d) f:]0,+00[xR — R, f(z,y) = ylnz;

(e) f: R\ {(z,y) : 2 =0sauy =0} — R, f(z,y) = 2%y + % + y—;

Solutie.

() %(aﬁ, y) = (@ +ay)pe ™ 4 (2% + ay)(e ), =

=(2z + y)e_xzy — 2zy(z® + xy)e_xzy =

3}
= 2z +y — 223y — 2$2y2)e_x298—£ (x,y) =
_ 2 / —:czy 2 —:czy /o
= (@7 F+ay)ye "V + (27 +yx)(e™ )y =

= e Y — a2 (x? + :Ey)e_x2y =z(1—2% - :172y)e_x29
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of B 9 o ,
(b) dx (x7y) 524-_;2?7 » By (x,y) ;24__3?2?
of 1 ;o , o
(c) %(JE,y) 1+(y)2 (%)x 22 x—%’_ s
ﬁ( )_ 1 L1 T
oy Y W = 52+_y2_7
4 B
(d) 8L (w,y) = 45 L (w,y) = £;
0 ) ss o s
() 3 (w,y) =20y + 1 — 4 = By
af — 72 2y 3,2_ 3+23
a_yxay)—x —;—2+?y_mywz2 Yy

3.4.4 Definitie. (i) Presupunem ca f : Dy — R (Dy C R?) e derivabild
partial in raport cu x pe Dy, deci f; : Dy — R. Daca f, este la randul ei
derivabila in raport cu x pe Dy, se spune ca f este de doua ori derivabila
partial pe Dy in raport cu x. Derivata partiala a lui f, in raport cu z se
numegte derivata partiala de ordinul doi a lui f in raport cu x si se noteaza
prin fg, sau 75 f . Deci:

2f o

9
a2 V) = gy :

3z & y)]-

(ii) Presupunem ca f : Dy — R e derivabila partial in raport cu x pe Dy,
fi: Dy — R. Daca f,, e derivabild partial in raport cu y pe Dy, functia f e
de doua ori derivabila partial pe Dy, in raport cu x si y. Derivata partiala
(f1.)y se numeste derivata part;ialé de ordinul doi a lui f In raport cu z si y;

fra(,y) =

se noteaza prin xy sau axay Deci

N o7
o) = g w0) = 5[5 )]

(iii) Presupunem ca f : Dy — R e derivabila partial in raport cu y pe
Dy, fg’/ : Dy — R. Daca fz,/ e derivabila partial in raport cu y pe Dy, atunci
f e de doua ori derivabild partial in raport cu y pe Dy. Derivata partiala a

lui fz,/ in raport cu y se numeste derivata partiala de ordinul doi a lui f in

. i) . 2 .
raport cu y si se noteaza prin f?;’y sau g?f . Deci

; o? o [0
e =55 @) = 5 [ @

(iv) Presupunem ca f : Dy — R e derivabila partial in raport cu y pe
Dy, f, : Dy — R. Daca f, e derivabila in raport cu x pe Dy, atunci f e de
doua ori derivabila pe D in raport cu y si x. Derivata partiala a lui fz,/ in
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raport cu x se numeste derivata partiala de ordinul doi a lui f in raport cu
. v . " 02 f .
y §i x; se noteaza prin f,, sau g0 - Decl

52 o [0
foe(@,y) = Z?y(?fa: (@,9) = 5 [ajyc (w,y)]-

3.4.5 Observatii. (i) Derivatele partiale %, % se numesc derivate
partiale mixte de ordinul doi ale functiei f.
2
(ii) Se poate intampla ca intr-un punct (z,y) € Dy sa existe a‘zgy dar

aajgx sa nu existe (sau invers). Chiar daca (3) % (o,90) si(3) ;;—6]; (zo,Y0),

N 52 52
in general 2L (20,90) # 3025 (%0, Y0)-
Situatia in care derivatele partiale mixte sunt egale e precizata in

3.4.6 Teorema. (Schwarz)

Daca (x0,y0) € Dy e un punct de acumulare, itar f : Dy — R are
proprietatile:

() (3) £, flu pe Dy;

(zz) wy» Jyw SUNE continue intr-o vecindtate a lui (xo,yo)-
Atunci fz,(70,90) = fyz(20,Y0)-

3.4.7 Exemple. (De calcul a derivatelor partiale de ordinul doi)
Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul doi ale functiilor:

(1) £ R\{(0,0)} >R f(z,y) = In(z? +1?);
(i) f:Rx]0,4o0o[— R  f(z,y) =zlny.

Solutie.
af 2z
(4) %( >y)_$2+y2a
0% f B 20\ 2 +yP-227  _ y?—a?
W( 'Y) <x2 _,_yz)x @2 +yD)?2 @ty
0% f B 2z ! B -2y 4y
0z0y (z,4) <3:2 - y2> (22 +y?)? (2 +y?)?
of 2y
a_y (x7 ) = 22 +y2 )
0% f B 2y ! —2zx 4y
Oyox (z.9) <3:2 - y2>m y(a:2 +y?) (22 4 y?)?
B2 f 2 \ 22 92 — 22 72— g2
8—y2( ) = <x2+y2>y_ @2+ 2?2 ‘@2t 42)2
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Se observa ca a%fy (x,y) = aa;gx (x,y), (V) (z,y) € Dy.
. Of O*f O*f , 1
(11) %(-’L’,y) - 1ny7 W(x7y) - 07 83:—(9y(x’y) - (lny)y - ;
af( )_x. 82f( ) = x/_l
8:/,/ 7y y? 8:[/6:1: 7y y N - y

Se observa ca si in acest caz ;;gy (x,y) = 8%3; (x,y), (V) (z,y) € Dy.

3.4.8 Exemple. (Identitati cu derivate partiale).
Aratati ca functiile de mai jos satisfac respectiv relatiile indicate:
(i) f:R2 =R, f(z,y)=e"cosy
0L ) + 2 (2,9) =0, (V) () € R2.
(ii) gf: R2\{(0, 02j — R, f(z,y) = In(z? + 2y + y?)
w3k (2,y) +y3 (2.y) = 2, (V) (2,9) € R1\{(0,0)}.
(iii) f: Dy = R, f(z,y)=ay+a- ex
az% (x,y) + yg—g (z,y) = 22y + f(z,y), (V) (z,y) € Dy, unde
Dy =R:\{(0,y) : y € R}.

Solutie. (i) % (z,y) = €e” cosy; % (x,y) = e* cos y;

2—2 (z,y) = —e"siny; —gz/é (z,y) = —e” cosy. Deci
0% f 0% f - .
) = - = 0, 4 s € R2.
92 (z,y) + PYE e® cosy — e*cosy (V) (z,y)
(ii) a_£ (z,y) = % ; O_?J; (z,y) = #ﬁmy . Prin urmare

af of x(2x +y) +y(x + 2y 2% +y? + a2y
22 () 1y () - EEA W M) A Ay A ),
ox dy e+ y-+zy e+ Yy +zy

Y

(V) (z,y) € R*\{(0,0)}.
(i) 9L (,y) =y + ¢ — L
9 (x,y) = & + e* . Deci

9y
of of

Yy y Y
:E—(w,y)era—y(w,y) = xy +xer —yer +xy + yer = 2xy + Te

Ox
=2zy + f(x,y), (V) (z,y) € Dy.

y
T
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3.4.9 Observatii. (i) Derivatele partiale de ordin superior se definesc prin
relatia de recurenta 9" = 9(9"1).

(ii) Derivatele partiale ale functiilor reale de n variabile reale se definesc
analog cu derivatele partiale ale functiilor reale de 2 variabile reale.

3.5 Derivarea functiilor compuse

Acest paragraf este dedicat abordarii unor probleme simple din punct de
vedere teoretic, dar care au o mare importanta in studiul unor discipline
ingineresti (mecanica, rezistenta materialelor).

3.5.1 Teorema. Daca a,b e R, a <b si

(1) u,v :]a,b|— R au derivate continue pe |a,b|;

(ii) (u(z),v(x)) € Dy CR?, (V) z €la,b;

(¢13) f: Dy — R are derivate partiale de ordinul intdi continue pe Dy,
atunci F :la,b[— R, F(x) = f(u(z),v(x)) e derivabila pe |a,b] si are loc
egalitatea

2)+ 9 ula), vl @), () 2 ot

3.5.2 Aplicatii. (Ale teoremei 3.5.1)
1°. Fie R — R, F(z) = \/u?(z) + v?>(z) unde u,v : R — R* sunt functii
de douad ori derivabile pe R. Si se calculeze F'(x) si F"(x).

F'(z) =

Solutie. Dupa teorema 3.5.1 avem:

£ = (Vi) + 2 @) (o) + (V) + 02(0) (o) =
_ u(x) u/(x)+ v(x) v
u(z) + v2(z) u?(z) + v*(x)

Aplicand din nou teorema 3.5.1 gasim (pentru simplificarea notatiei punem
u'(z) =, v (x) =0):

F/l( ) _

/

/
v
v _|_ ,U/+ 7,0//
<\/u2+v2 ( VuZ + 02 ) Vu? 4+ v?
2uu’ 20

w'vu? 4+ 02 — y——— T ——
- 2v/u? + v2 2Vu2 +v2
N u? + v? u? + 02 v

/
! ! U 1
<\/u2+v2> u—i—( u2+v> u+\/u2+v2u+
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2u 200’

Ve vvVuZ + 2 — ) ———
+ U " 2vu? + v? o+ 2\/u2+’u2+

u
Vu2 + 02 u? 4 v? u? + v?

v , u? + 02 —u? , 2uv ,

+ 1" = (u')? — URVSS

Vu? + v? (u? + v?)Vu? + v? (u? + v?)Vu? + v?

2 ,.2 .2
Ut +v°—v / U " v "

+ V)t ————=U + ——=V =

(u? + v?)Vu? + v? () u2 + v? Vu? + v?
_ v2 (u’)2 _ 2uv o+

(u? + v?)Vu? + v? (u? + v2)Vu? + v?

2
U N2 U " v "

+ V)" + u + v =

(u? + v?)Vu? + v? () Vu? + v? Vu2 + v?

1 / N2 1 " Vi

= s (W — )+ ——— (u” + ).

CEEREITE (u'v —uv') 0 (uu” +vv")

Deci:
F'(z) = L [u’(m)v(m) - u(m)v'(z)]z +
(u?(u) + v2(v))3/2
1
[u(:n)u”(az) + v(:n)v”(:n)] , (V) z e R.

u?(x) + v?(x)
2°. Fie F : R — R, F(z) = f(u(z),v(r)) unde f : R? — R,

2

v, (u,v 0,0
flu,v) =4 v (u,0) #(0,0) iar u,v :]a,b[— R au derivate continue
0, (u,v) = (0,0),
pe |a,b]. Sa se calculeze % , % si sa se studieze continuitatea lor in (0,0).
Sa se precizeze daca are loc formula:

@) = 9 (uw) o)l (@) + 2L (), vl (@)

Solutie. (V) (u,v) # (0,0) = % (u,v) = v%ﬁﬁ = 2uv%}.

E clar ca:

ou (0,0) = QIL% u =0
Studiem daca % e continua in (0,0) calculand (um%iigop) % (u,v). Folosim
metoda dreptei variabile si avem
of ) u? + 02 —ww
() (0,0) Dt (u,0) =2 (u,U%EI%O,O) YT 2
=2lim mu?’U2(1 +m’ —m) = 2m(1+m—2—m)

n—0 ut(1 +m?2)? (14 m?2)?
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Relatia precedenta arata ca ( /H)( %im(0 0 % (u,v), adica % nu e continua
u,v)—(0,
n (0,0).

Analog, (V) (u,v) # (0,0) avem:
u?(u? +v?) — 2u?0?  uP(u? —0?)

of B B
B (u,v) = (u? +v?)? (U +0?)?

v T o0 v
Ca la prima parte,

u2(u2 _ U2)

li - = i — =
(u,v)l—>m(o,0) ov (u,v) (u,v)lin(o 0) (u?+ v2)2

2(m? - 1) m2(m? — 1)
— 1 2 9 V(M _
i M vi(m? 4+ 1)? (m?+1)2 7’

adica (/3)( %iH%O 0 g{j (u,v). Deci % nu e continua in (0, 0).
u,v)—(0,
Conditiile teoremei 3.5.1 nefiind indeplinite, egalitatea nu are loc.

3.5.3 Teorema. Daci D1, D CR?, u,v: Dy — D, f: D — R, f = f(u,v)
astfel incat:
(1) u,v au derivate partiale de ordinul intai continue pe Di;

(i7) f are derivate partiale de ordinul intdi continue pe D, atunci functia
F:Dy — R, F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)) are derivate partiale pe Dy gi:

Fy(w,y) = fi(u,v)uy(2,y) + fi(u,0)v, (2, y);
Fy(z,y) = fu(u,v)u'y(z,y) + fi(u, 0)v, (2, y).
3.5.4 Aplicatii. (La teorema 3.5.3)

1°. Fie f : R — R, f = f(u) o functie derivabils iar F : R? — R,
F(z,y) = f(2rc+3y) (V) (z,y) € R%.

Calcu1a§1 ( y) By (3: Y), %—j; (z,9), gjﬁ; (z,y) si 82yF (z,y).

Solutie. Avem u(z,y) = 2z + 3y, F(z,y) = f(u(z,y)), (v) (z,) € R
Dupa teorema 3.5.3 avem:

O ) = () 2 (2,9) = 2 ()
88_5 (‘ij) = f’(U(az,y))g_z (x7y) = 3f/(u)
O*F

) = 2 f () = 27" () o2 = 4" (u)
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0*F ou

0 " "
gaay BV = gy W) =27'@) y‘ﬁf”
82F 8 /i n
S (00) = 5 () =30 5 = 95" (w)

2°. Fie F(z,y) = f(x +vy,2?+1?) unde f = f(u,v) are derivate partiale
continue.
Sa se calculeze %—F (z,y), %5 (z,y), % (z,y), 2 8x6y E (2,9) si ﬁ; £ (z,y).

Solutie. Avem u(z,y) = = + y, v(z,y) = 22 + y?. Dupi teorema 3.5.3,
avem:

OF _0f o of ov_of ., 0of
dr Ou Odxr Ov Or Ou ov
oF 0f Ou G_f'av__f % f

oy " ou oy T oy ou Yo

82F [af - af} 82f'8u+ 0% f ~@+
9z2  Or |ou ov ou? Ox Oudv Oz
of <82f ou 82f.8v>_

250 T2\ Goou x T 902 Ow

2 2
orf of  ,of <02f+02_f>:

+27 4 2

= 2wz T ouoe T o Jvou | 002
2 2 2

_9f Orf o°f , ,of
S u )2t 0

2
*F 0 [0f

O°F _{_ 8f] 0% f 8u+ 0% f ‘81)
0xdy Oy Lou ov

uZ dy | Oudv Oy

0%f ou O*f Ov
2 - - - . =
e L‘?vau Jy T 902 8y}

I 0% f 0% f
T ou2 + Oudv +2$8v6u 2 n?
O’ f O*f O*f

W—F(Q —i—l)a oy + 2x 902

PF

oy [8u ov w2 dy | oudv Oy
af {82f ou 0%*f 82}}_

250 T | gvou 3y T a2 3y

of QOf} 82f ou  O*f v




3.5. Derivarea functiilor compuse 61

o*f  O%f af 0% f 5 0% f

=90 T ouoe " 2ae W aa Tz T
2 2
f o°f o0 f of

= ga T @yt g as T e+ 25,

Peste tot s-a aplicat teorema lui Schwarz, ale carei ipoteze sunt indeplinite
in baza conditiilor enuntului.

3°. Fie F(z,y,2) = f(z,zy,zyz), unde f = f(«a,3,7) e o functie ce are
derivate partiale de ordinul intai si doi continue. S& se calculeze %—I; , %—5,

OF 9*F 09*F O*F 9°F  9°F i 9*F
0z * 0x2 > 0y2 ’ 022 ° Ox0y’ Ox0z 8 Oydz*

Solutie. Punem «(z,y,2) = z, B(z,y, 2) = zy, v(z,y,2) = xyz, dupa care
aplicam teorema 3.5.3 (in varianta pentru functii de trei variabile). Avem:

OF _0f Oa  Of 0B Of Oy _ ﬁ of ., .of
9z 9o oz 98 oz oy ox Va5 TV,
OF _0f 0o 0f 98 0f O af of

dy da by 08 9y oy oy a8 oy
oF _of oa  0Of 08 0f Oy _  Of
9z 0o 02 08 02 oy 0z Yoy

SRR R (58
9

=5 (30) *va: (55) +re (57) -
2f foel 32f _ B (92f (97
T 002 9z ' 9adB Ox ' 0ady Ox

. <82f da 2f 93 f 87)

9500 oz 03 oz | 080y oz
2f 9o Pf 08 Pf 0
b (L0 B0, B

8@87 8667 Or 02 Oz
a2f 262}0 2 2 2f 82f 2f 2 a2f
"0z TV o TV ot M aaop T paty T 507

Analog se calculeaza celelalte derivate partiale cerute de enunt.

4°. Fie F(z,y,2) = f(zy,2®> +y> — 22,2 +y + 2,2y + yz) unde
f = fla,B,7,0) are derivate partiale de ordinul intéi si doi continue.
OF OF OF _: 0°F

Sa se calculeze %, By 07 8 5T -
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Solutie. Fie a(z,y,2) = zy, B(z,y, 2) = 22 +y> — 22, y(z,y,2) =z +y + 2,
d(z,y,2) = xy + yz. Atunci:

OF _Of da _Of 98  Of 9y

dr Oa Oxr 9B Ox Oy Oz 85 Ox

of _ of of of
2L 9,8 Y O
Yaa T 05 T oy Vo,
oF _ o, 08 of
ay_x8a+2y86+3’y+(x+z)
oF _ , of of Of
2~ Fos T oy Vas

of 95

af
a5

O*F
02 Y

Ff oo Ff 98 0F oy o o8
0a?2 Ox  QadB Ox Oady Or Oadd Oz
af Pf 0o 9f 98 °f oy O°f 06
2% 1 9 AT e s i
o T x{@ac‘)ﬂ 9z 03 0z 050y 0x | 0p0s oz
Of a0 OB OF oy Of 9

Y 9v00 91 9703 0z 0y oz 9705 o
+y<82f oo O2f 08  Of 0y O aa)

9500 0z | 9508 oz 900y 0z | 0% oz

Tinand seama ca g—‘i =y, g—z =, g—f = 2x, g—g = 2y, g—f = —2z, % =1,
2

g—z =1, g—z =1, % =y, g—z =x+ 2z, % =y, expresia lui ?975 poate fi adusa

la o forma mai simpla.

3.6 Diferentiala unei functii reale de doua variabile
reale
3.6.1 Definitie. Fie Dy C R?, (20,y0) € Int Dy, f: Dy — R. Functia f

e diferentiabild in (xg,yp) daca exista doua numere reale A si u si o functie
w: Dy — R, continua in (xo,yo) si nula in acest punct:

lim  w(z,y) =w(zo,yo) =0
(z,y)—(z0,%0)

astfel incat (V) (z,y) € Dy sa aiba loc egalitatea

F(@.y) — f(@o,90) = Mz — z0) + u(y — yo) +w(z, y)v/ (& — 20)2 + (y — y0)2,

Daca Dy este deschisa si f e diferentiabila in fiecare punct din Dy, se spune
ca f e diferentiabila pe Dy.
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Se demonstreaza

3.6.2 Teoremda. In ipotezele definitiei 3.6.1, dacd functia f e diferentiabild
in (zo,y0), atunci f are derivate partiale de ordinul intdi in (zo,y0) §i au
loc egalitatile:

0 0
O_ch (%0,%0) = A, 6_5 (%0, y0) = p-

3.6.3 Definitie. In ipotezele definitiei 3.6.1, functia liniard de doua variabile
% (z0,y0)(x — x0) + g—g (z0,y0)(y — yo) se numeste diferentiala functiei f in
(0,yo0) i se noteaza prin

df (zo,¥0)( — w0,y — Yo) = % (z0,y0)(z — m0) + g—g (70, 90)(Y — vo)-

3.6.4 Observatii. i) Alegand f(x,y) = = in definitia 3.6.3 = dax = = — x¢;
alegand f(z,y) = y in definitia 3.6.3 = dy =y — yp =

df (z0,yo)(dz, dy) = o7 (w0, yo)dx + o1 (%0, y0)dy.

Oz oy
ii) Daca f e diferentiabila in fiecare punct (x,y) € Dy, atunci
df (z, y)(dw, dy) = % (2,y)dz + g—g (2, y)dy.

iii) Daca f are derivate partiale de ordinul doi continue pe Dy, diferentiala
de ordinul doi a functiei f este
0% f 0% f 0% f
2 _ 2 2
unde dz? = dx dx, dy? = dy dy.
Formal, egalitatea precedenta se scrie in forma:

2)
& f ) dy) = (5 do+ 5o dy) (o),

iv) Diferentiala de ordinul n se defineste ca diferentiala diferentialei de
ordinul (n — 1); formal:

o o \W
& Sl )dn,dy) = (5 do+ 5 dy) - Fla)

De exemplu:

B f(z,y)(dz,dy) = ﬁ (z,y)dz® + 3 ot (z,y)dz?dy+
7y ) y ax3 7y 8$2ay 7y y
o3 93
132 (z,y)dwdy® + —5 (2, y)dy’.

3 Ox0y? oy3
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3.6.5 Aplicatii. (De calcul a diferentialei unei functii intr-un punct)
1°. Sa se calculeze df(1,2)(dx,dy), d*f(1,2)(dz,dy), df(z,y)(dz,dy)

pentru functia f(x,y) = 2? + 2y +y*> —4lnx — 10Iny.

of

Solutie. 7 =2 .
olutie. ——(z,y) = Y- gy

10
(x,y)=x+2y—?

df (z,y)(dz,dy) = <2:E+y — é) dx + ( + 2y — %) dy
df (1,2)(dx,dy) = (2+1—4)dx + (1 +4 — 5)dy = —dx

0% f 4
82(xy)_2+ 5
0% f 4\"  0?f 10/
83:8y(xy) <2a:+y——> ay&n(xy) <x+2y—?>m—l
92
o f 10
ZJ =2+ .
ayQ( y) "

Derivatele partiale mixte de ordinul doi fiind egale, f e de doua ori diferentiabila
si:

82 82 2
(@ 1)(w9)(do,dy) = 5F @g)de® +25 L (@g)dody + 5L o y? =

(2+ )dx +2dwdy+<2+y—2>dy2
2 a2 9 9
d°f(1,2)(dx,dy) = 6dz* 4 2dx dy + 5 dy”.

2°. S se calculeze df (x,y, z)(dz, dy, dz) si d*f(z,y, z)(dz, dy, dz) pentru
functia f(z,y,2) =22 +y? — 22 + 22 —y + 32.

Solutie. Pentru functiile de 3 variabile, diferentiala se defineste analog ca
pentru functiile de doua variabile:

df (z,y, z)(dz, dy, dz) = % (z,y, 2)dx + g_i (z,y,2)dy + % (z,y, 2)dz;
P f(x,y,2)(dz,dy,dz) = <({% dr + (% dy + % dz> ® f(z,y, 2).
g—i(ﬂf,y,Z) =27 42 g—z(x,y, 2) =2y — 1; gf (2,y,2) = —22 + 3
%(:ﬂ,y,z) =2; 8825 (x,y,2) =0; 8828f (z,y,2) =0;
o) =0 Sl @) =2 ok ) =0
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0% f 0% f 0% f
9201 (:L'aya ) Oa 8 a (:L' Y,z ) Oa @(:E,y,z)——z

Avand in vedere cele de mai sus, avem:

df (z,y, z)(dz,dy,dz) = (2z + 2)dz + (2y — 1)dy + (3 — 2z)dz
2 2
12,9, 2)(d iy, d2) = 5 (0,202 + G (0, 2)7+

82f 2 o O
8 -5 (z,y,2)dz +28$8y (z,y,z)dx dy+
52 2
o°f o f
+2 9205 (x,y,z)drdx + 2——

= 2dz? + 2dy? — 2d2*%.

9907 (z,y,2)dydz =

3°. Sa se calculeze diferentialele de ordinul I gi IT ale functiei f : D — R,
flx,y) = ln% unde D = {(m,y) cRZ: % > 0}.

. of 1 o9 1
Solu’gle. %(IE,Z/) = —;, 8_y = &7
a2f 1
an 0 f
8way(x7 )_Oﬂ ayaw(‘r?y) 07
0% f 1
) =

Prin urmare:

1 1
df (z,y)(dz, dy) = ——dz + LW
1 1
d2f($,y)(dl‘,dy) = ﬁ dmz - ? dy2
3.7 Formula lui Taylor pentru functii reale de doua

variabile reale

3.7.1 Definitie. O multime D C R? deschisi si conexa se numeste domeniu.

3.7.2 Teorema. (Taylor) Fie D C R? un domeniu iar f : Dy — R. Dacd f
este continud impreund cu primele ei n derivate partiale si existd derivatele
partiale de ordin (n + 1), atunci, (¥) (z,y) € D, (V) (xo,y0) € D are loc:

) = Feo,0) + 37 { 5L (a0, 90) (& — 0) + 3L (.00} — )} +
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2 2

+ %{% (0, y0) (x — 20)* + 28833—5}; (0, yo)(x — z0)(y — yo)+
2 m

+ g—y‘§ (w0, yo)(y — yo)z} + -+ %{27‘: (zo,y0)(z — x0)"+

an
+ <T> 633"7—{6@/ (0, y0)(x — 0)"  (y — yo) + - .-

+ <n i 1> %yi_l(xo’yo)(x —20)(y —yo)" ' + g—J (z0,90)(y — yo)"}+

+ Ry(x,y)

n—+1 n+1
" 1> 0 f(é,n)(w—:co)(y—yo)“r%f(E,n)(y—yo)"“}

E=z0+61(x—x0), 0< 0 <1.
n=1yo+ 62y —yo), 0 < b <1

3.7.3 Observatii. (i) Formula precedenta se numeste formula lui Taylor
pentru functii de doua variabile.

(ii) Daca zg = 0, yo = 0, formula lui Taylor devine formula Mac Laurin.
(iii) Daca n = 0, se obtine formula cresterilor finite (Lagrange) pentru
functii de doua variabile:

0 0
) = Flao, ) + (2 = 20) 5 (€1) + (v~ 90) 5 (€1
unde: § =z + 01(z —20), 1 =yo + 02(y —v0), 0 <01 <1,0< 02 < 1.
3.7.4 Aplicatii. (La formula lui Taylor)

1°. Sa se scrie formula lui Taylor de ordin 2 pentru functia f(z,y) = y*
in vecinatatea punctului (1,1).
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Solutie. Dupa teorema 3.7.2 avem:

fa) = £+ {50 0E -0+ -}

2 2 2
i a0 D12 L (LD -1+ G- 17

+ R2($7y)

Calculam acum elementele ce intervin in relatia precedenta.

f(1,1)=1

%(m,y):y”ﬁlnyj%(l,l):l. Inl1=0
P 0
%(x’y):x-ym_1:£(1,1)21

02 02

o ) =y iy = 94 (1,1) =0

Of _ 2 a1 OPf _

920y (,y) =y"(ny)"+y" = 910y (L,1) =1
82 2

S o) =ale - Dy = S 1) =0

Deci
Fley) =14 33 (y = 1) o 200 = Dy = 1) + Rala,y) =

=y+(z =Dy —1) + Ra(z,y).

Restul formulei are exprimarea:

3 3
Rl y) = '{af@ Ml =1+ 3550 (€l — 12 - D+
3 3
+3%;2<5,n><x—1><y—1)3+g—y§<£,n><y—n3}
unde { =1+61(z—1),n=1+02(y—1),0<6; <1,0<6b <1.

2°. Sa se scrie formula Mac Laurin de ordinul doi pentru functia f(z,y, z) =
cos(z +y + 2).
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Solutie. Pentru functii de trei variabile, formula lui Mac Laurin are forma
asemanatoare celei pentru functii de doua variabile. In cazul nostru:

gf(O 0,0)z +g(0,0,0)y+g(0,0,0)2 +

f(x7y7z) :f(07070) ay Oz

1!

1
2!

f
Ox?
0% f
0xdy
+ RQ(x7y7 Z)a

+ (0,0,0)z% + ﬁ(o 0,0)y? 82f(o,o,O)z2

Oy? 822

_l’_

, O O2f
(0,0,0)zy +25—-(0,0,0)a2 255 (0,0,0)yz |+

expresia restului continand derivatele partiale de ordinul trei ale functiei

intr-un punct (§,7,7), £ =61z, n =6y, T =632, 0 < 01 < 1,0 < b < 1,
0<63<1.

£(0,0,0) = cos0 = 1;

g_i (,y,2) = —sin(x +y + 2); g—i (0,0,0) = 0 si analog
§f<o 0,0) = gf(o,o,()) = 0;
% (,y,2) = — cos(z+y+2); 8822 (0,0,0)= aizg (0,0,0)=
giyé(:”’y’z) = —cos(z +y +2); (225(0 0,0) = ajzg (0,0,0) =
%(Q:,y, z) = —cos(z +y + 2); ;J; (0,0,0) =

Prin urmare:

1
flx,y,z)=1— 5(3:2 + 9% + 22 + 2xy + 22z + 2yz) + Ra(z,y,2) =

1
—1—§($+y—|—z)2—|—R2(:p,y,z).
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3.8 Extremele functiilor reale de doua variabile
reale

3.8.1 Definitie. Fie Dy C R? (x0,y0) € Dy si f : D — R. Punctul
(0,y0) se numeste:

(i) punct de maxim local al lui f, daca exista o vecinatate V' a lui (xq, yo)
astfel ca f(z0,y0) < (), (V) (z,y) € V N Dy;

(ii) punct de maxim local al lui f, daca exista o vecinatate V' a lui (2o, yo)
astfel ca f(zo,v0) > f(x,y), (V) (x,y) € VN Dy.
Un punct de minim local sau maxim local se numeste punct de extrem local.

In cele ce urmeaza se vor prezenta caracterizari ale punctelor de extrem
local cu ajutorul derivatelor partiale.

3.8.2 Teorema. Daca (xo,yo) € Int Dy este un punct de extrem local pentru
f:Dy — Riar f are derivate partiale de ordinul I in (x0,%0), atunci:

0 0
a_i (x()uy()) = 07 8_£ (‘T()ay()) = 0.

3.8.3 Observatii. (i) Un punct in care se anuleaza derivatele partiale de
ordinul I se numeste punct stationar al functiei f; deci orice punct de extrem
local al lui f este punct stationar al lui f.

(ii) Punctele stationare ale functiei f : Dy — R au ca si coordonate

0,
o st | 2@V =0

solutiile sistemului: of
5, (@,y) =0.

3.8.4 Teorema. Presupunem ca f : Dy — R are derivate partiale de ordinul
doi continue pe Int D iar (xg,yo) € IntD e un punct stationar al lui f.

Daca: ,

2L (x 9%f
0 yO) (.Z'(), yO)
(Z) % (x()vyO) >0 §Z gf; aawzafy > 0, atunci (ﬂi'o,y(]) €
Dzdy (70, %0) y? (70, o)
un punct de minim local al lui f.
9%f 9%f
i | B2 ($07y0) Ox0y (x()vyO) X
(i) % (w0, 10) <O si gé”f 8;%‘1/ > 0, atunci (zo,yo) e
20y (0, %0)  Fy= (20, %0)
un punct de maxim local al lui f.
9?2 9?2
&4 (20, 90) am—gy (70, 90)
9?2 9?2
amgy (‘T07 ?JO) a_y]; (.Z'(), yO)
extrem; (xo,yo) se numeste punct sa al lui f.

(131 < 0, atunci (zg,yo) nu e un punct de
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3.8.5 Aplicatii. (De determinare a punctelor de extrem)
1°. Aflati punctele de extrem ale functiei f : R? — R, f(x,y) = 22 + ¢

Solutie. Aflam punctele stationare ale lui f, rezolvand sistemul:

{gg(,)zo @{295:0 @{;Uzo

%( )=0 2y =0 y=0
52f 2f

0,0 0,0 2 0
8952( ) 8m8y( ) ‘ ‘:4>0‘

Deci (0,0) e punct de minim (unic) al lui f; fiin = £(0,0) = 0.
2°. Aflati extremele functiei f: R? = R f(z,y) = 2% — 2.

Solutie. Aflim punctele stationare.

(9 (2,9)=0 2 = 0 2 =0
iaf = =
o (z,y) =0 —2y=0 y=0.
02f 2f
f(00) 0.0 |2 o
z_fg 8“’8@’ — —4<0.

Prin urmare, f nu are puncte de extrem; punctul (0,0) e un punct sa al
functiei f.
3°. Aflati extremele functiei f : R? — R, f(z,y) = 23+ 3xy? — 150 — 12y.

Solutie. Aflam punctele stationare, rezolvand sistemul:

6f(xy)_0 6ry —12=0 xy = 2.

rﬂ(oc,y)ZO {3:E2—|—3y2—15:0 {x2+y2—5:0
i = =
Obtinem punctele stationare M (2,1), Ma(1,2), Ms(—2,—1), Ma(—1,—2).
Aplicand teorema 3.8.4 se constatda ca M; e punct de minim local, My e
punct sa, M3 e maxim local iar M, e punct sa.
4°. Gasiti extremele functiei f : R? — R, f(z,y) = 42 — 22y +y? + 4z —
Yy —d.
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Solutie. M (—% ,0) e minim local. Este unicul punct de extrem.

5°. QGasiti extremele functiei f : R? — R, f(z,y) = 23 +y3 + 3y> — 3y —
3z — 3.

Solutie. Punctele stationare sunt M;(1,1) si Ma(—1,—3). Se constata ca
M e un punct de minim local iar My e maxim local.

6°. Gasiti extremele functiei f: R? — R, f(z,y) = xy%e” V.

Solutie. Punctele stationare sunt M,(a,0) (a € R) si P(—1,2). Se constata
ca P e un punct de minim local.

7°. Gasiti punctele de extrem ale functiei f:R? —R, f(z,y)= \/% .
224y

Solutie. M(1,1) e punct de maxim local.

3.9 Extreme conditionate (legate) ale functiilor reale
de doua variabile reale

3.9.1 Definitie. Fie D C R? deschisi, f,g : D — R, E = {(:L",y) e D:

g(z,y) = O}. Punctul (zg,y0) € E este un punct de maxim conditionat
(legat) al functiei f daca exista o vecinatate V C E a lui (zg,yo) astfel ca
f(x,y) < f(xo,y0) pentru orice (z,y) € V. Analog se definegte punctul de
minim legat.

3.9.2 Observatii. (i) Conditia g(x,y) = 0 se numeste legatura.

(ii) In cazul in care din conditia de legiturd poate fi explicitati una din
variabile in functie de cealaltd, problema determinarii extremelor functiei
de doua variabile se reduce la determinarea extremelor unei functii de o
singura variabila. Aceastd metoda de determinare a extremelor conditionate
se numeste metoda directa.

3.9.3 Exemplu. (De determinare a extremelor conditionate prin
metoda directa)

Sa se determine extremele functiei f : R? — R, f(x,y) = 80x — 222 —
xy — 3y? + 100y stiind ca = +y = 12.

Solutie. Din conditia de legatura * +y = 12 = y = 12 — z si atunci
flx,y) = f(2,12 — 2) = —42® + 40z + 768. Fara nici o dificultate se obtine
ca f are un unic punct de maxim, de coordonate xg = 5, yg = 7.

Valoarea maxima a lui f este fiax = f(5,7) = 868.
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3.9.4 Observatie. In cazul in care conditia de legatura nu permite explici-
tarea uneia dintre variabile in functie de cealalta, problemele de extrem
conditionat se rezolva prin metoda multiplicatorilor Lagrange, care consta
in parcurgerea etapelor urmatorului algoritm:

(i) Se construiegte functia lui Lagrange

G:E—R, Gx,y)=f(r,y)+ Mg(z,y)

(aici A se numeste multiplicator Lagrange).
(ii) Se gasesc punctele stationare ale lui G rezolvand sistemul:

[ S (xy)=0
8 (2,y) =0
L g(z,y) =0.

(iii) Se aleg punctele de extrem ale lui G, care sunt punctele de extrem
conditionat ale lui f.

3.9.5 Exemplu. (De aplicare a metodei multiplicatorilor Lagrange)
Determinati extremele functiei f : R? — R, f(x,y) = 80z — 222 — xy — 3y% +
100y stiind ca = +y = 12.
Solutie. Functia lui Lagrange este:

G(z,y) = 80x — 222 — zy — 3y* + 100y + Az + y — 12).

Gasim punctele stationare ale lui G si valoarea lui A rezolvand:

={ %G (m, ) =0 ( T =

{ G G (2,y) =0 = { y =

L z+y=12 (A=
Pentru A = —53 functia lui Lagrange are expresia

G(z,y) = 2Tz — 2y — 22° = 3y° + 4Ty + 636.

Se constata usor ca

0*G
W (5, 7) =—4 < O
2
2 - - )
aiay (5 7) —%;5 (5,7> -1 -6

deci (5,7) e un punct de maxim pentru G, deci si pentru f. Valoarea maxima
a lui f in acest punct este fiax = f(5,7) = 868.
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3.9.6 Aplicatii. (La determinarea extremelor cu legiaturi)
Aflati extremele cu legaturi ale functiilor de mai jos:
(i) f:R?2 =R, f(z,y) = 62 +10y*> + 2y + 30, z — y = 34;
(ii) f:R* =R, f(z,y) =a® +y*, 2z —y = 3;
(iii) f:R? = R, f(z,y) = 2z — 3y, 422 + y% = 10;
(iv) fiRLXRY >R, f(,y) =3 +¢%) - (2 + 1)+ 3,2
(v) f:D—R, f(z,y) =cos?z +cos’y, z+y =2, D :]0,

Solutie. (i) Se pot aplica ambele metode; se obtine punctul de minim
(21, —13); fmin = f(21,—13) = 4093.

(ii) Se pot aplica ambele metode; (g,—%) e punct de minim si

_ (6 _3\_9
fmin—f(gy_g) - 5

(iii) Se aplica metoda multiplicatorilor Lagrange; se obtine punctul de
minim (—% ,3) si punctul de maxim (% , —3).

(iv) Se pot aplica ambele metode; (% , %) si (% , %) sunt punctele de
extrem.

3.10 Functii implicite de o variabila

3.10.1 Definitie. Fie DCR?, F: D — Riar A, BCR astfel ca AxBC D. Se
numeste functie implicita definita de ecuatia F'(z,y) = 0 o functie f : A — B
care verifica ecuatia F(z, f(z)) =0, (V) z € A.

3.10.2 Teorema. Fie A, B C R, IntA # 0, IntB # 0, xg € IntA,
Yo € Int B iar F: A x B— R. Daca:

(i) F(zo,y0) = 0;

(13) Ewista o vecinatate U a lui zg, U C A si exista o vecindatate V a
lui yo, V C B astfel ca F are derivate partiale de ordinul intai continue pe
UxV;

(iid) 9L (w0, y0) # 0,
atuncs

(a) Exista o vecinatate Uy a lui xo, Uy C U si exista o vecindtate Vj a
lui yo, Vo €V precum gi o functie f : Uy — Vi cu proprietatile f(xo) = yo
si F(z, f(z)) =0, (V) z € Up.

(b) Functia f are derivata de ordinul intdi continua pe Uy, care se ex-
primd prin relatia:
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Daca F are derivate partiale de ordinul k continue pe U X V', atunci f are
derivata de ordinul k continud pe Ug.

3.10.3 Aplicatii. (La teorema de existenta a functiilor implicite de
o variabila)

1°. Si se arate ci ecuatia x° + 9% — 2 +y — 2 = 0 defineste o functie
implicita y pe o vecinitate a punctului (1,1). Sa se calculeze y/(z) si v (z).

Solutie. Fie F': R? —» R, F(z,y) = 2% + 3> — x + y — 2. Ecuatia enuntului
se scrie n forma F'(z,y) = 0. Verificam ipotezele teoremei 3.10.2.

i) F(1,1)=14+1-141-2=0.

(ii) %I; (x,y) = 322 — 1 - continua pe orice vecinatate a lui (1,1);

%5 (z,y) = 3y? + 1 - continui pe orice vecinitate a lui (1,1);

(iii) G5 (1,1) =3-12+1=4#£0.
Conform teoremei 3.10.2, exista o vecinatate Uy € V(1), exista o vecinatate

Vo € V(1) si o functie y : Uy — V astfel ca F(z,y(z)) =0, (V) z € Up.
In plus:

oo Eay(e) 32 -1
v Blese) e
62(3y% + 1) — 6y - 9/ (322 -1 _ 6x(3y2—|—1)2+y(3$2—1)2

y//(w) = (342 + 1)2 (3y2 +1)2

2°. Sa se calculeze y/(x) si y”(x) pentru functia implicitd y = y(z)
definita de ecuatia:

(2 +92)° =32 +2) +1=0.

Solutie. F(z,y) = (22 + y?)® — 3(a? +¢?) + 1.

OF
. (x,y) = 63:(952 + yz)2 — 6z = 6x(a:2 + %+ 1)(9c2 +y? - 1)
OF 2, 2 2, 92
En (z,y) = 6y(a® +y°) — 6y = 6y(z® + y* + 1)(a® + y* — 1)
P (xy)
) = gD
. ! 2
”(:E)——y ;y Yy +z
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3°. Sa se calculeze y/(x) si y”(x) pentru functia implicita definitd de
ecuatia:
y* — 4zt — 62y = 0.

Solutie. F(z,y) = y* — 42* — 6zy.

F F
887 (z,y) = —162° — 6y; g—y (x,y) = 16y° — 62
%—1; (z,y) 1623 + 6y B 823 4 3y

_g_g(x,y) T 16y3 — 6z 8yd — 3z

(24x + 3y")(8y> — 3z) — (24y -/ — 3)(8z3 + 3y)
(8y? — 3z)?

y'(x) =

y'(z) =

Se inlocuieste apoi y'(x) n expresia lui " (z).

4°. Sa se calculeze y/(x) si y”(x) pentru functia implicita definitd de
ecuatia:

1
3 In(z? + 9?) — arctg% = 0.
Solutie. F(z,y) = 3 In(z? + y?) — arctg ¥
OF oy = 2Fy OF oy y=2
8!17 'Y _5132‘1‘2/27 81/ 'Y _5132‘1‘2/27
c’ﬁ_F(ﬂj
oY) _xty
y'() = -3¢ =

a—y(x,y)_w—y
() C+y)e—y—(0-y)e+y) 2" +y*)

(x —y)? (x —y)?

3.11 Functii de mai multe variabile definite im-
plicit

3.11.1 Definitie. Fie £ C R*™! iar F : E — R. Presupunem ci exis-

ta A C R", B C R astfel ca A x B C E. Se numegte functie implicita

definita de ecuatia F'(x1,...,2,,y) = 0 o functie f : A — B cu proprietatea
F(z1,...,xn, f(z1,...,2,) = 0.

3.11.2 Teorema. Fie F : Ax B — R, ACR", BCR, IntA # 0,
Int B # 0 iara = (ay,...,a,) € Int A, b € Int B.
Daca:

(i) F(ay,...,an,b) # 0;
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(7i) Ezista o vecindtate U a lui a, U C A, gi existda o vecinatate V' a lui
b, V C B, astfel incat F are derivate partiale de ordinul intdi continue pe
UxV;

(i44) %—5 (a1, az, ..., an,b) #0,
atunci:

(a) Ezista o vecinatate Uy a lui a, o vecindatate Vy a lui b $i o functie
y: Uy — Vo astfel ca:

F(z1,29,...,x0,y(z1,22,...,2,)) =0, (V) 2z = (21,...,2,) € Up.

(b) Functia y are derivate partiale de ordinul intdi continue pe Uy, ex-
primate prin egalitatile:

oy (@ ) = 8712(ml,...,xn,y(azl,...,x4))
Tyenns = — .
ox; n %—Z(m,...,xn,y(xl,...,xn))

Daca F are derivate partiale de ordinul k continue pe U X V, atunci y are
derivate partiale de ordin k continue pe Uy.

Teorema 3.11.2 este teorema de existenta a functiilor implicite de mai
multe variabile.

3.11.3 Aplicatii. (Functii implicite de mai multe variabile)

1°. Aratati ci ecuatia 22 +y? — 22 — 2y = 0 defineste o functie implicita
z = z(z,y) Intr-o vecinatate a punctului (—1,0,1). Calculati % ) g—z, %’3,
D%z 9z
Ozxdy ’ Ox2 °

Solutie. F(z,y,2) = 2%+ y?> — 22 — xy.
F(-1,0,1) =1+0—-1-0=0.
G (@y.2) =20 —y; Go(r,y,2) =2 —a; G (2,9,2) = —22.

In baza teoremei 3.11.2 obtinem:

% _%—f(ay,z)_y—zp.%__%—5($7y7z):2y—x'
Ox  G(ryz) 22 "0y Gh(xyz) 22

0%z —422+ (22 —y)?

o2 423 ’
Oz 2224 (20 —y)(2y —x)
oxdy 423 ’

Oz 422 — (2y — z)?
oy 423 ’
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2°. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul I si II pentru functia
implicita z = z(x,y) definita de ecuatia:

2?4+ 22 + 22 —42—-8=0.

Solutie. F(z,y,2) = 2%+ 2y% + 22 — 42 — 8.

o Lwy:)  a

or %—I;(g:,y,z) z—2

02 G(wyr) gy

oy %—F(x7y7z)_ z—2

Oz (z—22+a? 0%z 20y 0%z _(2—2)2+2y°
0z (z—2)3 7 90z0y (z—2)3" 0y? (z—2)3

3°. Fie functia z = z(z,y) definita de ecuatia
242+ 22— flat+y+2)=0,

unde f = f(u) e o functie derivabila. Aratati ca:
-5+ (-2t =

Solutie. F(x,y,2) =22 +y?>+ 22— f(r+y+2). Notam = +y + 2z = u si
atunci F(z,y,2) = 22 + y? + 22 — f(u). Conform teoremei 3.11.2 avem:

0: O s P 2 fu)
)

o~ 9T w2 [l
o _ G w-fwH -l
W % o 22— f'(u)
Atunci
0z 0z —(2z— f(w)(y —2) — (2y — f'(W)(z —z)
TR %~ Flu) -
22—y~ e —y)
= 22— Flu) =z —y.

4°. Functia z = z(z,y) e definita de ecuatia:

/(22)-
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unde f = f(u,v) are derivate partiale de ordinul intai continue. Aratati ca:

0z 0z
r— +y =z.

ox ay

Solutie. Fie F'(z,y,2) = f(u,v) unde u = Z, v =
oF _0f Ou 1 9f OF 9f v 1 Of

dr  Ou Oxr =z ou’ By v Oy =z v’
or  of 8u+8f 81)_ of = Of 'y

N ke

9z Ou 0z  Ov 0z  Ou 22 Ov 22’

Atunci:
O _ 5
0r G afl+ygl’
0:_ 5 __ =5t
dy G ity
Prin urmare:
82 +y82 71 <zxg + zyaf> z.
Yor Oy af + yaf 5} v

5°. Calculati %, ay pentru functia implicitd z = z(z,y) definitad de

ecuatia:
23+ 23 + 23 —3eyz —2y+3=0.

Solutie. F(z,y,2) = 23+ 23> + 23 — 3xyz — 2y + 3.

2—1;:3:E2—yz, 68—1;:6312—33:,2—2, 88—1;:3z2—3:13y
Dupa teorema 3.11.2 avem
%__%__3(952—42)__952—342
or %—5_ 322—-2Y) 22—y
0 _ 5y _ 6y~ 3rz2
oy %—5_ 3(22 — zy)

6°. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul T si IT pentru functia
implicita z = z(x,y) definita de ecuatia:

422 + 9% + 1622 — 1 = 0.
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Solutie. F(z,y,z) = 422 + 9y + 1622 — 1.

oF oF oF
ZLo—8r T =18y; — =32z
Ox “ oy AN :
Dupa teorema 3.11.2 avem:
o _ S w0 % %
- OF ) - oF
ox 5= 4z dy 5 16z
82,2_ 1 0 <3:>_ 1 z—:naz_ 422 + 22
0x2 4 Oxr\z/ 4 2 1623
Analog;:
Pz 9wy Pz 9 1622 +9)°
ordy 64237 0Oy? 256 23 i

7°. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul I si IT relativ la x = 2,
y =0, z = 1 pentru functia z = z(x,y) definita de ecuatia:

222 + 2y + 22 —8xz — 2+ 8 =0.

Solutie. F(z,y,2) = 20? +2y? + 22 — 8vz — 2 + 8.

OF OF OF

=4z —8z —=4dy; —=2z—-8xr—1

9 T — 82; 3y Y; 5 z—8x

0x _ Gp _ dw—8: 0z 2.01) = 5=8

dr 9L 8r—2z+1 ~ oz 6-2+1
oF

0z Dy 4y 0z

e 2,0,1

dy %—I; 8$—2z+1j8 (2,0,1) =0

%z 9 < Az —8z >_ (4-8%) (8v—22+1) — (8—222) (4 — 82)

02 9z \8x—2z+1/ (82 — 2+ 1)2
0%z 15
82(20) e

Analog se calculeaza % (2,0,1) si %’é (2,0,1).

8°. Functia z = z(z,y) e definita de ecuatia f(z — 22,y — 3z) = 0 unde
f = f(u,v) e o functie cu derivate partiale de ordinul I continue. Aratati ca:
az 0z

8:E 38_y_
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Solutie. f(z,y,2) = f(u,v), u =2 — 2z, v =y — 3z.
OF _0f Ou Of Ov _0of

%_au'a_x—i_av dr  ou
oF O0f Ou Of ov Of
By~ u 9y v By B
OF _0f ou 0f v _ oI of
0z OJu 0z Ov 0z ou ov

Atunci: oF of of
82 or Ju 82’ v

9. T9F — 59 aF° 9o o0 af -
or  9E 20l 301" gy 20 4 30/

Prin urmare:
0z | 402 _ 250 +373

— 43 == =1.
of of
0~ 0y 25l 439

2
9°. Functia z = z(z,y) e definita de ecuatia:
z z
f<$+_7y+_> :07
Y x
unde f = f(u,v) are derivate partiale de ordinul intai continue. Aratati ca:

0z 0z

z%—kya—y:z—xy.

Solutie. F(ﬂj‘,y,z) :f(U,U), UZZL’—F?,U:y—I—%.

or or 8u+g ov  of =z g

dxr  Ou Or  Ov Or Ou 22 Ov
OF Of ou af@ z Of g

O_y_%'a_y+8v oy yz‘%—k@v
OF _of ou of v _1 of 1 of

9z Ou 0z 8v‘&_y‘8u+x‘8v'

Dupa teorema 3.11.2, avem:

or  _9f , =z  Of
%__E_ ou T 37 B
© O oF 1 of 4 1. 9f
Oz 0z y 8u+x ov
oF z  Of _Of

0z oy y2  Ou ov

T 9F T 1 9f 1. 9f"
Oy 0z y outz v
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Deci:
3 3 0 3
L0z yOZ_—%—ﬁJFi‘a—fjJri i
- 1. .90f . 1 09f -
ox oy L+ i
d 3
_(Z—iﬂy)é'a—i‘i'(Z—l"y)% 5—5_
- 1 0f (1 0f —eTw
y  Ou T v

3.12 Schimbari de variabila in expresii ce contin
derivate

Presupunem ca y = y(x) este derivabild gi notdm y'(x) = dy. Facem schim-
barea de variabild z = ¢(t) cu ¢ derivabila si suntem interesati de legatura

VI dy . dy
ce exista Intre 7= si o7

dy _dy , dy 1 dy
i e g iy ry T
Am obtinut deci operatorul de derivare:

d 1 d

3.12.1 Aplicatii. (La schimbari de variabile in expresii ce contin
derivate)
1°. Sa se transforme ecuatia:

a2y (x) + 2xy (z) + yac—2 =0
facand schimbarea de variabila z = % .
Solutie. z = ¢(t) = 1.

dy_@ de 1 dy dy__tzﬁ

At de dt £ de  de dt
Avem deci operatorul de derivare:
d o d N
()= R0 )
Prin urmare:
d2y d [dy d [dy d dy
oy~ B[] (] [ ]
V0= T [d:ﬂ dt |dx at | dt

dy  od%y dy ,d%
=2 (=422 ) =22 +t—=2 ).
< at dt2> < a Tlae



82

3. Functii definite pe multimi din R"

Inlocuind in ecuatia data, obtinem:

dy . d% dy
t|2—+t— ) —2t— 4+ t°y =
<dt+dt2 a TTY="0
adica: 2
Y _
72 +y=0.
2°. Sa se transforme ecuatia:
d’y | dy
2 _— _— =
(4+=x )dx2 —i—a:dx 0
prin schimbarea de variabila x = 2sht.
Solutie. x = p(t) = el —e™!
dy dy dx dy, , —t dy /
Z =" — = =-Z2cht=>9y = —-
B dr @ dnC T T e = oy
u_@_i[L.@} __1 4 @] _
© dx?  dx [2cht dt]  2cht dt |dxz]
_ 1 d { 1 @} _ 1 f=sht dy 1
~ 2cht dt [2cht dt]  2cht |2ch?*t dt = 2cht
L [t Ly
 4ch?t dt  dt?]’
unde tht = i—% .
Ecuatia devine:
1 [d?y dy dy
1+ sh*)— | == — tht— | + tht— = 0.
(14 )ch2t{dt2 ar | T
Dar 1+ sh?t = ch®t si ecuatia se reduce la % = 0.

3°. Sa se transforme ecuatia
2y (@) + day' (2) + (2 — 2?)y(z) = 42

prin schimbarea de functie y = % .

z! 2z . M

2 3

Solutie. 3y =
2 — 2 =4ax.
4°. Sa se transforme ecuatia

d? d
x3—y + a:—y -

dx3 dz y=0

dy
dt

a2

dzy} _

" ! . [N
= %3 — 4% + 65 . Ecuatia se transformd in:



3.12. Schimbari de variabila in expresii ce contin derivate 83

facand schimbarea de variabila z = et.

Solutie. Z—? = g—g . ‘fl—f = j—get =19y = g—g = e_t%. Se calculeaza apoi
celelalte derivate folosind operatorul de derivare:
d ¢ d "
— () =e"— ().
(=€t () ")

Prin urmare:

dz? dzx \dx (1 dt \dx

_ 4 (e (1) = e (—e /() + e (1) =

L0y = L 0+ 0)] -
=t [-2e72 (—y/(t) +y"(1) + e 2 (y" (1) + " ()] =
= e [y"(t) — 3" (t) + 24/ (1)] .
Ecuatia devine: y"'(t) —y"(t) +y'(t) + y(t) = 0.

5°. Sa se transforme ecuatia:
(@ = 1)y" +ay —y=0

prin schimbarea de variabila x = cht.

je. W _dy dz _ dy dy _ 1 dy
Solutie. dt ~ dz " dt . da Sht = dr — sht " dt -
Avem deci operatorul de derivare:

d 1 4 .
@(')—%'E(') ()
dx? dz \dx & sht dt \dz
_ 1 d 1, } _ 1 cht 1, _
T oht dt Lhty )] = e { sz YO+ v 0] =

_cht 1,
==V O+ v ().
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Ecuatia devine:
y"(t) —y(t) = 0.
6°. Sa se transforme ecuatia:
(L+2%)%y" +22(1 + )y +y =0
prin schimbarea x = tgt.
. d d d d d
Solutie. & = % .4t — 1. S — W — cos? ¢
Avem deci operatorul de derivare:

d d *
() =costt () *)

d?y d (dy d d
Y (x) = 2 = 4y (dx) T cos tdt (y'(x)=cos tdt [y (t) cos t}

= cos’t [y”(t) cos®t—2sint cos ty'(t)] —cos3t [y”(t) cost—2y'(t) sin t] .
Ecuatia devine: y”(t) + y(t) = 0.

7°. S& se transforme ecuatia (1 — 22)y”(z) — xy/(x) + 3y(z) = 0 prin
schimbarea de variabila z = sint.

. d d d d d
Solutie. d—i’ = ﬁ'z—f = ﬁcost:> % = Colst .d_?tJ,
Avem deci operatorul de derivare:

d 1 d
dx cost dt

Utilizand (x), se gaseste:
) Py 1 {dy dzy}

dzr?  cos?t

at 8Tt e

Ecuatia devine: ,
d7y
W + 3y =0.

3.13 Schimbari de variabile in expresii ce contin
derivate partiale

Aceste schimbari prezinta importanta la transformarea ecuatiilor cu derivate
partiale intr-o forma mai simpla.

Ca si in cazul schimbaérii de variabile in expresii ce contin derivate (or-
dinare), se vor stabili expresiile operatorilor de derivare partiala (exprimarea
derivatelor partiale in raport cu ”vechile variabile” in functie de derivatele
partiale in raport cu ”noile variabile”).
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3.13.1 Aplicatii. (Schimbari de variabile in expresii ce contin derivate

partiale)
1°. Sa se transforme ecuatia
0z n 0z 0
rT— — —z=
ox y@y

daca x = u, y = uwv.

Solutie. Avem z = z(z,y), x(u,v) = u, y(u,v) = uv. Atunci:

0z 0z Ox 0z @_82+ 0z

ge_ Y= 22 . _ v
Ou Ox Ou Oy Ou Ox oy
0: 0= ow 920y 0
ov  dx v Oy v dy
(92 4 40z _ 02
Din sistemul i o Zi 2: exprimam %, g—z in functie de %, %

(derivatele partiale in raport cu ”vechile” variabile z, y in functie de derivatele
( 02 _ 02 v, 0z

or — Ou u v
9z _ 1, 0z
oy~ u Ov’
Operatorii de derivare partiala sunt deci dati de sistemul:

partiale in raport cu ”noile” variabile u,v). Obtinem i

(0,19,
{'8_31() — 50 ”
o 9 9

Ecuatia devine:

Ou u Ov u Ov O
adica 3
z
Uy~ z(u,v) = 0.

2°. Sa se transforme ecuatia:

0%z 9%z 38273

o2 oray T35z Y

punand v =3x +y, v =2 + y.
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Solutie. z = z(z,y) = z(u(z,y),v(z,y))

0 0= ou 9 ov_0e 0
dr Ou Ox OJv dxr Ou Ov
0z 0z Ou 0z Ov 0z Oz

oy 0u By "ov By ou ov
Operatorii de derivare partiala sunt deci definiti prin:

0 0 0

— () =35 () = () *)
0 0 0 sk
35 0= 5 0% 550 (%

Cu ajutorul operatorilor (x) si (#*) se vor calcula derivatele partiale de ordin
superior ce intervin in ecuatie. Avem:

Fe_ 0 (05) _y0 (02) 0 (02)
0x2  Ozr \Ox _) Ou \ Oz ov\oxr)

1
(

a2 [yl 0 0 [0 0]

(T:) Oou| Ou Ov o | ou  ov|
0%z 9%z 0%z

=992 %000 T o2

Pe D (0 g0 (02 0 (05
0x0y Oz \Oy/ (») Ou \ Oy ov \dy/)

gD [0 0 00 0

() Ou [Ou  Ov ov |ou  Ov]
0%z 9%z 0%z

=352 "o T o

822_882_882 882_

] 7 o @)% @) @
B 0 [0z Oz 0 [0z Oz
‘5&£+%bﬁﬂ£+%}
_82,2 0%z 0%z
=02 “ouow T o2

Cu aceste transformari, ecuatia data se reduce la forma:

0%z
oudv 0
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3°. Sa se transforme ecuatia y% — a:g—z = 0 prin schimbarea de variabile

T =uCcosv, y = usinv.

Solutie. z = z(z,y) = z(x(u,v), y(u,v))

([ 0z Oz 8x+82 oy 0z +82,

| Ou Oz Ou oy Ou Oz o8 v oy Sy

{ 0z - 0z Ox 0z Oy - 0z . 0z

| % = 8_35 %—k 8_y %_ —%usmv—i— 8—yucosv

Aflam % , g—z in functie de %, % rezolvand sistemul precedent. Obtinem:

If 0z 1 0z . 0z
1 % == E[UCOSrU%—SIDU%]
{ 0z 1 0z . 0z
{ 8_y —a[cosv%—i-usmv%].

Inlocuind expresiile precedente in ecuatia data, gasim:

. 0z . Oz 1 0z . 0z
usinv— |ucosv— —sinv—| —ucosv— [cosv— +usinv—| =0,
U ou v U v ou
dici: 22— 0
adica: — = 0.
ov
4°. Sa se transforme ecuatia :E% + yg—z —z=0dacau=2,v="1.
. u=ux r=u
Solutie. = =z = z(z,y) = z(z(u,v),y)u,v)).
v=14 Y =0 =uv

0z 0z Ox 0z Oy Oz 0z
ou "0z ou Oy u 0z oy
0z 0Oz 8x+82 oy 0z
ov Oz Ov Oy Ov u@y

e N

Din sistemul precedent obtinem:

[ 0z 0z v 0z
j 9z Ou u Ov
{82 B 1 0z
Loy u v’

Cu aceste transformari ecuatia devine:

(8 vy, 0
u ou u Ov uv(% =5
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z
adica: u—=— — 2z =0.

ou

5°. Sa se transforme ecuatia cu derivate partiale
2 2

2077 . 9z
922 ay

dacé%zu,x-y:fu.

Solutie.

0: _0: ou 0: o 1 0z o0
Or Ou Or Ov Or y Ou Yo
0z 0z Ou 0z Ov r 0z 0z

Oy Ou 8y+8v oy y2.%+x%

Avem agadar operatorii de derivare partiala:

0 1 0 0 "
0= 15 O+ () @
0 o x 0 0 .
cu ajutorul carora vom exprima derivatele partiale de ordinul doi ce intervin
in ecuatie.
P D (%Y 100y, 0 (0
0x?  Ox \Ox (T) y Ou \ Oz Yoo\oz) ~
_l,ﬁ[l 8z+ 82] 8{1 82+ 82}
y Ouly Ou yav y(% y Ou yav
IR R
Y2 Ou? Oudv o2’
Analog:
e R S
oy? oyt ou? y2  Oudv Yo

Inlocuind in ecuatie, aceasta devine:

0%z B
oudv
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