Capitolul 5

INTEGRALE CURBILINII SI
DE SUPRAFATA

5.1 Integrale curbilinii de tipul I

Consideram:
1) f:D—R,DC&=R3 (2,y,2) — f(z,y,2),
2) curba I' C D netedd, datd in parametrizarea 7= (t), t € [a, ],

8) for:(abl =Rt (for)(t) = (F(1) = [ (t),y(t),= (1),
4 (for). |7 Alw=omnw %<t>H=

ca,b) = R, (for).

Fla(),yt), =) Va2 () +y* (1) + 22 (1).
Definitia 1. Spunem ci functia f este mtegrabilé pe curba I' daca

(f o). ||7|| € Riay. Integrala [ (f o) (£) |7 (1)

curbilinie de tipul I (sau de speta I-a
Notam

dt o vom numi integrala

o f @y 2)ds = [} (for) (1)

oo

Observatia 1. Daci f (x,y,2) =1, (V) (z,y, z) € ', atunci

Jods= [’ %(t)“ dt = y.
PROPRIETATILE INTEGRALEI CURBILINII DE TIPUL I.
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1) Multimea functiilor integrabile pe curba I" este spatiu liniar, notat Rr.
2) Aplicatia

Jr : Br — R, este liniara.

3) Integrala curbilinie de tipul I este invariantd la schimbdri de repere si
la schimbarea parametrizarii pe I'.
4) Dacid I' C D este netedd pe portiuni, deci existd divizarea a = ag <
P
a; < ... < a, =bastfel incat I' = |J Iy, si I = 7([ai—1,a;]) s& fie curbe

i=1
netede, atunci

frf(x7y7 dS_Zfr (z,y,2)ds.

Exemplu. Si calculdm [, |z — y|ds, unde T : 7 = cos ti+sintj,t € [0,1].
Avem

F(t) — —sinti + cost],

70 = 15 (707 0 = 0.0 (0) =
|cost —sint| = v/2|[sin(Z —t)| deci [, |z —y|ds = [} V2]sin(F — )| dt =
ﬁf_%%ﬂ |sinu| (—du) = ﬁff% sinudu = \/ifo% sin udu =
V2 ([— cosu](i% —[- cosu]§> = —2V2

5.1.1 Probleme

Problema 1. Sa se calculeze integralele curbilinii de speta I-a :
a) [, (ac% - y%) ds, C:F=acos’ti+asin’tj,te0,2n],a = 0;
b) [, (@®+y*)Inzds, C:7=¢ costi+ elsintj, t € [0,1];
22 + 9% = a2,
c) fC xz+y2+zz, . y = xtan%,
intre A (1,0,0) si B(1,0,2bm);
[N/ ¥ s, C: 7= (14 cost)costi+ (1+cost)sinty,

9 t € |—m,m;

Indicatii. Se aplicd formula de calcul

Jo £ @y, 2)ds = [ (for) (1)

)t
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5.2 Integrale curbilinii de tipul II

Consideram

l)ﬁiDCg3—>V3,ﬁ<x7yaz)

=P (z,y,2)i+Q (x,y,2) j+ R (2,9, 2) k,
2) I't C D, curbd netedi, orientatdi, datd in parametrizarea 7 = 7 (¢)

Y

t € la,bl,
8) Forifa,b] — Vs, (For) (1) = F(r(t) = Fx(t),y(t),2 (1)

P(x(t),y(t),z(®)x )+ Q= (t),y(t),z (") y({)+
Rz (t),y(t),z(t)=(t).

Definitia 1. Spunem ca functia F este integrabila pe curba orientata

' daca functia <ﬁ or, F> este integrabild pe [a, b] .

Vom nota fab <ﬁo 7, F> (t)dt cu [, <ﬁ, dF> sl 0 vom numi integrala

curbilinie de tipul II (sau de speta II-a) a functiei F pe curba I't.
Formula de calcul a integralei curbilinii de tipul II va fi

(1) Jo <ﬁ dF> = <ﬁ o7, ?> (t) dt.

Formula (1) este echivalentd cu
(2) fﬁP(x,y,z)d:r+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz

JP (@ (@) ,y (1), 2 (0) 2 () +Q(x (1),y(8), 2 (1) § (1) +

§ R(z(t),y(t),z(t) = (t)]dt.
PROPRIETATILE INTEGRALEI CURBILINII DE TIPUL II

1) Multimea functiilor F:DcCé& — V3, integrabile pe curba orientats
'™ netedd este spatiu liniar notat R (I'", V3) .
2) Aplicatia
J 1RO Vy) >R, F— [, <ﬁ dF> ,
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este o aplicatie liniara.

3) Integrala curbilinie de tipul II este invariantd la schimbdri de repere.

4) Integrala curbilinie de tipul II este semiinvariantd la schimbari de
parametrizari. La schimbéri de parametrizéri echivalente rdméane neschim-
bata iar la schimbari de parametrizari neechivalente isi schimba semnul.

5) Daci '™ este netedd pe portiuni atunci existd divizarea a = ag < a3 <
... < a, = bastfel incat T} = 7 ([a;_1,a;]), i = 1,2, ...p, s fie curbe netede cu
orientarea indusi de orientarea curbei I'*, pentru care avem I'* = U?_ T,
atunci

Jro By = ZZ Jrs (Fdr).

Exemplul 1. Si calculdm [, ydz — (z —a)dy, unde I'" este elipsa

2
(E) % z—j = 1 orientat’e in sens direct (trigonometric).

J )

Blab)
Fit)

M)

Af2a,0)

O parametrizare a lui (E) este 7 = a (14 cost)i + bsintj, t € [0,2x].

Deoarece 7 = —asinti + bcostj indicd sensul direct de parcurs al lui (F),
rezultd cd parametrizarea considerata este cea doritd. Avem

Jor ydz — (. —a)dy = fo% [bsint (—asint) — acostbsint] dt = —2wab.
FORMULA LUI RIEMANN-GREEN

Fie multimea compactda D C xOy, cu Fr.D curba inchisd netedd pe

portiuni orientatd in sens direct (vectorul normal la Fr.D, 7i(t) = 7(t) x
7 (t) x 7 (t) )indicd, local, pozitia lui D in raport cu tangenta in punctul

M (t)), cu orientarea datd de parametrizarea
F=7(t), t€ ot 5i F: D= Vs, Fa,y) = P(e,y)i+Qw.9)]

Notam
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I <ﬁ dF> = § <ﬁ dF> .

In aceste conditii are loc

Fr.D

$ <ﬁ, df'> = ‘z/;f [% (z,y) — %_1; (x,y)} dxdy,

numitd formula lui Riemann-Green.

Exemplul 2. Si calculdim ¢ (—zy*dz + z*ydy), unde
Fr.D

D= {(z,y)/x*+y* <1, x>0, y > 0}.

Avem

$ (—zyPde + 2?ydy) = [[ [2zy + 2zy] dedy =
Fr.D D

4f01 [fo Lot :Cydy} dv = 2f01 r(1—2%)dx
¥

1
3

B(0, 1)

=

Af1,0)

Fig. 1

Observatia 1. Deoarece

D

7 (D) = [f dedy = 2/ [% (z,y) — % (x,y)] drdy, cu F (z,y) = —yi + ],

rezultd ca

U(D):{)fda:dy:%

D Fr.D

i [g—ﬁ - 8%7)] dedy =1 § (—ydz + zdy).
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5.2.1 Probleme
Problema 1. Si se calculeze integralele curbilinii de speta II-a :

a) fﬁ Vyzdr + J/rzdy + /rydz,unde I'" este arcul 6A de pe curba

parametri- )
zatd 7 = ti + t2j + t3* cu orientarea de la O la A(1,1,1).

b) [i 2Va? — x?dx + xzdy + (2% 4+ y?) dz,unde I'" este arcul AB de pe
curba parametrizatd 7 = a cos ti +asintj + btk ,cu orientarea de la A (0 a, %’)

la B (a,0,0).
c) [or (y+ 2)dx+ (z+ 2)dy + ( +y) dz,unde I'" este curba din Fig.1.
% — — -
Indicatii. a) 00 =0 = ti + 2] + t3* =t = 0.
—

—

OA=i+j+k=ti+t+¢F =t =1

S VT + JERdy + TGz = [y [V + VB2 + V3] dt =
[%t% + i+ %t§]0 =2
Problema 2. Utilizand formula lui Riemann-Green s& se calculeze :

a) [ e (—ydz + ady), D = {(z,y) /2> +y* < 1},
Fr.D

b) FfD(:vy—y)dx+(xy+w)dy, D= {(x Y) /% + 5% <1}

c) [ (z—y)dx+dy, D = {(z,y) /2> + y* < 22,y > 0}
Fr.D

Indicatii. a) [ = f et (—yda + xdy) = ff 267V (1422 442 dady.

Efectuand schlmbarea de variabile x = pcos 9 y = psind, obtinem A =
{07 1] |:07 2] §1

I=2[[e” (1+ p?) pdpdd = 2f01 [f()% e’ (14 p?) pdﬁ} dp =
A
& fol e (14 p?) pdp = 3 [fol e'dt + fol tetdt} -

3 {Jo etde+ [telly — [y etdt} = %

Problema 3. Utilizdnd integrala curbilinie,sa se calculeze ariile domeni-
ilor:
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a) D={(@y) [aoy=1 oy<2 y=5, y<Z, 0>0,y>0},
b) D mirginit de (22 +1%)* = 2 (22 — ¢2),
c) D={(z,y) /v*<4dw+4, y* < -2z +4},
&) D={@y) /5+E<1 54821},

Indicatii. a) (Fig. 2) o (D) = [[dady =% § (—ydz+ zdy) =
D

Fr.D

2§ (—yde +zdy) + 5 § (—yde + zdy) + 1 § (—ydzx + xdy) +
rf ry

ry
5 ¢ (—yde + xdy) .
ry
|
¥l
III 1
|: |'1‘ !| lrf
I: . “C N
I| l'lréf "f ¥
LE 3 D, D; N A(2.0)
"l .lI J’“ x""-.__
S E u]{“ 4 X
®,
Fig. 2 Fig.3

I xy =1, F;:y:%, Iy oy =2, I‘I;y:ﬁ.

rfmr;:A(?’e?, 3«_) r+mrg_B(\/2e , 3¢3_2>

P;mrjzc<3ze, %_) Iy NI} = E(ﬁ%)
Arcul F'A are parametrizarea 7 = zi + %5, unde x € [{“/E, \3/6_2} , deci

$ (—ydaﬂ—xdy):f;/f (-L-z%) da::—2[lnx]\%_2:—2ln\3/5

_ 2
Ve =3
+

1—‘1

Arcul AB are parametrizarea ¥ = xi + ﬁ—;;, unde = € [\3/ e2, v/ 262] , deci

3 3
§(—ydm+xdy):f\s/\/§? (—ﬁ—;%—xi—?) dmzé[m?’]@ !

ry

Ve =3
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Arcul BC are parametrizarea 7 = xi + %5, unde = € [\3/ 2e2, \3/%] , deci
3 3/55
$ (—ydz + zdy) = fg/\é% (-2 —z%)ds = 4[1nx]\3/‘/g =4ln e =3.
s

Arcul EC' are parametrizarea ¥ = zi + %?]j unde = € [\3/5, . 26], deci

Ve x 23 Ve
o )= 5 (£ )i €] =
3

1 2 1 4 1 1
o(D)=3(-3+3+3-3) =3

b) Fr.D este lemniscata lui Bernoulli (Fig. 3). D = Dy U Dy, 0 (D) =
20 (Dy). O parametrizare care ne di orientarea in sens direct a Fr.D; este

F=2o¥L 27y VT 4 [—1,1].

1412 1412 Js
o (D) =20 (D) —2ffda:dy—2 ¢ (—ydr + xdy) =
Fr.Dq
2f 4 11+tf/222dt 16f 1 (1+t2 ——dt — 8f 1 1+t2dt—8

5.3 Integrale de suprafata de tipul I

Consideram

]_) f 1 Q C 53 — R,

2) ¥ C , suprafatd simpld datd in parametrizarea 7 = 7 (u, v), (u,v) €
D, unde D este domeniu de integrare plan, marginitd de o curba neteda pe

portiuni notatd cu 9% si numitd bordul lui 3,
3) (fon)|[fux Tl : D =R, (u,v) € D — [(f o) |7y x T[] (u,v) =

(f o) (u,0) |7 (u, 0) X 7 (u, v)]]

Definitia 1. Spunem ci functia f este integrabila pe suprafata 3 daci
functia (f o 7) ||7%, x 7| este integrabild pe D (in sensul integralei duble).

Notam [ (fo7)(u,v) |7y (u,v) x 7 (u,v)||dudv cu [[ f(x,y,z)do sio

D )
numim integrala de suprafatd de tipul I (sau de speta I-a). Avem

(1) [[ f(z,y,z2 da—ff o 7) (u,v) |7 (u,v) x 7 (u, v)|| dudv.
)

Observatia 1. Dacd f (x,y,z) =1, (V) (x,y,2) € ¥, atunci (1) devine

2) [[do = [[||Fu(u,v) X 7y (u,v)]| dudv = o (2).

2 D
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PROPRIETATILE INTEGRALEI DE SUPRAFATA DE TIPUL
I.

1) Multimea functiilor f integrabile pe suprafata > este spatiu liniar
notat Rs.
2) Aplicatia [[: Ry — R, (V) f € Ry — [[ f(z,y,2)do, este liniari.
b

b
3) Integrala de suprafatd de tipul I este invariantd la schimbdari de reper
si la schimbarea parametrizarii pe Y.
4) Dacd ¥ = 31 UX5U...UY, unde X; este suprafatd simpld (V)i =1, p,
astfel incat X; NX; C 9%, N 9%, (V)i,j=1,p, i # j, atunci are loc

[JF(e.2ydo =3 I f .2

[

Exemplul 1. S calculdm I = [ 4/ z—i + z—z + i—ida, unde X este suprafa-
s

ta de ecuatie % >+ 4 bg +4&Z=1
O parametrlzare a suprafepei > este

7= asinucosvi + bsinusinvj + ccosuk, (u,v) € D = [0,7] x [0, 2]

2

(f o ’f‘) (U,U) _ (asirn;fosu)2 + (bsinqgfinv)Z + (CCZiU) _

sin? u cos2 v sm2 usin? v + cos? u
- b2 c2

- -

i J k
Tu (U, 0) X Ty (u,v) = | acosucosv bcosusinv -csinu | =
-asinusinv  bsinwucosv 0
besin? u cos vi + acsin? usin vj + bsinu cos uk,
4 5 A2 02 2
= = _ SN~ U Cos“ v sSin” usSin” v S~ ucos“u
|70 (u, v) X Ty (u,v)|| = abC\/ o B —

2

. in2 2 3 in2 2
SIn” u Cos“ v sin” u sin” v COS“ U
abesinu \/ - + 2 + 25

2

. i02 2 s02 )
] — ff CleSll’lU <sm 1;;05 [ + sin“ u sin“ v + Ccos u) d’U,dU —
D

b2

abe fon |:f027r sinu <sin2u§os2v + sin? 122511121) 4 cos u) dv] du =

a

abcfo [Sm u fo cos® vdv + sm L fo sin? vdv + w dv] du =

2T 14cos?2 2T 1—cos?2 i 2
SlIl U COS 2V SlIl U COS 2V SIn U COs™ U —
abe fo [ el 5=rdv + fo >t dv + 2 EERE | du =
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abcfoﬂ* [ sm U +7Tsm U +27Tsmucos u] du —

7rabc f07r |i(1—cos2 u) sinu + (l—cos2 u) sinu i 2Slnucos u} du _

a? b2

7TCLbCf0 [(a bz)smu—(a—lz—i-b%— 2)0082us1nu} du =
1
ol

wabc2 (F+bi2) —Wabc(a +bi2 — C%) % -
2
=

5.3.1 Probleme

Problema 1. Sa se calculeze integralele de suprafata de speta I-a :

Y ={(x,y,2) /2= /1% + 2,
a) [[ (y*2* + 222* + 2?y?) do, t@y.2)/ Y
by 22 +y* — 22 <0}
by ([ -l S ={(z,y,2) 20z = 2" + y?,
5 Vttyrte?] z € [a,b],a,bz 0}
d EZ{(%,@/,Z)/I'Q—F]JQ—FZQ:@Q,
C —‘77
VT 2> 0.020)
Y ={(xr,y,2) /xr=wucosv,y = usinv,
a) [[do, {(z,9,2) y
> z=wv,u € [0,a],v€0,2r],a 20

Indicatii. a) Suprafata ¥ are parametrizarea

7= wcosvi +usinvj + uk, (u,v) € [0,2] x [0,27] .

5.4 Integrale de suprafata de tipul II

Con§ideram
1)FZQC(€3—>V3,

(,9,2) = F(z,y,2) = P(2,9,2) i+ Q (2,y,2) ] + R (,y, 2) k,

2) Suprafata orientatd X1t C Q cu orientare datd de parametrizarea i =
7 (u,v), (u,v) € D, unde D este domeniu de integrare plan,

3) Aplicatia <ﬁ O T, 17y X Fv> : D — R, definitd prin

<ﬁof’,f’u ><Fv> (u,v) = <<ﬁof’> (u,v), 7y (u,v) va(u,v)>.
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Definitia 1. Spunem c& F este integrabild pe suprafata X1 daca functia
<ﬁ o, Ty X Fv> este integrabild pe D (in sensul integralei duble).
Notam [ <ﬁ o, X Fv> (u,v) dudv cu [[ <ﬁ, ﬁ> do si o numim inte-
D

>+
grala de suprafatd de tipul II (sau de speta II-a). Avem

(1) Ef+f <ﬁ,ﬁ>d0:£f <ﬁoF,Fu XFU>(u,v)dudv.

Observatia 1. Fie i = ai + bj + ck, cu ||7i]| = 1. Avem

<n z> —a= | M cos @, unde & = (n z)

<ﬁj~>_b_||n||H Hcosﬁ,undeﬁ <z( )

<ﬁ, k:> =c= |7 H H cosy, unde v = < (ﬁ E)

fido = (cos ado) 7+ (cos Bdo) ] + (cos ydo) k

l

daoni + daxozj + dUonk‘,

unde am notat cu doyo., do,0-, daxoylg, elementele de arie din planele coor-
donate yOz, xOz si respectiv zOy. . .

Planul yOz are parametrizare " = yj + zk. Avem 7, x 7, = j x k = 1,
deci

doyo, = |7y X 72| dydz = dydz.
Analog obtinem do,0, = dzdz, do,o, = dvdy. Rezultd

fido = dydzi + dzdzj + dxdy/g,

<ﬁ, ﬁ> do = <PZ+ Qj + Rk, dydzi + drdzj + dxdylg> =
Pdydz + Qdxdz + Rdxdy

deci (1) se poate scrie sub forma
I <ﬁ, ﬁ> do = [[ Pdydz + Qdzdz + Rdxdy =
s+ s+

[ (F o7 7o) (u.v) dud.

PROPRIETATILE INTEGRALEI DE SUPRAFATA DE TIPUL
II.
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1) Multimea functiilor F:QcC &3 — V3 integrabile pe suprafata orien-
tatd X1 este un spatiu liniar notar cu R (X1, V3).

2) Aplicatia [[: R (ZT,V;) — R, F— I <ﬁ, ﬁ> do, este liniari.
s+ s+

3) Integrala de suprafatad de tipul II este invariantd la schimbdri de reper.

4) Integrala de suprafatd de tipul II este seminvariants la o schimbare de
parametrizare:

* dacd 7 gi 7] sunt parametrizari ale unei suprafete ¥ care induc
aceeasi orientare YT, atunci

I (F. i) da:2f+f<ﬁ,ﬁ1>dal,

unde 7 si do sunt asociate parametrizérii 7, iar 7, si doy, sunt asociate
parametrizarii 7.

* dacd 7 si 7] sunt parametrizari ale unei suprafete ¥ care induc
orientdrile opuse X1 ¢i ¥, atunci

fo<ﬁﬁ> do =~ ] (F.iir) doy.

5) Dacd 7 = U_, 53F | unde ©7 este suprafatd orientatd, iar =, 1 = 1, p,
sunt suprafete simple orientate cu orientarea indusi de orientarea lui X+
astfel incat X7 N XS C 0% Nox;, (V)i,j =1,p, i # j, atunci

s (Fitydo =3 [f (F.ii)do

i=lyt
K3

Exemplul 1. Si calculdm I = [[ zdydz + ydxdz + zdzdy, unde X+ este
>+
fata exterioard a sferei z2 + 3% + 22 = R%.
O parametrizare a sferei este

7= Rcosucosvi + Rsinucosvj + Rsinvk,

(u,v) € D =[0,27] x [-%, %] .

T 202

]\7<u7 U) =Ty (u,v) X Ty <u7 U) -

— — —

1 J k
—Rsinucosv  Rcosucosv 0 =
—Rsinusinv —Rsinusinv Rcoswv

R? cosu cos? vi + R%sinucos? vj + R? sinv cos vk.
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N (u,v) H = \/R4 (cos? u cost v + sin® u cos* v + sin® v cos? v) = R* cos v.

I - . Kt T
(ev) - — cosucos vi + sin u cos vj + sinvk.

() = [N =

Campul vectorial 7 (u, v) este continuu pe =t si 7 (0,0) = 7, deci 7 (u, v)
indica fata exterioara a sferei.

Yo A x|
z
D 2
IS, %
_r
2

ﬁ(x,y, 2) =i+ yj + 2k,
<ﬁo F) (u,v) = Rcosucosvi + Rsinucosvj + Rsinvk,
I=[f <]30F,Fu X Fv> (u,v) dudv =
D

[[ R? (c032 wcos3 v + sin? u cos® v + sin? v cos v) dudv = R? [ cosvdudv =
D D

R3 027r [f_%g oS vdv] du = 2R? 0% du = AT R3.

Exemplul 2. Si calculim I = [[ yzdydz + xzdzdz + xydzdy, pe fata
>+
exterioard a suprafetei X7 = X1 U X unde:

O ={(,y,z /2 +y? =1, 2 €0, 1))},

2T UM
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O%f =T1UTy, 055 =Ty & 5[ NE5 =Ty C 0N NO%; =Ty,

I = [[yzdydz + zzdxdz + xydedy = [[ yzdydz + xzdrdz + vydedy+
=+ =

[[ yzdydz + vzdxdz + zydedy = I + I,.
53

O parametrizare a suprafetei ¥} este

7 = cos ui + sinuj + vk, (u,v) € Dy = [0, 2] x [0,1],
N = 7, X T, = cosui + sinuf,
este cAmp vectorial continuu si 7 (0,0) = 7 indicd fata exterioars.

—

F= yz?+ :L‘zj—I— xylg, For=uvsinui+ Ucosuj—l— sin u cos uk.

I = [[yzdydz + xzdxdz + xydzdy = [[ vsin 2ududv =
Dy

D
f27r [
0

O parametrizare a suprafetei ¥ este

fol vsin 2ud’u] du = fo% sin 2udu = 0.

7= wcosvi+ usinvj + k, (u,v) € Dy = [0,1] x [0, 2],

N =71, x 1, = uk,
este cAmp vectorial continuu §i 7 (u,v) = k indicd fata exterioard.

F =yzi+azj + ayk, F o7 = usinvi + ucosvj + u? sin v cos vk.

I = [[yzdydz + zzdzdz + xydedy = [[ w?sinv cos vdudv =
I D>

fol [fo% w3 sinv cos vdv | du = fol ud [fo% %dv du = 0.
FORMULA LUI GAUSS-OSTROGRADSKY.

Fie functia de clasi C1, F : Q C & — Vs,

unde 2 este domeniu compact cu Fr.C) suprafatd netedd pe portiuni, orien-
tatd in sens direct (normala la F'r.Q) indicd exteriorul lui 2) datd in parametri-
zarea i = T (u,v), (u,v) € D. In aceste conditii are loc formula lui Gauss-
Ostrogradsky:
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[ <ﬁ, ﬁ> do= [[[ divE (z,y, z) dedydz,

Fr.Q Q

unde
divF (z,y,2) = 9L (2,y,2) + 52 (2,,2) + 2 (2,9, 2) .
Exemplul 3. Fie Q astfel incat Fr.Q2 =Y = ¥; U X5, unde

Yo {(z,y,2) /2 +y*+2—6=0, 2 €[3,6]}.

S& calculdm I = [[ 23y*dydz + 2*ydrdz + 3zdxdy.
s

™
W

Y1NYy=0X1N0% =T, FrQ =3 U, Q este marginitd si inchisa,
deci compactd, iar ¥; si Y sunt suprafete netede. Aplicind formula lui
Gauss-Ostrogradsky, obtinem

I = [[23y2dydz + 2*y3dadz + 3zdady = [[[ (322 + 32%y? + 3) dadydz =
> 0

6—x2—y>
I[1 [ 3@2z*?+1)dz|dedy =3 [[ (22%y* + 1) (6 — 222 — 2y?) dzdy.
D

D 2 +y2

Efectudnd schimbarea de parametrizare polard obtinem
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I=3[[(2p*sin®0cos? 0 + 1) (6 — 2p?) pdpd,
A
(p,0) € A =[0,v3] x [0 27).
I= 3f027r [fo (2p?sin® @ cos? 0 + 1) (6 — 2p? pdp]

30y [ S5 (30 sin? 20 — o sin?20 + 6p — 20°) dp| db
o

27 4 6 . 2
3]0 [3%81n220—%81n229+6%—2!”—]0 d

4 6 2
3 [T [3@sin229—@sm229+6(@ o) }d@:

0

3f27r [—sm 20 + }dQ— 125
FORMULA LUI STOKES.

Fie suprafata simpla, orientatd > C €2, datd in parametrizarea
7 =7 (u,v), (u,v) € D,

limitatd de o curb& inchisd (nu neapirat pland), netedd pe portiuni, notati
0%, si numitd bordul lui . Orientarea bordului 0% se face astfel:
Fie o parametrizare a lui 0% de forma

F=r(ut), o (1), ¢ € fad],

Vectorul 7 (u (t) ,v (t)) x 7(u(t),v (t)) este tangent suprafetei ¥ in punctul
M (t) (deoarece este ortogonal pe 7i (u (t),v (t))) deci existd o curbd (C') pe
Y. tangentd in M (t) la acest vector. Fie P € (C) NV, unde V), este o
vecindtate convenabild a punctului M (t), si @ proiectia lui P pe tangenta
in M la curba (C).

Spunem cid 0Y este orientat in sens direct dacd vectorii

MQ si 7 (u(t), v (£) x 7(u(t),v (1)

au acelasi sens.
Daca X este data in reprezentarea carteziand explicita

Z=f<l’,y), (xmy) €D,

echivalenta cu parametrizarea

F=xi+yj+ f(z,y)k, (z,y) €D,
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unde D este domeniu de integrare plan, cu F'r.D orientat insens direct cu
orientarea datd de parametrizarea

F=a(t)i+y(t) ), t€lab],

atunci orientarea in sens direct a bordului 0¥ = 7(Fr.D) va fi datd de
parametrizarea

-

F=at)i+yt)j+f(@t),y@t)k telab.

Corlsiderém:
1) F:QC & — V3,

—

F(z,y,2) = P(2,y,2)i +Q (2,y,2) ] + R(x,y,2) k,

de clasi C!.
2) Suprafata simpld, orientatd ¥ C €2, cu orientarea dati de parametriza-
rea

7 =7 (u,v), (u,v) € D,
cu bordul 0¥ orientat in sens direct.

At () vith) < Fugt) vit))
.-

Miu(thvit)),/ e _T=8%
Fudth i)
Afut), vit))

In aceste conditii are loc formula lui Stokes

§ (F.dr) = If (rotF,it) do,

%
unde
i 7k
o _ | 8 &8 a8 | _ (8R 0Q\ 7 OR AP\ 7 aQ P\ 1.
P @Q R
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Exemplul 4. Si calculdm [[ y*dydz + z2dxdz + 2?dxdy, unde BT este
>+
fata exterioard a semisferei 22 + 2 + 22 =1, 2 > 0.

¥
— J-D[/x; W I-xz,«]
) D |7
M[/xi ;W f—x‘?-}’z/] O t X
¥ ar=Fr.D
8r=Fr.0 7 P

O parametrizare a lui ¥ este

F=xi+yj+/1—22— 2k, (r,y) € D={(z,y) | 2> +y> < 1}.

Avem
- 1 0 — -
N(%y) - 1—z2—y2 > J+ k
0 1 _y Y \/17m27y \/1 z2fy
1—22—y2

deci parametrizarea aleasd ne d& orientarea cerutd de problema.
Fr.D=0%={(z,y) /2 +y?>=1}.

Parametrizarea care ne di orientarea in sens direct a lui 0X este de forma
7= costi+ sintj, t € [0,27].

e e e | BTk B~ =u 0,
off =i+ A etk=| &g &= oS0 =
oP __ 2
aZ_y2,%§:0, R=2
2 OR 23 — 43 x_, -
B _ 5 B A Si+ 57+ 5%k
=%, 5 =0, Q=2
1= [[ ydydz + dadz + wdudy = § (F,dF) =
= [

af; Zda + Zdy + %dz =1 fo% cosdtcostdt =
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5.4.1 Probleme

Problema 1. Si se calculeze urmatoarele integrale de suprafatd de speta
a II-a

a) [[2?dydz + y*dxdz + z*dxdy, pe fata exterioard a sferei
%
Y:(x—a)l+y—-0>+(z—c)’ =R

dydz dgpdz dxdy . . o .
b) f + ==, pe fata interioard a suprafetei

I a—2+g—§+§—§:1,a,b,c;o
c) [[z*dydz+y*dedz+2*dxdy, pe fata exterioars tetraedrului cu varfurile
Y 000,0,0),A(1,0,0), B(0,1,0),C(0,0,1).
d) [[ (2* + y?) zdxdy, pe fata exterioard a suprafetei

>
S=A{(z,y,2) Sz =2 +ya? +y? < 1}

Indicatii. b) O parametrizare a suprafetei ¥ : §—§+g—§+§—§ =1,a,b,c20
este ~
7= acos psinbi+ bsin psinfj + ccosbk, (p,0) € D = [0,27) x [0,7)

N (,0) = 7, (,0) x T (p,60) =

j k
—asingsinf  bcos g sinf 0 =
acospcosf bsinpcosf —csinf

N.l

—siné <bc cos psin i + acsin g sin 0] + ab cos 0E> :

Campul vectorial N (,0) continuu gi N (O, 2) = —bei, deci parametrizarea
consideratd ne di fata interioard a elipsoidului .

—

- o o — o 1 - 1 =2 1
<FO7",7’¢ X T9> _ <a2cos<psin01 + bQSinapsinej + 020059k7

—sind (bc cos @ sin 07 + acsin psin 05 + ab cos «9/?) ) =

bcsm@— sinf — & Sinﬁz—abcsiné’(a—ﬂ,—l—b%—l—c%).
Obtinem
]:fz dZZZ+dz_f+dijy:_abC( + 5+ 2 )ffsin@dgpdé’:

L) 27 [ [T sin 0d0) dy
—2)dp = —4nabe (5 + 5 + %) -
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Problema 2. Utilizand formula lui Gauss-Ostrogradsky sd se calculeze
integralele :
a) [[2*dydz + y*dxdz + z*dzdy,unde ¥ este frontiera domeniului
. Q={(z,y,2)/0<z<a, 0<y<a, 0<z<a},
b) [[z3dydz + yPdxdz + 2*dxdy, unde
” Y =A{(z,y,2) /a® +y* + 2> = a’ a 2 0},
c) [[[ (z+y+ z) dedydz, unde
T o= {(,y,2)) =1+ (y—1)"+(:-1)" <3},
d) fngzdwdydz, unde

Q:{(x,y,z) +b2+z $1, a,b,c%O}.

Indicatii. a) F = 2%+ y?] + 2%k, div.F = 2z + 2y + 22.
I= fzfﬁdydz + y2drdz + 2dxdy = fﬁff 2(x+y+2.)dedydz =
fo [y 2(x+y+ 2.)dz] dedy = g[Qa(x+y) + a?| dxdy =
Jo )5 [2a (z +y) + @] dx } dy = 3a*.

Problema 3. Utilizdnd formula lui Stokes,sa se calculeze :
a) f —2)dzr+(z — x) dy+ (r — y) dz unde T este intersectia cilindrului
22 +y? =1 cu planul x + 22 = 1, orientatd in sens direct,
b) ¢ (v* —2%)dx + (2* —2?)dy + (2* — y*)dz unde T este intersectia
T

frontierei cubului [0,a] x [0,a] x [0,a] cu planul z + y 4+ z = 3, orientatd
in sens direct,

c) $rydr + xzdy + yzdr unde T' = {(z,y, 2) /%2 + % + % =1,z = 2},
T
orientata in sens direct,

d) $xdz + (z +y)dy + (x+y+ 2)dz unde I' este curba orientatd cu
T

orientarea datd de parametrizarea 7 = sin ti + cot tj+ (sint + cost) I;, t e
0, 27] .

Indicatii. d) Ecuatiile implicite ale Iui T sunt: 2% +3?> =1, 2 =z + .
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y
Bf1,0,1) /:‘WA(OJM)
/F D |
1 ‘J' 'V
O:L: ¥ o]
C(0,-1,-1) D-1L01)
~_ .

X

X

Curba I este bordul discului eliptic ¥ = ABC'D unde A (0, 1,1), B (1,0,1),
C(0,—-1,-1), D(—1,0,—1) (care se obtin din parametrizarea curbei pentru
t=0,t=73, t—7r§1respectlvt—3 ).

O parametrlzare a lui X este

F=ai+yj+ (x+y)k, (2,y) € D ={(z,y) /2> +y* <1},

deci
0 1 1
= _ N@y _ 1 27
n(x,y) = B \/g( ]+k>7

care ne di o orientare pe ¥ care nu satisface conditiile din formula lui Stokes.
Notam suprafata Y cu aceastd orientare cu X~. Avem

F=axit(@+y)j+(@+y+2)k,

— -

i J k
rot.F'=| o B9 B2 =i—j+k.

r rt+y r+y+=z
]-§mdm—i— (x+y)dy+ (x+y+2)dz = [[dydz — dedz + dedy =

>+
— [[ dydz — dxdz + dedy = — [[ <r0t.F o T, Ty X Fv> (u,v) dudv =
> D
—[f <Z—f+ k,—i— ]+ ]2> (z,y) dedy = — [[ dzdy.
D D

Efectuand schimbarea de cariabile x = ucosv, y = usinv, (u,v) = A =
[0,1] x [0, 27], obtinem

:—ffdxdy——ffududv——fo [f udv} u= —m.
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