OLIMPIA PECINGINA MIODRAG IOVANOV




Cuvant inainte

Culegerea contine probleme rezolvate si propuse de matematici
speciale. Acestea sunt prezentate in cele sapte capitole.

De asemenea, ultimul capitol cuprinde selectiv probleme din
subiectele date la concursurile nationale de matematica pentru
invatamantul tehnic (,, Traian Lalescu”).

Culegerea se adreseaza studentilor din anul I s1 II, ai Facultatii de

Inginerie.
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Matematici speciale. Probleme

Capitolul 1

ECUATII DIFERENTIALE

1. Sa de integreze ecuatia diferentiala de ordinul intai liniara

1
y—ytgx=——,¥0)=0
COS X

: : y 9 , d
Solutie: Ecuatia omogena atagata este: y™-y fgx =0 sau LA tgx dx
y

cu solutia Iny=-Incosx+InC sauy = Pentru rezolvarea ecuatiei

COS X

g S0

cosx’

neomogene considerdam pe y sub forma avem

, _C'(x)cosx+C(x)sin x
Y cos’ x '

Inlocuind n ecuatie obtinem:

C'(x)cos x+ C(x)sinx  C(x) fox = 1

cos’ x COS X COS X
De unde: C'(x)=1 si C(x)=x+C . Solutia generala a ecuatiei date

va fi:

_x+C

cosx
Solutia problemei Cauchy y(0)=0 este C=0. Deci solutia

particulara a ecuatiei diferentiale y = :
cosx

2. Sa se integreze ecuatia diferentiald omogena:

, Xty

y'= , Y(1)=0
xy

Solutie:

Folosind substitutia ¥ = Xf, y'=17+ xt" obtinem succesiv:

, 1,1 t?
xt'+t=t+-,xt'=—, tdt= ,3:1n|x|+C
t

dx
t X
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2

de unde % =In|x + C. Punand conditia initiala y(/) = 0 obtinem C = 0 si
X

solutia particulara ceruta este y* = 2x” Inlxl.

3. Sa se integreze ecuatia diferentiala omogena generalizata:

(3x-7y-3)y" + 7x-3y-7 = 0.

3 =7 : 3x-Ty-3=0
Solutie: Observam ca o0 = =40#0.Sistemul {7 are
7 -3 7x-3y-7=0
. S . .ody dv . .
solutia x=1, y=0. Substitutia x = /+u, y = v implica S si ecuatia
X u

data devine (3u —7v) v '+ 7u—3v = 0.
Facem substitutia v = uz(u), ceea ce conduce la solutia generala
(z=1P(z+1)Vu’ =C sau (y—x+1)(y+x+1) =C.

4. Sa se integreze ecuatia diferentiala a lui Bernoulli:

1
y-;y=-2xy2, y1)=1

1I-a

Solutie: a=2 (y'+ P(x)y =Q(x)y"). Facem substitutia u =y ~“ sau

u=y'. Obtinem u'=-2- sau y=-2 Ecuatia dati devine:
y u
| 1 . . 22 C .
- u—z —-—=-2x— sau u' + L-2x cu solutia generald u = =4 Solutia
U xu u X 3 x

generald a ecuatiei este y =

5 . Din conditia initiala deducem C = %

3 X

3x

astfel ca solutia particulara cautata este y= ETE
X+

5. Sa se integreze ecuatia diferentiala a lui Riccati:

, . 2sin x 1
y +y251nx= > Yp = ,y(0)=-2 .
cos” x CoS X

1 .
+— conduce la ecuatia
COSX U

Solutie: Substitutia y= yP+l sau y=
u

liniara u'-2 tgx - u=sin x.
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. - . e g . C CoS x
Solutia generald a acestei ecuatii diferentiale este u =——- :
cos” x 3
. . 9 .. 1 3cos” x .
Deci solutia generala a ecuatiei date este y= + Din

—.
cosx 3C—-cos x

conditia Cauchy y(0)=-2 rezulta C = 0 si deci solutia particulara cautata

este y=—

COoS x '

6. Sa se integreze ecuatia diferentiala de tip Clairaut:
y=xy'+y"”

Solutie: Notand y’= p ecuatia devine y = xp + p°. Derivand in

raport cu x si tinand seama de notatia facuta, obtinem p=p+ xfl—p +2 pd—p

X dx
sau Z—p(x+ 2p)=0. Solutia generald este y = Cx + C°, iar solutia singulara
X
2 x’
este x=-2p, y = -p” sau y=-7
7. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior
cu coeficienti constanti omogene:

a) y'=y=0, y(0) =2, y(0)=0
b) y¥ —=5y"+4y=0

c) yV-6y"+11y'-6y =0

d) y* =3y"+3y-y=0

e) y"'=y=0

Y'Y 44y =0

Solutie :

a) Ecuatia caracteristica #* —1=0 are radicinile reale si distincte r;=
-1, r;=1. Solutia generala este y = C;e™ +Cse".

Din conditiile initiale obtinem C;= C, =1 si deci solutia particulara
estey=¢e¢" + ¢

b) Ecuatia caracteristici * — 5 + 4= 0 are radicinile reale
distincte r;=-2, r,= -1, r;=1, r,=2. Solutia generald a ecuatiei diferentiale

est
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y= Cre™ + Cre™ + Cie* + Cye™.
¢) Ecuatia caracteristicd r'-61° +11r — 6 = 0 are radicinile reale
distincte r;=1, r,=2, r;=3. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este
y = Cre" + Coe™ + Cie™,
d) Ecuatia caracteristici - 3r° +3r — I = 0 are radicinile reale
multiple: r;=r,=r;=1. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este
y=(C;+ Cox + C3x°)e".
e) Ecuatia caracteristica r*-1=0 are radacinile ri= -1, r=1, rs= -,
ry=Ii. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este
y = Cie™ + Cre" + Cycosx + Cssinx.
f) Ecuatia caracteristica F + 4r = 0 are radacinile ri= r=r;= 0,
ry=-2i, rs= 2i. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este

y=C;+ Cox + C3x2 +Cycos2x + Cssin2x.

8. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior
cu coeficienti constanti neomogene:

a)y''-5y+6y =6x> —10x+2
b))y =y —yry=e'

Solutie: a) Ecuatia caracteristici a ecuatiei omogene este r* -5r +
6=0 cu radacinile r;= 2, r,= 3. Solutia generala a ecuatiei omogene este

yp = Cre™ + Care™.

Deoarece r=0 nu este radacind a ecuatiei caracteristice cautam
solutia particulard sub forma y, = Ax* +Bx + C. Inlocuind ¥, in ecuatia
neomogena obtinem:

2A - 10Ax - 5B + 6AX° + 6Bx + 6C = 6x° - 10x + 2 de unde rezulti
A=1, B=C=0 si deci yp=x2. Solutia generala (y = y,+y,) este:

y=Cre" + Coe™ + x°
b) Ecuatia caracteristica r*-r"-r+1=0 are radicinile

si deci
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S 5

y, =Ce* +Cyxe* +e *(C, 0057x+ C, sin Tx).

Deoarece r=1 este radacind dubld a ecuatiei caracteristice solutia

particulard va avea forma y, = Ax’¢". Rezultd A:é siy, :éxzex iar

solutia generala a ecuatiei neomogene (y = y,+y,) este:

: V3 V3 .

y=Ce" +C,xe" +e_5(C3 COSTX+C4 sinjx)+éxze .

9. Sa se integreze ecuatia de tip Euler:

Xy =2xy'+2y=x

Solutie:  Folosim  substitutia x=e. Avem y=¢” ? si
t
L, d*y d . < . 2 .
y'=e( —2y o) Ecuatia data devine: d_2y 3, 2y=¢'. Ecuafia
dt dt dt dt

omogend atasatd acestei ecuatii are solutia generala y, =C,e' +C,e”, iar
. . - 1 . . - o« .
solutia particulard y, =—fe’. Deci solutia generald a ecuatiei neomogene

este y=Ce' +C,e* —te' sau y=C,x+C,x* —xIn|x|.

10. Sa se integreze ecuatia diferentiald prin metoda variatiei
constantelor
y'+y=1gx
Solutie: Ecuatia caracteristici a ecuatiei omogene este r”+/=0 cu
radacinile r;= -i si r, = i. Solutia y,= C,cosx + C,sinx. Consideram
solutia sub forma y=C;(x)cosx + C,(x)sinx (variatia constantelor sau a lui
Lagrange). Constantele C;(x) si Cy(x) verifica sistemul:

C'(x)cosx+ C'y(x)sinx =0
-C'|(x)sin x + C',(x)cos x = tgx
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Solutia sistemului este: C,(x)=sinx—In +C, si

e
8271

Cy(x)= -cosx+C,. Solutia generala a ecuatiei neomogene data va fi:

)
8274

11. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale:

y=C,cosx+C,sinx—cosx In

xX'==3x-y
: s X=X(1) L,y =y(1).
y=Xx-y

Solutie: Sin ecuatia a doua x = y’ + y, x' = y"+ y". Inlocuind in
prima ecuatie obtinem y” + 4y’ + 4y = 0. Ecuatia caracteristicd r* + 4r
+4= 0 are radacinile r;= r,= -2. Solutia generala este x(t) = (C;+C,-
Cot)e™ si ¥(t) = (C; + Cat) ™.

12. Sa se integreze sistemul simetric de ecuatii diferentiale:

dx, dx, dx,

X3 =Xy X TXy X T X

Solutie:
Sistemul dat poate fi scris sub forma:

dx, dx, dx,  dx,+dx,+dx; xdx, + x,dx, + xydx,

X;—X, X —X; X,—X 0 0

De aici rezultd ca d(x;+x>+x3) = 0 si x;dx;+ xdx, + x3dx;= 0.
Solutia generala va fi formata din douad integrale prime: x;+x,+x; = C; si
X +x +x; =C,.

13. Sa se integreze ecuatia diferentiala cu derivate partiale de

ordinul intai liniare:

\/x—la_u+\/za_u+ x3a—u:0, u =X, —X,.
ox, ox,

ax3 x3 =1

. . ... d d d. .
Solutie: Sistemul caracteristic N o o5 e integralele
VX ,1x2 A X3

prime distincte: \/x, —\/x, =C, si \/x, =[x, =C,.
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Solutia generala a ecuatiei este:
u=B(x = x, o = x)
Pentru x;=1 obtinem \/x_l—I:CI, \/Z—lz C,, de unde x; = (]+C1)2,
x;= (1+C,)°. Cu ajutorul conditiei Cauchy obtinem u = (1+C;)* — (1-C,)’.
Inlocuind pe C; si C, gasim solutia ecuatiei date:
w=(1+x —x P =(1+x, = /x, 2.

14. Sa se integreze ecuatia diferentiald cu derivate partiale

cvasiliniara:

Ju Ju
2XU— 42X, U— = U -Xx>-x2, u
1 a 2 a 1 2
Xy X,
Solutie: Sistemul caracteristic este:

dx, dx, du

2xu 2xu  ul—x, —Xx;
Din primele douad ecuatii gasim urmadtoarea integrald prima:
dx,  2udu

X _

X . . . .
L=C,. Scriem sistemul caracteristic sub forma: —
X, X, U —Xx —x

X,
Alegand combinatia integrabild 2x; 2x, [ sistemul de mai sus

poate fi scris astfel:
2x,dx,  2x,dx,  2udu

_ 2x,dx, + 2x,dx, +2u du

2 2 T2 2 2 2 2 2
2x; 2x; U —Xx; —Xx X, +x5 +u

sau (prima si ultima):
dx, _ d(x} +x; +u’)

2 2 2
X, X, +x;, +u

2 2 2
X et
TR _c.,

si integrala prima:
X

Solutia generala a ecuatiei date este:

2 2 2
X X +x, +u
_ 1 i 2
u= @(—, —j
Xy X
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. o 2x0 +1
Pentru x,=1, u =X obtinem: x, =C, si ——=
Xy = X,

G,

Inlocuind x; cu C; obtinem intre C; si C; relatia:

202 +1

C
C, ?

Revenind la valorile Iui C; si C, din cele doua integrale prime
obtinem:

2x) +1 _ x}+x; +u’

X X
de unde solutia generala a ecuatiei cvasiliniare date:
u'=x'—x:+1

Probleme propuse.

Sa se integreze ecuatiile diferentiale:

1L y'+

2 1y:2x+2, y(0)=-3

2
2. y'+gy =x’
X

3. ydx + (2\/5—)0 dy

4. 2x°y'=4xy—-y°, y(1)=1

_ 3x—4y+7

C4x—-5y+11

6. (3x+3y-1)dx+(x+y+1)dy=0
7. xy+y=—x"y% y(1)=1

5y

4 2
8. y'+y2+—y+—2:0, Y, =2
x° X x

9. y= xy'+l’
y

10. y=(1+y" )x+y”

1L a) y'+2y+y=0, y(0)=0, y'(0)=1
b) y¥ —y'+y=y=0
c) YV +2yY +3y"42y'+y =0
d) y*'+y"=0
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12. a)y"—y'=2y=2x+3
b))y =y"=x y(1)=1y(1)=0y(1)=~1
c)y'=Ty'+6y=sinx+3cosx
d)y"—2y'+2y=2e" cosx
e)y'* =16y =6 +e™ +3cos2x +2sin3x

13. a) x*y" —xy'+y=2x y(1)=0, y'(1)=1
b) X'y +3x%y" +xy' =y =x y(1)=y(1)=y"(1)=0

1
COS X

14. a)y'"-y=
" ' 1 X
b)y"-2y+y=—e

x

x'==2x—y+sint
15. a) x=x(1),y= y(1)

y' =4x+2y+cost’

xX'=ytz _ _ _
by =2+x, xO—X(t), y(;y(t), z—oz(t)o‘
mxay X(0)=13(0)=1 5(0)=
16. 2) dx, _ dx, _ dx,
X (0 —x3) X005 —x) X5(x —Xxy)
dx dx dx
b) 2 21 2 = : = :
X, =X, —Xx;  2xx, 2x,x4
0 dx, dx, dx,
X Xy Xy =X+ x5 +x;
ou ou ou
17, x(x, —x; )=—+ x(x; — X, ) =— + x3(x, —x, )— =0
ox, ox, 3
d d
18. a)xl—u—xz—uzu, u = x;
X, ox, X, =X,
b) xlua—u+x2u—u=—x1x2, u =X,
X, X, Xy =2
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Capitolul 11

FUNCTII COMPLEXE

1. Sa se determine functia olomorfa f(z) stiind ca partea reala a

sa este :
u(xy)=ln(x’+y’) si f(1)=0.
Solutie:
2 2
Verificdim Au=0 < a—Z+a—Z =0.Avem: o _ % st o _ 22y >
ox~ dy ox x +y dy x“+y
2 2 2y 4.2
Apoi, a—f=i[a—”j= D
ox~ odx\ dx (x"+y7)
u 2y’ -2x° "
ox* - (x* +yH)* )
Din cauza simetriei functiei u(x,y), obtinem:
u  2x°—2y° ek
N @y 9
Din relatiile (*) si (**) vom obtine:
2 5.2 2 9,2
Au = 2y (2)62 +22)§ > 2y _ 0, adica u(x,y) este o functie armonica
X+ y
(4u = 0).
Mai departe, folosim:
f/(z)=a—u—ia—u si facem y=0si x = 7 = ou_2 si a—M:O; deci
ox dy ox z dy

f(2) _2 de unde f(z)zzjﬁz f(z)=2Inz+C; din conditia f{1)=0 gasim:
b4 z

2In1+C=0= C =0 sideci: f(z)=2Inz.
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2. Sa se determine functia olomorfa f(z) stiind ca partea reala a

sa este:
u(x,y) = p(x++/x> +y*), @derivabila, f0) =0si /(1) = % .
Solutie:

2 2
Verificam Au =0 < %+%= 0. Notam x+./x*+y* =1¢.
X Y

2 2
Avern: a_u:d(pat _a?(p(lJr 2x ]_@x+1/x +y
2

ax dt ax dt ,‘/_x2+y2 Bl dt 1[_)(j2-|-yz ’
2
/x2+y2_x7
Apoi ﬂ_i(a_uj_d2¢ﬁx+\/xz+y2 +% Vi +y? N
T ox* ox\ox) dr’ ox \/x2+y2 dt X+ y?
Du  d’o (x+yX*+y) do y? .
= 3= 2, 2 Tt ’ ()
ax dt X +y dt (x2+y2)\/x2+y2
Avem,

ou_dpor _dp y g du_dp y | do Xty
dy dt dy dt \[x*+y? dy>  dt* X*+y*  dt X+ y?
de unde
2 2 2 2
ou _d¢ 'y Lde x (%)

ay2 B dtz .x2+y2 E(xzﬁ-yz)\/xz{-yz
Din (*) s1 (**), prin adunare, obtinem:

Au_dz(px2+2x1/x2+y2+x2+y2+y2+@ xz+y2
dtz )Cz + y2 dt (_xz + yz)\/_x2 + yz

sau

:d2¢)2\/x2+y2(x+\/x2+y2)+% 1

Au
dr? x4y dt x>+ y?

de unde:
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2
Au = ! 2d Z’H_@ (F#%)
\/_xz —+ y2 dt dt
Din (**%) s1 conditia Au=0 obtinem ecuatia diferentiala:

2
24P 1)

dr*  dt

Ecuatia (1) mai poate fi scrisa astfel:

9 __1 1
iy (1)
Integrand (1) obtinem:
Ing' =—%lnt+lnCl (2)
sau

d_(p _ 2C, 2/
dt 24t )

de unde:
(1) =201 +C, (3)

C,, C, — constante reale.

Din relatia (3) obtinem:

u(x,y) =2C|x++/x* +y* +C, 4)

Folosim acum faptul ca: f’ (z)=g—u—ig—u si inlocuind y=0 si x=z
X dy
. 2¢,  2J2C
obtinem £'(z) = = L de unde:
Hnem SO T
f(2)=22Cz+C, (5)

Din conditiile f{0)=0si f'(1) =% obtinem:
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2J2C,0+C,=0=C,=0
5i (6)

Din (5) si (6) obtinem:

1 e
f(Z) = Zﬁm\/z adlca
f@=vz . (7)

3. Sa se arate ca f(z)=z’,z#0, realizeaza o transformare

conforma in C\{0}. Sa se afle imaginea dreptelor x=/ si y=1. Sa se
verifice proprietatea exprimata de o transformare conforma.

Solutie:

Observam ca f(z) = (x+iy)> = x* + y* +2xyi; rezulta
u(x’y):xz_yz (*)
v(x,y) =2xy

Conditiile Cauchy-Riemann sunt:

Ju dv

—=—=2x

gx aya = feH(C*) si deci functia f(z) realizeazi o
u 1%

H__T_

ay o

transformare conforma si f’(z)=2z#0 cand z#0.
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(Cv

\(0=900

M(1,1) (Cy)

(A)

Imaginea dreptei x=1 (C;) este parabola (I'})) avand ecuatia

:1_ 2 2
“ Y :uzl—% de unde

v=2y

v’ = —4(u—1) (dacad facem x=1 1n (*) obtinem: {
2

V= —4u—1),f(C)=T, ).

Imaginea dreptei y=1 (C,) este parabola (I;) avand ecuatia
vi=4du+l), f(C,)=T, .

Trebuie sa aratam ca unghiul dintre U, si U, este de 90° ((U,) este
tangenta la (I'}); (U,) este tangentd la (I;)).

Pentru aceasta trebuie sa aratam ca: m, m, =-1, m— pante .

. 4 . 4 .
1 =V (0)=—=1, v=4/4u+1) 1ar v'(u) = ———, dect:
st m; =v(0) 1 % (u+1) vi(u) NITOE
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m, m, =-1, adicd (U;)L (U;) & o = 90° si deci o=0.

4. Sa se dezvolte in serie Laurent functia: f(z) = fz—_16 in
Z —Z—

domeniile:
a) |7<2
b) 2<|4<3;
©) |7>3;

Solutie:

Observam ca: f(z)= A +i de unde,
z+2 z-3

27—-1=(A+B)z—-3A+2B; deci:
A+B=2 A=1 .
= si deci:

-3A+2B=-1 B=1

1 1
f(Z)—m-i'z (1)

Observam ca domeniile a), b) si ¢) sunt:
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a)|d<2e |§ < 1. Relatia (1) poate fi scrisa

1 I 1

_1 /
f(2)= Z 73 (1)

2

<

1+ -

=l <1 si putem folosi seria geometrica:

—-Z( ey 'Lq:iq"—l,avﬁnd <1 ()

Obtinem:
fR) == Z( 1" “———23,1 1 (1"
de unde:
f<z>=g(<—1>"-12in— > jz (@)

((a) reprezinta partea tayloriand a dezvoltarii lui f{z)).

b) In figuri, (b) reprezinti coroana 2 < |2 <3. In aceasta, vom obtine

dezvoltarea 1n serie Laurent a lui f(z).

Observam ci: |~/ <1 S1 | <1 in (b). Atunci f(z) = 1t de
3 z 2.2 3
I+— -
Z 3
unde:
') 2n -1 ') n
f@=>.(- 1) —Z (b)
n=l
Partea principald Partea tayloriana
In (c) obtinem doar partea principali deoarece: 3 si 2l <1. Avem:
z z
211 -1 3n 1
f@)=— Z( e z = (2)

sau
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f(2)= i [(—1)"—1 2m 43! ]Zi (©)

Y24

5. Sa se calculeze 1 =I f dz unde C:x*+y* =4.

cz"+1
Solutie:

Observam ca x*+y*> =4 este un cerc :

Polii functiei f(z) =

2

. sunt z, =i §i z, = —i (poli simpli). Folosind
4

teorema reziduurilor obtinem:

I =27i(rezf (—i) + rezf (i)) (1)
Avem:
o PED PG _e”
rezf (=i) = T S1 rezf (i) 00 2 (2)
Deci:

[ =27 -5 +¢ de unde
2i 2i

I= ﬂ'(e_” —e”) . 3)

2T
6. Si se calculeze: I = ILZ
(5+4cosb)

0
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Solutie:

Notam ¢ =z. Observam ca: dz=izd6de unde dé?=dZ

1

—; apoi
iz
74—

cosf = f si integrala devine:

dz
L 1 z
I=| —&——=- d
J~\z\=1 1Y iJ.z=1(2z2+5z+2)2 :
Z+—
5+4—=

Observdm ci |7 =1 este:

Polii functiei f(z)= ‘

(27> +5z+2)°

sunt z, = - si z, =-2.Observam ca doar

I:27a'1_rezf(—l) (D
i 2

1 1 1Y /
2)' mnﬂ”ﬂ 'f(Z)} B

2

z; =——¢€ A si el este pol dublu. Folosind teorema reziduurilor obtinem
Avem: rezf (

de unde:

rezf( ;j — |:(2Z: 1) Z :|Z=—1

_1(z+2) = 22(z+2)|
(2z+1)2(z+2) 4 (z+2) |
! ,
sau
2+1
1) 1-z+2 1 5 158
rezf| —— | =— 3 =—— =
2) 4(z+2)

_1_4( 1j3=422_7
== 2=

2
deci:
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1 5
L 2
rezf[ 2} 27 @)

Din (1) s1 (2) gasim:

107
[ =—2 3
> 3)

2 cosnd

7. Sa se calculeze: ] = dé,a>1, ne N".

0 1-2acosf+a’
Solutie:

sinn@
1-2acosf+a*

Sa considerdm si integrala J = I:ﬂ d@ s1sane propunem

sa calculam I + iJ. Avem:

2rcosn@ +isinn@ 27 (cos@+isinf)"
0 1—2acos@+a’ 0 1—2acosf+a’

I+iJ = deé .

Notim: ¢ =z (¢’ =cos@+isind). Observim ca dz =izd6, de unde

1
dz -
df =—; cosé =f, gasim:
iz

n

<

dz . .
—, care se mai poate scrie astfel:

Z+1 iz

1-2a—%+4*
2

[+i = joz”

1+iJ=—1j zZ dz (1)

i

d=laz* —(1+a’)z+a

Observam ca functia:

n

Z
7) = are
1@ az’ —(+a*)z+a

e . I . <
polii simpli z, =— $i z, = a ; observam
a

. 1 .
caz=—e€ASlz,=a¢A.
a
Aplicand teorema reziduurilor, relatia (1) devine:

+il ==L ogirer Ly (1)
l a
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Observam ca:

R 1

rezf (1) = a =_a
a r@ o1 o 1-a’
ow2a——(1+a’)
a
Cu acest rezultat, obtinem:
I 1 2
[+i] =27 — -7 (2)

a'l-a*> (a*-Da"
Din relatia (2) obtinem 1n final:
2r

- a"(a*-1)

si (3)
J=0

nde

8. Sa se calculeze integrala: 1 = j' fz —u
c(z=D7(z" +1)

(C): x*+y*=2x+2y .
Solutie:
Observam ca (C) este un cerc cu centrul in punctul (1,1) si de raza

r=+/2, adici:
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Singularitatile functiei f(z) = sunt polii simpli z, =i si

(z=1)%(2* +1)
z, =—i sipolul dublu z;, =1.Observamca: zy =ie A, z,=—ig A Sl z; =1€ A.

Aplicand teorema reziduurilor, obtinem ca:

I =27i(rezf (i) + rezf (1)). (D
Avem:
. 1 | 1 1
= = =— 2
rer(l)gf(f?)Z(z—l)(zz+1)+(Z—1)22Z|Z_,. i_1°2 4 2)
si
1! , 1Y 27 | 2
1 = —1 = = = —— 3
rer( ) (2_1)'[(Z ) f(Z)]izl (Zz +1jz_1 (Z2 +1)2 . 4 ( )
Din (2) si (3) obtinem:
1 2
[ =27 ——= 4
(53] 4
de unde obtinem valoarea integralei:
T
I=-= 5
5 (5)
5 4
9. Sa se calculeze I = j —dx
1+ x
Solutie:
4
Fie functia f(z)= 1j —. Observdm cda z°+1=0 are polii
z

<, - T .. X T .. T . Sz .. 5% A
urmatori: zl=cosg+zsmg,z2:cosz+zsmz si z3=cos?+lsm? (avand

partea imaginara pozitiva). Sa consideram conturul (C) de mai jos :

(C) =[-R,R]L (@)
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Observam ca:
[ £z = ff(z)dw j f(2)dz (1)
Aplicand teorema reziduurilor (1) devine:
2m2 ref (z) = [ fode+ [ f(2)dz (1)

(pe [-R,R],z=x). In ( 1') trecem la . lim si1 obtinem:

yoo| 2] oo

2(rezf (2,) + resf () + resf () = [ fodut lim [ f(2)dz - (2)

Kt

Folosind in relatia (2) Lema lui Jordan ( Igir2|zf (2)=0= lim Ir f(z2)dz=0)

|2 |

observam ca:

[ fdx = 2zi(rezf (z)) + rezf (z,) + rezf (2,))

Pentru calculul reziduurilor folosim formula rezf (a) = P(a)) (a pol
a

7

simplu al functiei f(z) = 22—2 ). Avem:

4

Z, 1 1 . 1
rezf (z,)=——==—, rezf(z,) =— S1 rezf(z,) =—.
f 1 6215 6Z1 f 2 6Z2 s f 3 6Z3

Cu cele de mai sus relatia (2) devine:

ot 11 2
6 \z, z, z
sau
7T 1 1 1 . I
I =— + 1/]=— —1
303 i B 1| 3131
——+i ———+i-
2 2 2 2 4 4
de unde:
1227 (3)
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10. Sa se calculeze: = j ﬁdx
X

—oo

Solutie:

Fie functia f(z)= observam ca: z, =i (Imz, >0) este pol

1+
multiplu de ordinul patru. Sa consideram conturul de mai jos (C):

y

I~

(I)

P

-R —» 0

(C)=[-R,R]u D).

>» R X
Observam ca:

[ f(2)dz= T F@dz+ [ f(2)dz, (1)

Aplicand teorema reziduurilor (1) devine:
27irezf (i) = | f(x)dx+ [ f(2)dz (1)
-R r

(pe [-R,R], z = x). In (1) trecem la ;im si obtinem:

i

27irezf (i) = [ f(x)dx+ lim [ £(2)dz (2)
—oo T
In relatia (2) observam ca Ileil’loloJ. f(z)dz=0 (Lema Ilui Jordan:
T

lim|2f ()| =0=> lim [ £ (2)dz = 0).

ER r

Z

7| =| 4

_ - -
‘(1+ 22)4| ‘1+ er (1+ 7 +22 + (22)2)2
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Jxi+y?

B (14+2x* =2y> +x* + y* +2x%y%)

—0pey=mx,me R, x —> o |.

Cu aceasta, (2) devine:
I = 27irezf (i) 3)
Putem calcula rezf{(i) folosind formula:

1
(p-D!

In cazul nostru, a = i si p = 4. Relatia (4) devine:

rezf (a) =

lz—a) )] 4)

"
L] 4 1 /
==l (@@= ——7 4
rezf (i) 3!{@ i) (z—i)4(z+i)4l_,» )
sau
1 /
ref (i) = | - — 2 L 4s ) 14s6p 20 S S5
6l (z+iy]_, o6\(z+0°)_, 6+ _ 21 2% 32
deci
rezf (i) = S (5)
32i
Din (3) si (5) obtinem:
5
[=2m— 6
m32i ©
de unde:
RY/4
=22 7
” (7)
11. Sa se calculeze integralele: 7, = j ) zm;&dx si
= x"—6x+13

©  xsinx
I,=| ———dx
g L"x2—6x+13

Solutie:
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ix

Sa consideram suma: [, +il, = Jm zde. Fie functia
e x” —6x+13
f(2)=— z6e ' 3 Observam ca polii functiei sunt: z, =3+2i §i z, =3-2i.
7 —6z+

Retinem polul z, care are Imz, > 0. Sa consideram conturul (C) de mai jos:

/ S
R — 0 — 5 R X

(O=[-R.R]u(T’)

Observam ca:
lf(z)dz = Rij(z)dz + l f(2)dz. (1)
Aplicand teorema reziduurilor (1) devine:
2rirezf 3+ 2i) = T F(x)dx+ j f(2)dz (1Y)

(pe [-R,R],z =x). In (1) trecem la ;im si obtinem:

e

7irezf (3+ 2i) = T f (¥)dx+ lim j f(2)dz (2)

In relatia (2) observam ca lim j f(z)dz =0 (pe baza Lemei lui Jordan
r

oz
72 —6z+13

Rh_g}|zf(1)| = O) [|Zf(Z)| =

|2 e

L — Ocand z| - oo) . Avem:
e)

o 2430
rezf 3+ 2i) = % de unde:
2(3+2i)—6

rezf (3+2i) = %[(20053 +3sin3) —i(3cos3—2sin3)]  (3)
4

Din relatiile (2) si (3) obtinem:
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I, +il, = %[3cos3—25in3+i(2c053+3sin3)] 4)
e
de unde:

V4 .
I, = 2—62(30053— 2sin3)

si 5

I, = %(2cos3+ 3sin3)
2e

1

eZ

12. Sa se calculeze integrala 7 = J' dz.

4=t z(1-z2)

Solutie:

Observam ca |z =1 este cercul:

Singularitdtile functiei f(z)= sunt z, =0 p.s.e. si z, =1 pol

z(l-z
simplu apartindnd cercului |7 =1. Aplicind teorema reziduurilor si
semireziduurilor avem:

I = 27xirezf (0) + zirezf (1). (1)

Pentru a calcula rezf(0) vom cauta c; din dezvoltarea in serie

Laurent (c_; coeficientul lui 1 ). Observam ca:
Z
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1
- 1
et =l+—+—
'z 27
si ;
! zl(l+z+zz+...)
z(1-2) z

deci f(z)=..+ 1+l+l+... l+...,adic§1
1 2 Z

c,=rezf(0)=e

Pentru a calcula rezf(1) folosim formula: rezf(a)= @
a

1
PE:

1-2z7

z=1

simplu a lui f{z)) ; avem : rezf (1) =

Deci:

I=x-e-i

2)

P,(a) (a pol

3)
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Capitolul III
FUNCTII SPECIALE

. = x’dx

1. Sa se calculeze integrala: / =j — .
O d+x")
Solutie:
Notam - -=t. Dacd x = 0, ¢ =1 §1 dacd x=oco,r=0. Din
X

1 5
e e e - - 1-1)6 1(1-t)ef 1
substitutia facutd observam ca: x = (—tj() de unde dx = g(—tj 6(— —Zjdt.
t t t

1 5
R T e A TN O T A S I DR
Integrala devine: 1 —EJ'O(TJ t (Tj t—zdt—g '[Ot (1-1) 2dt.

Din p—l:% si q—l:—% Obgnem p:% si q:l'

2
2
sy Tars) i) 2t
Deci I=—B(—,—j:— 2)\2)_12 \2) \2)_ , de
6 (2°2) 6 T1(3) 6 2 12
unde ( Fej = /7 ) obtinem:

==,
16

V4
2. Sa se calculeze integrala: / = J'OZ sin® xcos* xdx.

Solutie:

o . . 1
Notam cos® x = #;sin® x = (1-¢)’; obtinem x = arccos~t,dx = ————dt .

2Ji1-1

Integrala devine:
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1o 4, 1 S 1 (57
1=—5j1(1—r)t\5_1 _—jt(l—r) dt = —B(Ezj

) 3 . 5 . 5 . 7
din p—-1==81g—1== obtinem p== 81 g=—).
(din p 5 $1q 5 obt p=-8q 2)

(i) 1aaTahaa
1 \2 2 122 \2)222 (2 RY/4
sau I =— =— = ==
2 T(6) 2 5! r(zj:ﬁ 512
2
3. Sa se calculeze integrala: / = j
1+x*
Solutie:
Notam " ! -=1. Observam ca, daca x = 0, r = 1 si daca x=-oo,
+x

1 7
t =0, din substitutia facuta, x= (l;tjg de unde dx = %[uj 8(— lzjdt-
t t t

Integrala devine:

17 1 7

L 7
=——j t(1—1) 3¢3¢72dt = jot 8(1—1) 8dr.

Observam ca p—lz—% si q—lz—%, de unde P=% si q=l-

8
Deci
1.(71 11“@]1“(;] 1
I =—B(—,—j =— -7 (I'(2)T1-2z) = ,7[ (ecuatia
8 \88) 8 (7 1) .18 . 7 sin 7z
[—+—| T sin—
8 8 8
1
complementelor), z = §)'
sau
/1
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Capitolul IV

SERII FOURIER

COS X

1. Sa se dezvolte in serie Fourier functia f(x)=———,xe R.
5+4cosx
Solutie:
Observam ca functia f(x) este para. Deci b, = 0.
Seria Fourier este:
f(x):a—20+2ancosnx (1)
n=1
unde:
1 ¢z . 1%
a, = —J- f(x)dx $1 a, =— .[f(x)cosnxdx. 2)
Rt 7T

2

Pentru calculul lui a, observam ca: a, _1 J' f (x)cos nxdx.
7 0

y o 1% , . y
Sa consideram si integrala: b, = j f(x)sinnxdx i1 sd calculam:
0

/1
} 1 (27 cosxe™ < < ; }
a,+ib,=—| ———dx . Sa notdm " =z = dz =izdx de unde
T 5+4cosx
1
dz e
dx =—". Observam ca cosx = J2~

1z
Avem:
1( +1j .
— | ZT— |Z
2 z dz

1
wrib =l T e
7 5+4(z+j i
2 2

sau
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2 n—1
a,+ib, = = (Z2 1)z Z. (3)
27 A= 27" + 52+ 2

2 n—1
Singularitatile functiei g(z)= (z”+1Dz

e . . 1 .
sunt polii simpli z, = —— si
272 +57+2 p P % 2 ?

z, =—2. Observam ci doar z, = - apartine interiorului cercului |2 =1( A)
. Din (3) obtinem:

1 1
a +ib =—2mrezg| ——
O T g( 2}

o o 1 2
Observam ca: rezg| —— | = =(-1)" ——.
g( ZJ PTa> 1 ( ) 3'2n+l
72 4 ——1+5
2

Formula (4) devine:

a +ib, = (1" —>

3 . 2n+1 (5)
de unde a, = (1) >

3. T

>
2
Seria Fourier (1) se scrie astfel:

f=-2 35U

R ST cos nx

(6)

2. Sa se scrie seria Fourier trigonometrica si apoi egalitatea lui
Parseval pentru functia:

1, pentrux/<1
ﬂm={ pentru

0, pentruls|x|<7[.

o 12 oo
- - . o Sin n
Si se deduci apoi sumele seriilor: )

si Z cos’n
2 2 °
n=l1 n n

n=1
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Solutie:

Seria Fourier este:

f(x)za—zo+i(ancosnx+bn sin nx) (1)

n=1

unde
a = [* rodx,a, =lj” f(x)cosnxd,si b, = [ feosinnxax (2)
A VA T

Graficul lui f(x) este:

/ L
Q )
[ | C \
_k - 0 1= n X

Avem q, = ijl 1abc, de unde rezulta:
-

2
ay =— (3)
V4
1 .
Apol, a, = ljcos nxdx = isin nxll _ 2sinn ,adica:
T m - m
a - 2sinn 4)
m
. 1. 1 | ..
Si:b, = —jsm nxdx = ——cosnx|_,= 0 adica:
T m
b, =0 (f{x) para!) (5)
Deci seria Fourier atasata functiei f{x) este:
f(x)=l+gzsmncosnx. (6)
V4 n

n=1
Egalitatea lui Parseval este:

a7°+g(af +bj)=%if2(x)dx (7

sau
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2 4 Ssin’n 1 g
—_—+— =—|dx 8
7’ 752; n’ 75!1 ®)
de unde:
1 2&sin?
L 2z SlIl2 n — (9)
T TS n
Rezulta suma ceruta:
)
=sin‘n -1
== 10
Z} - > (10)
SZ
Pentru calcul Z —— scriem
n=1 n
I 2 I 2 I oo 2
os'n 1-sin“n 1 sin“n
| 2 = cos’n 1t -1
tim ca —=";de =z 2=
> ;nz nz_:‘ n’ 6 2

3. Sa se determine seria Fourier trigonometricd a functiei

periodice f(x)=

e*,xe (-r,7), de perioada 2z. Din dezvoltarea
/4

obtinuta si din relatia de inchidere a lui Parseval sa se calculeze

sumele: i (;lj
1 n

n+1

Solutie:

Seria Fourier atasata functiei este:

f(x)za—20+2(ancosnx+bn sin nx) (1)
n=1

unde:

1% . 15 .
=— If(x)dx, a, =— jf(x) cosnxdx §1 b, =— jf(x) sin nxdx (2)
ze e Y
Avem: a, = — j Ll o Le—er 1 g

”2sh7[ 25h7£ . shr 2 shr

deci:
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a, =1 (3)

Pentru calculul lui a, integram de doua ori prin parti si obtinem:

a, =
2shw\ n

T |1 ..
—e SINnim
n

2 V.4
1 ..
——J-e s1nnxdx] sau
T

-

T

T
a, =— e’ sin nxdx 4
" 2nsh7r_'|; “)
de unde:a, = - ! —exlcosnx +lrexcosnxdx sau
2nshr n . NF
an:iz(_l) (e”—.e‘”)—izl ¥ cosnxdx
n° 2shrx n° 7z 2shx
sideci: a, = (_12) —izan de unde
n n
(-1"
a, = . 5
= (&)

Observam ca relatia (4) mai poate fi scrisa astfel:

a, = LY e” sin nxdx (4/)
nux72shx
sau
o =-Lp 6)
n
de unde
b, =-na, (7)
sau
(_1)n+1n
b = . 8
! n®+1 ®)

Seria Fourier atasata functiei f{x) va fi:

f(x)=—+ i( (;l)n cosnx + (—21)”n sin nxj . 9)

1
2 ‘Sln +1 n +1
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Relatia de inchidere a lui Parseval este:
—+Z(a +5?) j FA(x)dx. (10)

Inlocuind a,,a, sib, , relatia (10) devine:

. ) s
% Z;((n 1)’ (n2n+1)2]:%1—ﬂ4§zzyzeudx (b
sau
%+n_1n21+1 4s;1[27[; Zx_” (12)
de unde
> = kTl (13)

n=1

folosim teorema lui Dirichlet

Pentru calculul sumei 2( Dk
~n+1

pentru relatia (9) ; astfel, considerand x=2z in (9) (27 este punct de

continuitate al functiei f(x)), obtinem:

fQr) = % + i ( (:1)n cos 2n7 + (_?j sin Znﬂ'j

n-+1 n-+1

n=1

de unde:

i(;l)" :%(ne” _q | (14)

~n +1 shr
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Capitolul V

CALCUL OPERATIONAL

1. Sa se afle transformata Fourier prin sinus a functiei f : R - R,

J6= £+4°
Solutie:
Transformata Fourier prin sinus este:
2 e .
g(u) :\/;L f(t)sinutdt (1)
sau
sin I/tt sin I/tl
8u) = \/7[0 t? +4 \/7L° t? +4
tsinut

Pentru calculul integralei: 7 = j dr sa consideram functia

1’ +4

h(z) = S;I:;Z si conturul (C) de mai jos:

(C) =[-R,R]L (@)

Observam ca:

[ n(z)dz = fh(t)dt + [ h(2)dz (2)
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Trecand la lim in relatia (2) obtinem:

=

[t + tim [ n(2)dz. 2
t"+4 Reec,

—oo

[h(z)dz =
C
Dar: jh(z)dz =2mrezh(2i)(2i pol simplu situat InA(C=0A)) si
C

Il{im jh(z)dz =0( pe baza Lemei lui Jordan: Ilim|zh(z)| =0= J'h(z)dz —0).
T

e} r ==

Din (2) obtinem:

1 =27mirezh(2i) 3)
. . . —2u 2u
Dar rezhaiy = 50 _sin2ui - _ et o
P(Ei) 2Z | z=2i 2 er_e—iw 4l
o' i T
—2u 2u
rezh(2i) =$——¢ (4)
4i

Din (3) si (4) obtinem:
I= %(e_z“ —e™) (5)

de unde:

1 T —2u __ 2u
g(u)—a\/;(e e™) (6)

g(u) = —\/%shZM . (7)

2. Sa se rezolve ecuatia integrala de tip Fourier:

sau:

T 1
jf(l)COSMtdt :W, uz20.
0

Solutie:

Ecuatia datd se mai poate scrie:

\/sz(t)cosutdtz\/z ! > =g(u) (1)
Ty T l+u”
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Solutia ecuatiei (1) este:

f(t) = \E j g(u)cosutdu (2)
7[ 0
1 [2)%
cosut
sau: ==~ du. 3
1 2(\/;J_L1+u2 ! )
. . © cosut < C 1 .
Pentru calculul integralei 7= Il ~du sd consideram functia:
J1+u
h(z) = fo—sf, si conturul (C) de mai jos:
+z

(C) =[-R,R]U (@)

Observam ca:
j h(z)dz = j h(u)du + j h(z)dz 4)

Trecand la lim in relatia (4) obtinem:

oo

[ )z = jfos “Sdu+ lim [ h(2)dz @)
C r

+u?

—oo

Observam ca functia h(z) are polii simpliz, =i,z, =—i (z,€ A, z, € A);

aplicand teorema reziduurilor gasim: Ih(z)dz = 27irezh(i) sifolosind lema lui
C
Jordan,

(‘,lii‘_i% r M@z =0 %i_g%okh(Zl - Olzﬁm\l\lirolo rh(z)dz =0



39 Matematici speciale. Probleme

Pe baza celor de mai sus (4') devine:

[ =27irezh(i) )
DaI' rezh(i) — COStZ| _ COSti _ e_t +€t ’
& 2Z |z:[ 2i 44
o' (i)
sau:
reZh(i) = C_/’lt (6)
2i
Din (5) si (6) obtinem:
I = mcht 7
iar din (3) i (7),
f(t)=cht . @®

3. Sa se rezolve ecuatia integrala: J' g(u)costudu = f(t), unde
0

Solutie:

Ecuatia data mai poate fi scrisa sub forma:
2% 20-n.0<r<1
\/:J-g(u)costudu =\\rz ’ B (1)
72'. 0
0 ,  t>1
Solutia ecuatiei (1) este:
2 1
gu) == j (1— 1) cos utdt (2)
4 0
Integrand prin parti obtinem:

gl = 215 3)
T u
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4. Sa se afle transformata Fourier prin cosinus a

1 ¢ tsinut
functiei = ———. Din rezultatul obtinut sa se gaseasca |[———
unciel /() (1+1%)? ’ 8 j +17)°
Solutie:
Transformata Fourier prin cosinus a functiei f{¢) este:
5=
g(u) = \/:J.f(t)cosutdt (1)
T 0
sau g(u) \/7.[ CcOSs ut \/7". COS ut
(1+¢ ) 1+t )
Pentru calculul integralei: I = J' %dt s consideram
21+
functiah(z) = &MIZ)Z si conturul de mai jos:
y (C)=[-R,R]U(T)
X
Observam ca:
R
[()dz = [hyde + [ h(z)dz, (2)
C -R r

Trecand la ,leim in relatia (2) obtinem:

[n(2)dz = T(lcfr’s”; 0 i+ lim j h(z)dz. )

—oo
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Pe baza teoremei reziduurilor, j h(z)dz = 27irezh(i) (z,=ie D pol
dublu; z,=-ie D) i Ilzim j h(z)dz=0, (din lema lui Jordan:
r

hm|zh(z)| =0= J-h(z)dz — 0 (cand R — «)).

\Hw

Din (2)) obtinem:
I = 27irezh(i) . 3)

Observam ca:
—usi N .
rezh(i) = lim (z—i)z% _ ljp _4S1n uz(z +1) . 42(Z+l)cos uz
7 (Z_l) (Z+l) 70 (Z+l)

ui sin ui + cos ui

h(i) =
= rezh(i) 1
) eiw _e—iw eiw +e—iw
sau |sinw=—— cosw=——|.
=5 )
rezh(i) = —ushu + chu 4)
4i
Din (3) s1 (4) obtinem:
1= %(chu —ushu) (5)
de unde:

g(u) = %\/g(chu —ushu) (6)

Pentru calculul integralei: j Mdt derivam relatia:

0

g(u )—\/7 J. cosut dt in raport cu variabila “u”si obtinem:

) = \/7J- SLU .
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sau folosind (6): \/7 (shu — shu —uchu) = \/7 I (iSH;M ———dt, de unde:
+

T tsinut V4
IS 7 chu 7
£a+ﬂf 4 )

5. Folosind teorema transformarii inverse ‘“Mellin-Fourier’’ sa se

2p+3
(p=D’(p*+1

afle originalul urmatoarei imagini Laplace: F(p) =

Solutie:

Aplicam formula lui Mellin-Fourier:

a+ieo

1
f6y= j F(p)e"dp (1)
Sa consideram: G(p) = @p j3)f ! si (C)=(AB)u(I') unde:
(p=D7(p"+1
- B(a+iR)

A(a—iR)

Aplicand teorema reziduurilor obtinem:

[G(pydp = | G(p)dp+ [G(p)dp (2)

(c) (AB) ()

Trecand la Ilzim in (2) gasim (Ilzim I G(p) = 0(Jordan))
r
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271 (rezG(—i) + rezG(1) + rezG(i)) = af&(p)dp )

a—ieo

de unde (:27):
f(t) =rezG(=i)+rezG(1) + rezG(i) 3)

(2i+3)e"  (2i+3)e | rezG(—i) = (—2i+3)e si

Avem: rezG(i) = =
(i-1)"2i 4 4

@p+3e” | _. e +@2p+3)te” kp*) - 2p+3)e”2p

rezG(1) = liir}{(p —1)*

(p-D*(p*+D| (p* +1)?
_2(2¢' +5te')~10e' _ (=6+101)e’
4 4

(2i +3)e N (—2i+3)e N (-3+5t)e

Deci: =
eci: f(1) J 4

sau functia original,

(5t =3)¢’

“4)

f(@) =%cost—sint+

6. Folosind metoda operationala sa se determine solutia ecuatiei

diferentiale cu conditiile initiale specificate:

a) Yy —-4y=sin2x, y0)=2, y(0)= —i

b) y"+y =cos’x, y0)=1 ()= %,y"(O) =-1

Solutie:
a) L(y)=Y(p)si: aplicam transformata Laplace
L(y”)—4L(y) = L(sin 2x) (1)

unde

LG = p*Y(p) - (2p —i)
L(y)=Y(p) (2)
2

L(sin2x) =
( ) pP+4

Inlocuind (2) in ecuatia (1) obtinem:
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8p’—p +32p+4

2 _4)Y(p) = 1
(p*=4Y(p) 25+ d) (1)
de unde:
8p’—p*+32p+4
Y(p)= 3
R ) ®
$i y(x)=L"'(Y(p)).
Observam ca singularitatile lui Y(p)

p=-2,p,=2,p;=-2i,p, =2i

Notim: A(p) =8p* — p> +32p+4 si B(p) = 4(p* —4)(p> +4)

Avem: y(x) = Z‘ 2((1;/; )) 0P sau
) = A,(—2) I A/(2) I A(;2z) o2 A/(Zi.) e
B(-2) B2  B(2) B(2i)

Efectuand calculele obtinem solutia ecuatiei diferentiale:
1 1.
y(x) = Ecth - gsm 2x 4)

b) Aplicam transformata Laplace :

L(y)=Y(p)
L(y)=pY(p)-1

L(y") = 1!93Y(p)—(p2 —g—lj

L(COSZX)ZL(l+lcos2xj:l+l 2p
22 22 44

Inlocuind 1n ecuatie obtinem:

_6p'—2p°+27p*—5p+12
6p(p* +D(p* +4)

Y(p) )

deunde y(x)=L"'(Y(p)) .

Observamca p, =0,p, =—i,p, =i,p, = —2i,ps =2i;

sunt:

Notam: A(p)=6p*—2p° +27p° —5p+12 si B(p)=6p(p° +1)(p° +4)
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Avem

o AP o
— k’ Pk 6
y(x) 2B () (6)

sau dupa efectuarea calculelor obtinem solutia ecuatiei diferentiale:

x 1 1 1
X)==——sinx+—cosx——sin2x 7
y(x) o 5 5 (7)

7. Folosind metoda operationala sa se integreze sistemul de
ecuatii diferentiale cu conditiile initiale specificate:

X=-x+y+z
x(0)=0,y(0)=1,z(0)=1

y=x=y+tz, (x=x(),y = y(t),z = z(1)).

=x+y+z
Solutie:
Aplicand transformata Laplace obtinem:
L(xX')=—=L(x)+ L(y)+ L(z)
L(y") = L(x) = L(y) + L(2) (D
L(Z) = L(x) + L(y) + L(z)
Observam ca:
{L(X) = X(p),L(y) =Y (p),L(z) = Z(p)
L(x') = pX (p) = x(0),L(y") = pY(p) - y(0), L(Z) = pZ(p) - z(0)
Cu cele de mai sus, (1) devine :
pX(p)=—-X(p)+Y(p)+Z(p)

pY(p)-1=X(p)-Y(p)+Z(p) (2)
pZ(p)—1=X(p)+Y(p)+Z(p)

sau

(p+DX(p)-Y(p)—-Z(p)=0
X(p)—(p+D)Y(p)+Z(p)=-1 (3)
X(p)+Y(p)—(p—-DZ(p)=-1

Rezolvand sistemul (3) obtinem:
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2
X(p) =
(p) P
Y(p)=—L 4)
p —4
1
Z(p)= E
de unde:
x(t) = sh2t
y(t) = ch2t 5)

Z(t) — eZt

(x(t) = L (X (p)), y(t) = L (Y (p)). z(t) = L (Z(p)) -

8. Folosind metoda operationala sa se integreze sistemul de
ecuatii diferentiale cu conditiile initiale specificate:
{x'+ 4x+4y=0 x(0)=3,y(0)=15
y+2x+6y=0 (x=x(1),y = y@))
Solutie:
Aplicand transformata Laplace, obtinem:
{L(x',) +4L(x)+4L(y) =0 )
L(y)+2L(x)+6L(y)=0
unde L(x) = pX(p)-3,L(x) = X(p),L(y)=Y(p),$1 L(Y") = pY(p)-15.

Sistemul (1) devine:

{(p+4)X(p)+4Y(p) =3 2)
2X(p)+(p+6)Y(p)=15

Solutia sistemului (2) este:

3p—42 -8 11
X(p)=—7L =% 4
p +10p+16 p+2 p+8
si 3)
15p+54 4 11
Y(p)=——F =—+
p +10p+16 p+2 p+8

Din (3) obtinem x(r) = L' (X (p)) si y(t)=L"'(Y(p)) de unde:
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x(t)=—-8¢ ¥ +11e™
Si (4)
y(t) =4 +11e™

9. Folosind metoda operationala sa se determine solutia ecuatiei
diferentiale: y"—7y"+10y =3e*,x>0,y(0)=1,y'(0) =-3.

Solutie:

Notdm L(y)=Y(p). Aplicand transformata Laplace, obtinem:

L

L(y") = p*Y(p)—(p=3),L(y") = pY(p)—1,L(e*) = —

Ecuatia diferentiala devine: (p*> -7p+10)Y(p)—p+10= il de unde
D

3 5 -17
, 2 2 -

Y(p)= p —11p+13 __4 n 3 " 12 (1)
(p—-D(p=-2)(p-5) p-1 p-2 p-5

Din (1) obtinem y(x)=L"(Y(p)) sau,

5 17
_€2x __€5x

312 @

3
x)=—e"+
Yo =-

10. Folosind metoda operationala sa se determine functiile x(t) si
y(t) care verifica sistemul:

X2 +x+y" +y+y=1
2x +2x+y +2y =2t

si conditiile initiale: x(0)=0,x’ 0)=2,y(0)=1,y’(0)=-2.
Solutie:

Sistemul operational corespunzator este:
(P +2p+ DX () + (P> 4 p+DY(p) =+ p+1
p
) 2
Cp+2)X(p)+(p”+2p)Y(p) = ?+ p

Solutia acestui sistem este:
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1 1 p+1
X =—+— Y =
(p) p2 (p+1)2 +1 (p) p2 (p+1)2 +1

Originalele acestor functii vor fi tocmai solutiile sistemului:

x(t)=t+e ' sint,y(t) =—t+e ' cost.
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Capitolul VI

ECUATIILE FIZICII MATEMATICE

1. Sa se reduca la forma canonica si sa se rezolve ecuatia cu

derivate partiale de ordinul doi:
2 d’u ,0u  du Ju

8
—+2xy
ax 0xdy

Solutie:
*—4x’y* =0, deci ecuatia este de tip

Observam ca o(x,y) =4x
parabolic. Ecuatia caracteristica este:
x*dy* — 2xydxdy + y*dx* =0 (1)
Avem:
b_y sau & _dy de unde 2 =C.

dx x X oy X

Pentru reducerea ecuatiei date la forma canonicd sa consideram

_Y
transformarea regulata: T §= x (T‘l ; {x U j
p=x y=¢n

Calculam acum derivatele partiale. Observam ca:
ou Jdu 85 Juodn . du du af Ju on

x oFaxr dnmox T ay ofdy  ondy
sau %z—%,%zl,gzlsia—nzo a_u_ yau_l_ausau_lau
ox x° ox dy x dy ox x>0 dp’ dy xof

Derivatele de ordinul doi sunt:
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’u y’> d’u y 0°u d’u 2y du
=2 - 22 e
ox> x*9&*  x*ofn In* X’ &
Qu __ydu 19w 1ou

oxdy  x’9E* xdénp x*o&
Pu_1 o

dy>  x* 9’

Inlocuind valorile de mai sus, obtinem dupa calcule forma

canonica:

8_u+7782u _
o on’

0o . (2)

Prin integrarea ecuatiei (2) obtinem solutia ecuatiei :

w(&,n)=Innf (&) +g(&) (3)

sau
u(x,y)=Inx- f(lj + g(lj )
X X
2. Sa se rezolve ecuatia cu derivate partiale de ordinul doi :

2 2 2
U 59U du_y
ox 0xdy dy

cu conditiile: u(x,0)=sinx+cosx i 3—”()@0) =3cosx—2sinx.
y

Solutie:
Observam cd J(x,y)=25-24=1>0 deci ecuatia este de tip
hiperbolic. Ecuatia caracteristica este:
6dy” + 5dxdy +dx* =0 (1)
Cele doua integrale prime sunt:

x+2y=C,

i (2)
x+3y=0C,
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Pentru reducerea la forma canonica a ecuatiei date sa consideram

transformarea regulata

T{f=x+2y

n=x+3y
Derivatele de ordinul doi sunt:

’u du o’u du du o’u o’u o’u
S == 12 +— =2—+5
ox>  d¢& o&n dn° dxdy  d& ofn  aIn

2 2 2 2
a”j=4ab§+12 Jou +9a”:.
dy ¢ dgon  In

Inlocuind valorile de mai sus obtinem forma canonica:

U _q 3)
CIly,
Prin integrarea ecuatiei (3) obtinem solutia:
u(&.m = f(&)+g) 4
sau
u(x,y) = f(x+2y)+g(x+3y) . )

Conditiile: u(x,0) = f(x)+ g(x) = sin x+ cos x §1

a—u(x,O) =2f"(x)+3g’(x) =3cos x— 2sin x . Obtinem sistemul functional:
y

f(x)+ g(x) =sinx+cosx 6)
2f(x)+3g(x)=3sinx+2cosx+C
Solutia sistemului (6) este:
f(x)=cosx+C
Si . (7

g(x)=sinx-C
Solutia ecuatiei date este:

u(x,y)=sin(x +3y)+cos(x+2y) . (8)
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3. Sa se integreze ecuatia coardei: —-—-——=0, cu
ox~ ¢ ot
3 %x, 0<x< i
conditiile: «(0,1) =0, u(l,t)=0, 2(x,0)=0 i u(x,0)=1 ' 2
ot 2h [
—((-x), —<x<
l 2
u
P O
—»
0 1 X

N |~

Solutie:

Functia u(x,r) (solutia ecuatiei date) este:

oo

u(x,t) =Z(Ancosn%t+Bn sinn%tjsin%x (1)

n=0

unde:

2 ¢l V1 2 T
A== sinn—xdx, B, =—— sinn—xdx (2
o= fsinnxdx, B, = [ g(sinn’ xdx (2)
In cazul nostru, f(x)=u(x,0) si g(x)zE;—u(x,O). Observam ca
t
. ah( ¢ ox ! .7
B, =081 A, :Z—Z(Ex51nn7xdx+Ié(l—x)smnTxdxj.

Integrand prin parti, obtinem A, , = 8rn (=D

1 =— ——— - Solutia ecuatiel
7° (2n+1)

este:

wer) = 8_}21 5 (-1) sin Qnthm  (2n+Dm
= 2n+1) ! !

3)
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2 2
4. Sa se integreze ecuatia coardei: %—%g—’; =0 cu conditiile
X C t
u(0,1) =0, u(l,t) =0, u(x,0)= —%x(x—l), % =0, 0<x<L.
t=0
Solutie:
u
P
0 1 X
2

Solutia ecuatiei date este:

u(x,t) = (4, cosn%t+ B, sinn%t)sin? (1)

n=0
unde:
/ 14
A = zjf(x) sinnoxdx $iB, = ijg(x) sin % xdx (2)
X ! nac? !
- - ) ou
Observam ca f(x) = u(x,0) s1 g(x)= a—(x,O).
t
Deoarece g(x)=0 rezultaca B, =0.
Coeficientii A, sunt dati de egalitatea:
14
A = —% x(x—l)sinn%xdx 3)
0
sau dupa integrarea prin parti:
32h 1
=——— ,ne{l2,..}. 4
2n—1 7[3 (211—1)3 n { } ( )
Solutia ecuatiei este:
u(et) = 323h Z 1 2n-1mt sin 2n—-1Dmx (5)

cos
x = Q2n=1y ! !
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S. Sa se determine functia u(x,t) care verifici ecuatia:

’u 1 du . i
— =—— R xe o], teR si conditiile
ot X Ox
1
u(x,t+27) =u(x,t), u(o,t) =——.
5—4cost

Solutie.

Pentru a determina functia u(x,t) vom folosi metoda separarii
variabilelor.

Cautam o solutie de forma:

u(x,t) = Xx)T@). (1)
Observam ca: X (x)T”(t)le ‘(X)T(t) de unde prin impartire la
X

X(X)T(t)#0 gasim :

(1) 1 X' (%)
T x X(x)

2)

Membrul sting al ecuatiei (2) fiind o functie numai de t iar
membrul drept fiind o functie numai de x, egalitatea lor este posibila
pentru orice t si orice X, numai daca cei doi membrii au aceeasi valoare
constanta pe care o notam cu A; din (2) obtinem urmatoarele ecuatii
diferentiale:

a)T’(t)—AT() =0
§i 3)
)X (x)—AxX(x)=0

Functia u(x,t) este periodica in raport cu t. Ecuatia 3 a) este o
ecuatie diferentiald de ordinul doi cu coeficientii constanti, omogena.
Ecuatia caracteristica atasata ei este r*—1=0 sau r° = A. .

Dacid A>0 atunci T(t)=C,e'” +C,e™ nu convine deoarece nu

este periodica. Nici 4=0 nu convine deoarece se obtine T(r) = C,+C,t
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(functie liniard). Dacd 1 <0, ecuatia caracteristica are raddcinile complex
conjugate r,, =+ix— 4 §i T(t) = C,cos/— At + C, sin+/— Ar.
Din condifia 7(t+27)=T() gasim: (¢t+ 2EW=-A —t\- A =2nx de
unde:
A =-n’, ne {1,2,...} ) 4)
Deci
T ()= A cosnt+B sinnt, nefl2,..} . &)
Ecuatia (3) b) are solutia (exceptand o constanta):

5
—n?x?

X, (x)y=e? . (6)
Pe baza suprapunerii efectelor pentru ecuatia data obtinem o

solutie de forma:

L 2o

u(x,t) = % +Y (A, cosnt + B, sin nt)e 2 . (7)
n=1
. . 1 < <
Din conditia u(0,r) =——— observamca B, =0.
S—4cost

Pentru calculul lui 4, si A,, ne {1,2,..} folosim formulele:

1 27 1 . 1 ¢2z  cosnt
=— | ——  drsi =—| ——dt, ne2,..
A 2790 5—4cost 51 4, 77 5—4cost { }

= e o 1 2z sinnt
Sa consideram si B, =— J' s

dt (care este 0) si apoi
79 S5—4cost ( )S P

1 . int
A+iB=—("—% 4.
790 5—4cost

Notam: " =z, dtzﬁ, cost=%(z+lj.

[ 74 <
- . ) 1 Z" dz
Gasim: A, +iB, =—j ————————=_,de unde
= 1 1) iz
5-4—|z+—
2 2
A, +iB, =—ij' S
mNA=12z" =524 2
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n

-
272 —5z+2

n

Z

Observam ca: j‘ 37 -5.32

dz =27 rezh(%j unde i(z) =

(singularitatile lui A(z) sunt z, = %e A (pol simplu) si z, =2¢ A).

1
Gasim: rezh(l)z 12 =—lin .
-5 2

Deci: A +iB, _21 de unde 4, _21 :
32" 32"

Solutia ecuatiei date va fi:

6. Sa se determine u(x,7) care satisface ecuatia:

&+x2ﬂ+xa—u—0 xe [0,1],t € (—oo,0) si conditiile
or’ o Tox o ’ ’
sint
u(x,t+27[) = M(x,t), X € [O’l]’te (_ooaoo)au(o’t) = O’M(l’t) :—’te (—oo’oo)
5—4cost

Solutie:

Vom folosi metoda separdrii variabilelor; cautdim o functie de

forma:
u(x,t) = X(x)T (). (1)
Observam ca:
o’u , . 0u ” . Jdu ,
? =Xx)T (l‘),g =X"(0)T(1) S1 g = X"()T ().

Ecuatia data devine: X (x)T"(t)+ x>X"(x)T(t) + xX'(x)t(t) = 0 de unde

impartind prin: X (x)T'(¢) # 0 obtinem:

2 X', X' T'0)
X +x =-

X (x) X(x) T(1) @
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Membrul sting al ecuatiei (2) fiind o functie numai de x iar
membrul drept fiind o functie numai de t, egalitatea lor este posibila
pentru orice X si orice t, numai daca cei doi membrii au aceiasi valoare
constantd reald pe care o notam cu &k ; din (2) obtinem urmatoarele
ecuatii diferentiale:

AT () +kT () =0
si (3)
D)x*X"(x)+xX'(x)—kX (x) =0

Functia u(x,r) este periodica in raport cu r. Ecuatia (3) a) este o

ecuatie diferentiala de ordinul doi cu coeficienti constanti, omogena.

Ecuatia caracteristica atasata ei este r’+k=0 sau r°=—k. Dacda k<0

. _ =kt =kt . . .o
atunct T(#)=Ce* " +Cse care nu convine deoarece nu este periodica.
Nici k=0 nu convine deoarece T()=C,+C,t (functie liniara
neperiodicd). Dacd k >0 ecuatia caracteristica are radacinile complexe,
conjugate r,=+ik §i T(@) =C cosvki+C,sinvkt. Din conditia

T(t+27) =T(t) gisim (t + 272k —t</k = 2nz de unde

k=n’ne{l2,.} 4)
Deci:
T (t)=C,, cosnt+C,, sinnt (5)
Ecuatia b) devine:
X" (x)+xX' (x)-n*X(x)=0 (6)

este o ecuatie diferentiald de ordinul doi de tip Euler. Pentru rezolvarea ei

facem substitutia x=¢".

2
Observam ca X'(x) = e‘Sd—X si X'(x)=e* d )z(—d—X . Ecuatia (6)
ds ds ds
2
devine: Cil)f -n’X(s)=0 (6
A\

cu solutia
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X, (0)=Cx"+Cyx™" . (7)
Conditia u(0,¢) =0 conduce la alegerea C,, =0.
Obtinem functiile:
u,(x,t) = x"(A, cosnt + B, sinnt) (8)
unde A =C,C, si B,=C,C,, , ne{l2,..}.

Pe baza principiului suprapunerii efectelor, cautam o solutie de

forma:
u(x,0) =D u, (x.1) )
n=1
sau
u(x,t) =Zx"(chosnt+Bn sinnt) . (10)
n=1
. .. sint o -
Din conditia u(l,t) = —————, r € (—oo,00) Observam ca:
5—4cost
A = 1 jm sinzcosnt dr
7" 5—4cost
si nefl2...} . (11)
B, - 1 J-zﬁ sintsin nt dr
7" 5—4cost

Pentru calculul lui A, si B, vom considera suma A +iB,.

Avem:
, 1 2rsint(cosnt +isint)'
A, +iB, =—| dr .
al" %o S5—4cost
Notam " =z, dt=£, sint:i,(z—lj, cost:l(z+1j.
iz 2i b 2 Z

1 1),
1 2 TS dz
Cu aceste notatii, vom avea: A, +iB, = J' AN ™ sau
" =1 1 1) iz
5-— 45 Z+—

A +iB = | (1) dz (12)
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2 n-1
Consideram functia f(z) = (zz—l)z .
277 =5z+2

Observam ca z= %e A este pol simplu al functiei

().

Folosind teorema reziduurilor obtinem:

j‘ S = ZMrezf(%J . (13)
Din relatiile (12) si (13) obtinem:
A +iB = linrezf(%j . (14)
)
n—1
Dar rezf [lJ _ 4 J2 11. Deci A, +iB, = - de unde:
2 » l] 41_5 2n+ ln2n+
; | 2
o(3)
A =0
si : (15)
=0
2\ 21

In final, gasim solutia u(x,r) sub forma:

1< x) .
u(x,t)zEZ(Ej sinnt . (16)

n=1
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Capitolul VII
ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

1. S&4 se determine extremalele si natura lor pentru

functionala’: D — R,
Ily] = Ll(y’2 +y? +2ye2*)dx unde D = {y e C'[0,1]: y(0) = % y() = %ez}.

Solutie:
Notam cu F(x, v,y ) =y +y> +2ye™. Ecuatia lui Euler este:
F ey )L F, (vy.y')=0 (D
dx ’
Observam ca F, (x, v,y ) =2y+2e”* §i F, = 2y’". Ecuatia (1) devine:
2y+2e> —2y" =0 (1)
sau
yi—y=e* (2)
Ecuatia omogena atasata ecuatiei (2) este y” —y =0, avand ecuatia
caracteristica r* —1=0. Radacinile ei sunt r, =1 §i r, =-1. Solutia generala:
vy =Ce' +Che .

Solutia particulard a ecuatiei (2) este: y, = Ae*'; y,” =4Ae™. Prin
inlocuire in (2) obtinem A =§ sideci y, = %e“. Solutia generala a ecuatiei

@ vafi (y=y,+y,):
X —X 1 2x
y=Ce" +C,e +§e 3)

Punind conditiile ca y sa fie admisibila, adicd ye D gasim:
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1 1 . 1 1 1
C,+C,+—=—8§1 Ce+C,—+—e’ ==¢’ 4
1 2 3 3 s 1 26 3 3 ( )

. =1 . c ey a1 . o
cu solutia C, =C, =0. Deci y =§e2”‘ este functia admisibilad ce realizeaza

extremul functionalei /[y]. Observam ca F,, (y)z 2>0 si deci pe baza

teoremei lui Legendre y va realiza un minim i 7, = I EJ . Avem:

IB]: I;(ge‘” +ée4" +%e‘“‘jdx _1e”

1

9 4
sau
1,
I . =—I\e —1). 5
o =5 1) (5)
2. Sa se determine extremalele si natura lor pentru functionala
I1:D — R, I[y]:.[o“(4y2—y/2+8y+4 X o unde
T T
D=1yeC'0,~|:y(0)=-1,y = |=0¢.
{y { 4} O y@ }
Solutie:
Notam F(x, v,y ) =4y>—y" +8y+4. Ecuatia lui Euler este:
d
F, (x,y,y’)——(Fy* (r.y.3")=0 (D
dx
In cazul nostru, F, (x, v,y )= 8y+8 §i F, = —2y’. Ecuatia (1) devine:
8y +8+2y" =0 (1)
sau
Y +dy=—4 2)

Ecuatia omogena atasata ecuatiei (2) este y” +4y =0 avand ecuatia
caracteristica r’+4=0 cu radacinile r =2i si r, =-2i. Solutia generald a

ecuatiei omogene este y, = C,cos2x+ C,sin2x. Solutia particulara a ecuatiei
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(2) este y, = A. Prin inlocuireain (2) alui y, gdsim A=-1 sideci y, =-1.
Solutia generala a ecuatiei (2) va fi (y =y, +y p) :
y=C,cos2x+C,sin2x—1 . 3)

Punand conditia ca y sa fie admisibild, adicd ye D, gasim:

C—-1=-1
{Cz—lzo “)
sau
¢ =0 /
. 4
{szl @)

Deci y=sin2x—1 este linia admisibila ce realizeaza extremul

functionalei /{y]. Observam ca F, (y)=—2<0 si pe baza teoremei lui

Legendre y varealiza un maximsi /=1 51 Avem:

ih]= joz la(sin? 2x — 2sin 2 + 1) 4cos? 2x + 8sin 2x — 8 + 4 |dx

sau
z

I [;] = 4!5 (sin® 2x — cos® 2x Jdx = —4]5 cos4xdx = —4% sindy

0

=—sinwr+sin0=0.

Deci: I.,.=0 . &)

3. Sa se determine extremalele si natura lor pentru functionala
1:D >R, I[y]:j;(2y+y”2 X, unde
D ={ye C[0.1]: y(0) = (1) =0.y'(0) = y' (1) = 0}

Solutie:

Notam F(x,y,y,/y”)=2y+y"". Ecuatia lui Euler-Poisson este:

F, —%(Fy, )+j—;(17‘,,, ): 0 (D

Observamcd F, =2, F, =0, F, =2y". Ecuatia (1) devine:
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Y +1=0 (1)
cu solutia generala:
)C4 X3 X2
y=—a+Clg+C2?+C3x+C4 (2)

Constantele se determina din condifia ca ye D (ceea ce asigura ca

linia extremala sa fie o linie admisibild). Obtinem:

4 3 2
X X

y=—T4 -2 xefo] 3)
Deoarece F,,(y)=2>0, conditia lui Legendre aratd ca linia

extremala realizeaza minimul functionalei : 7 lyJ

Se obtine in final:

[ - )

4. Sa se determine extremul functionalei 7: D — R, daca

Iy, 7] = J?[(y’)z + (z’)z + 2yz]dx,

unde D = {(y,z)e c‘[o,ﬂ 3(0)= 2(0) =0, y@ _) {Zj _ -1}.

2
Solutie:

Sistemul Euler-Lagrange corespunzator functiei

2 2
F(x,y,z,y’,z’)zy’ +7" +2yz este:

Fv_i(Fw’):O
Todx

y (1)
FZ—E(FZ,):O

sau

{""y,, . (1)
Z
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Solutiile sistemului (1) sunt:
y=Ce " +Ce " +C,cosx+C,sinx
Si . (2)
z=Ce' +Ce " —C,cosx—C,sinx
Din conditia ca (y,z)e D obtinem C,=C,=C,=0, C,=1. Linia
admisibila ce realizeazd extremul functionalei va fi:
y=sinx
{_ , | 3)
Z=—SInx

Conditiile lui Legendre sunt:

D =F, [nz)=250
si (4)
Fobz) £l 2o
) F (ﬁi ) ‘0 2

Z

D, =

‘=4>O

Deci (;Z) realizeaza unu minim pentru functionala I[y,z] si

I =1 EZJ Valoarea minimului se obtine usor :

I =0 (5)

S. Sa se determine extremul functionalei 7: D — R, daca

T

I[y,z] = J'z(y’2 +77 = 2yz+ 4}Ix

0

unde D = {(y,z)e c‘[o,ﬂ 1(0) = 2(0)=0, y(ﬁj _ Z(Zj _ 1}.

2 2

Solutie:
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Sistemul Euler-Lagrange corespunzator functiei

F(x,y,z,y’,z’): v +7% —2yz+4 este:

y_i(FJ):O
dx "’
p (D
F—I\F,)=0
—(F.)
sau
—2z+2y" =0 /
) (1)
—2y-27"=0

Solutiile sistemului (1) sunt:
y=Ce +C,e" +C,cosx+C,sinx
si (2)
z=—Ce"' —Ce " +C;cosx+C,sinx
Din conditia ca (y,z)e D obtinem: C,=C,=C,=0, C,=1. Linia
admisibild ce realizeaza extremul functionalei este:

{f:sinx 3)

z=-sinx

Conditiile lui Legendre sunt:

D =F, [nz)=250
i “4)
Folv) £ (Egi ) ‘2 0

Fz/y/(;’z F,Z/(y,z -

D, =
2 ) 0 2

‘=4>O

Deci (;Z) realizeaza unu minim pentru functionala I[y,z] si

[ . =2r. (5)

min

6. Sa se determine extremul functionalei 7: D — R daca

[y, z] = Ll(y/z v+ Zy)dx

unde D ={(y,z)e C'[0,1]: y(0)=z(0) = z(1) = 0, y(1) = 1}.
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Solutie:

Sistemul Euler-Lagrange corespunzator functiei

F(x,y,z,y’,z’)z v+ 77 +2y este:

4 (p)eg
y y
& (1)
d
z __(F / ) = 0
dx °
sau
2-2y"=0
_ 2Z// — 0
Solutiile sistemului (1/ ) sunt:
2
X
y= ? + Cl'XCZ (2)
z=Cx+C,

1

Din conditia ca (y,z)e D obtinem: C, = C,=C,=C,=0. Linia

admisibila ce realizeaza extremul functionalei este:

- X +x
2 (3)
z=0

Conditiile lui Legendre sunt:

D =F, [nz)=250
i 4)
Fobz) £l 2o
F, vz F/Z/G,Zi ‘0 2

Z

D, = = ‘=4>O

Deci (;Z) realizeaza unu minim pentru functionala I[y,z] si
1., = I[y.z. Valoarea minimului este:

23
min __E‘ (5)
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7. Sa se determine extremul functionalei 7: D — R,

ouY  Oudu ou ?
u]=[{|[ 2] +2242% 5 %%\ 4o
[u] J;;[[( axj + ox (ay] + ]dxdy

unde Q= {(x, y)e R*:x* +y* < 4} , D= {ue C*(Q): u(x,0)= xz,g—u(x,O)z Zx}.
y
Solutie:

Ecuatia lui Euler — Ostrogradschi corespunzatoare functiei

2 2
F(x,y,u ou 8uJ:[8_uj +2%8_u_3(8_uJ +2 este:

’&’5 ox ox dy dy
0 0 3
SolE R )R =0 ()

w, =20 =2 sau
TooxT T oy

2 2 2
ox doxdy  dy

Observam cd &(x,y)=1+3=4>0 deci ecuatia (1) este de tip
hiperbolic. Ecuatia caracteristica este :
dy® —2dxdy —3dx* =0 2)

Cele doua integrale prime sunt :

3x—y=C,
i 3)
x+y=0C,

Pentru reducerea la forma canonicad a ecuatiei (1) sa consideram

&=3x-y

transformarea regulata : T{ .
n=x+y

Derivatele partiale de ordinul doi sunt:
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68

sau

o’u o’u ’u du
- =9—+6 +——
ox o& oéon aIn
o’u o’u ’u  du
=-3 +2 +
0xdy o>  9dn o’
o’u 3 o’u ) ’u  du

o 0F “ofn o

Inlocuind valorile de mai sus obtinem forma canonici a ecuatiei (1) :

0’u
=0 4
280 (4)
Prin integrarea ecuatiei (4) obtinem solutia:
u(é.n)=f(£)+5) (5)
ulx,y)= fBx—y)+glx+y) . (6)

Conditiile ue D sunt :
u(x.0)= F(3x)+ g(x) = 2° sig—”(x,o):— £/ (3x)+ g (x)=2x.
y

Obtinem urmatorul sistem functional:

fBx)+g(x) =+’ 7
- f(3x)+ 3g(x) =3x"+c
Solutia sistemului (7) este:
C
fBx)= ~2
si : ()
2, ¢
g(X) =X + 4

Solutia ecuatiei (1/) este (relatiile (6) si (8)):
u(x,y)=(x+y) . )

Extremul functionalei 7 este I[u].

Avem: I[u]= ”l4(x+ v +8(x+y) —12(x+ y) + 2dedy sau
Q
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1lit] = 2| dxdy = 2 aria(Q) = 272*.
Q

Deci

Iu]=38r.

8. Sa se gaseasca extremul functionalei:
wuY (ou) ) 5
I[u]—vgl(gj +($J + x7y” |dxdy
unde Q = {u e C*(Q): ”|aD =x'+y —%}, D= {(x,y)e R :x*+y° < 1}.

Solutie:

Ecuatia lui Euler — Ostrogradschi corespunzatoare functiei

2 2
F x,y,u,a—u,a—u =(a—uj + ou +x°y® este:
ox dy ox dy

27, )+ 2(, )-F, =0 (1)
ox 7 dy
ou ou
u =—.,u, =— | Sau
Yoox T oy
’u du /
—4—=0 1
8x2+8y2 M

care este ecuatia lui Laplace. S-a obtinut problema interioara Dirichlet

pentru cerc. Pentru a impune mai usor conditia la limitd |, , vom trece la

coordonate polare:

x = pcosf
o @
y = psiné
p=~x+y
de unde rezulta: y (2/ )
0 = arctg—
X
dp x OJp 00 y 00 x

Observamca: —=—, L =

Obtinem:
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8u_8u8_p+8u80_x8u y ou

A dpox 000x pdp pod
si (3)
Ou_Oudp oudd _you .y ou

dy dpdy 083y padp p’od

si
u _ x* d'u  2xy du _i_y_2 du p’—x’ du N 2xy du.

+
ox> p*op’> p’ Ipdd p' o’ o op p'ob
si 4)
@_y_zazu_i_ny 0’u +x_282u pz—yza_u_nya_u
dy> prop’ p’ dpdd p* oo’ p op p' o

Inlocuind (4) in (1) acesta devine:

2 2
P L LA 5)
a0 dp 90
cu conditia la limita:
3 1
ul,, =x"+y' s = —cos46 (6)

y=sin
Pentru rezolvarea problemei (5) si (6) vom folosi metoda separarii

variabilelor; cautam o solutie de forma:

u(p.6)=R(p)T(6) (7)
Observam ci 2 = R (o)7(0) 2 = R"(p)(6) 51 L% = R(p)T"(6).
op op 206

Inlocuind in (5) obtinem:
p’R"(p)T(6)+ pR (p)T(6)+R(p)T"(6) =0 (8)

de unde prin impartire la R(p)T'(0)# 0 obtinem:

.R'(p)  R'(p)_ T"(6)
Rlp) P Rlp) - 100) ®

Membrul stang al ecuatiei (9) fiind o functie numai de p iar

P

membrul drept fiind o functie numai de 6, egalitatea lor este posibild pentru
orice p siorice #, numai daca cei doi membri au aceeasi valoare constanta

pe care o notam cu 4 ; din relatia (9) obtinem urmatoarele ecuatii:
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T"(0)+ AT(0) =0 (10)
si
p’R"(p)+ pR'(p)~AR(p)=0 (1)
Functia cautatd u(p,8) trebuie sa fie periodica in raport cu 6, cu
perioada 27z adicd sa avem u(p,0+27)=u(p,0).
Pentru aceasta T(9) trebuie sa fie periodica cu perioada 2z. Avem

deci de gasit valorile parametrului real A pentru care ecuatia (10) are solutii
nebanale (problema Sturm - Liouville) periodice cu perioada 2z . Ecuatia
(10) este o ecuatie diferentiala liniard, omogena, cu coeficientii constanti, cu
ecuatia caracteristicd r*+ =0 si raddcinile r,=+J-1 .

Cazul 1°2<0. Gasim T(8)=Ce'™ +C,e’™ care este o solutie
exponentiald reala si ca atare nu este periodica.

Cazul2° 2=0. Avem r. =r, =0 si T(6) = A+ B. Vom determina A,
si B, astfel incit 7(9) sda fie periodica, cu perioadd 2z, adica
T(@)=T@+27)= A+BO =
=A+B@+27r)=B=0 si deci T(0)=A (o constantd) solutie banala
inacceptabila.

Cazul 3° 1>0. Ecuatia caracteristica are radacinile complexe
conjugate r,, = +iv/4 si deci solutia generald este T(8) = Acos+/A6 + Bsin~/A6.
Din conditia 7(9+27)=T(8) si din faptul ca functiile sin si cos sunt
periodice cu perioada 2z rezulti cd: (6 +272)WA -6+ A = 2n7 sau 274 = 2nx
de unde:

A =n* ne{23,..} (12)

Deci solutia generala a ecuatiei (10) este:
T.(6)= A, cosn@+ B, sinné, ne {1,23,..} (13)
Cu valorile proprii (12) astfel obtinute, ecuatia (11) devine:

p’R"(p)+ pR'(p)-n’R(p)=0 (11
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Ecuatia (11") este de tip Euler; pentru integrarea ei vom face

schimbarea de variabila p =¢'. Obtinem:

dR
R _ ot en
(p)=e ”
Si
d’R dR
): 4 _ _an
(o)=e (dtz dtJ

Inlocuind R”(p) si R'(p) ecuatia (11') devine:

d’R
dt?

~n’R=0 (11"

care este o ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti constanti avand ecuatia
caracteristicd r* —n’ =0 cu radacinile 5, = +nsi deci solutia generala:
R(p)=C,p"+D,p™" (14)

Pentru problema lui Dirichlet interioara trebuie sa luam D, =0

N -_ 1 . . . .
deoarece in caz contrar p™" = — — o pentru p — 081 deci solutia « nu ar fi
n L]

marginita in origine. Deci
R,(p)=C,p" (15)
Am gasit astfel pentru ecuatia (5) solutiile :
u,(p,0) =R, (p)T,(0) ,ne{l23..} (16)
sau
u,(p,0)=p" (Kn cosnf + l_?n sinné’) ne{1,23...} (16/)
unde A, =AC, si B,=B,C,.
Conform principiului suprapunerii efectelor, cautam o solutie u(p,6)

de forma:

u,(p,0) = ip"(Kn cosnd+B,sinnd) ,ne {1,2,3..) (17)

n=1
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Vom determina coeficientii A, si B, astfel incit ecuatia (17) s

verifice conditia la limitd (6): u(1.6)=u| = icos46’.

Observam cd A, =—,A, =0,Vke N'—{4},B, =0,Vk e N". Deci solutia

1
4

admisibil & u(p,0) primeste forma:

u(p,0) = —cos40 (18)

Functionala 7[u] admite un minim /[i], deoarece D, = F, , (it)=2>0

F,, @) F,, @)

MM

F,, @) F, F, @)

M}.

1D, =
51 D, 0 2

2 0
‘ ‘:4>0.

Observam ca

2
F| = eﬂ_smﬁa_u sing QX 4 9050 o + p*sin®@cos’ 6 =
“ dp p 96 dp p 90

4 3 4 3 2 4 3 4 3 2
:( f cos@cos46 + fsin46’sin6’j +( f sin@cos46 — ’Zsin40cos0j +

4 4
+p sin® 20 = p°®cos’ 36 + p°sin 36’+p—M sau Fl7=p6+p——p—cos4t9.
4 4 2 8 8
Deci,
et p
Iy, =] = [[| p° +£—=L—cos46 |pdpde (19)
) 8 8
0<p< )
unde D’ i dxdy = pdpd6 .
{osaszx 9 dudy = pip

Relatia (19) se mai scrie:

= ”(p " jdpdb? jjp cos4@ipde = [ ( %depfomdé’—

2,
——jpdpj cos46d6 = (/’ pJe - "

& 48
0

de unde
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T
=T 20
= (20)

9. Si se determine extremalele functionalei 7 : D — R, I[y]= J'; v dx

cu legitura Ll ydx =3, unde D ={ye C'[0.1]: y(0)=1,y(1) = 6}

Solutie:
Ecuatia lui Euler este:

d
F+46, -, +46, )= 0 (1)

unde F =y si G = y. Observim ca F,=0,G,=LF, = 2y’ si G, =0. Ecuatia

(1) devine:
A-2y"=0 (1)

cu solutia

y= %xz +Cx+C, (2)
Punem conditiaca ye D; obtinem C, =1 si %+Cl +C, =6,de unde
A . A A
C,=5-=,C, =151 y==x>+|5-=|x+1.
1 4 2 S1y 4 ( 4j

Pentru a determina pe A4 folosim legatura: J‘;{% X+ [5 + %)x + l}dx =3

3 1

25 ( lsz
+|5+— |
3], 4)2

si y=3x"+2x+1. Cum F,, (¥)=2>0, y realizeazd un minim pentru

+, =3, i+§—§+1:3<:> 2A+60-31=48 & A=12

12 2

0

functionala I[y] si

1 1

+4x =12+12+4 =28

0

3
1. =1[y]= j;(ﬁx +2)dx = 36% + 24"7

0

Deci 1, =28.
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10. Sa se determine extremalele functionalei 7:D — R,

I[y]= j: v dx culegatura j:ysin xdx =1, unde D = {y e C'[0,7]: y(0) = y(r)= 0}.

Solutie:
Ecuatia lui Euler este:

F,+G,-(F, +4G,)=0 (1)

dx
unde F = y” i G = ysinx. Observdm ci F, =0,G, =sinx, F,=2y'siG, =0.
Ecuatia (1) devine:
Asinx—2y" =0 (1)
cu solutia
y=-Asinx+Cxx+C, 2)
Punem conditiaca ye D, adica C, =0 si Cz+C, =0 deunde C, =0,
C,=0 si y=-Asinx. Pentru a determina pe 4 folosim legdtura
J: (- A)sin’xdx =1

T

AT

2 . .
=leo-——=1=>1=-=s1 deci
2 V1

@_/lj-ﬂl—cost

dx=1 —i(x—lsianj
2 2

0

_ 2. _ _ . o ..
y==sinx. Deoarece F, (¥)=2>0, y realizeazd un minim pentru
7

functionala I[y] si

V3

=1 47 4 ¢rl4cos2x 2 1 .
I. = I[y]—?jo oS xdx—?jo de—;(x+§sm2xj

22
——27'[—;.

o

Adica:

Lo = (3)
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CAPITOLUL VIII

PROBLEME DATE LA CONCURSURILE DE

MATEMATICA

“TRAIAN LALESCU’- anul II (Politehnica)
(fazele nationale - 1980- 1996) (selectiv).

1. Sa se calculeze integrala:

j-3 x*(1- x)dx

(x+1)°

1980

2. Sa se determine solutia pe [0, ) a ecuatiei diferentiale xy” + 2y’ = x°
care satisface conditiile y(0)=0 si este marginitd in vecinatatea originii

folosind transformata Laplace.

= 1981 =
3.Fie f(x,t) = ¢2' 2" olomorfa pentru x e R fixat si 0 < |t |< o0, Daci f(x,t)

admite o dezvoltare in serie Laurent de forma f(x,t) = > J, (x)-¢" atunci

n=—oco

f(x,t) verifica urmatoarele relatii:
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27,(x)=1,,(x)=J,.,(x)

Jnfl (x) + Jn+l (‘x) = 2 Jn ('x) s, XE R*-
X

= 1981 =
3. Folosind metoda separarii variabilelor sa se afle solutia ecuatiei:

2
a—u—la—u:azu, a>0
or*  xox

care satisface conditiile:
(1) uxt)=uxt+2m), xeR',t>20

R S
5-3cost

=1982 =

2)  uO,n=

4. Sa se dezvolte 1n serie Fourier functia

1

JiR=R I = 1-2acosx+a>’ a>1.
= 1983 =
5. Se dad ecuatia cu derivatele partiale:
du .  du , 0%u du

> —CoSs x—z—cosx—:O
ox 0xdy dy dy
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a) Sa se determine tipul ecuatiei si sa se aduca la forma canonica;
b) Sa se determine solutia generala;

c) Sa se determine solutia particulara care satisface conditiile: u(0,y) = 2y,

du
—(0,y)=2.
ax( y)

=1984 =

6. a) Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(x,y) + iv(X,y) pentru care

u(X,y) = e* cos y+xsin xchy — yshycos x;

dx.

27
b) Sa se calculeze: j cos3x

05—4cosx

=1985 =

7. Fie r vectorul de pozitie al punctului de coordonate (x,y,z) € R’ si

@: R’ — R o functie armonica ntr-un domeniu Dc R°.
a) Sa se determine parametrii reali a,b astfel incat
grad (;gmd(p) + arot(;xgrad(p) +bgradp =0
pentru orice functie armonica ¢.

b) Sa se exprime printr-o integrala de suprafata integralad tripla:
I= “.”gmd(p+(;V)gmd(p]dw
Q

unde Q este un domeniu cu frontiera suficient de regulata, QcD,
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= 1986 =

8. a) Sa se determine functia monogena f stiind ca f(z) = p(x++/x*> +y?),
¢ derivabila.

c) Sa se calculeze integrala:

1

1= [ SRl
7 (27D
= 1987 =
9. a) Sa se determine functiile olomorfe f: C — C pentru care

u(x,y) =¢(x)-w(y) cu ¢si y de clasa C*(R) unde u ( X,y) = Re f(z),
Z=X+1y.

b) Sa se calculeze:

I= T xsin ax 5
0 (x> +bH)(x* +c?)

unde a,b,c e R.
=1988 =

10.Se da functia complexa

1
K= | (p+1If +o

]’w> 0,

pe Z. Se cere:
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a) Sa se determine functia original f(t);

b) Sa se rezolve ecuatia integrala:

Ig(u)f(t —u)du=e"' (ax—sinax).
0

Ma?t.

¢) Sa se calculeze I, = I
t
0

d) Pentru @ = 2 sa se calculeze:

7
I, = J.e’f(t)cos6 tdt .

0

= 1993 = (Universitatea C. Brancusi Tg-Jiu)

12. Sa se calculeze integrala:

jd—xn , a,b, reale, strict pozitive.
0 (a +bx’ )

Folosind rezultatul obtinut sa se calculeze:

T dx
) (1+ X2)1993 :

= 1996 =(Universitatea Tehnica Cluj-Napoca)

13.S4 se calculeze integrala:

T . .
sin X - sin nx

J.—dx , ne N*,
5—4cosx

-
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