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Culegerea conţine probleme rezolvate si propuse de matematici 
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Capitolul I 

 

ECUAŢII DIFERENŢIALE 

 
1. Să de integreze ecuaţia diferenţială de ordinul întâi liniară 

00
cos

1
==− ), y(

 x
y tgxy'  

Soluţie: Ecuaţia omogenă ataşată este: 0=y'-y tgx  sau tgx dx
y

dy
=  

cu soluţia 
x

C
C  sau yx-y

cos
lncoslnln =+= .  Pentru rezolvarea ecuaţiei 

neomogene considerăm pe y sub forma 
x

C(x)
y

cos
= ;  avem 

.
x

xC(x)xC'(x)
y'

2cos

sincos +
=  

Înlocuind în ecuaţie obţinem: 

x
tgx

x

C(x)

x

xC(x)xC'(x)

cos

1

coscos

sincos
2

=−
+

⋅  

De unde: 1=C'(x)  şi CxC(x) += . Soluţia generală a ecuaţiei date 

va fi:  

.
x

Cx
y

cos

+
=  

Soluţia problemei Cauchy   y(0)=0 este C=0. Deci soluţia 

particulară a ecuaţiei diferenţiale 
x

x
y

cos
= . 

 

2. Să se integreze ecuaţia diferenţială omogenă: 

01
22

=
+

= ),  y(
xy

yx
y'  

Soluţie: 

Folosind substituţia xt'txt,  y'y +==  obţinem succesiv: 

 Cx
t

, 
x

dx
,  t dt

t
, xt'

t
ttxt' +===+=+ ln

2

11 2
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de unde C.x
x

y
+= ln

2 2

2

 Punând condiţia iniţială y(1) = 0 obţinem C = 0 şi 

soluţia particulară cerută este y2 
= 2x

2 ln|x|. 
 

3. Să se integreze ecuaţia diferenţială omogenă generalizată: 

0737373   y-x- )y' y-x-( =+ . 

Soluţie: Observăm că .δ 040
37

73
≠=

−

−
= Sistemul 





=−−

=−−

0737

0373

yx

yx
 are 

soluţia x=1, y=0. Substituţia x = 1+u, y = v implică 
du

dv

dx

dy
=  şi ecuaţia 

dată devine (3u – 7v) v′ + 7u – 3v = 0. 

Facem substituţia v = u•z(u), ceea ce conduce la soluţia generală 

( ) ( ) Cuzz =+− 752 11  sau ( ) ( ) Cxyxy =+++−
52 11 . 

4. Să se integreze ecuaţia diferenţială a lui Bernoulli: 

.),   y(xy-y
x

y'- 112
1 2 ==  

Soluţie: ).Q(x)yP(x)y   (y'α α=+= 2  Facem substituţia u = y 
1-α sau 

u=y
-1. Obţinem 

2
y

y'
u' −=  sau .

u

u'
y' 2−= Ecuaţia dată devine: 

22

1
2

1

u
x

xuu

u'
−=−−  sau x

x

u
u' 2=+  cu soluţia generală .

x

Cx
u +=

3

2 2

 Soluţia 

generală a ecuaţiei este 

x

Cx
y

+

=

3

2

1
2 . Din condiţia iniţială deducem ,C

3

1
=  

astfel că soluţia particulară căutată este 
12

3
3 +

=
x

x
y . 

5. Să se integreze ecuaţia diferenţială a lui Riccati: 

x
,   y

x

x
xyy' P cos

1

cos

sin2
sin 2

2 ==+ , 2)0( −=y  . 

Soluţie: Substituţia 
u

yy P

1
+=  sau 

ux
y

1

cos

1
+=  conduce la ecuaţia 

liniară  
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Soluţia generală a acestei ecuaţii diferenţiale este .
x

x

C
u

3

cos

cos2 −=  

Deci soluţia generală a ecuaţiei date este .
xC

x

x
y

3

2

cos3

cos3

cos

1

−
+=  Din 

condiţia Cauchy y(0)=-2 rezultă C = 0 şi deci soluţia particulară căutată 

este .
cos

2

x
y −=  

6. Să se integreze ecuaţia diferenţială de tip Clairaut: 

2
y'xy'y +=  

Soluţie: Notând y´= p ecuaţia devine y = xp + p
2. Derivând în 

raport cu x şi ţinând seama de notaţia făcută, obţinem 
dx

dp
p

dx

dp
xpp 2++=  

sau .p)(x
dx

dp
02 =+  Soluţia generală este y = Cx + C

2, iar soluţia singulară 

este x=-2p, y = -p
2 sau .

x
y

4

2

−=  

7. Să se integreze ecuaţiile diferenţiale liniare de ordin superior 

cu coeficienţi constanţi omogene: 

04

0

0'3''3

06'11''6

04''5

00'200''

35

4

)3(

)3(

)4(

=+

=−

=−+−

=−+

=+−

===−

)()(

)(

yf)  y

ye)  y

yyyd)  y

yyy-c)  y

yyb)  y

)(,  y) ,  y(ya)  y

 

Soluţie : 

a) Ecuaţia caracteristică r2 
–1=0 are rădăcinile reale şi distincte r1= 

-1, r2=1. Soluţia generală este y = C1e
-x 

+C2e
x
. 

Din condiţiile iniţiale obţinem C1= C2 =1 şi deci soluţia particulară 

este y = e
-x 

+ e
x. 

b) Ecuaţia caracteristică r
4 

– 5r
2 

+ 4= 0 are rădăcinile reale 

distincte r1=-2, r2= -1, r3=1, r4=2. Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 

est 
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            y= C1e
-2x

 + C2e
-x 

+ C3e
x
 + C4e

2x
. 

c) Ecuaţia caracteristică r
3
-6r

2 
+11r – 6 = 0 are rădăcinile reale 

distincte r1=1, r2=2, r3=3. Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale este           

            y = C1e
x 
+ C2e

2x
 + C3e

3x. 

d) Ecuaţia caracteristică r
3
- 3r

2 
+3r – 1 = 0 are rădăcinile reale 

multiple: r1=r2=r3=1. Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale este                   

            y = (C1
 
+ C2x + C3x

2
)e

x
. 

e) Ecuaţia caracteristică r4
-1=0 are rădăcinile r1= -1, r2= 1, r3= -i, 

r4=i. Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale este  

            y = C1e
-x

 + C2e
x
 + C4cosx + C5sinx. 

f) Ecuaţia caracteristică  r5 
+ 4r

3
= 0 are rădăcinile r1= r2= r3= 0,     

r4=-2i, r5= 2i. Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale este  

            y = C1 + C2x + C3x
2
 +C4cos2x + C5sin2x. 

 

8. Să se integreze ecuaţiile diferenţiale liniare de ordin superior 

cu coeficienţi constanţi neomogene: 

x
eyyyb) y

xxyya) y

=+−−

+−=+−

'

21066'5''
)3()4(

2

 

Soluţie: a) Ecuaţia caracteristică a ecuaţiei omogene este r2
 -5r + 

6=0 cu rădăcinile r1= 2, r2= 3. Soluţia generală a ecuaţiei omogene este          

            yh = C1e
2x

 + C2e
3x. 

Deoarece r=0 nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice căutăm 

soluţia particulară sub forma yp = Ax
2
 +Bx + C. Înlocuind yp în ecuaţia 

neomogenă obţinem:                             

2A - 10Ax - 5B + 6Ax
2 

+ 6Bx + 6C ≡ 6x
2 

– 10x + 2 de unde rezultă 

A=1, B=C=0 şi deci yp=x
2. Soluţia generală (y = yh+yp) este:  

            y = C1e
x
 + C2e

3x 
+ x

2
 

b) Ecuaţia caracteristică r4
-r

3
-r+1=0 are rădăcinile 

şi deci 
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     x)Cx(CexeCeCy

x

xx

h 2

3
sin

2

3
cos 43

2
21 +++=

−

. 

Deoarece r=1 este rădăcină dublă a ecuaţiei caracteristice soluţia 

particulară va avea forma yp = Ax
2
e

x. Rezultă 
6

1
=A  şi x

p exy
2

6

1
=  iar 

soluţia generală a ecuaţiei neomogene (y = yh+yp) este: 

.exx)Cx(CexeCeCy
x

x

xx 2
43

2
21 6

1

2

3
sin

2

3
cos ++++=

−

 

9. Să se integreze ecuaţia de tip Euler: 

xyxy'y''x =+− 222  

Soluţie: Folosim substituţia x=e
t. Avem 

dt

dy
ey

t−='  şi 

).
dt

dy

dt

yd
(ey

t −= −

2

2
2''  Ecuaţia dată devine: t

ey
dt

dy

dt

yd
=+− 23

2

2

. Ecuaţia 

omogenă ataşată acestei ecuaţii are soluţia generală tt

h eCeCy
2

21 += , iar 

soluţia particulară .tey
t

p −=  Deci soluţia generală a ecuaţiei neomogene 

este ttt
teeCeCy −+= 2

21  sau .xxxCxCy ln2
21 −+=  

 

 

10. Să se integreze ecuaţia diferenţială prin metoda variaţiei 

constantelor 

tgxyy =+''  

Soluţie: Ecuaţia caracteristică a ecuaţiei omogene este r2
+1=0 cu 

rădăcinile r1= -i şi r2 = i. Soluţia yh= C1cosx + C2sinx. Considerăm 

soluţia sub forma y=C1(x)cosx + C2(x)sinx (variaţia constantelor sau a lui 

Lagrange). Constantele C1(x) şi C2(x) verifică sistemul: 

         




=+

=+

tgxx(x)C'x(x)-C'

x(x)C'x(x)C'

cossin

0sincos

21

21  
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Soluţia sistemului este: 







+−=

42
lnsin1

πx
tgx(x)C 1C+  şi    

C2(x)= -cosx 2C+ . Soluţia generală a ecuaţiei neomogene dată va fi: 

             .
42

lncossincos 21 







+−+=
πx

tgx xCxCy  

11. Să se rezolve sistemul de ecuaţii diferenţiale: 

y(t)yx(t)   x
yxy

y  xx
==





−=

−−=
,,

'

3'
. 

Soluţie: Sin ecuaţia a doua x = y' + y, x' = y''+ y'. Înlocuind în 

prima ecuaţie obţinem  y'' + 4y' + 4y = 0. Ecuaţia caracteristică r2 
+ 4r 

+4= 0 are rădăcinile r1= r2= -2. Soluţia generală este x(t) = (C1+C2-

C2t)e
-2t  
şi           y(t) = (C1 + C2t) e

-2t. 

12. Să se integreze sistemul simetric de ecuaţii diferenţiale: 

12

3

31

2

23

1

xx

dx

xx

dx

xx

dx

−
=

−
=

−
 

Soluţie: 

Sistemul dat poate fi scris sub forma: 

00
332211321

12

3

31

2

23

1 dxxdxxdxxdxdxdx

xx

dx

xx

dx

xx

dx ++
=

++
=

−
=

−
=

−
. 

De aici rezultă că  d(x1+x2+x3) = 0  şi  x1dx1+ x2dx2 + x3dx3= 0. 

Soluţia generală va fi formată din două integrale prime: x1+x2+x3 = C1 şi 

.Cxxx 2
2
3

2
2

2
1 =++  

13. Să se integreze ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale de 

ordinul întâi liniare: 

.xx,      u
x

u
x

x

u
x

x

u
x

x
21

3
3

2
2

1
1

13
0 −==

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

=
 

Soluţie: Sistemul caracteristic 
3

3

2

2

1

1

x

dx

x

dx

x

dx
==  are integralele 

prime distincte: 131 Cxx =−  şi 232 Cxx =− .  
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Soluţia generală a ecuaţiei este: 

   ).xx, xxΦ(u 3231 −−=  

Pentru x3=1 obţinem ,Cx,  Cx 2211 11 =−=−  de unde x1 = (1+C1)
2, 

x2= (1+C2)
2. Cu ajutorul condiţiei Cauchy obţinem u = (1+C1)

2
 – (1-C2)

2. 

Înlocuind pe C1 şi C2 găsim soluţia ecuaţiei date: 

       .)xx()xx(u 2
32

2
31 11 −+−−+=  

14. Să se integreze ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale 

cvasiliniară: 

.x,      u-x-xu
x

u
ux

x

u
ux

x
1

2

2
2

2
1

2

2
2

1
1 1

22 ==
∂

∂
+

∂

∂

=
 

Soluţie: Sistemul caracteristic este: 

2
2

2
1

2
2

2

1

1

22 xxu

du

ux

dx

ux

dx

−−
==  

Din primele două ecuaţii găsim următoarea integrală primă: 

.C
x

x
1

2

1 =  Scriem sistemul caracteristic sub forma: 2
2

2
1

2
2

2

1

1 2

xxu

u du

x

dx

x

dx

−−
==  

Alegând combinaţia integrabilă 2x1, 2x2, 1 sistemul de mai sus 

poate fi scris astfel: 

22
2

2
1

2211
2
2

2
1

22
2

22
2
1

11 2222

2

2

2

2

uxx

u dudxxdxx

xxu

u du

x

dxx

x

dxx

++

++
=

−−
==  

sau (prima şi ultima): 

,
uxx

)uxd(x

x

dx
22

2
2
1

22
2

2
1

1

1

++

++
=   

şi integrala primă:   .C
x

uxx
2

1

22
2

2
1 =

++  

Soluţia generală a ecuaţiei date este: 

.
x

uxx
, 

x

x
Φu 







 ++
=

1

22
2

2
1

2

1  
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Pentru x2=1, 1
2

xu
1x

=
=

 obţinem: 2
1

2
1

11

12
şi C

x

x
    Cx =

+
=  

Înlocuind x1 cu C1 obţinem între C1 şi C2 relaţia: 

2
1

2
1 12

C
C

C
=

+  

Revenind la valorile lui C1 şi C2 din cele două integrale prime 

obţinem: 

1

22
2

2
1

1

2
1 12

x

uxx

x

x ++
=

+
 

de unde soluţia generală a ecuaţiei cvasiliniare date: 

.xxu 12
2

2
1

2 +−=  

Probleme propuse. 

Să se integreze ecuaţiile diferenţiale: 

x

a
,  y

x
y

x
y.  y

),  y(yxy.  xy

)dyy(x)dxy-x.  (

yx

yx
.  y

),  y(yxyyx.  

 dyxxy (.  ydx 

xy
x

.  y

),  y(xy
x

.  y

p ==+++

=−=+

=++++

+−

+−
=

=−=

−+

=+

−=+=
−

+

0
24

'8

11'7

011336

1154

743
'5

114'24

)23

2
'2

3022
1

2
'1

2
2

22

22

3

2

 

0''

0'2''32

0'''

10'  00  0'2''11

''110

'

1
'9

5

)3(4

)3(

2

=+

=++++

=−+−

===++

++=

+=

yy      d)  

yyyyy      c)  

yyyy      b)  

)(y,)y(,yy.  a)  y

y)xy(.  y

y
xy.    y

)(

)(

 

Matematici speciale. Probleme 



  9

 

xxeey      e) y

xeyy'''      d) y

xxyy'''      c) y

),y'(),y'()x,  y(y''      b) y

xyy'.  a) y''

-xx)(

x

)(

3sin22cos3616

cos222

cos3sin67

110111

32212

24

3

+++=−

=+−

+=+−

−====−

+=−−

 

01113

1101213
233

2

====−++

===+−

)y''()y'()x,  y(yxy'y''xy      b) x

),  y'()x,  y(yxy'y''.  a) x

)(
 

x
e

x
yy      b) y

x
y.  a) y

1
'2''

cos

1
''14

=+−

=−

 

.
001010

.,
cos24

sin2
15

===

===








+=

+=
+=





==
++=

+−−=

),  z(),  y()x(

z(t)y(t),  zx(t),  yx
   ,

yxz'

xzy'

zyx'

      b)

 y(t)yx(t) ,   x
tyxy'

tyxx'
.  a) 

 

2
3

2
2

2
13

3

2

2

1

1

31

3

21

2
2
3

2
2

2
1

1

213

3

132

2

321

1

dxdxdx
 c)      

2

dx

2

dx
 

dx
  b)      

)(x

dx

)(x

dx

)(x

dx
  a)  .16

xxxxxx

xxxxxxx

xxxxxx

++−
==

==
−−

−
=

−
=

−

 

017
3

213
2

132
1

321 =
∂

∂
−+

∂

∂
−+

∂

∂
−

x

u
)x(xx

x

u
)x(xx

x

u
)x(x.  x  

1
2

21
2

2
1

1

3
1

212
2

1
1

2

18

x,  uxx
x

u
ux

x

u
u      b) x

x
xx

u,  u
x

u
x

x

u
.  a) x

x

=−=
∂

∂
+

∂

∂

=
=

=
∂

∂
−

∂

∂

=
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Capitolul II 

 

FUNCŢII COMPLEXE 

 

1. Să se determine funcţia olomorfă f(z) ştiind că partea reală a 

sa este : 

u(x,y)=ln(x
2
+y

2
)  şi   f(1)=0. 

Soluţie: 

Verificăm ∆u=0 ⇔ 0
2

2

2

2

=
∂

∂
+

∂

∂

y

u

x

u . Avem: 
22

2

yx

x

x

u

+
=

∂

∂  şi 
22

2

yx

y

y

u

+
=

∂

∂ . 

Apoi,  ⇒
+

−+
=









∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
222

222

2

2

)(

4)(2

yx

xyx

x

u

xx

u  

.
)(

22
222

22

2

2

yx

xy

x

u

+

−
=

∂

∂
⇒    (*) 

Din cauza simetriei funcţiei u(x,y), obţinem: 

.
)(

22
222

22

2

2

yx

yx

y

u

+

−
=

∂

∂    (**) 

Din relaţiile (*) şi (**) vom obţine: 

0
)(

2222
222

2222

=
+

−+−
=∆

yx

yxxy
u , adică u(x,y) este o funcţie armonică  

(∆u = 0). 

Mai departe, folosim: 

y

u
i

x

u
zf

∂

∂
−

∂

∂
=)(/  şi facem y=0 şi x = z ⇒ 

zx

u 2
=

∂

∂  şi 0=
∂

∂

y

u ; deci 

z
zf

2
)(/ =  de unde ;ln2)(2)( Czzf

z

dz
zf +=⇒= ∫  din condiţia f(1)=0 găsim: 

01ln2 =+ C ⇒ 0=C  şi deci: zzf ln2)( = . 
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2. Să se determine funcţia olomorfă f(z) ştiind că partea reală a 

sa este: 

)(),( 22
yxxyxu ++= ϕ , ϕϕϕϕ derivabilă, f(0) = 0 şi 

2

1
)1(/ =f . 

Soluţie: 

Verificăm .00
2

2

2

2

=
∂

∂
+

∂

∂
⇔=∆

y

u

x

u
u  Notăm tyxx =++ 22 .  

Avem: 














+
+=

∂

∂ϕ
=

∂

∂
222

2
1

yx

x

dt

d

x

t

dt

d

x

u ϕ
 = ;

22

22

yx

yxx

dt

d

+

++ϕ   

Apoi, ⇒
+

+
−+

+
+

++

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
22

22

2
22

22

22

2

2

2

2

yx

yx

x
yx

dt

d

yx

yxx

x

t

dt

d

x

u

xx

u ϕϕ   

⇒ .
)(

)(
2222

2

22

222

2

2

2

2

yxyx

y

dt

d

yx

yxx

dt

d

x

u

++
+

+

++
=

∂

∂ ϕϕ  (*) 

Avem,   

22
yx

y

dt

d

y

t

dt

d

y

u

+
=

∂

∂
=

∂

∂ ϕϕ  şi    
22

22

2
22

22

2

2

2

2

2

yx

yx

y
yx

dt

d

yx

y

dt

d

y

u

+

+
−+

+
+

=
∂

∂ ϕϕ  

de unde 

2222

2

22

2

2

2

2

2

)( yxyx

x

dt

d

yx

y

dt

d

y

u

++
+

+
=

∂

∂ ϕϕ   (**) 

Din (*) şi (**), prin adunare, obţinem: 

2222

22

22

222222

2

2

)(

2

yxyx

yx

dt

d

yx

yyxyxxx

dt

d
u

++

+
+

+

+++++
=∆

ϕϕ  

sau 

2222

2222

2

2 1)(2

yxdt

d

yx

yxxyx

dt

d
u

+
+

+

+++
=∆

ϕϕ  

de unde: 

Matematici speciale. Probleme 



  12









+

+
=∆

dt

d
t

dt

d

yx
u

ϕϕ
2

2

22
2

1   (***) 

Din (***) şi condiţia ∆u=0 obţinem ecuaţia diferenţială: 

  02
2

2

=
ϕ

+
dt

d

dt

d
t

ϕ    (1) 

Ecuaţia (1) mai poate fi scrisă astfel: 

         
t2

1
'

''

−=
ϕ

ϕ     (1/) 

Integrând (1/) obţinem: 

         1
/ lnln

2

1
ln Ct +−=ϕ    (2) 

sau 

     
t

C

dt

d

2

2 1=
ϕ     (2/) 

de unde: 

212)( CtCt +=ϕ    (3) 

C1, C2 – constante reale. 

Din relaţia (3) obţinem: 

   2
22

12),( CyxxCyxu +++=   (4) 

Folosim acum faptul că: 
y

u
i

x

u
zf

∂

∂
−

∂

∂
=)(/  şi înlocuind y=0 şi x=z 

obţinem 
z

C

z

C
zf

2

22

2

2
)( 11/ ==  de unde: 

        2122)( CzCzf +=    (5) 

 

Din condiţiile f(0)=0 şi 
2

1
)1(/ =f  obţinem: 
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=⇒=

=⇒=+

22

1

2

1
2

00022

11

221

CC

şi

CCC

   (6) 

 

Din (5) şi (6) obţinem: 

 

zzf
22

1
22)( =  adică 

    zzf =)(   .    (7) 

 

 

3. Să se arate că ,0,)( 2 ≠= zzzf  realizează o transformare 

conformă în C\{0}. Să se afle imaginea dreptelor x=1 şi y=1. Să se 

verifice proprietatea exprimată de o transformare conformă. 

Soluţie: 

 

Observăm că ;2)()( 222 xyiyxiyxzf ++=+=  rezultă 

       




=

−=

xyyxv

yxyxu

2),(

),( 22

   (*) 

 

Condiţiile Cauchy-Riemann sunt: 

 












−=
∂

∂
−=

∂

∂

=
∂

∂
=

∂

∂

y
x

v

y

u

x
y

v

x

u

2

2

⇒ ∈f H(C*) şi deci funcţia f(z) realizează o 

transformare conformă şi 02)( ≠=′ zzf  când 0≠z . 
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Avem 




=

−=

xyv

yxu

2

22

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

Imaginea dreptei x=1 (C1) este parabola (Γ1) având ecuaţia 

)1(42 −−= uv  (dacă facem x=1 în (*) obţinem:




=

−=

yv

yu

2

1 2

4
1

2

2

v
u

v
y

−=⇒
=

 de unde 

)1(42 −−= uv 11)(, Γ=Cf  ) . 

  

Imaginea dreptei y=1 (C2) este parabola (Γ2) având ecuaţia 

),1(42 += uv 22 )( Γ=Cf  . 

Trebuie să arătăm că unghiul dintre U1 şi U2 este de 90o ((U1) este 

tangentă la (Γ1); (U2) este tangentă la (Γ2)). 

Pentru aceasta trebuie să arătăm că: 1
21

−=UU mm ,  m – pante . 

Avem: 1
4

4
)0(

1
−=−=′= vmU , )1(4 −−= uv  iar 

)1(42

4
)(

−−

−
=′

u
uv   

şi 1
4

4
)0(

2
==′= vmU , )1(4 += uv  iar 

)1(42

4
)(

+
=′

u
uv , deci: 

0 

M(1,1) 

ω=900 

x 

y 

(C2) 

(C1) 

y=1 

x=1 

  

v 

(1,0) (-1,0) 

(0,-2) 

(0,2) 

(Γ2)  

(U2) (U1) 
 

(A) (B) 

ω=z2 

Matematici speciale. Probleme 
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1
21

−=UU mm , adică (U1)⊥ (U1) ⇔ ω/ = 90o şi deci ω=ω/. 

 

4. Să se dezvolte în serie Laurent funcţia: 
6

12
)(

2 −−

−
=

zz

z
zf  în 

domeniile: 

a) ;2<z  

b) ;32 << z  

c) ;3>z  

Soluţie: 

Observăm că: 
32

)(
−

+
+

=
z

B

z

A
zf  de unde, 

;23)(12 BAzBAz +−+≡−  deci: 





=

=
⇒





−=+−

=+

1

1

123

2

B

A

BA

BA
 şi deci: 

3

1

2

1
)(

−
+

+
=

zz
zf    (1) 

Observăm că domeniile a), b) şi c) sunt: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 3 -3 -2 x 

y 

2<z  

32 << z  

3>z  

b 

c 

a 
0 
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a) .1
2

2 <⇔<
z

z  Relaţia (1) poate fi scrisă 

3
1

1

3

1

2
1

1

2

1
)(

zz
zf

−

−

+

=    (1/) 

În (1/), 1
3

<
z  şi putem folosi seria geometrică: 

∑
∞

=

−−−=
+ 1

11)1(
1

1

n

nn
q

q
 şi ∑

∞

=

−=
− 1

1

1

1

n

n
q

q
, având .1<q  (2) 

Obţinem: 

∑ ∑
∞

=

∞

=
−

−

−

−
− −−=

1 1
1

1

1

1
1

33

1

2
)1(

2

1
)(

n n
n

n

n

n
n zz

zf    (1//) 

de unde: 

1

1

1

3

1

2

1
)1()( −

∞

=

−∑ 







−−= n

n
nn

n
zzf    (a) 

((a) reprezintă partea tayloriană a dezvoltării lui f(z)). 

 

b) În figură, (b) reprezintă coroana .32 << z  În aceasta, vom obţine 

dezvoltarea în serie Laurent a lui f(z). 

Observăm că: 1
3

<
z  şi 1

2
<

z
 în (b). Atunci 

3
1

1

3

1
2

1

11
)(

z

z

z
zf

−

−

+

=  de 

unde: 

∑∑
∞

=

−−−∞

=

−−=
1

111

1 3

2
)1()(

n
n

n

n

nn

n

z

z
zf   (b) 

                   Partea    principală        Partea  tayloriană 

În (c) obţinem doar partea principală deoarece: 1
3

<
z

 şi 1
2

<
z

. Avem: 

 

∑ ∑
∞

=

∞

=
−

−

−

−
− +−=

1 1
1

1

1

1
1 312

)1(
1

)(
n n

n

n

n

n
n

zzzz
zf    (2) 

sau 
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   [ ]
n

n

nnn

z
zf

1
32)1()(

1

111∑
∞

=

−−− +−=    (c) 

 

5. Să se calculeze ∫ +
=

C

zi

dz
z

e
I

12

π

 unde 4: 22 =+ yxC . 

Soluţie: 

Observăm că 422 =+ yx  este un cerc : 

 
                                                                        (C) 

   

 

 

 

 

 

 

 

Polii funcţiei 
1

)(
2 +

=
z

e
zf

ziπ

 sunt iz =1  şi iz −=2  (poli simpli). Folosind 

teorema reziduurilor obţinem: 

))()((2 irezfirezfiI +−= π    (1) 

Avem: 

                  
i

e

iQ

iP
irezf

2)(

)(
)(

/ −
=

−

−
=−

π

 şi 
i

e

iQ

iP
irezf

2)(

)(
)(

/

π−

==  (2) 

Deci: 









+−=

−

i

e

i

e
iI

22
2

ππ

π  de unde 

( )πππ eeI −= −   .       (3) 

  6. Să se calculeze:  ∫ +
=

π

θ

θ2

0
2)cos45(

d
I  

y 

2 

1 
x 0 

-1 

-2 

 

i 
 

-i 

∆ 
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   Soluţie: 

Notăm ze
i =θ . Observăm că: θizddz = de unde 

iz

dz
d =θ ; apoi 

2

1

cos z
z +

=θ  şi integrala devine: 

∫ ∫= = ++
=


















+

+

=
1 1 222 )252(

1

2

1

45

z z
dz

zz

z

i

z
z

iz

dz

I  

Observăm că 1=z  este: 

Polii funcţiei 
22 )252(

)(
++

=
zz

z
zf  

sunt 
2

1
1 −=z  şi 22 −=z . Observăm că doar  

∆∈−=
2

1
1z  şi el este pol dublu. Folosind teorema reziduurilor obţinem: 

  







−=

2

11
2 rezf

i
iI π      (1) 

Avem: 
/

2

1

2

)(.
2

1

)!12(

1

2

1

−=



















+

−
=








−

z

zfzrezf     

de unde: 

 

2

1

2/

2

1
22

2

)2(

)2(2)2(

4

1

)2()12(4

)12(

2

1

−=−=
+

+−+
=









++

+
=








−

zz
z

zzz

zz

zz
rezf     

sau 

 
27

8

2

5

4

1

2

1
2

2

1
2

4

1

)2(

2

4

1

2

1
3

2

1
3

=









−

+
=

+

+−
=








−

−=z
z

z
rezf  

deci: 

y 

x 

1====z  

1 0 

∆ 

2

1
−  

Matematici speciale. Probleme 



  19

  
27

5

2

1
=








−rezf     (2) 

Din (1) şi (2) găsim: 

27

10π
=I .    (3) 

 

7. Să se calculeze: ∫ +−
=

π
θ

θ

θ2

0 2cos21

cos
d

aa

n
I , a>1, *

Nn ∈ . 

Soluţie:  

Să considerăm şi integrala ∫ +−
=

π
θ

θ

θ2

0 2cos21

sin
d

aa

n
J  şi să ne propunem 

să calculăm I + iJ. Avem: 

∫∫ +−

+
=

+−

+
=+

ππ
θ

θ

θθ
θ

θ

θθ 2

0 2

2

0 2 cos21

)sin(cos

cos21

sincos
d

aa

i
d

aa

nin
iJI

n

. 

Notăm: ze
i =θ  ).sincos( θθθ iei +=  Observăm că θizddz = , de unde 

iz

dz
d =θ ; 

2

1

cos z
z +

=θ , găsim: 

∫

+
+

−

=+
π2

0

2

2

1

21

iz

dz

az
z

a

z
iJI

n

, care se mai poate scrie astfel: 

∫ = ++−
−=+

1 22 )1(

1
z

n

dz
azaaz

z

i
iJI   (1) 

Observăm că funcţia: 

 
azaaz

z
zf

n

++−
=

)1(
)(

22
 are 

polii simpli 
a

z
1

1 =  şi az =2 ; observăm 

că ∆∈=
a

z
1

1  şi ∆∉= az2 . 

Aplicând teorema reziduurilor, relaţia (1) devine: 

)
1

(2
1

a
irezf

i
iJI π−=+              (1/) 

y 

x 

1=z  

1 0 

∆ 
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Observăm că: 

2
2

)(

)( 1

1

)1(
1

2

1

)
1

(
a

a

a
a

a

a

a
rezf

nn

aQ

aP −
=

+−

=

′

 

Cu acest rezultat, obţinem: 

nn aaaa
iJI

)1(

2

1

11
2

22 −
=

−
−=+

π
π                        (2) 

             Din relaţia (2) obţinem în final: 














=

−
=

0

)1(

2
2

J

şi

aa
I

n

π

    (3) 

 

8. Să se calculeze integrala: ∫ +−
=

C
zz

dz
I

)1()1( 22
 unde 

(C): yxyx 2222 +=+  . 

Soluţie:  

Observăm că (C) este un cerc cu centrul în punctul (1,1) şi de rază 

2=r , adică: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 

y 

x 1 

i (1,1) 

(C) 

∆∆∆∆ 

Matematici speciale. Probleme 



  21

Singularităţile funcţiei 
)1()1(

1
)(

22 +−
=

zz
zf  sunt polii simpli iz =1  şi 

iz −=2  şi polul dublu 13 =z . Observăm că: ∆∈= iz1 , ∆∉−= iz2  şi ∆∈= 13z . 

Aplicând teorema reziduurilor, obţinem că: 

)).1()((2 rezfirezfiI += π    (1) 

Avem: 

   
4

1

2)1(

1

2)1()1)(1(2

1
)(

222

)(

)(
=

−
=

−++−
=

=′
iizzzz

irezf

iz
iQ

iP
 (2) 

şi 

        [ ]
4

2

)1(

2

1

1
)()1(

)!12(

!1
)1(

1
22

/

1
2

/

1
2 −=

+
−=









+
=−

−
=

==

=

zz

z
z

z

z
zfzrezf  (3) 

Din (2) şi (3) obţinem: 

    







−=

4

2

4

1
2 iI π     (4) 

de unde obţinem valoarea integralei: 

          
2

i
I

π
−=     (5) 

 

9. Să se calculeze  dx
x

x
I ∫

∞

∞−
+

=
6

4

1
 

Soluţie:  

Fie funcţia 
6

4

1
)(

z

z
zf

+
= . Observăm că 016 =+z  are polii 

următori:
2

sin
2

cos,
6

sin
6

cos 21

ππππ
iziz +=+=  şi 

6

5
sin

6

5
cos3

ππ
iz +=  (având 

partea imaginară pozitivă). Să considerăm conturul (C) de mai jos : 

 

 

      )(],[)( Γ∪−= RRC  

 

y 

x 

(Γ) 

z2 
z3 z1 

Matematici speciale. Probleme 
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Observăm că: 

   ∫ ∫∫
Γ−

+=
C

R

R

dzzfdzzfdzzf )()()(    (1) 

Aplicând teorema reziduurilor (1) devine: 

       ∑ ∫ ∫
=

− Γ
+=

3

1

)()()(2
k

R

R
k dzzfdxxfzrezfiπ   (1/) 

(pe xzRR =−  ],,[ ). În (1/) trecem la 
∞→∞→ zR ,

lim  şi obţinem: 

∫∫ Γ

∞

∞−
∞→

∞→
+=++ dzzfdxxfzrezfzrezfzrezfi

z
R

)(lim)())()()((2 321π  (2) 

Folosind în relaţia (2) Lema lui Jordan ( 0)(lim0)(lim =⇒= ∫Γ
∞→

∞→
∞→

∞→
dzzfzzf

z
R

z
R

) 

observăm că:  

 

Pentru calculul reziduurilor folosim formula 
)(

)(
)(

aQ

aP
arezf

′
=  (a pol 

simplu al funcţiei 
)(

)(
)(

zQ

zP
zf = ). Avem: 

1
5
1

4
1

1 6

1

6
)(

zz

z
zrezf == , 

2
2 6

1
)(

z
zrezf =  şi 

3
3 6

1
)(

z
zrezf = . 

Cu cele de mai sus relaţia (2) devine: 









++=

321

111

6

2

zzz

i
I

π
   (2/) 

sau 



















+−

++

+

=

2

1

2

3

11

2

1

2

3

1

3
i

i
i

i
I

π  şi 


















−

−−

= i
ii

I

4

1

4

33

π
 

de unde: 

3

2π
=I .    (3) 
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10. Să se calculeze: .
)1(

1
42
dx

x
I ∫

∞

∞−
+

=  

Soluţie:  

Fie funcţia 
42 )1(

1
)(

z
zf

+
= ; observăm că: iz =1  ( 0Im 1 >z ) este pol 

multiplu de ordinul patru. Să considerăm conturul de mai jos (C): 

 

 

 

                                                ).(],[)( Γ∪−= RRC  

 

 

Observăm că: 

    ∫ ∫ ∫
− Γ

+=
C

R

R

dzzfdzzfdzzf .)()()(              (1) 

 

Aplicând teorema reziduurilor (1) devine:  

   ∫ ∫
− Γ

+=
R

R

dzzfdxxfiirezf )()()(2π      )1( ′  

(pe [-R,R], z = x). În )1( ′  trecem la 
∞→

∞→
z

R
lim  şi obţinem: 

∫ ∫
∞

∞− Γ
∞→

+= dzzfdxxfiirezf
R

)(lim)()(2π   (2) 

În relaţia (2) observăm că 0)(lim =∫
Γ

∞→
dzzf

R
 (Lema lui Jordan: 

0)(lim0)(lim =⇒= ∫
Γ

∞→
∞→

∞→
dzzfzzf

R
z

R
). 







=

+++

+
=

+
=

+
=  

))(1(1)1(
)(

2222

22

4242
zzzz

yx

z

z

z

z
zzf  

y 

x 0 

(Γ) 

-R R 

i 
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∞→∈=→

+++−+

+
= xRmmxy

yxyxyx

yx
, , pe 0

)2221( 224422

22

. 

Cu aceasta, (2) devine: 

    )(2 iirezfI π=     (3) 

Putem calcula rezf(i) folosind formula: 

  [ ] )1(
)()(

)!1(

1
)(

−

=−
−

=
p

az

p
zfaz

p
arezf   (4) 

În cazul nostru, a = i şi p = 4. Relaţia (4) devine: 
///

44
4

)()(

1
)(

!3

1
)(

iz
iziz

izirezf

=










+−
−=   (4/) 

sau 

iiiiiziziz
irezf

iziziz
32

5

2

5

2

20

)(

654

6

1

)(

54

6

1

)(

4

6

1
)(

345777

/

6

//

5
=−=−=

+

⋅⋅
−=









+

⋅
=









+
−=

===

 

deci 

     
i

irezf
32

5
)( =     (5) 

Din (3) şi (5) obţinem: 

       
i

iI
32

5
2π=     (6) 

de unde: 

         
16

5π
=I      (7) 

 

11. Să se calculeze integralele: ∫
∞

∞− +−
= dx

xx

xx
I

136

cos
21  şi 

∫
∞

∞− +−
= dx

xx

xx
I

136

sin
22 . 

 

Soluţie: 
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Să considerăm suma: dx
xx

xe
iII

ix

∫
∞

∞− +−
=+

136221 . Fie funcţia 

136
)(

2 +−
=

zz

ze
zf

iz

. Observăm că polii funcţiei sunt: iz 231 +=  şi iz 232 −= . 

Reţinem polul 1z  care are 0Im 1 >z . Să considerăm conturul (C) de mai jos: 

 

 

 

 

 

       (C)=[-R,R]∪(Γ) 

Observăm că: 

  ∫ ∫ ∫
− Γ

+=
C

R

R

dzzfdzzfdzzf .)()()(    (1) 

Aplicând teorema reziduurilor (1) devine: 

        ∫ ∫
− Γ

+=+
R

R

dzzfdxxfiirezf )()()23(2π     (1`) 

(pe xzRR =− ],,[ ). În )1( ′  trecem la 
∞→

∞→
z

R
lim  şi obţinem: 

       ∫ ∫
∞

∞− Γ
∞→

+=+ dzzfdxxfiirezf
R

)(lim)()23(2π   (2) 

În relaţia (2) observăm că 0)(lim =∫
Γ

∞→
dzzf

R
 (pe baza Lemei lui Jordan 

.0)(lim =
∞→

∞→
zzf

z
R

) 









∞→→

+−
= z când 0

1

136
)(

2

2

yezz

z
zzf . Avem: 

6)23(2

)23(
)23(

32

−+

+
=+

+−

i

ei
irezf

i

 de unde: 

[ ].)3sin23cos3()3sin33cos2(
4

1
)23(

2
−−+=+ i

e
irezf  (3) 

Din relaţiile (2) şi (3) obţinem: 

y 

x 0 

(Γ) 

-R R 

z1 
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     [ ])3sin33cos2(3sin23cos3
2 221 ++−=+ i

e
iII

π  (4) 

de unde: 

    













+=

−=

)3sin33cos2(
2

I

şi

)3sin23cos3(
2

22

21

e

e
I

π

π

    (5) 

12. Să se calculeze integrala ∫ = −
=

1

1

)1(z

z

dz
zz

e
I . 

 

Soluţie: 

Observăm că 1=z  este cercul: 

 

 

 

 

 

 

 

Singularităţile funcţiei 
)1(

)(

1

zz

e
zf

z

−
=  sunt 01 =z  p.s.e. şi 12 =z  pol 

simplu aparţinând cercului 1=z . Aplicând teorema reziduurilor şi 

semireziduurilor avem: 

).1()0(2 irezfirezfI ππ +=    (1) 

Pentru a calcula )0(rezf  vom căuta c-1 din dezvoltarea în serie 

Laurent (c-1 coeficientul lui 
z

1 ). Observăm că: 

y 

x 

1=z  

1 0 
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+++=
−

+++=

...)1(
1

)1(

1

şi

...
!2

1

!1

1
1

2

2

1

zz
zzz

zz
e z

; 

deci ...
1

...
!2

1

!1

1
1...)( +








++++=

z
zf , adică 

     erezfc ==− )0(1     (2) 

Pentru a calcula rezf(1) folosim formula: 
)(

)(
)(

aQ

aP
arezf

′
=  (a pol 

simplu a lui f(z)) ; avem : e
z

e
rezf

z

z

−=
−

=

=1

1

21
)1( . 

Deci: 

ieI ⋅⋅= π     (3) 
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Capitolul III 

 

FUNCŢII SPECIALE 

 

1. Să se calculeze integrala: ∫
∞

+
=

0 36

2

)1( x

dxx
I  . 

Soluţie: 

Notăm t
x

=
+

61

1
. Dacă x = 0, t = 1 şi dacă 0, =∞= tx . Din 

substituţia făcută observăm că: 
6

1

1







 −
=

t

t
x  de unde .

11

6

1
2

6

5

dt
tt

t
dx 








−







 −
=

−

 

Integrala devine: ∫ ∫
−

−

−=






 −







 −
=

1

0

1

0

2

1

2

3

2

6

5

3
3

1

)1(
6

1111

6

1
dtttdt

tt

t
t

t

t
I . 

Din 
2

3
1 =−p  şi 

2

1
1 −=−q  obţinem 

2

5
=p  şi 

2

1
=q . 

Deci 
( ) 12

2

1

2

1

2

3

2

2

1

2

3

2

3

6

1

3

2

1

2

5

6

1

2

1
,

2

5

6

1

2

















Γ

=









Γ







Γ

=
Γ









Γ







Γ

=







= BI , de 

unde ( π=







Γ

2

1
) obţinem: 

    .
16

π
=I  

 

2. Să se calculeze integrala: ∫= 2

0

46 cossin

π

xdxxI . 

Soluţie: 

Notăm ;)1(sin;cos 362 txtx −== obţinem dt
tt

dxtx
−

−==
12

1
,arccos . 

Integrala devine: 
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∫ ∫ 







=−=

−
−−=

0

1

2

5
1

0

2

3

23

2

7
,

2

5

2

1
)1(

2

1

1

1
)1(

2

1
Bdtttdt

tt
ttI  

(din 
2

3
1 =−p  şi 

2

5
1 =−q  obţinem 

2

5
=p  şi 

2

7
=q ). 

sau   
( ) 512

3

!5

2

1

2

1

2

3

2

5

2

1

2

1

2

3

2

1

6

2

7

2

5

2

1

2

1

π

π

=⇒








Γ








Γ

=
Γ









Γ







Γ

=
=







Γ

II  . 

3. Să se calculeze integrala: ∫
∞

+
=

0 8
.

1 x

dx
I  

Soluţie:  

Notăm t
x

=
+

81

1
. Observăm că, dacă x = 0, t = 1 şi dacă ∞=x , 

0=t , din substituţia făcută, 
8

1

1







 −
=

t

t
x  de unde dt

tt

t
dx 








−







 −
=

−

2

8

7

11

8

1
. 

Integrala devine: 

∫∫
−−

−
−

−=−−=
1

0

8

7

8

1

28

7
0

1

8

7

)1(
8

1
)1(

8

1
dtttdtttttI . 

Observăm că 
8

1
1 −=−p  şi 

8

7
1 −=−q , de unde 

8

7
=p  şi 

8

1
=q . 

Deci 

8
sin

8

1

8

1

8

7

8

1

8

7

8

1

8

1
,

8

7

8

1

8

1 π

π

=

=









+Γ









Γ







Γ

=







=

z

BI . (
z

zz
π

π

sin
)1()( =−ΓΓ (ecuaţia 

complementelor), 
8

1
=z ). 

sau      

8
sin8

π

π
=I . 
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Capitolul IV 

 

SERII FOURIER 

 

1. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia Rx
x

x
xf ∈

+
= ,

cos45

cos
)( . 

Soluţie: 

Observăm că funcţia f(x) este pară. Deci .0=nb  

Seria Fourier este: 

∑
∞

=

+=
1

0 cos
2

)(
n

n nxa
a

xf           (1) 

unde: 

           ∫−=
π

ππ
dxxfa )(

1
0  şi ∫

−

=
π

ππ
.cos)(

1
nxdxxfan  (2) 

Pentru calculul lui na observăm că: ∫=
π

π

2

0

.cos)(
1

nxdxxfan   

Să considerăm şi integrala: ∫=
π

π

2

0

sin)(
1

nxdxxfbn  şi să calculăm: 

∫ +
=+

π

π

2

0 cos45

cos1
dx

x

xe
iba

inx

nn  . Să notăm izdxdzze
ix =⇒=  de unde 

iz

dz
dx = . Observăm că .

2

1

cos z
z

x

+
=   

Avem: 

∫ =









++









+

=+
1 1

2

1
45

1

2

1
1

z

n

nn
iz

dz

z
z

z
z

z

iba
π

 

sau 
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1=z

    ∫ =

−

++

+
=+

1 2

12

.
252

)1(

2

1
z

n

nn dz
zz

zz

i
iba

π
   (3) 

 

Singularităţile funcţiei 
252

)1(
)(

2

12

++

+
=

−

zz

zz
zg

n

 sunt polii simpli 
2

1
1 −=z  şi 

22 −=z . Observăm că doar 
2

1
1 −=z  aparţine interiorului cercului 1=z ( ∆) 

. Din (3) obţinem:  

   

 









−=+

2

1
2

2

1
irezg

i
iba nn π

π
 

 

Observăm că: ( )
1

1

12

23

5
1

5
2

1
4

2

1
1

2

1

2

1

)(

)(

+

−

−

↑ ⋅
−=

+







−









−












+








−

=







−

′

n

n

n

aQ

aP

rezg . 

Formula (4) devine: 

( )
1

1

23

5
1

+

−

⋅
−=+

n

n

nn iba    (5) 

de unde ( )
6

5
,

23

5
1 01

1 −=
⋅

−=
+

−
aa

n

n

n . 

Seria Fourier (1) se scrie astfel: 

   ( )
∑

∞

=
+

−−
+−=

1
1

1

cos
2

1

3

5

12

5
)(

n
n

n

nxxf    (6) 

 

2. Să se scrie seria Fourier trigonometrică şi apoi egalitatea lui 

Parseval pentru funcţia: 







<≤

<
=

πx

x
xf

1pentru    ,  0

1pentru    ,  1
)( . 

Să se deducă apoi sumele seriilor: ∑
∞

=1
2

2sin

n n

n
 şi ∑

∞

=1
2

2cos

n n

n
. 
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Soluţie: 

Seria Fourier este: 

∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf    (1) 

unde 

     ∫ ∫∫ − −−
===

π

π

π

π

π

π πππ
nxdxxfbnxdxxfadxxfa nn sin)(

1
 şi ,cos)(

1
 ,)(

1
0  (2) 

Graficul lui )(xf  este: 

 

 

 

 

 

 

Avem ∫−=
1

10

1
dxa

π
, de unde rezultă: 

π

2
0 =a     (3) 

Apoi, 
n

n
nx

n
nxdxan πππ

sin2
sin

1
cos

1 1

1

1

1
=== ∫

−
−

,adică: 

n

n
an π

sin2
=      (4) 

şi: 0cos
1

sin
1 1

1

1

1

=−== −

−
∫ nx

n
nxdxbn ππ

 adică: 

0=nb  (f(x) pară!)     (5) 

Deci seria Fourier ataşată funcţiei f(x) este: 

∑
∞

=

+=
1

cos
sin21

)(
n

nx
n

n
xf

ππ
 .  (6) 

Egalitatea lui Parseval este: 

        dxxfba
a

n

n

n )(
1

)(
2

22

1

2
2
0 ∫∑

−

∞

=

=++
π

ππ
      (7) 

sau 

0 

1 

-1 1 π -π 

y 

x 
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             ∫∑
−

∞

=

=+
1

11
2

2

22

1sin42
dx

n

n

n πππ
  (8) 

de unde: 

     1
sin21

1
2

2

=+ ∑
∞

=n n

n

ππ
   (9) 

Rezultă suma cerută: 

       
2

1sin

1
2

2 −
=∑

∞

=

π

n n

n  .   (10) 

Pentru calcul  ∑
∞

=1
2

2cos

n n

n  scriem:  

∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

−=
−

=
1

2

2

1
2

1
2

2

1
2

2 sin1sin1cos

nnnn n

n

nn

n

n

n  

Ştim că:  
6

1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n
; deci  

2

1

6

cos

1

2

2

2 −
−=∑

∞

=

ππ

n n

n . 

 

3. Să se determine seria Fourier trigonometrică a funcţiei 

periodice ),,(,
2

)( ππ
π

π
−∈= xe

sh
xf

x  de perioadă π2 . Din dezvoltarea 

obţinută şi din relaţia de închidere a lui Parseval să se calculeze 

sumele: ∑
∞

= +

−

1
2 1

)1(

n

n

n
  şi  ∑

∞

= +1
2 1

1

n n
. 

Soluţie: 

Seria Fourier ataşată funcţiei este: 

∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf    (1) 

unde: 

∫∫
−−

==
π

π

π

π ππ
nxdxxfadxxfa n cos)(

1
,)(

1
0  şi ∫

∞

∞−

= nxdxxfbn sin)(
1

π
          (2) 

Avem: 1
1

2

1

2

1

2

1
0 ==

−
===

−

−−
∫ π

ππππ

π

π

ππ
π

π

π

π

sh
sh

ee

sh
e

sh
dxe

sh
a xx  

deci: 

Matematici speciale. Probleme 



 34

10 =a      (3) 

Pentru calculul lui na integrăm de două ori prin părţi şi obţinem: 














−= ∫

−−

π

π

π

π

π
π

π
nxdxe

n
ne

nsh
a

xx

n sin
1

sin
1

2
 sau 

∫
−

−=
π

ππ

π
nxdxe

nsh
a

x

n sin
2

   (4) 

de unde:













+−−= ∫−

−

π

π

π

ππ
nxdxe

n
nx

n
e

nsh
a

xx

n cos
1

cos
1

2

1  sau 

nxdxe
shn

ee
shn

a
x

n

n cos
2

11
)(

2

)1(1
22 ∫

−

− −−
−

=
π

π

ππ

π
π

ππ
 

şi deci: n

n

n a
nn

a
22

1)1(
−

−
=  de unde 

   
1

)1(
2 +

−
=

n
a

n

n  .   (5) 

Observăm că relaţia (4) mai poate fi scrisă astfel: 

∫−−=
π

π π

π

π
nxdxe

shn
a

x

n sin
2

11   (4/) 

sau 

nn b
n

a
1

−=     (6) 

de unde 

 nn nab −=     (7) 

sau 

          
1

)1(
2

1

+

−
=

+

n

n
b

n

n  .   (8) 

Seria Fourier ataşată funcţiei f(x) va fi: 

 

 

     ∑
∞

=









+

−
+

+

−
+=

1
22

sin
1

)1(
cos

1

)1(

2

1
)(

n

nn

nx
n

n
nx

n
xf  . (9) 
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Relaţia de închidere a lui Parseval este: 

                ( )∑ ∫
∞

=
−

=++
1

222
2
0 )(

1

2 n

nn dxxfba
a π

ππ
.            (10) 

Înlocuind nn baa  şi ,0 , relaţia (10) devine: 

∑ ∫
∞

=
−

=








+
+

+
+

1

2
2

2

22

2

22 4

1

)1()1(

1

2

1

n

x
dxe

shn

n

n

π

π π

π

π
  (11) 

sau 

       ∑
∞

= −

=
+

+
1

2
22 2

1

41

1

2

1

n

x
e

shn

π

ππ
π    (12) 

de unde 

∑
∞

=

−=
+1

2 )1π(
2

1

1

1

n

ch
n

π  .  (13) 

Pentru calculul sumei ∑
∞

= +

−

1
2 1

)1(

n

n

n
 folosim teorema lui Dirichlet 

pentru relaţia (9) ; astfel, considerând π2=x  în (9) (2π este punct de 

continuitate al funcţiei f(x)), obţinem: 

 

∑
∞

=

+










+

−
+

+

−
+=

1
2

1

2 2sin
1

)1(
2cos

1

)1(

2

1
)2(

n

nn

n
n

n
n

n
f πππ   

 

de unde: 

∑
∞

=








−=

+

−

1

2

2
1

2

1

1

)1(

n

n

sh

e

n π

π π

 .  (14) 
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Capitolul V 

 

CALCUL OPERAŢIONAL 

 

1. Să se afle transformata Fourier prin sinus a funcţiei RRf →: , 

4
)(

2 +
=

t

t
tf . 

Soluţie: 

Transformata Fourier prin sinus este: 

∫
∞

=
0

sin)(
2

)( utdttfug
π

   (1) 

sau 

∫ ∫
∞ ∞

∞− +
=

+
=

0 22
.

4

sin2

2

1

4

sin2
)( dt

t

utt
dt

t

utt
ug

ππ
 

Pentru calculul integralei: ∫
∞

∞− +
= dt

t

utt
I

4

sin
2

să considerăm funcţia 

4

sin
)(

2 +
=

z

uzz
zh  şi conturul (C) de mai jos: 

                )(],[)( Γ∪−= RRC  

 

    

 

    

           

          

Observăm că: 

∫ ∫ ∫
− Γ

+=
C

R

R

dzzhdtthdzzh )()()(           (2) 

y 

x 0 

(Γ) 

-R R 

∆ 2i 

Matematici speciale. Probleme 



 37

Trecând la 
∞→R

lim în relaţia (2) obţinem: 

      ∫∫ ∫
Γ

∞

∞−
∞→

+
+

= .)(lim
4

sin
)(

2
dzzhdt

t

utt
dzzh

C
R

      (2/) 

Dar: ∫ =
C

iirezhdzzh )2(2)( π ( i2  pol simplu situat în ∆ ( ∆∂=C )) şi 

∞→R
lim ∫

Γ

= 0)( dzzh ( pe baza Lemei lui Jordan )0)(0)(lim: →⇒= ∫
Γ ∞→

∞→
∞→

dzzhzzh
R

z
R

.  

Din (2/) obţinem: 

       )2(2 iirezhI π=     (3) 

Dar 
i

eeui

z

uzz
irezh

uu

iz

i

iweiwe
w

iQ

iP
42

2sin

2

sin
)2(

22

2
2

sin
)2(/

)2(

−
===

−

↑
=

↑
−−

=

 sau 

i

ee
irezh

uu

4
)2(

22 −
=

−

    (4) 

Din (3) şi (4) obţinem: 

)(
2

22 uu
eeI −= −π     (5) 

de unde: 

)(
22

1
)( 22 uu

eeug −= −π
   (6) 

sau: 

ushug 2
2

)(
π

−=  .    (7) 

 

2. Să se rezolve ecuaţia integrală de tip Fourier:  

         ∫
∞

+
=

0
2

,
1

1
cos)(

u
utdttf .0≥u  

Soluţie: 

Ecuaţia dată se mai poate scrie: 

)(
1

12
cos)(

2
2

0

ug
u

utdttf
not
=

+
=∫

∞

ππ
  (1) 
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Soluţia ecuaţiei (1) este: 

∫
∞

=
0

cos)(
2

)( utduugtf
π

   (2) 

sau:             ∫
∞

∞− +









= .

1

cos2

2

1
)(

2

2

du
u

ut
tf

π
   (3) 

Pentru calculul integralei ∫
∞

∞− +
= du

u

ut
I

21

cos  să considerăm funcţia: 

21

cos
)(

z

tz
zh

+
= , şi conturul (C) de mai jos: 

 

        

 

   )(],[)( Γ∪−= RRC   

                   

                           

       

Observăm că: 

∫ ∫ ∫
− Γ

+=
C

R

R

dzzhduuhdzzh )()()(              (4) 

Trecând la 
∞→R

lim în relaţia (4) obţinem: 

       ∫∫ ∫
Γ

∞→

∞

∞−

+
+

= dzzhdu
u

ut
dzzh

R
C

)(lim
1

cos
)(

2
  (4/) 

 

Observăm că funcţia h(z) are polii simpli iziz −== 21 , ),( 21 ∆∉∆∈ zz ; 

aplicând teorema reziduurilor găsim: ∫ =
C

iirezhdzzh )(2)( π  şi folosind lema lui 

Jordan, 

( ) ( )













=⇒== ∫∫ Γ∞→

∞→
∞→

Γ
∞→
∞→

0lim0lim  0)(lim
)(

dzzhzzhdzzh
zJordan

z
RR

z

 

y 

x 0 

(Γ) 

-R R 
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Pe baza celor de mai sus (4/) devine: 

            )(2 iirezhI π=    (5) 

Dar 
( )

( )

,
42

cos

2

cos
)(

/

i

ee

i

ti

z

tz
irezh

tt

iz

iQ

iP

+
===

−

=
↑

 

sau: 

     
i

cht
irezh

2
)( =     (6) 

Din (5) şi (6) obţinem: 

  chtI π=     (7) 

iar din (3) şi (7), 

           chttf =)(  .   (8) 

 

3. Să se rezolve ecuaţia integrală: ∫
∞

=
0

)(cos)( tftuduug , unde 





>

≤<−
=

1            ,0

10  ,1
)(

t

tt
tf . 

Soluţie:  

Ecuaţia dată mai poate fi scrisă sub forma: 

         ∫
∞









>

≤<−
=

0 1      t,              0

10 ),1(
2

cos)(
2 tt

tuduug π
π

  (1) 

Soluţia ecuaţiei (1) este: 

∫ −=
1

0

cos)1(
2

)( utdttug
π

   (2) 

Integrând prin părţi obţinem: 

2

cos12
)(

u

u
ug

−
=

π
    (3) 
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4. Să se afle transformata Fourier prin cosinus a 

funcţiei
22 )1(

1
)(

t
tf

+
= . Din rezultatul obţinut să se găsească ∫

∞

+0
22

.
)1(

sin
dt

t

utt
 

Soluţie:  

Transformata Fourier prin cosinus a funcţiei f(t) este: 

∫
∞

=
0

cos)(
2

)( utdttfug
π

   (1) 

sau .
)1(

cos2

2

1

)1(

cos2
)(

22
0

22
dt

t

ut
dt

t

ut
ug ∫∫

∞

∞−

∞

+
=

+
=

ππ
 

   Pentru calculul integralei: ∫
∞

∞− +
= dt

t

ut
I

22 )1(

cos să considerăm 

funcţia
22 )1(

cos
)(

+
=

z

uz
zh  şi conturul de mai jos: 

  

       

                        

 

  

                                                                          D 

 

                                                                      

Observăm că: 

∫ ∫ ∫
− Γ

+=
C

R

R

dzzhdtthdzzh ,)()()(     (2) 

Trecând la 
∞→R

lim în relaţia (2) obţinem: 

    ∫∫ ∫
Γ

∞→

∞

∞−

+
+

= .)(lim
)1(

cos
)(

22
dzzhdt

t

ut
dzzh

R
C

       (2/) 

)(],[)( Γ∪−= RRCy 

x 0 

(Γ) 

-R R 

iz =1
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Pe baza teoremei reziduurilor, ∫ =
C

iirezhdzzh )(2)( π  Diz ∈=1(  pol 

dublu; )2 Diz ∉−=  şi ∫
Γ

∞→
= 0)(lim dzzh

R
, (din lema lui Jordan: 

∫
Γ

∞→
→⇒=

∞→

0)(0)(lim dzzhzzh
z

R
 (când ∞→R )). 

Din  (2/) obţinem: 

                   )(2 iirezhI π=  .    (3) 

Observăm că: 

i

uiuiui
irezh

iz

uzizizuzu

iziz

uz
izirezh

iziz

4

cossin
)(                                            

)(

cos)(2)(sin
lim

)()(

cos
)(lim)(

4

2

22
2

+
=⇒

⇒
+

+−+−
=

′










+−
−=

→→  

 sau  






 +
=

−
=

−−

2
cos,

2
sin

iwiwiwiw ee
w

i

ee
w : 

i

chuushu
irezh

4
)(

+−
=    (4) 

 

Din (3) şi (4) obţinem: 

       )(
2

ushuchuI −=
π    (5) 

de unde: 

)(
22

1
)( ushuchuug −=

π
   (6) 

 

Pentru calculul integralei: dt
t

utt
∫
∞

+0
22 )1(

sin
, derivăm relaţia:  

∫
∞

+
=

0
22 )1(

cos2
)( dt

t

ut
ug

π
, în raport cu variabila “u”şi obţinem: 

          dt
t

utt
ug ∫

∞

+
−=′

0
22 )1(

sin2
)(

π
,  
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sau folosind (6): dt
t

utt
uchushushu ∫

∞

+
−=−−

0
22 )1(

sin2
)(

22

1

π
π , de unde: 

uchudt
t

utt

4)1(

sin

0
22

π
=

+∫
∞

  .   (7) 

 

5. Folosind teorema transformării inverse “Mellin-Fourier” să se 

afle originalul următoarei imagini Laplace:
)1()1(

32
)(

22 +−

+
=

pp

p
pF  . 

Soluţie:  

 

Aplicăm formula lui Mellin-Fourier: 

   ∫
∞+

∞−

=
ia

ia

pt
dpepF

i
tf )(

2

1
)(

π
   (1) 

Să considerăm:
)1()1(

)32(
)(

22 +−

+
=

pp

ep
pG

pt

 şi )()()( Γ∪= ABC  unde: 

           )( iRaB +     

                     

 

 

 

                                            

 

     )( iRaA −  

 

Aplicând teorema reziduurilor obţinem: 

∫ ∫ ∫
Γ

+=
)( )( )(

)()()(
c AB

dppGdppGdppG   (2) 

Trecând la 
∞→R

lim în (2) găsim ∫
Γ

∞→
= ))(0)(lim( JordanpG

R
 

Γ 

0 

-i 

i 

a 

σ 

s 

1 
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∫
∞+

∞−

=++−
ia

ia

dppGirezGrezGirezGi )())()1()((2π   (2/) 

de unde )2(: iπ : 

       )()1()()( irezGrezGirezGtf ++−=   (3) 

Avem: 
4

)32(

2)1(

)32(
)(

2

itit
ei

ii

ei
irezG

+
=

−

+
= , 

4

)32(
)(

it
ei

irezG
−+−

=−  şi 

[ ]

4

)106(

4

10)52(2

)1(

2)32()()32(2
lim

)1()1(

)32(
)1(lim)1(

22

2

122
2

1

tttt

ptptpt

p

pt

p

etetee

p

peptptepe

pp

ep
prezG

+−
=

−+
=

+

+−++
=

′










+−

+
−=

→→  

Deci:
2

)53(

4

)32(

4

)32(
)(

titit
eteiei

tf
+−

+
+−

+
+

=
−

 sau funcţia original, 

2

)35(
sincos

2

3
)(

t
et

tttf
−

+−=   (4) 

 

6. Folosind metoda operaţională să se determine soluţia ecuaţiei 

diferenţiale cu condiţiile iniţiale specificate: 

a) ,2sin4 xyy =−′′   ,2)0( =y   
4

1
)0( −=′y  

b) ,cos2 xyy =′+′′′   ,1)0( =y   1)0(,
3

1
)0( −=′′=′ yy  

Soluţie: 

 a)  )()( pYyL = şi: aplicăm transformata Laplace 

   )2(sin)(4)( xLyLyL =−′′    (1) 

unde 

  














+
=

=

−−=′′

4

2
)2(sin

)()(

)
4

1
2()()(

2

2

p
xL

pYyL

ppYpyL

  (2) 

Înlocuind (2) în ecuaţia (1) obţinem: 
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)4(4

4328
)()4(

2

23
2

+

++−
=−

p

ppp
pYp   (1/) 

de unde: 

          
)4)(4(4

4328
)(

22

23

+−

++−
=

pp

ppp
pY    (3) 

şi ))(()( 1 pYLxy −= . 

Observăm că singularităţile lui Y(p) sunt: 

ipippp 2,2,2,2 4321 =−==−=  

Notăm: 4328)( 23 ++−= ppppA  şi )4)(4(4)( 22 +−= pppB  

Avem: ∑
= ′

=
4

1 )(

)(
)(

k

xp

k

k ke
pB

pA
xy sau           

ixixxx
e

iB

iA
e

iB

iA
e

B

A
e

B

A
xy

2222

)2(

)2(

)2(

)2(

)2(

)2(

)2(

)2(
)(

′
+

−′

−
+

′
+

−′

−
= −−  

Efectuând calculele obţinem soluţia ecuaţiei diferenţiale: 

xxchxy 2sin
8

1
2

2

1
)( −=    (4) 

 b)  Aplicăm transformata Laplace : 

           















+
+=








+=









−−−=′′′

−=′

=

42

1

2

1
2cos

2

1

2

1
)(cos

1
3

)()(

1)()(

)()(

2
2

23

p

p
xLxL

p
ppYpyL

ppYyL

pYyL

 

Înlocuind în ecuaţie obţinem: 

                                 
)4)(1(6

1252726
)(

22

234

++

+−+−
=

ppp

pppp
pY   (5) 

de unde   ))(()( 1 pYLxy −=  . 

Observăm că ipipipipp 2,2,,,0 54321 =−==−== ; 

Notăm: 1252726)( 234 +−+−= pppppA  şi )4)(1(6)( 22 ++= ppppB  
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Avem 

∑
= ′

=
5

1 )(

)(
)(

k

tp

k

k ke
pB

pA
xy     (6) 

sau după efectuarea calculelor obţinem soluţia ecuaţiei diferenţiale: 

      xxx
x

xy 2sin
12

1
cos

2

1
sin

6

1

2
)( −+−=    (7) 

 

7. Folosind metoda operaţională să se integreze sistemul de 

ecuaţii diferenţiale cu condiţiile iniţiale specificate: 









++=′

+−=′

++−=′

zyxz

zyxy

zyxx

, 
)).(),(),((

1)0(,1)0(,0)0(

tzztyytxx

zyx

===

===
 

Soluţie:  

    Aplicând transformata Laplace obţinem: 

     








++=′

+−=′

++−=′

)()()()(

)()()()(

)()()()(

zLyLxLzL

zLyLxLyL

zLyLxLxL

   (1) 

    Observam că: 

    




−=′−=′−=′

===

)0()()(),0()()(),0()()(

)()(),()(),()(

zppZzLyppYyLxppXxL

pZzLpYyLpXxL
 

Cu cele de mai sus, (1) devine : 

          








++=−

+−=−

++−=

)()()(1)(

)()()(1)(

)()()()(

pZpYpXppZ

pZpYpXppY

pZpYpXppX

   (2) 

sau 

          








−=−−+

−=++−

=−−+

1)()1()()(

1)()()1()(

0)()()()1(

pZppYpX

pZpYppX

pZpYpXp

   (3) 

Rezolvând sistemul (3) obţinem: 
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−
=

−
=

−
=

2

1
)(

4
)(

4

2
)(

2

2

p
pZ

p

p
pY

p
pX

    (4) 

de unde:  

                  








=

=

=

t
etz

tchty

tshtx

2)(

2)(

2)(

    (5) 

))(()()),(()()),(()(( 111 pZLtzpYLtypXLtx −−− ===  . 

 

8. Folosind metoda operaţională să se integreze sistemul de 

ecuaţii diferenţiale cu condiţiile iniţiale specificate: 





=++′

=++′

062

044

yxy

yxx
             

))(),((

15)0(,3)0(

tyytxx

yx

==

==
 

Soluţie: 

Aplicând transformata Laplace, obţinem: 

        




=++′

=++′

0)(6)(2)(

0)(4)(4)(

yLxLyL

yLxLxL
   (1) 

unde  ),()(),()(,3)()( pYyLpXxLppXxL ==−=′ şi 15)()( −=′ ppYyL . 

Sistemul  (1) devine: 

         




=++

=++

15)()6()(2

3)(4)()4(

pYppX

pYpXp
   (2) 

Soluţia sistemului (2) este: 

          














+
+

+
=

++

+
=

+
+

+

−
=

++

−
=

8

11

2

4

1610

5415
)(

8

11

2

8

1610

423
)(

2

2

pppp

p
pY

si

pppp

p
pX

  (3) 

Din (3) obţinem ))(()( 1 pXLtx −=  şi ))(()( 1 pYLty −=  de unde: 
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+=

+−=

−−

−−

tt

tt

eety

si

eetx

82

82

114)(

118)(

   (4) 

 

9. Folosind metoda operaţională să se determine soluţia ecuaţiei 

diferenţiale: 3)0(,1)0(,0,3107 / −==>=+′−′′ yyxeyyy x . 

Soluţie: 

Notăm )()( pYyL = . Aplicând transformata Laplace, obţinem: 

1

1
)(,1)()(),3()()( 2

−
=−=′−−=′′

p
eLppYyLppYpyL x ; 

Ecuaţia diferenţială devine: 
1

3
10)()107( 2

−
=+−+−

p
ppYpp  de unde 

5
12

17

2
3

5

1
4

3

)5)(2)(1(

1311
)(

2

−

−

+
−

+
−

=
−−−

+−
=

pppppp

pp
pY    (1) 

Din (1) obţinem  ))(()( 1 pYLxy −=  sau , 

     xxx
eeexy

52

12

17

3

5

4

3
)( −+=    (2) 

 

10. Folosind metoda operaţională să se determine funcţiile x(t) şi 

y(t) care verifică sistemul: 





=′+′′++′

=+′+′′++′+′′

tyyxx

yyyxxx

2222

12
 

şi condiţiile iniţiale: ( ) 2)0(,1)0(,20,0)0( / −=′=== yyxx . 

Soluţie: 

Sistemul operaţional corespunzător este: 












+=+++

++=+++++

p
p

pYpppXp

p
p

pYpppXpp

2
2

22

2
)()2()()22(

1
1

)()1()()12(

 

Soluţia acestui sistem este: 
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1)1(

11
)(,

1)1(

11
)(

2222 ++

+
+−=

++
+=

p

p

p
pY

pp
pX . 

Originalele acestor funcţii vor fi tocmai soluţiile sistemului: 

tettytettx tt cos)(,sin)( −− +−=+= . 
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Capitolul VI 

 

ECUAŢIILE FIZICII MATEMATICE 

 

1. Să se reducă la forma canonică şi să se rezolve ecuaţia cu 

derivate parţiale de ordinul doi:  

                02
2

2
2

2

2

2
2 =

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂

y

u
y

x

u
x

y

u
y

yx

u
xy

x

u
x . 

Soluţie: 

Observăm că 044),( 2222 =−= yxyxyxδ , deci ecuaţia este de tip 

parabolic. Ecuaţia caracteristică este: 

02 2222 =+− dxyxydxdydyx    (1) 

Avem:  

    
x

y

dx

dy
=  sau 

y

dy

x

dx
=  de unde C

x

y
= . 

Pentru reducerea ecuaţiei date la forma canonică să considerăm 

transformarea regulată: 







=

=

x

x

y

T

η

ξ
    















=

=
−

ξη

η

y

x
T :1     . 

Calculăm acum derivatele parţiale. Observăm că: 

   
x

u

x

u

x

u

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂ η

η

ξ

ξ
 şi 

y

u

y

u

y

u

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂ η

η

ξ

ξ
 

sau 







=

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
−=

∂

∂
0

y
 şi  

1
,1,

2

ηξηξ

xyxx

y

x
  

ξηξ ∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂ u

xy

uuu

x

y

x

u 1
 şi 

2
. 

Derivatele de ordinul doi sunt: 
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∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
−

∂∂

∂
+

∂

∂
−=

∂∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
+

∂∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂

2

2

22

2

2

2

2

2

3

2

32

22

22

2

4

2

2

2

1

11

2
2

ξ

ξηξξ

ξηηξξ

u

xy

u

u

x

u

x

u

x

y

yx

u

u

x

yuu

x

yu

x

y

x

u

. 

Înlocuind valorile de mai sus, obţinem după calcule forma 

canonică: 

  0
2

2

=
∂

∂
+

∂

∂

η
η

η

uu  .   (2) 

Prin integrarea ecuaţiei (2) obţinem soluţia ecuaţiei : 

  )()(ln),( ξξηηξ gfu +=    (3) 

                       sau 

     







+







⋅=

x

y
g

x

y
fxyxu ln),(    (4) 

 

2. Să se rezolve ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul doi :  

 

                  056
2

22

2

2

=
∂

∂
+

∂∂

∂
−

∂

∂

y

u

yx

u

x

u
,  

cu condiţiile: xxxu cossin)0,( +=  şi xxx
y

u
sin2cos3)0,( −=

∂

∂
. 

Soluţie: 

Observăm că 012425),( >=−=yxδ  deci ecuaţia este de tip 

hiperbolic. Ecuaţia caracteristică este: 

 056 22 =++ dxdxdydy    (1) 

Cele două integrale prime sunt: 









=+

=+

2

1

3

2

Cyx

şi

Cyx

    (2) 
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Pentru reducerea la forma canonică a ecuaţiei date să considerăm 

transformarea regulată 

T




+=

+=

yx

yx

3

2

η

ξ
 . 

Derivatele de ordinul doi sunt: 

2

22

2

2

2

2

2
ηηξξ ∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂ uuu

x

u , 
2

22

2

22

352
ηηξξ ∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
=

∂∂

∂ uuu

yx

u  şi  

2

22

2

2

2

2

9124
ηηξξ ∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂ uuu

y

u . 

Înlocuind valorile de mai sus obţinem forma canonică: 

     0
2

=
∂∂

∂

ηξ

u  .   (3) 

Prin integrarea ecuaţiei (3) obţinem soluţia: 

                                   )()(),( ηξηξ gfu +=    (4) 

  sau 

)3()2(),( yxgyxfyxu +++=  .  (5) 

Condiţiile: xxxgxfxu cossin)()()0,( +=+= şi 

=′+′=
∂

∂
)(3)(2)0,( xgxfx

y

u
xx sin2cos3 − . Obţinem sistemul funcţional: 

     




++=+

+=+

Cxxxgxf

xxxgxf

cos2sin3)(3)(2

cossin)()(       
 .          (6) 

Soluţia sistemului (6) este: 









−=

+=

Cxxg

şi

Cxxf

sin)(

cos)(

 .  (7) 

Soluţia ecuaţiei date este: 

)2cos()3sin(),( yxyxyxu +++=  . (8) 
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3. Să se integreze ecuaţia coardei: 0
1

2

2

22

2

=
∂

∂
−

∂

∂

t

u

cx

u
, cu 

condiţiile: 0),0( =tu , 0),( =tlu , 0)0,( =
∂

∂
x

t

u
 şi 










≤≤−

≤≤

=

lx
l

xl
l

h

l
xx

l

h

xu

2
   ),(

2
2

0   ,
2

)0,( . 

 

 

 

 

 

 

Soluţie: 

Funcţia ),( txu  (soluţia ecuaţiei date) este: 

∑
∞

=









+=

0

sinsincos),(
n

nn x
l

n
t

l

c
nBt

l

c
nAtxu

πππ  (1) 

unde:          

      ∫=
l

n xdx
l

nxf
l

A
0

sin)(
2 π , ∫=

l

n xdx
l

nxg
cn

B
0

sin)(
2 π

π
 (2) 

În cazul nostru, )0,()( xuxf =  şi )0,()( x
t

u
xg

∂

∂
= . Observăm că 

0=nB  şi 









−+= ∫ ∫2

0
2

2
sin)(sin

4 l
l

ln xdx
l

nxlxdx
l

nx
l

h
A

ππ . 

Integrând prin părţi, obţinem 
2212 )12(

)1(8

+

−
=+

n

h
A

n

n
π

. Soluţia ecuaţiei 

este: 

  ∑
∞

=

++

+

−
=

0
22

)12(
cos

)12(
sin

)12(

)1(8
),(

n

n

l

ctn

l

xn

n

h
txu

ππ

π
 (3) 

 

u 

x 

h 

0 l 

2

l
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4. Să se integreze ecuaţia coardei: 0
1

2

2

22

2

=
∂

∂
−

∂

∂

t

u

cx

u
 cu condiţiile 

0),0( =tu , 0),( =tlu , )(
4

)0,(
2

lxx
l

h
xu −−= , 0

0

=
∂

∂

=tt

u
, .0 lx ≤≤  

Soluţie: 

 

 

 

 

 

 

 

Soluţia ecuaţiei date este: 

           
l

xn
t

l

c
nBt

l

c
nAtxu n

n

n

πππ
sin)sincos(),(

0

+= ∑
∞

=

 (1) 

unde: 

    xdx
l

n
xg

cn
Bxdx

l
nxfA nn ∫∫ ==

��

� 00

sin)(
2

 şi sin)(
2 π

π

π
 (2) 

Observăm că )0,()( xuxf =  şi )0,()( x
t

u
xg

∂

∂
= . 

Deoarece 0)( =xg  rezultă că 0=nB . 

Coeficienţii nA sunt daţi de egalitatea: 

      xdx
l

nlxx
l

h
An ∫ −−=

�

0
3

sin)(
8 π

   (3) 

sau după integrarea prin părţi: 

 
3312 )12(

132

−
=−

n

h
A n

π
 , ,...}.2,1{∈n    (4) 

Soluţia ecuaţiei este: 

l

xn

l

ctn

n

h
txu

n

ππ

π

)12(
sin

)12(
cos

)12(

132
),(

1
33

−−

−
= ∑

∞

=

 (5) 

u 

x 

h 

0 l 

2

l
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5. Să se determine funcţia u(x,t) care verifică ecuaţia: 

x

u

xt

u

∂

∂
=

∂

∂ 1
2

2

 , ],[ lox ∈ , Rt ∈  şi condiţiile 

t
toutxutxu

cos45

1
),(  ),,()2,(

−
==+ π . 

Soluţie. 

Pentru a determina funcţia u(x,t) vom folosi metoda separării 

variabilelor. 

Căutăm o soluţie de forma: 

         ).()(),( tTxXtxu =    (1) 

      Observăm că: )()(
1

)()( tTxX
x

tTxX ′=′′  de unde prin împărţire la 

0)()( ≠tTxX  găsim : 

)(

)(1

)(

)(

xX

xX

xtT

tT ′
=

′′
   (2) 

Membrul stâng al ecuaţiei (2) fiind o funcţie numai de t iar 

membrul drept fiind o funcţie numai de x, egalitatea lor este posibilă 

pentru orice t şi orice x, numai dacă cei doi membrii au aceeaşi valoare 

constantă pe care o notăm cu λ; din (2) obţinem următoarele ecuaţii 

diferenţiale: 

        








=−′

=−′′

0)()()

0)()()

xxXxXb

şi

tTtTa

λ

λ

               (3) 

Funcţia u(x,t) este periodică in raport cu t. Ecuaţia 3 a) este o 

ecuaţie diferenţială de ordinul doi cu coeficienţii constanţi, omogenă. 

Ecuaţia caracteristică ataşată ei este  02 =− λr  sau .2 λ=r  . 

Dacă 0>λ  atunci tt
eCeCtT

λλ −+= 21)(  nu convine deoarece nu 

este periodică. Nici 0=λ  nu convine deoarece se obţine tCCtT 21)( +=  
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(funcţie liniară). Dacă 0<λ , ecuaţia caracteristică are rădăcinile complex 

conjugate  λ−±= ir 2,1  şi .sincos)( 21 tCtCtT λλ −+−=  

Din condiţia )()2( tTtT =+ π  găsim: πλλπ ntt 2)2( =−−−+  de 

unde: 

  2
nn −=λ , { },....2,1∈n  .  (4) 

Deci 

 ,sincos)( ntBntAtT nnn +=   { },...2,1∈n  . (5) 

Ecuaţia (3) b) are soluţia (exceptând o constantă): 

          
22

2

1

)(
xn

n exX
−

= .   (6) 

Pe baza suprapunerii efectelor pentru ecuaţia dată obţinem o 

soluţie de forma:     

( )∑
∞

=

−

++=
1

2

1
0

22

sincos
2

),(
n

xn

nn entBntA
A

txu  . (7) 

Din condiţia 
t

tu
cos45

1
),0(

−
=  observăm că 0=nB . 

Pentru calculul lui 0A  şi nA , { },...2,1∈n  folosim formulele:  

∫ −
=

π

π

2

00 cos45

1

2

1
dt

t
A  şi ∫ −

=
π

π

2

0 cos45

cos1
dt

t

nt
An , { },...2,1∈n  

Să considerăm şi  ∫ −
=

π

π

2

0 cos45

sin1
dt

t

nt
Bn  (care este 0) şi apoi  

  ∫ −
=+

π

π

2

0

int

cos45

1
dt

t

e
iBA nn . 

Notăm: ,zeit =  ,
iz

dz
dt =   








+=

z
zt

1

2

1
cos .  

Găsim: ∫ =









+−

=+
1 1

2

1
45

1
z

n

nn
iz

dz

z
z

z
iBA

π
, de unde 

∫ = +−
−=+

1 2 252

1
z

n

nn dz
zz

z

i
iBA

π
 . 

Matematici speciale. Probleme 



 56

1=z

Observăm că: 







=

+−∫ = 2

1
 2

2521 2
rezhidz

zz

z

z

n

π unde
252

)(
2 +−

=
zz

z
zh

n

  

(singularităţile lui ( )zh  sunt ∆∈=
2

1
1z  (pol simplu) şi ∆∉= 22z ) . 

   Găsim: 
n

n

rezh
2

1

3

1

5)
2

1
(4

2

1

)
2

1
( −=

−

=  . 

   Deci: 
nnn iBA

2

1

3

2
=+  de unde 

nnA
2

1

3

2
=  . 

Soluţia ecuaţiei date va fi: 

ntetxu
xn

n
n

cos
2

1

3

2

3

1
),(

22

2

1

1

−∞

=

∑+=  .  (8) 

 

 6. Să se determine ),( txu  care satisface ecuaţia:  

          0
2

2
2

2

2

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

x

u
x

x

u
x

t

u
, ),(],,0[ ∞−∞∈∈ tlx  şi condiţiile 

),,()2,( txutxu =+ π  ).,(,
cos45

sin
),(,0),0(),,(],,0[ ∞−∞∈

−
==∞−∞∈∈ t

t

t
tlututlx  

Soluţie: 

Vom folosi metoda separării variabilelor; căutăm o funcţie de 

forma: 

                 ).()(),( tTxXtxu =    (1) 

Observăm că: 

)()(),()(
2

2

2

2

tTxX
x

u
tTxX

t

u
′′=

∂

∂
′′=

∂

∂  şi ).()( tTxX
x

u
′=

∂

∂   

Ecuaţia dată devine: 0)()()()()()( 2 =′+′′+′′ ttxXxtTxXxtTxX  de unde 

împărţind prin: 0)()( ≠tTxX  obţinem: 

       
)(

)(

)(

)(

)(

)(2

tT

tT

xX

xX
x

xX

xX
x

′′
−=

′
+

′′
   (2) 
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Membrul stâng al ecuaţiei (2) fiind o funcţie numai de x iar 

membrul drept fiind o funcţie numai de t, egalitatea lor este posibilă 

pentru orice x şi orice t, numai dacă cei doi membrii au aceiaşi valoare 

constantă reală pe care o notăm cu  k ; din (2) obţinem următoarele 

ecuaţii diferenţiale: 

        








=−′+′′

=+′′

0)()()()

0)()()

2
xkXxXxxXxb

şi

tkTtTa

  (3) 

Funcţia ),( txu  este periodică în raport cu t . Ecuaţia (3) a) este o 

ecuaţie diferenţială de ordinul doi cu coeficienţi constanţi, omogenă. 

Ecuaţia caracteristică ataşată ei este 02 =+ kr  sau kr −=2 . Dacă 0<k  

atunci tktk
eCeCtT

−−− += 21)(  care nu convine deoarece nu este periodică. 

Nici 0=k  nu convine deoarece tCCtT 21)( +=  (funcţie liniară 

neperiodică). Dacă 0>k  ecuaţia caracteristică are rădăcinile complexe, 

conjugate kir ±=12  şi tkCtkCtT sincos)( 21 += . Din condiţia 

)()2( tTtT =+ π  găsim ππ nktkt 2)2( =−+  de unde 

        2
nk = , ,...}2,1{∈n    (4) 

Deci:    

  ntCntCtT nnn sincos)( 21 +=   (5) 

           Ecuaţia   b)   devine :        

0)()()( 2///2 =−+ xXnxxXxXx   (6) 

este o ecuaţie diferenţială de ordinul doi de tip Euler. Pentru rezolvarea ei 

facem substituţia s
ex = .  

Observăm că 
ds

dX
exX

s−=)(/  şi 







−= −

ds

dX

ds

Xd
exX

s

2

2
2// )( . Ecuaţia (6) 

devine:                ( ) 02
2

2

=− sXn
ds

Xd    (6/) 

cu soluţia  
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                n

n

n

nn xCxCxX
−+= *

2
*
1)(  .  (7) 

Condiţia 0),0( =tu  conduce la alegerea 0*
2 =nC . 

Obţinem funcţiile: 

          )sincos(),( ntBntAxtxu nn

n

n +=   (8) 

unde *
11 nnn CCA =  şi nnn CCB 2

*
1= , ,...}.2,1{∈n  

Pe baza principiului suprapunerii efectelor, căutăm o soluţie de 

forma: 

    ∑
∞

=

=
1

),(),(
n

n txutxu     (9) 

sau         

    ( )∑
∞

=

+=
1

sincos),(
n

nn

n
ntBntAxtxu  .  (10) 

Din condiţia 
t

t
tlu

cos45

sin
),(

−
= , ),( ∞−∞∈t  observăm că: 

              { },....2,1 ,  

cos45

sinsin1

cos45

cossin1

2

0

2

0

∈













−
=

−
=

∫

∫
n

dt
t

ntt

l
B

şi

dt
t

ntt

l
A

nn

nn

π

π

π

π
 . (11) 

Pentru calculul lui nA  şi nB  vom considera suma nn iBA + . 

Avem: 

 ( )
∫ −

+
=+

π

π

2

0 cos45

sincossin1
dt

t

tintt

l
iBA

n

nnn  . 

Notăm ze
it = , 

iz

dz
dt = , 








−=

z
z

i
t

1

2

1
sin , 








+=

z
zt

1

2

1
cos .  

Cu aceste notaţii, vom avea: ∫ =









+−









−

=+
1 1

2

1
45

1

2

1
1

z

n

nnn
iz

dz

z
z

z
z

z
i

l
iBA

π
 sau 

      ( )
∫ =

−

+−

−
=+

1 2

12

252

1

2

1
z

n

nnn dz
zz

zz

l
iBA

π
  (12) 
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1=z
Considerăm funcţia ( )

252

1
)(

2

12

+−

−
=

−

zz

zz
zf

n

.  

Observăm că ∆∈=
2

1
z  este pol simplu al funcţiei  

)(zf .  

Folosind teorema reziduurilor obţinem:   

∫ =








=

1 2

1
2)(

z
irezfdzzf π  .  (13) 

Din relaţiile (12) şi (13) obţinem: 

   







=+

2

1
rezf

l

i
iBA

nnn  .  (14) 

   Dar 
1

1

2

1

2

1 2

1

5
2

1
4

2

1
1

4

1

2

1

/

+

−


















=

−









−

=







n

n

Q

P

rezf .  Deci 
12 +

=+
nnnn

l

i
iBA   de unde: 

       























=

=

n

n

n

l
B

şi

A

2

1

2

1

0

  .  (15) 

În final, găsim soluţia ),( txu  sub forma: 

∑
∞

=









=

1

sin
22

1
),(

n

n

nt
l

x
txu  .  (16) 
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                              Capitolul VII 

ELEMENTE DE CALCUL VARIAŢIONAL 

 

1. Să se determine extremalele şi natura lor pentru 

funcţionala ,: RDI →  

( )∫ ++=
1

0

222/ 2][ dxyeyyyI
x  unde 









==∈= 21

3

1
)1( ,

3

1
)0(:]1,0[ eyyCyD . 

Soluţie: 

Notăm cu ( ) .2,, 222// xyeyyyyxF ++=  Ecuaţia lui Euler este: 

        ( ) ( ) 0,,,, //
/ =− yyxF

dx

d
yyxF

yy   (1) 

Observăm că ( ) x

y eyyyxF
2/ 22,, +=  şi /2/ yF

y
= . Ecuaţia (1) devine: 

        0222 //2 =−+ yey x    (1/) 

sau 

    xeyy 2// =−    (2) 

Ecuaţia omogenă ataşată ecuaţiei (2) este ,0// =− yy  având ecuaţia 

caracteristică 012 =−r . Rădăcinile ei sunt 11 =r  şi 12 −=r . Soluţia generală: 

           xx

H eCeCy −+= 21 . 

Soluţia particulară a ecuaţiei (2) este: x

p Aey
2= ; .4 2// x

p Aey =  Prin 

înlocuire în (2) obţinem 
3

1
=A  şi deci x

p ey
2

3

1
= . Soluţia generală a ecuaţiei 

(2) va fi    ( )
pH yyy +=  : 

                  

                                       xxx
eeCeCy

2
21 3

1
++= −    (3) 

 

Punând condiţiile ca y  să fie admisibilă, adică Dy ∈  găsim: 
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3

1

3

1
21 =++ CC  şi 22

21 3

1

3

11
ee

e
CeC =++   (4) 

cu soluţia .021 == CC  Deci x
ey

2

3

1
=  este funcţia admisibilă ce realizează 

extremul funcţionalei ].[ yI  Observăm că ( ) 02// >=yF
yy

 şi deci pe baza 

teoremei lui Legendre y  va realiza un minim şi [ ].min yII = . Avem:  

 [ ] ∫ =







++=

1

0

1

0

4
444

49

11

3

2

9

1

9

4 x
xxx e

dxeeeyI  

sau 

 ( )1
36

11 4
min −= eI .   (5) 

 

2. Să se determine extremalele şi natura lor pentru funcţionala 

,: RDI →  ( )∫ ++−= 4

0

2/2 484][
π

dxyyyyI , unde 









=







−=








∈= 0

4
,1)0(:

4
,01 ππ

yyCyD . 

Soluţie: 

Notăm ( ) 484,,
2/2/ ++−= yyyyyxF . Ecuaţia lui Euler este: 

        ( ) ( )( ) 0,,,, //
' =− yyxF

dx

d
yyxF

yy   (1) 

În cazul nostru, ( ) 88,, / += yyyxFy  şi /2/ yF
y

−= . Ecuaţia (1) devine: 

          0288 // =++ yy    (1/) 

sau 

44// −=+ yy     (2) 

Ecuaţia omogenă ataşată ecuaţiei (2) este 04// =+ yy  având ecuaţia 

caracteristică 042 =+r  cu rădăcinile ir 21 =  şi .22 ir −=  Soluţia generală a 

ecuaţiei omogene este .2sin2cos 21 xCxCyH +=  Soluţia particulară a ecuaţiei 
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(2) este .Ayp =  Prin înlocuirea în (2) a lui py  găsim 1−=A  şi deci 1−=py . 

Soluţia generală a ecuaţiei (2) va fi ( )
pH yyy +=  : 

 12sin2cos 21 −+= xCxCy  .  (3) 

Punând condiţia ca y  să fie admisibilă, adică Dy ∈ , găsim: 

    




=−

−=−

01

11

2

1

C

C
   (4) 

sau 

       




=

=

1

0

2

1

C

C
 .   (4/) 

Deci 12sin −= xy  este linia admisibilă ce realizează extremul 

funcţionalei ].[ yI  Observăm că ( ) 02// <−=yF
yy

 şi pe baza teoremei lui 

Legendre y  va realiza un maxim şi [ ].max yII = . Avem: 

    [ ] ( )[ ]∫ +−+−+−= 4

0

22 482sin82cos412sin22sin4
π

dxxxxxyI  

sau 

  [ ] ( )∫ ∫ =+−=−=−=−= 4

0

4

0

4

0

22 00sinsin4sin
4

1
44cos42cos2sin4

π π
π

πxxdxdxxxyI . 

Deci:           0max =I  .   (5) 

 

3. Să se determine extremalele şi natura lor pentru funcţionala 

,: RDI →  ( )∫ +=
1

0

2//2][ dxyyyI , unde 

{ }.0)1()0(,0)1()0(:]1,0[ //2 ====∈= yyyyCyD  

Soluţie: 

Notăm ( ) 2//2,,, yyyyyxF +=′′′ . Ecuaţia lui Euler-Poisson este: 

   ( ) ( ) 0/// 2

2

=+−
yyy F

dx

d
F

dx

d
F   (1) 

Observăm că ,2=yF  0/ =
y

F , //2// yF
y

= . Ecuaţia (1) devine: 
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    01)4( =+y     (1/) 

cu soluţia generală:  

       43

2

2

3

1

4

2624
CxC

x
C

x
C

x
y ++++−=   (2) 

Constantele se determină din condiţia ca Dy ∈  (ceea ce asigură ca 

linia extremală să fie o linie admisibilă). Obţinem: 

241224

234
xxx

y −+−= ,  ]1,0[∈x   (3) 

Deoarece ,02)(//// >=yF
yy

 condiţia lui Legendre arată că linia 

extremală realizează minimul funcţionalei : [ ]yI .  

Se obţine în final: 

          [ ]
720

1
min −== yII    (4) 

 

4. Să se determine extremul funcţionalei RDI →: , dacă  

       ( ) ( )[ ]∫ ++= 2

0

2/2/ 2],[
π

dxyzzyzyI ,  

unde ( ) ( ) ( )








−=







=








==








∈= 1

2
,1

2
,000:

2
,0, 1 πππ

zyzyCzyD . 

Soluţie: 

             Sistemul Euler-Lagrange corespunzător funcţiei 

( ) yzzyzyzyxF 2,,,,
2/2/// ++=  este:        

    
( )

( )









=−

=−

0

0

/

/

zz

yy

F
dx

d
F

F
dx

d
F

    (1) 

sau      







=−

=−

0

0
//

//

zy

yz
     (1/) 
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Soluţiile sistemului (1/) sunt: 

       








−−+=

+++=

−

−

xCxCeCeCz

şi

xCxCeCeCy

xx

xx

sincos

sincos

4321

4321

 .          (2) 

Din condiţia ca ( ) Dzy ∈,  obţinem ,0321 === CCC  14 =C . Linia 

admisibilă ce realizează extremul funcţionalei va fi: 

    






−=

=

xz

xy

sin

sin
 .   (3) 

Condiţiile lui Legendre sunt: 

          

( )

( ) ( )
( ) ( )















>===

>==

04
20

02

,,

,,

02,

////

////

//

2

1

zyFzyF

zyFzyF
D

şi

zyFD

zzyz

zyyy

yy

 (4) 

Deci ( )zy,  realizează unu minim pentru funcţionala ],[ zyI  şi 

[ ]zyII ,min = . Valoarea minimului se obţine uşor : 

 

     0min =I             (5) 

 

 

5. Să se determine extremul funcţionalei RDI →: , dacă 

 

( )∫ +−+= 2

0

2/2/ 42],[
π

dxyzzyzyI  

unde ( ) ( ) ( )








=







=








==








∈= 1

22
,000:

2
,0, 1 πππ

zyzyCzyD . 

 

 

Soluţie: 
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         Sistemul Euler-Lagrange corespunzător funcţiei 

( ) 42,,,,
2/2/// +−+= yzzyzyzyxF  este:  

             
( )

( )









=−

=−

0

0

/

/

zz

yy

F
dx

d
F

F
dx

d
F

   (1) 

sau  

    






=−−

=+−

022

022
//

//

zy

yz
   (1/) 

Soluţiile sistemului (1/) sunt: 

    








++−−=

+++=

−

−

xCxCeCeCz

şi

xCxCeCeCy

xx

xx

sincos

sincos

4321

4321

  (2) 

Din condiţia ca ( ) Dzy ∈,  obţinem: ,0321 === CCC  14 =C . Linia 

admisibilă ce realizează extremul funcţionalei este: 







−=

=

xz

xy

sin

sin
    (3) 

Condiţiile lui Legendre sunt: 

  

( )

( ) ( )
( ) ( )















>===

>==

04
20

02

,,

,,

02,

////

////

//

2

1

zyFzyF

zyFzyF
D

şi

zyFD

zzyz

zyyy

yy

 (4) 

Deci ( )zy,  realizează unu minim pentru funcţionala ],[ zyI  şi  

π2min =I .     (5) 

 

6. Să se determine extremul funcţionalei RDI →:  dacă  

            [ ] ( )∫ ++=
1

0

2/2/ 2, dxyzyzyI  

unde ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }11,0100:]1,0[, 1 ====∈= yzzyCzyD . 
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Soluţie: 

Sistemul Euler-Lagrange corespunzător funcţiei 

( ) yzyzyzyxF 2,,,,
2/2/// ++=  este:  

             
( )

( )









=−

=−

0

0

/

/

zz

yy

F
dx

d
F

F
dx

d
F

   (1) 

sau  

       






=−

=−

02

022
//

//

z

y
   (1/) 

Soluţiile sistemului (1/) sunt: 

            








+=

+=

43

21

2

2
CxCz

xCC
x

y    (2) 

Din condiţia ca ( ) Dzy ∈,  obţinem: ,
2

1
1 =C .0432 === CCC  Linia 

admisibilă ce realizează extremul funcţionalei este: 

   








=

+
=

0

2

2

z

xx
y

    (3) 

Condiţiile lui Legendre sunt: 

  

( )

( ) ( )
( ) ( )















>===

>==

04
20

02

,,

,,

02,

////

////

//

2

1

zyFzyF

zyFzyF
D

şi

zyFD

zzyz

zyyy

yy

 (4) 

Deci ( )zy,  realizează unu minim pentru funcţionala ],[ zyI  şi 

[ ]zyII ,min = . Valoarea minimului este:  

      .
12

23
min −=I     (5) 
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7. Să se determine extremul funcţionalei ,: RDI →   

       [ ] ∫∫
Ω 











+









∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+









∂

∂
= dxdy

y

u

y

u

x

u

x

u
uI 232

22

 

unde ( ){ } ( ) ( ) .20,,)0,(:   ,   4:, 22222









=
∂

∂
=Ω∈=≤+∈=Ω xx

y

u
xxuCuDyxRyx  

Soluţie: 

Ecuaţia lui Euler – Ostrogradschi corespunzătoare funcţiei  

232,,,,
22

+








∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+









∂

∂
=









∂

∂

∂

∂

y

u

y

u

x

u

x

u

y

u

x

u
uyxF  este: 

( ) ( ) 0=−
∂

∂
+

∂

∂
uuu FF

y
F

x yx
   (1) 










∂

∂
=

∂

∂
=

y

u
u

x

u
u yx ;  sau  

032
2

22

2

2

=
∂

∂
−

∂∂

∂
+

∂

∂

y

u

yx

u

x

u    (1/) 

Observăm că ( ) 0431, >=+=yxδ  deci ecuaţia (1/) este de tip 

hiperbolic. Ecuaţia caracteristică este : 

   032 22 =−− dxdxdydy    (2) 

Cele două integrale prime sunt : 









=+

=−

2

13

Cyx

şi

Cyx

    (3) 

Pentru reducerea la forma canonică a ecuaţiei (1/) să considerăm 

transformarea regulată :  




+=

−=

yx

yx
T

η

ξ 3
. 

Derivatele parţiale de ordinul doi sunt: 
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∂

∂
+

∂∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
−=

∂∂

∂

∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

2

22

2

2

2

2

2

22

2

22

2

22

2

2

2

2

2

23

69

ηηξξ

ηηξξ

ηηξξ

uuu

y

u

uuu

yx

u

uuu

x

u

 

Înlocuind valorile de mai sus obţinem forma canonică a ecuaţiei (1/) : 

  0
2

=
∂∂

∂

ηξ

u     (4) 

Prin integrarea ecuaţiei (4) obţinem soluţia: 

     ( ) ( ) ( )ηξηξ gfu +=,    (5) 

sau 

         ( ) ( ) ( )yxgyxfyxu ++−= 3,  .  (6) 

 

Condiţiile Du ∈  sunt :  

  ( ) ( ) ( ) 230, xxgxfxu =+= şi ( ) ( ) ( ) .230, //
xxgxfx

y

u
=+−=

∂

∂  

Obţinem următorul sistem funcţional: 

( ) ( )
( ) ( )





+=+−

=+

cxxgxf

xxgxf

2

2

333

3
 .  (7) 

Soluţia sistemului (7) este: 

          

( )











+=

−=

4

4
)3(

2 c
xxg

şi

c
xf

 .  (8) 

Soluţia ecuaţiei (1/) este (relaţiile (6) şi (8)): 

          ( ) ( )2, yxyxu +=  .   (9) 

Extremul funcţionalei I  este ][uI . 

Avem: ( ) ( ) ( )[ ]∫∫
Ω

++−+++= dxdyyxyxyxuI 21284][ 222  sau 
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( ) 222 22][ π=Ω== ∫∫
Ω

ariadxdyuI . 

Deci  

[ ] π8=uI .        

8. Să se găsească extremul funcţionalei: 

 [ ] ∫∫
Ω 













+









∂

∂
+









∂

∂
= dxdyyx

y

u

x

u
uI

22

22

      

unde ( ) ,
4

3
: 442









−+=Ω∈=Ω
∂

yxuCu
D

 ( ){ }.1:, 222 ≤+∈= yxRyxD  

Soluţie: 

Ecuaţia lui Euler – Ostrogradschi corespunzătoare funcţiei  

22

22

,,,, yx
y

u

x

u

y

u

x

u
uyxF +









∂

∂
+









∂

∂
=









∂

∂

∂

∂  este: 

( ) ( ) 0=−
∂

∂
+

∂

∂
uuu FF

y
F

x yx
   (1) 










∂

∂
=

∂

∂
=

y

u
u

x

u
u yx ,  sau 

0
2

2

2

2

=
∂

∂
+

∂

∂

y

u

x

u    (1/) 

care este ecuaţia lui Laplace. S-a obţinut problema interioară Dirichlet 

pentru cerc. Pentru a impune mai uşor condiţia la limită 
D

u
∂

, vom trece la 

coordonate polare: 

 




=

=

θρ

θρ

sin

cos

y

x
    (2) 

de unde rezultă:             








=

+=

x

y
arctg

yx

θ

ρ 22

   (2/) 

Observăm că: 
ρ

ρ x

x
=

∂

∂ , 
ρ

ρ y

y
=

∂

∂ , 
2ρ

θ y

x
−=

∂

∂  şi 
2ρ

θ x

y
=

∂

∂ . 

Obţinem: 

Matematici speciale. Probleme 

2 

x 

y 

O 

Ω 



   

 

70

   














∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

θρρρ

θ

θ

ρ

ρ

θρρρ

θ

θ

ρ

ρ

uyuy

y

u

y

u

y

u

şi

uyux

x

u

x

u

x

u

2

2

  (3) 

şi 

     














∂

∂
−

∂

∂−
+

∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂−
+

∂

∂
+

∂∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂

θρρρ

ρ

θρθρρρρ

θρρρ

ρ

θρθρρρρ

uxyuyuxuxyuy

y

u

şi

uxyuxuyuxyux

x

u

43

22

2

2

4

22

32

2

2

2

2

2

43

22

2

2

4

22

32

2

2

2

2

2

22

22

 (4) 

Înlocuind (4) în (1/) acesta devine: 

0
2

2

2

2
2 =

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

θρ
ρ

ρ
ρ

uuu    (5) 

cu condiţia la limită: 

     θ
θ
θ

4cos
4

1

4

3

sin
cos

44 =−+=
=
=∂

y
x

D
yxu   (6) 

Pentru rezolvarea problemei (5) şi (6) vom folosi metoda separării 

variabilelor; căutăm o soluţie de forma: 

  ( ) ( ) ( )., θρθρ TRu =     (7) 

Observăm că ( ) ( ) ( ) ( )θρ
ρ

θρ
ρ

TR
u

TR
u //

2

2
/ , =

∂

∂
=

∂

∂  şi ( ) ( )θρ
θ

//
2

2

TR
u

=
∂

∂ . 

Înlocuind în (5) obţinem: 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0/////2 =++ θρθρρθρρ TRTRTR   (8) 

de unde prin împărţire la ( ) ( ) 0≠θρ TR  obţinem: 

       
( )

( )
( )
( )

( )
( )θ

θ

ρ

ρ
ρ

ρ

ρ
ρ

T

T

R

R

R

R
/////

2 −=+    (9) 

Membrul stâng al ecuaţiei (9) fiind o funcţie numai de ρ  iar 

membrul drept fiind o funcţie numai de ,θ  egalitatea lor este posibilă pentru 

orice ρ  şi orice ,θ  numai dacă cei doi membri au aceeaşi valoare constantă 

pe care o notăm cu λ ; din relaţia (9) obţinem următoarele ecuaţii: 
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     ( ) ( ) 0// =+ θλθ TT     (10) 

şi 

      ( ) ( ) ( ) 0///2 =−+ ρλρρρρ RRR    (11) 

Funcţia căutată ( )θρ ,u  trebuie să fie periodică în raport cu θ , cu 

perioada π2  adică să avem ( ) ( )θρπθρ ,2, uu =+ .  

Pentru aceasta ( )θT  trebuie să fie periodică cu perioada π2 . Avem 

deci de găsit valorile parametrului real λ  pentru care ecuaţia (10) are soluţii 

nebanale (problema Sturm - Liouville) periodice cu perioada π2 . Ecuaţia 

(10) este o ecuaţie diferenţială liniară, omogenă, cu coeficienţii constanţi, cu 

ecuaţia caracteristică  02 =+ λr  şi rădăcinile  λ−±=2,1r  .  

Cazul 10 0<λ . Găsim ( ) θλθλθ −−− += eCeCT 21  care este o soluţie 

exponenţială reală şi ca atare nu este periodică.  

Cazul 20 0=λ . Avem 021 == rr  şi ( ) .θθ BAT +=  Vom determina 1A  

şi 2B  astfel încât ( )θT  să fie periodică, cu perioadă π2 , adică 

( ) ( ) =+⇔+= θπθθ BATT 2  

( ) 02 =⇔++= BBA πθ  şi deci ( ) AT =θ  (o constantă) soluţie banală 

inacceptabilă. 

Cazul 30 0>λ . Ecuaţia caracteristică are rădăcinile complexe 

conjugate λir ±=2,1  şi deci soluţia generală este ( ) .sincos θλθλθ BAT +=  

Din condiţia ( ) ( )θπθ TT =+ 2  şi din faptul că funcţiile sin  şi cos  sunt 

periodice cu perioada π2  rezultă că: ( ) πλθλπθ n22 =−+  sau πλπ n22 =   

de unde: 

    { },...3,2,1  ,2 ∈= nnnλ    (12) 

Deci soluţia generală a ecuaţiei (10) este: 

( ) { },...3,2,1  ,sincos ∈+= nnBnAT nnn θθθ   (13) 

Cu valorile proprii (12) astfel obţinute, ecuaţia (11) devine: 

       ( ) ( ) ( ) 02///2 =−+ ρρρρρ RnRR    (11/) 
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Ecuaţia (11/) este de tip Euler; pentru integrarea ei vom face 

schimbarea de variabilă te=ρ . Obţinem: 

   

( )

( )






















−=

=

−

−

dt

dR

dt

Rd
eR

şi

dt

dR
eR

t

t

2

2
2//

/

ρ

ρ

 

Înlocuind ( )ρ//R  şi ( )ρ/R  ecuaţia (11/) devine: 

02
2

2

=− Rn
dt

Rd     (11//) 

 

care este o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi având ecuaţia 

caracteristică 022 =− nr cu rădăcinile nr ±=2,1 şi deci soluţia generală: 

      n

n

n

nn DCR
−+= ρρρ)(      (14) 

Pentru problema lui Dirichlet interioară trebuie să luăm 0=nD  

deoarece în caz contrar ∞→=−

n

n

ρ
ρ

1  pentru 0→ρ şi deci soluţia u nu ar fi 

mărginită în origine. Deci 
n

nn CR ρρ =)(     (15) 

Am găsit astfel pentru ecuaţia (5) soluţiile : 

     ...}3,2,1{,   )()(),( ∈= nTRu nnn θρθρ   (16) 

sau 

   ( ) ...}3,2,1{,   sincosA),( n ∈+= nnBnu n

n

n θθρθρ  (16/) 

unde nnn CAA =  şi .nnn CBB =  

Conform principiului suprapunerii efectelor, căutăm o soluţie ( )θρ ,u  

de forma: 

( ) ...}3,2,1{,   sincosA),(
1

n ∈+=∑
∞

=

nnBnu
n

n

n

n θθρθρ  (17) 
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Vom determina coeficienţii nA  şi nB  astfel încât ecuaţia (17) să 

verifice condiţia la limită (6): ( ) .4cos
4

1
,1 θθ ==

∂D
uu   

Observăm că { } **
4 ,0,4,0,

4

1
NkBNkAA kk ∈∀=−∈∀== . Deci soluţia 

admisibil ă ( )θρ ,u  primeşte forma: 

      .4cos
4

),( θ
ρ

θρ =u    (18) 

Funcţionala [ ]uI  admite un minim [ ]uI , deoarece ( ) 021 >== uFD
xxuu  

şi 
( ) ( )
( ) 04

20

02

)(2 >===
uFFuF

uFuF
D

yyxy

yxxx

uuuu

uuuu . 

  Observăm că  

    =+








∂

∂
+

∂

∂
+









∂

∂
−

∂

∂
= θθρ

θρ

θ

ρ
θ

θρ

θ

ρ
θ 224

22

cossin
cos

sin
sin

cos
uuuu

F
u

             

    +







−+








+=

233233

cos4sin
4

4
4cossin

4

4
sin4sin

4

4
4coscos

4

4
θθ

ρ
θθ

ρ
θθ

ρ
θθ

ρ  

2

4cos1

4
3sin3cos2sin

4

4
26262

4 θρ
θρθρθ

ρ −
++=+  sau θ

ρρ
ρ 4cos

88

44
6 −+=

U
F . 

Deci,      

  [ ] ∫∫ 







−+==

/

4cos
88

44
6

min

D

dduII θρρθ
ρρ

ρ   (19) 

unde 




≤≤

≤≤

πθ

ρ

20

10
  /

D  şi θρρ dddxdy = . 

Relaţia (19) se mai scrie: 

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ −







+=−








+=

/ /

1

0

2

0

5
7

55
7

min 8
4cos

88
D D

ddddddI
π

θρ
ρ

ρθρθ
ρ

θρ
ρ

ρ  

∫ ∫ −







+=−








+=−

1

0

2

0

2

0

1

0

6
2

0

1

0

68
5 02

48

1

8

1
4sin

4

1

68

1

488
4cos

8

1 π
π

π

πθ
ρ

θ
ρρ

θθρρ dd  

de unde      
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24

7
min

π
=I      (20) 

 

9. Să se determine extremalele funcţionalei ,: RDI →  [ ] ∫=
1

0

2/
dxyyI  

cu legătura ,3
1

0
=∫ ydx  unde [ ] ( ) ( ){ }.61,10:1,01 ==∈= yyCyD  

 

Soluţie: 

Ecuaţia lui Euler este: 

( ) 0// =+−+
yyyy GF

dx

d
GF λλ   (1) 

unde 2/yF =  şi .yG =  Observăm că /2,1,0 / yFGF
yyy ===  şi .0/ =

y
G  Ecuaţia 

(1)  devine:      

 02 // =− yλ     (1/) 

cu soluţia  

         21
2

4
CxCxy ++=

λ    (2) 

Punem condiţia ca Dy ∈ ; obţinem 12 =C  şi 6
4 21 =++ CC
λ , de unde 

4
51

λ
−=C , 12 =C  şi 1

4
5

4
2 +








−+= xxy

λλ . 

Pentru a determina pe λ  folosim legătura: ∫ =







+








++

1

0

2 31
4

5
4

dxxx
λλ  

sau ,3
24

5
34

1

0

1

0

21

0

3

=+







++ x

xx λλ  1248360231
82

5

12
=⇔=−+⇔=+−+ λλλ

λλ  

şi .123 2 ++= xxy  Cum ( ) ,02// >=yF
yy

 y  realizează un minim pentru 

funcţionala [ ]yI  şi  

[ ] ( )∫ =++=++=+==
1

0

1

0

1

0

21

0

3
2

min 28412124
2

24
3

3626 x
xx

dxxyII  

Deci .28min =I  
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10. Să se determine extremalele funcţionalei RDI →: , 

[ ] ∫=
π

0

2/
dxyyI  cu legătura ∫ =

π

0
,1sin xdxy  unde [ ] ( ) ( ){ }.00:,01 ==∈= ππ yyCyD  

 

Soluţie: 

Ecuaţia lui Euler este: 

( ) 0// =+−+
yyyy GF

dx

d
GF λλ   (1) 

unde 2/yF =  şi .sin xyG =  Observăm că /2,sin,0 / yFxGF
yyy ===  şi .0/ =

y
G   

Ecuaţia (1) devine: 

02sin // =− yxλ    (1/) 

cu soluţia 

       21sin CxCxy ++−= λ    (2) 

Punem condiţia ca Dy ∈ ,  adică 02 =C  şi 021 =+ CC π  de unde ,01 =C  

02 =C  şi .sin xy λ−=  Pentru a determina pe λ  folosim legătura 

( )∫ ⇔=−
π

λ
0

2 1sin xdx  

π
λ

λπλ
λ

π
π 2

1
2

12sin
2

1

2
1

2

2cos1

0
0

−=⇒=−⇔=







−−⇔=

−
−⇔ ∫ xxdx

x  şi  deci 

.sin
2

xy
π

=  Deoarece ( ) ,02// >=yF
yy

 y  realizează un minim pentru 

funcţionala [ ]yI  şi  

[ ] ∫ ∫ ==







+=

+
===

π π
π

π
π

ππππ 0 0 2
0

22
2

2min .
22

2sin
2

12

2

2cos14
cos

4
xxdx

x
xdxyII

 

Adică: 

       
π

2
min =I     (3) 
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CAPITOLUL VIII 

 

PROBLEME DATE LA CONCURSURILE DE 

MATEMATICĂ 

“ TRAIAN LALESCU”- anul II (Politehnică) 

(fazele naţionale  - 1980- 1996) (selectiv). 

 

 

1. Să se calculeze integrala: 

   I = dx
x

xx
∫ +

−1

0

3

3 2

)1(

)1(
 . 

 

 

                                       = 1980 = 

 

2. Să se determine soluţia pe [0, ∞) a ecuaţiei diferenţiale xy″ + 2y′ = 2
x  

care satisface condiţiile y(0)=0 şi este mărginită în vecinătatea originii 

folosind transformata Laplace. 

 

                                        = 1981 = 

3.Fie f(x,t) = 
)

2
(

2

t
t

x

e
−

 olomorfă pentru x R∈  fixat şi 0 < | t | < ∞. Dacă f(x,t) 

admite o dezvoltare în serie Laurent de forma f(x,t) = ∑
+∞

−∞=

⋅
n

n

n txJ )( atunci 

f(x,t) verifică următoarele relaţii: 
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 2 )()()( 11

'
xJxJxJ nnn +− −=  

 )(
2

)()( 11 xJ
x

n
xJxJ nnn =+ +−  ,  .*

Rx ∈  

 

                                     = 1981 =  

 

3. Folosind metoda separării variabilelor să se afle soluţia ecuaţiei: 

 

 ,
1 2

2

2

ua
x

u

xt

u
=

∂

∂
−

∂

∂
   a>0    

care satisface condiţiile: 

(1)     u(x,t) = u(x,t + 2л) , 0,* ≥∈ tRx  

(2)      u(0,t) = 
tcos35

1

−
. 

                          = 1982 = 

 

4. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia 

 

          
2cos21

1
)(,:

axa
xfRRf

+−
=→ , a > 1. 

 

                              = 1983 =  

 

5. Se dă ecuaţia cu derivatele parţiale: 

 

    0coscossin2
2

2
2

2

2

2

=
∂

∂
−

∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂

∂

y

u
x

y

u
x

yx

u
x

x

u
 

Matematici speciale. Probleme 



 78

a) Să se determine tipul ecuaţiei şi să se aducă la forma canonică; 

b) Să se determine soluţia generală; 

c) Să se determine soluţia particulară care satisface condiţiile: u(0,y) = 2y, 

2),0( =
∂

∂
y

x

u
. 

 

                               =1984 = 

 

6. a) Să se determine funcţia olomorfă f(z) = u(x,y) + iv(x,y) pentru care  

u(x,y) = xyshyxchyxye x cossincos −+ ; 

b) Să se calculeze:  ∫ −

π2

0
cos45

3cos
dx

x

x
. 

 

                               =1985 = 

 

7. Fie r  vectorul de poziţie al punctului de coordonate (x,y,z) 3
R∈  şi 

RR →3:ϕ  o funcţie armonică într-un domeniu D 3R⊂ . 

a) Să se determine parametrii reali a,b astfel încât  

          grad 0)()( =++ ϕϕϕ bgradxgradrarotgradr  

pentru orice funcţie armonică ϕ . 

b) Să se exprime printr-o integrală de suprafaţă integrală triplă: 

          I = ( )[ ]∫ ∫ ∫
Ω

∇+ dwgradrgrad ϕϕ  

unde Ω este un domeniu cu frontiera suficient de regulată, Ω⊂ D, 

r
z

z
y

y
x

x
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇ . 
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                         = 1986 = 

 

8.   a) Să se determine funcţia monogenă f ştiind că  f(z) = )( 22 yxx ++ϕ , 

ϕ  derivabilă. 

c) Să se calculeze integrala: 

 

       I  = ∫
=

−

≠
−

RZ

z

Rdz
z

e
1,

)1(

1

  . 

 

                         = 1987 = 

 

9.                a) Să se determine funcţiile olomorfe f: CC →  pentru care 

u(x,y)  = )()( yx ψϕ ⋅  cu ϕ şi ψ  de clasă )(2 RC  unde  u ( x,y) = )(Re zf ,         

z = x + iy. 

b) Să se calculeze: 

 

         I = ∫
∞

++
0

2222
,

))((

sin
dx

cxbx

axx  

unde a,b,c R∈ . 

 

                               =1988 = 

 

10. Se dă funcţia complexă 

F(p) = ( )[ ],1)1(

1
22

ω+++ pp
ω > 0, 

p∈Z. Se cere: 

Matematici speciale. Probleme 



 80

a) Să se determine funcţia original f(t); 

b) Să se rezolve ecuaţia integrală: 

     ∫ −=− −
t

t
tteduutfug

0

)sin()()( ωω . 

c) Să se calculeze ∫
∞

=
0

1

)(
dt

t

tf
I . 

d) Pentru ω  = 2 să se calculeze: 

 

 ∫=
2

0

6

2 cos)(

π

tdttfeI
t . 

 

 

                    = 1993 = (Universitatea C. Brâncuşi Tg-Jiu) 

 

12. Să se calculeze integrala: 

                      
( )∫

∞

+0

n2bxa

dx
 ,   a,b, reale, strict pozitive. 

Folosind rezultatul obţinut să se calculeze: 

                      
( )∫

∞

+0

19932x1

dx
. 

 

                    = 1996 =(Universitatea Tehnică Cluj-Napoca) 

 

13. Să se calculeze integrala: 

                      ∫
π

π−
−

⋅
dx

xcos45

nxsinxsin
  ,                n∈N*. 
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