
Prefaţă 
 
 

Această lucrare a fost concepută ca o sinteză a lecţiilor de mecanică predate de 
autor, de-a lungul ultimului deceniu, studenţilor din anul II al Facultăţii de Matematică a 
Universităţii Bucureşti. Ea prezintă elementele fundamentale ale mecanicii clasice, 
privind statica şi dinamica punctelor materiale şi a sistemelor de puncte materiale, 
precum şi descrierea matematică a evoluţiei lor, raportată la sisteme inerţiale şi ne-
inerţiale. Sunt avute în vedere numeroase aplicaţii semnificative, cum ar fi studiul 
mişcării kepleriene, a mişcării relative, raportată la sistemele inerţiale geocentrice şi 
heliocentrice, precum şi analiza mişcării sistemelor rigide. 

Au fost considerate subiecte suplimentare programei analitice obligatorii (marcate 
cu asterisc) privind studiul calitativ al evoluţiei sistemelor conservative unidimensionale 
cu aplicaţii în analiza calitativă a orbitelor, din problema celor două corpuri, ca şi 
utilizarea metodei „energetice” în clasificarea traiectoriilor în cazul mişcării kepleriene. 

Cursul este însoţit de un număr de exerciţii şi probleme, ce pot fi folosite la orele de 
seminar. El utilizează noţiuni şi rezultate din cursurile din anul I (Analiză, Geometrie şi 
Algebră), precum şi din anul II (Ecuaţii diferenţiale, Teoria măsurii). Acest curs are o 
prelungire naturală în cursul de Mecanică analitică din anul III, ca şi în cel de 
Astronomie. 

El se adresează studenţilor din anul II – Matematică şi anul IV – Matematică-
Informatică, de la Facultatea de Matematică, ca şi tuturor studenţilor interesaţi de 
modelarea matematică a fenomenelor naturii. 

Autorul mulţumeşte tuturor celor care l-au sprijinit în elaborarea acestei lucrări. În 
mod special, îi este recunoscător domnului academician Lazăr Dragoş pentru toate 
sfaturile utile şi pentru ajutorul continuu acordat de-a lungul elaborării acestei lucrări. Un 
gând bun şi multe mulţumiri domnului profesor Nicolae Marcov pentru toate discuţiile 
purtate pe marginea textului.  

 
 
 
Bucureşti, iunie 2003                          Olivian Simionescu-Panait 

 
 



Capitolul 1 
 

 
Introducere. Privire istorică asupra 

mecanicii clasice 
 
 

• Mecanica este ştiinţa naturii care se ocupă cu studiul echilibrului  şi al mişcării 
corpurilor materiale. Acestea pot fi planete, corpuri macroscopice, molecule sau 
atomi, ce pot fi modelate drept puncte materiale, sisteme de puncte materiale sau 
corpuri rigide. 

 
      Conceptele de bază ale mecanicii sunt spaţiul, timpul şi masa (sau, alternativ, forţa). 
Dezvoltarea mecanicii a avut loc prin evoluţia geometriei, cinematicii şi dinamicii. 

 
• Geometria cea mai simplă şi cea mai des folosită în mecanică este geometria 

euclidiană. Ea reprezintă cadrul ideal al studiului mişcării sistemelor de puncte 
materiale şi a corpului rigid. Structura metrică a unui spaţiu euclidian este omogenă şi 
izotropă, deci independentă de distribuţia materiei în spaţiu. De aici rezultă o 
completă relativitate a poziţiei sau a orientării în spaţiu. Geometria euclidiană a fost 
larg acceptată drept cadru natural al descrierii proceselor  mecanicii clasice, 
newtoniene. 

 
• Cinematica se ocupă cu studiul mişcării corpurilor materiale. De aceea, ea este 

numită şi geometria mişcării. Mişcarea cere definirea unui reper (sistem de referinţă) 
spaţio – temporal, adică alegerea unui sistem de coordonate şi a unui mod de 
măsurare a timpului. 

 
Mecanica clasică presupune existenţa unui spaţiu euclidian absolut şi a unui timp 

absolut, ce este independent de structura spaţiului. Deoarece spaţiul euclidian este 
omogen şi izotrop, nici o poziţie sau orientare nu poate fi privilegiată, deci nici sistem de 
coordonate nu poate fi privilegiat. Pentru a măsura scurgerea timpului într-un punct dat 
putem folosi un fenomen periodic uniform. Practic, drept unitate de măsură a timpului 
este aleasă ziua solară medie (durata medie de timp scursă între două treceri consecutive 
ale Soarelui la meridianul unui punct de pe suprafaţa Pământului). Tradiţional, acest 
meridian trece prin Greenwich, Anglia. Secunda reprezintă 1/86400 din ziua solară 
medie. 

Pentru o informare completă asupra măsurării timpului, vezi Anuarul Astronomic 
2003 [15]. 
• Dinamica studiază mişcarea corpurilor materiale sub influenţa unor factori aflaţi în 

mediul înconjurător. O problemă fundamentală a dinamicii o reprezintă existenţa, în 
absenţa acestor factori, a unei stări naturale privilegiate, în cursul mişcării unui corp. 
Aristotel (384 – 322 î.e.n.) a presupus că există un reper, astfel încât starea naturală a 
oricărui corp ar fi starea de repaus faţă de acest reper. Mişcarea începea din repaus 
sub acţiunea „cauzelor eficiente” şi era determinată de „cauzele finale”. O dată 
mişcarea iniţiată, corpul avea tendinţa de a ajunge în starea naturală. Aristotel credea 



că prezenţa mişcării este legată de acţiunea unei forţe, cu excepţia corpurilor care se 
mişcă „prin ele însele”. În termeni moderni, legea de mişcare a lui Aristotel avea 
forma: 
 

.forţavitezamasa =×  
 

El nu a putut explica faptul că mişcarea continuă, chiar dacă sursa mişcării nu mai 
este în contact cu corpul. Noţiunea de stare naturală a apărut în Grecia Antică, ea fiind 
situată în centrul Pământului. Corpurile erau atrase spre centrul Pământului şi se apropiau 
de el, dacă nu întâlneau în calea mişcării obstacole. Pământul era privit drept centrul 
Universului, planetele mişcându-se pe orbite circulare în jurul său. 

Existenţa stării naturale a fost pusă la îndoială în Evul Mediu, când N. Copernic 
(1473 – 1543) a descoperit că planetele se mişcă în jurul Soarelui şi nu în jurul 
Pământului. Pe de altă parte, este evident că existenţa unei stări naturale privilegiate este 
în contradicţie cu caracterul omogen şi izotrop al spaţiului euclidian. 

În concluzie, teoria aristotelică a reperului natural şi legea de mişcare asociată s-au 
dovedit a fi eronate, ne-existând un reper unic, privilegiat, în care mişcarea să fie 
determinată de viteză. 

 
• Primul pas spre edificarea unei baze ştiinţifice corecte a dinamicii a fost făcut de către 

Galileo Galilei (1564 – 1642), care a introdus conceptul de acceleraţie. Studiind 
căderea corpurilor, Galilei a ajuns la concluzia că ipoteza prin care orice mişcare este 
legată de acţiunea unei forţe, este falsă. Într-adevăr, o forţă determină variaţia vitezei, 
iar pentru a păstra mişcarea rectilinie şi uniformă a unui corp nu este necesară 
acţiunea vreunei forţe. Aceasta a fost ideea care l-a condus pe Galilei la formularea 
legii inerţiei. 

Măsura tendinţei unui corp de a se opune schimbării stării sale de repaus sau de 
mişcare rectilinie şi uniformă defineşte conceptul de masă (inerţie) a corpului. El a 
observat, de asemenea, că legile mişcării nu sunt afectate de mişcări rectilinii şi uniforme. 
Deci, Galilei a dovedit faptul că nu există stări naturale privilegiate şi viteze privilegiate 
ale reperelor alese. 

În concluzie, G. Galilei a arătat că există repere inerţiale, în care corpurile rămân în 
repaus sau faţă de care se mişcă rectiliniu şi uniform, în lipsa acţiunii forţelor exterioare. 
Reperele inerţiale însele se află în repaus sau în mişcare rectilinie şi uniformă, unele faţă 
de altele. Proprietăţile spaţiului şi ale timpului, ca şi legile mecanicii, rămân invariante la 
o schimbare a reperelor inerţiale. Aceasta este esenţa principiului relativităţii al lui 
Galilei. Relaţiile dintre mişcările unui corp, raportate la două repere inerţiale, sunt 
cunoscute sub numele de transformări galileene. 

 
• Spre sfârşitul secolului XVII, Isaac Newton (1642 – 1727) a extins legile lui Galilei, 

formulând noi legi ale mişcării, ce vor deveni principiile mecanicii newtoniene. Prima 
dintre ele se referă la principiul relativităţii al lui Galilei, Newton extinzând 
valabilitatea acestui principiu de la cazul forţei gravitaţionale, propusă a fi constantă 
în vecinătatea suprafeţei Pământului, la forţe variabile în spaţiu şi aplicând-o la 
mişcarea corpurilor cereşti. În cercetările sale privind mecanica cerească, Newton a 
propus legea atracţiei universale drept bază a interpretării matematice a legilor 



experimentale asupra mişcării planetelor descoperite de Johannes Kepler (1571 – 
1630). Legile mecanicii newtoniene au forma cea mai simplă într-un reper inerţial, 
fiecare mişcare raportându-se la spaţiul absolut. El a propus în acest rol un reper care 
are axele îndreptate spre „trei stele fixe”. Legile lui Newton sunt invariate de 
transformările galileene, dar ele îşi schimbă forma în cazul reperelor care se mişcă 
accelerat. În acest ultim caz, sunt introduse forţe „fictive”, cum ar fi forţa centrifugă 
sau forţa Coriolis, care se manifestă doar pentru un observator aflat într-un reper care 
se mişcă accelerat faţă de un reper inerţial. În concepţia lui Newton timpul este 
absolut şi curge independent de spaţiu, el fiind acelaşi în două repere inerţiale. Forţele 
se propagă instantaneu şi depind numai de poziţiile relative ale corpurilor. Deoarece 
timpul este acelaşi în toate reperele inerţiale, conceptul de simultaneitate este uşor de 
definit: dacă două evenimente au loc la acelaşi moment într-un reper inerţial, atunci 
ele sunt simultane în orice alt reper inerţial. 

Bazele mecanicii clasice au fost clar exprimate de Sir Isaac Newton în celebra sa 
operă, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, publicată în 1686. Date 
suplimentare privind aspectele istorice ale dezvoltării mecanicii clasice pot fi găsite în 
lucrările  [8] şi [9]. 
 



Capitolul 2 
 
 

Principiul inerţiei. Grupul transformărilor galileene.  
Cinematica punctului 

 
 
• Principiul inerţiei (Galilei) afirmă că există sisteme de coordonate, numite sisteme 

inerţiale, care satisfac următoarele cerinţe: 
1) Toate legile mecanicii sunt aceleaşi, la orice moment de timp, în raport cu toate 

sistemele inerţiale. 
2) Toate sistemele de coordonate ce se află în mişcare rectilinie şi uniformă faţă de un 

sistem inerţial sunt inerţiale. Sistemele inerţiale pot fi fixate pe Pământ, Soare, 
diverse stele, ş.a.m.d., în funcţie de problemele studiate. 

 
• Fie M o mulţime de puncte (notate cu litere mari A, B, C, P, Q, R, ş.a.m.d.) şi V  un 

spaţiu vectorial definit peste corpul de scalari K. Presupunem că este prescrisă o lege 
care asociază fiecărei perechi ordonate de puncte din  M  un vector din V .  Astfel, 

punctelor P, Q ∈ M  le facem să le corespundă vectorul x ∈V  şi scriem . P 

se numeşte originea vectorului , iar Q extremitatea sa. Mulţimea M, asociată 
spaţiului vectorial V / K, defineşte un spaţiu afin, dacă sunt îndeplinite următoarele 
axiome: 

x=
⎯→⎯

PQ
⎯→⎯

PQ

1)    M,  V    unic Q ∈∀P ∈∀ x ∃ ∈ M, astfel ca . x=
⎯→⎯

PQ

2)    Dacă  şi , atunci . x=
⎯→⎯

PQ y=
⎯→⎯

QR yx +=
⎯→⎯

PR
 

Prin definiţie, dimensiunea spaţiului afin M este egală cu dimensiunea spaţiului 
vectorial V / K .  Fie  M  un spaţiu afin n-dimensional. Fixăm un punct  
O  M  şi o bază ∈ { } nii ,1  =e  în  V / K . Ansamblul ( O, { } nii ,1  =e  ) va fi numit sistem de 

coordonate afine în  M . O este originea coordonatelor, iar  ei , i = n 1, , sunt vectorii bazei. 
Fie  P  M  un punct arbitrar. Perechii ordonate de puncte (O, P) îi facem să 

corespundă vectorul , numit vector de poziţie al lui P faţă de O. Componentele 

vectorului de poziţie x = =∑ , în baza 

∈
⎯→⎯

OP
⎯→⎯

OP
=

n

i
iix

1
e { } nii  1  ,=e ,  {xi}

n 1,
  se numesc coordonate 

afine ale punctului P în raport cu sistemul de coordonate afine ales. 
În fine, fie Q  M un alt punct, având coordonatele afine {y∈ i }

ni    ,1=
 în raport cu 

acelaşi sistem de coordonate afine. Atunci, conform axiomei 2) de definire a spaţiului 
afin, rezultă  
 



⎯→⎯

PQ = + =∑ . 
⎯→⎯

PO
⎯→⎯

OQ
=

−
n

i
iii xy

1
)( e

 
Coordonatele {yi – xi} ni    ,1=  se numesc  coordonate canonice (relative) ale vectorului 

. Aspecte suplimentare asupra calcului vectorial şi aplicaţiilor sale în mecanică pot fi 
găsite în lucrările [5], [6] şi [7]. 

⎯→⎯

PQ

 
• Fie R  mulţimea numerelor reale şi nR  un spaţiu vectorial dimensional. După cum 

am văzut în paragraful anterior spaţiul afin n- dimensional se defineşte pe nA nR  cu 
ajutorul grupului de translaţii: 

 
b+→ aa   ,       ,       ,        . nAa∈ nRb∈ nAa ∈+b

 
Cu alte cuvinte, diferenţa a două puncte ale spaţiului afin  este un vector din 

spaţiul vectorial 

nA
nR . 

Dacă pe spaţiul vectorial nR  introducem o formă biliniară, simetrică şi pozitiv 
definită  < , >  (numită  produs scalar), spunem că am definit o structură euclidiană. Fie 

. Distanţa dintre  punctele şi  este dată de: nAyx ∈, x y
 

( ) nnn yxyxyxyx 〉−−〈=−= ,,ρ    . 

 
Spaţiul afin , înzestrat cu distanţa nA nρ , se numeşte spaţiul euclidian n - 

dimensional şi se notează cu nE . 
 
• Structura spaţio-temporală galileană, specifică mecanicii clasice, cuprinde 

următoarele elemente esenţiale: 
 
1) Universul evenimentelor (sau continuumul spaţio-temporal) este un spaţiu afin 

cvadridimensional . Punctele lui  se numesc evenimente. Translaţiile pe  
generează spaţiul vectorial 

4A 4A 4A
4R . 

2) Timpul este o aplicaţie liniară  , definită pe spaţiul vectorial al translaţiilor 
universului evenimentelor cu valori pe axa temporală R. Intervalul de timp dintre 
evenimentul  şi  evenimentul  este numărul real . Dacă 

 evenimentele a  şi  se numesc simultane. Mulţimea evenimentelor 
simultane formează, în universul evenimentelor , un subspaţiu afin  numit 
spaţiul evenimentelor simultane. Nucleul aplicaţiei  este alcătuit din translaţiile pe 

 care duc un eveniment arbitrar într-un eveniment simultan cu el. Prin urmare, 
nucleul funcţiei t  va fi izomorf cu subspaţiul  vectorial 

RR →4:t

4Aa∈ 4Ab∈ ( abt − )
( ) 0=− abt b

4A 3A
t

4A
3R  al lui 4R . 

 



3) Distanţa dintre două evenimente simultane  şi este definită de produsul scalar de 
pe 

a b
3R : 

 
( ) 3

333 ,,,, Abababababa ∈∀〉−−〈=−=ρ . 
 

Această distanţă generează pe spaţiul evenimentelor simultane o structură 
euclidiană, notată 

3A
3E . Spaţiul afin , înzestrat cu structura spaţio-temporală galileană 

prezentată, este numit spaţiu galilean.  

4A

Grupul tuturor transformărilor care păstrează structura galileană (adică, toate 
transformările afine pe care conservă intervalele de timp şi distanţele dintre 
evenimentele simultane) este numit grupul Galilei. Elementele acestui grup se numesc 
transformări galileene. 

4A

 
• Fie 3RR ×  produsul cartezian al axei temporale R  cu spaţiul vectorial 3R  înzestrat 

cu o structură euclidiană fixată. 3RR×  posedă o structură galileană naturală şi va fi 
numit spaţiu aritmetic galilean. El va reprezenta cadrul desfăşurării proceselor 
mecanicii clasice. Pe acest spaţiu vom definii trei exemple fundamentale ale 
transformării galileene: 

 

1)   ,     ,    cu  v =   (mişcare uniformă cu 
viteza ); 
( ) ( tttg vxx += ,,1 )

)

R∈∀t 3Rx∈∀
⎯⎯⎯ →⎯

const.
v

 
 
2)   ,   ( ) ( yxx ++= ,,2 sttg R∈∀t   ,  , cu 3Rx∈∀ R∈s  şi  date (translaţia 

originii sistemului de coordonate); 

3Ry∈

 
3)   ,       ,     , cu  transformare ortogonală 

dată 
( ) ( xx Gttg ,,3 = ) R∈∀t 3Rx∈∀ 33: RR →G
( )31=TGG  (rotaţia axelor de coordonate). 

Fie mulţimea M 4R⊂ . Funcţia bijectivă se numeşte sistem 
galilean de coordonate pe mulţimea M. Spunem că un sistem galilean de coordonate 

3
1 : RR ×→Mϕ

2ϕ  
se deplasează uniform în raport cu sistemul 1ϕ  dacă aplicaţia  
este o   transformare galileană. Sistemele galileene de coordonate 

33-1
21 : RRRR ×→×ϕϕ o

1ϕ  şi 2ϕ  definesc pe M 
aceeaşi structură galileană. 
 
• Numim mişcare în NR a unui punct material o aplicaţie derivabilă 

 corespunde mişcării rectilinii, 1.,: =⊂→ NII N RRx 2=N  mişcării plane, 
iar mişcării spaţiale a unui punct material. Imaginea aplicaţiei se 
numeşte traiectorie în 

3=N NI Rx →:
NR . În cele ce urmează, vom considera că toate funcţiile care 

intervin sunt suficient de regulate, în afara cazurilor în care se fac menţiuni speciale. 



Definim vectorul viteză a unui punct material la momentul prin derivata 
temporală a mişcării: 

It ∈0

 

0
00 d

d)()(
ttt

tt
=

==
xxv &   . 

 
Viteza este un vector tangent la traiectorie la orice moment din timp. 
Dimensiunea vitezei este (L fiind simbolul pentru lungime, iar T cel pentru 

timp). Viteza se măsoară în SI în metri/secundă (m/s). 
1LT−

Definim vectorul acceleraţie a unui punct material la momentul  prin derivata 
a doua în raport cu timpul a mişcării: 

It ∈0

 

0
2

2

00 d
d)()(

ttt
tt

=
==

xxa && . 

 
Dimensiunea acceleraţiei este . Ea se măsoară în SI în m/s2LT− 2. 

 
• Vom considera mişcarea unui sistem mecanic de n puncte materiale, în spaţiul 

euclidian tridimensional. Într-un sistem galilean de coordonate fixat, mişcarea acestui 
sistem este dată de n aplicaţii .,1,: 3 niIi =→ Rx  Presupunem că graficele 
mişcării punctelor }/))(,{( Ittt ii ∈=Γ x  şi }/))(,{( Ittt jj ∈=Γ x sunt disjuncte, 
pentru . Astfel, evităm „coliziunile” dintre punctele materiale ale sistemului. 
Numim spaţiul configuraţiilor sistemului de n puncte materiale spaţiul  . 

ji ≠∀

4434421 K
orin

33 RR ××

Aplicaţiile nii ,1, =x generează o funcţie  definită pe axa 
temporală cu valori în spaţiul configuraţiilor. Această funcţie defineşte mişcarea unui 
sistem de n puncte materiale. 

,3,: nNI N =→ Rx

 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) Să se arate că funcţiile g1, g2, g3 care definesc mişcarea uniformă, translaţia originii şi 

rotaţia axelor de coordonate sunt transformări galileene. 
 
2) Să se demonstreze că orice transformare galileană  poate fi 

reprezentată în mod unic drept compunerea unei rotaţii, cu o translaţie şi o mişcare 
uniformă . 

33: RRRR ×→×g

( )321 gggg oo=
 
3) Toate spaţiile galileene sunt izomorfe între ele (adică, există o transformare bijectivă 

ce conservă structura galileană). În particular, toate spaţiile galileene sunt izomorfe cu 
spaţiul aritmetic galilean 3RR× . 

 



4) În cazul mişcării plane a unui punct material să se determine componentele vitezei şi 
ale acceleraţiei în raport cu un sistem de coordonate polare. 

 
5) În cazul mişcării spaţiale a unui punct material să se determine componentele vitezei 

în raport cu un sistem de coordonate sferice. 
 
6) În cazul mişcării spaţiale a unui punct material să se afle componentele vitezei şi ale 

acceleraţiei în raport cu triedrul Frenet asociat traiectoriei. 
 
7) Să se studieze mişcarea unui punct material aflat pe un cerc de rază R, care se 

rostogoleşte fără să alunece, în plan vertical, pe o dreaptă dată, aflată în acelaşi plan 
vertical, ştiind că centrul cercului se deplasează uniform cu viteza v0 , paralelă cu 
dreapta. 

 
8) Un punct material se deplasează uniform pe o elice circulară de pas h şi rază R. Să se 

afle viteza şi acceleraţia punctului. 
 



Capitolul 3 
 
 

Masă, forţă, momentul unei forţe 
 
 

• Fie M un sistem material continuu sau discret. Lui îi asociem numărul real m(M), 
numit masa sistemului, care are următoarele proprietăţi (vezi [6]): 

 
1) P (M) ; ∈∀≥ MMm ,0)(

2) ,0=
dt
dm  masa sistemului rămâne constantă în timpul mişcării; 

3)  o partiţie a lui M avem  nMM ,,1 K∀ ).()(
1

∑
=

=
n

i
iMmMm

 
Proprietăţile 1) şi 3) ne arată că masa este o măsură pozitivă pe mulţimea părţilor 

sistemului M. Prin urmare, avem reprezentarea: 
 

( ) ∫=
M

mMm d , 

 
unde integrala se face pe varietatea materială M. Aici şi în cele ce urmează, integrala pe 
M va fi înlocuită cu o sumă, dacă sistemul M este discret. 

In plus, dacă presupunem că măsura m este absolut continuă în raport cu măsura 
Lebesgue µ pe V, varietatea geometrică asociată varietăţii materiale M, atunci rezultă că 
există o funcţie unică ρ , numită masă specifică (sau masa unităţii de volum), astfel încât: 

 
(3.1)                                           ( ) ∫=

V

Mm µρd . 

 
Elementele fundamentale privind teoria măsurii, necesare în acest capitol, pot fi 

găsite în monografia [14]. 
 

∗   În mecanica clasică sunt utilizate varietăţi materiale ideale, cum ar fi: puncte 
materiale, curbe materiale şi suprafeţe materiale. În primul caz, ele pot modela 
mişcarea electronilor într-un atom, al atomilor într-o moleculă, a planetelor în 
sistemul solar. În cel de-al doilea caz, ele sunt utilizate în descrierea 
comportamentului firelor subţiri, iar în ultimul caz, al plăcilor subţiri. 

În cele ce urmează, vom prezenta definirea riguroasă a masei unui sistem discret 
alcătuit din n puncte materiale. În acest caz, varietatea geometrică corespunzătoare are 
măsură Lebesgue nulă. Prin urmare, formula de reprezentare (3.1) nu mai are loc, în sens 
clasic. De aceea, masa specifică va fi definită cu ajutorul distribuţiei Dirac. Astfel, fie 

> 0 masa concentrată în punctul , presupusă a fi constantă în timp. Atunci, masa 
specifică va fi definită în tot spaţiul R

0m 0x
3, prin formula: 



( )00 xx −= δρ m  . 
 

     Din (3.1) şi proprietăţile distribuţiei Dirac (vezi [17]), rezultă: 
 

( ) ( )∫ ∫ =−=−
3 3

00000 dd
R R

xxxx mmm µδµδ . 

 
În cazul unui sistem de n puncte materiale , având masele > 0, ix im ,,1 ni =  

constante în timp, vom defini masa specifică a sistemului material discret prin relaţia: 

( )i

n

i
im xx −= ∑

=

δρ
1

  . 

 
Atunci, masa totală a sistemului va rezulta sub forma: 

 

( )∫ ∑∑∫
==

=−==
33 11

dd
RR

xx
n

i
ii

n

i
i mmm µδµρ   . 

 
Această formulă este în acord cu axioma a treia a masei. 

 
• Centrul de masă G al unui sistem material M este definit de egalitatea: 

 

∫ =
⎯→⎯

M

mGP 0d   ,   MP ∈∀   . 

 

Fixând originea O a unui reper cartezian, din relaţia , obţinem 
vectorul de poziţie al centrului de masă, sub forma: 

⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯

+= OPGOGP

 

(3.2) ∫ ∈∀=
⎯→⎯⎯→⎯

M

MPmOP
m

OG ,d1   . 

 

Notând  şi , vom obţine coordonatele centrului de masă G, în 
reperul cartezian cu originea în O, sub forma: 

ξ=
⎯→⎯

OG x=
⎯→⎯

OP

 

3,2,1,d1
∫ ==
M

ii imx
m

ξ    . 

 
Centrul de masă G este unicul punct cu această proprietate. Este evident că dacă G’ 

este un alt centru de masă al sistemului M, din (3.2) rezultă: 
 

.0)'( =−
⎯→⎯⎯→⎯

OGOGm  
 



Deci, ' .  GG ≡
 

• A doua mărime fundamentală a dinamicii este forţa. Dacă masa era legată de 
distribuţia materiei în spaţiu, forţa exprimă interacţiunea dintre corpuri. Originea 
forţelor este diversă, ea putând fi de natură electrică, magnetică, gravitaţională, 
moleculară, etc. Forţa poate fi continuă sau discontinuă şi poate acţiona prin contact 
sau la distanţă. În mecanica newtoniană ea este legată de variaţia vitezei, adică de 
acceleraţie. 

O ipoteză fundamentală a mecanicii clasice se referă la faptul că forţa se propagă 
instantaneu de la sursă la corp. Această ipoteză este intrinsec legată de conceptul de timp 
absolut, experienţele arătând că în natură forţele se propagă din aproape în aproape şi nu 
instantaneu. 

Conform principiilor determinismului şi al acţiunii forţelor, care vor fi prezentate în 
capitolul următor, o forţă va fi modelată ca drept o funcţie  
F: , unde  este spaţiul configuraţiilor asociat mişcării 
sistemului material discret. Forţa F va trebui să satisfacă ecuaţia de mişcare a lui Newton: 

NNN RRRR →×× nNN 3, =R

 

(3.3)                                      ),,( tm xxFx &&& = . 
 

Având în vedere necesitatea invarianţei forţei la transformări galileene, obţinem 
următoarele restricţii asupra funcţiei F: 
 
1) Deoarece translaţia pe axa temporală este o transformare galileană, rezultă că forţa nu 

depinde explicit de timp, într-un reper inerţial. Astfel, ecuaţia fundamentală (3.3) va 
avea forma: 

(3.4)                                    . ),( xxFx &&& =m
 
2) Deoarece translaţiile spaţiale sunt transformări galileene, rezultă că forţa depinde 

doar de coordonatele relative ale punctelor sistemului material. Astfel, dacă 
nitii ,1),( == ϕx reprezintă mişcarea sistemului material discret M (deci, soluţii ale 

sistemului (3.4)), atunci şi nii ,1, =+ rx ,  cu , verifică ecuaţia lui 
Newton (3.4). 

3Rr ∈∀
⎯⎯⎯ →⎯

= const.r&

 
3) Deoarece rotaţiile în 3R  sunt transformări galileene, rezultă că forţa F trebuie să 

satisfacă egalitatea: 
 

( ).),,(),( 3RxxFxxF Ort∈∀= GGGG && . 
 

Aici ( )3Ort R  reprezintă mulţimea transformărilor ortogonale pe 3R . 
Proprietatea 3) ne arată că forţa este un vector izotrop. 

 
• Fixat fiind punctul O , definim momentul forţei F  în raport cu polul O prin vectorul 

MO, dat de relaţia: 
 



FM ×=
⎯→⎯

OPO , 
 
 unde P este punctul de aplicaţie al forţei F. 

Dacă vom schimba polul momentului din O în , rezultă: 'O
 

OO OOOPOOPO MFFFM +×=×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=×=

⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯

''''  . 

 
Prin urmare, momentul unei forţe este un „vector legat”, el depinzând de polul O. În 

schimb, scalarul  este invariat de schimbarea polului. Într-adevăr, avem relaţia: OMF ⋅
 

OOO OO MFMFFFMF ⋅=⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×′⋅=⋅

⎯→⎯

'  . 

 
Cuplul (F, MO) formează torsorul forţei F în raport cu polul O.  reprezintă 

scalarul torsorului. 
OMF ⋅

Fie δ  o axă de versor u, δ∈',OO . Din formula de schimbare a polului rezultă: 

OOO OO MuMuFuMu ⋅=⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×⋅=⋅

⎯→⎯

''  . 

 
Rezultă că scalarul  este independent de alegerea polului momentului pe axa OMu ⋅

δ . Prin urmare, scalarul  defineşte momentul forţei faţă de axaOMu ⋅ δ . 
În acest paragraf am notat cu „a× b” produsul vectorial şi cu „ ba ⋅ ” produsul scalar 

a doi vectori. Pentru elemente suplimentare privind calculul vectorial şi aplicaţiile sale în 
mecanică, vezi lucrările [5], [6] şi [7].  
 
• Să considerăm acum sistemul material M, supus forţelor , aplicate în punctele , iF iP

ni ,1= . 
Definim rezultanta sistemului de forţe { } nii ,1=

F  prin vectorul: 
 

∑
=

=
n

i
i

1

FR , 

 
respectiv, momentul rezultant al sistemului de forţe { } nii ,1=

F  în raport cu polul O, prin 
vectorul: 
 

∑
=

⎯→⎯

×=
n

i
iiO OP

1

FM   . 

 
Cuplul  defineşte torsorul sistemului de forţe ( OMR, ) { } nii ,1=

F  în raport cu polul O. 
Schimbând polul din O în O’, rezultă: 



 

∑
=

⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯

+×=×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

n

i
OiiO OOOPOO

1
' '' MRFM . 

De aici, obţinem: 
 

OOO OO MRMRRRMR ⋅=⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×⋅=⋅

⎯→⎯

''   . 

 
Deci, scalarul torsorului OMR ⋅  este invariat de schimbarea polului. 

 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) Centrul de masă al unui sistem material se află în interiorul oricărei suprafeţe convexe 

care conţine în aceeaşi zonă a spaţiului sistemul de puncte materiale. 
 
2) Dacă punctele unui sistem material se află pe o dreaptă sau într-un plan, atunci 

centrul de masă al sistemului se află pe acea dreaptă, respectiv în acel plan. 
 
3) Dacă sistemul material admite o varietate de simetrie (punct, axă sau plan) atunci 

centrul de masă al sistemului se află pe acea varietate de simetrie. 
 
4) Dacă sistemul material M admite o partiţie { } niiM ,1= , fiecare subsistem Mi având masa 

mi şi centrul de masă Gi, atunci centrul de masă al sistemului G va avea vectorul de 

poziţie , dat de relaţia: 
⎯→⎯

OG
 

∑∑
=

⎯→⎯⎯→⎯

=

=
n

i
ii

n

i
i OGmOGm

11

)()(   . 

 
5)  Dacă sistemul material M=M1\ M2, reprezintă diferenţa sistemelor M1 şi M2, de mase 

m1 şi m2 şi centre de masă G1 şi G2, atunci centrul de masă al sistemului G va avea 

vectorul de poziţie , dat de relaţia: 
⎯→⎯

OG
 

⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯

−=− 221121 )( OGmOGmOGmm   . 
 

6) Fie M un sistem material supus sistemului de forţe { } nii ,1=F  .  
 Presupunem că rezultanta 0≠R . Să se arate că locul geometric al punctelor P pentru 

care rezultanta R şi momentul rezultant MP sunt colineare este o dreaptă, numită axa 
centrală a sistemului. 

 
7) Să se definească şi să se studieze proprietăţile produsului scalar a doi vectori.  
 
8) Să se definească şi să se studieze proprietăţile produsului vectorial a doi vectori. 



 
9) Să se definească şi să se studieze proprietăţile produsului mixt a trei vectori. 
 
10)  Să se definească şi să se obţină formulele de reprezentare ale dublului produs 

vectorial a trei vectori.  
 



Capitolul  4 
 
 

Principiile mecanicii newtoniene 
 
 

• Alături de principiul inerţiei, pe care l-am descris în capitolul 2, în acest capitol vom 
prezenta şi vom analiza celelalte principii care stau la baza mecanicii clasice. 

 
1) Principiul determinismului (Newton – Laplace) 
 

G. Galilei a fost primul care a observat că starea unui punct la un moment dat este 
determinată de poziţia şi viteza sa. Vom nota cu t0 momentul iniţial al mişcării. 

 
Principiul determinismului afirmă că starea iniţială a unui sistem mecanic 

determină, în mod unic, mişcarea sa, la orice moment din timp. 
 
Astfel, pentru un moment t apropiat de t0, presupunem că avem dezvoltarea 

tayloriană: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,2,3,
2 0

2
0

000 =+
−

+−+= ittxtttxtttxtx iiiii ε&&&   . 

 
De aici, rezultă că, dacă starea iniţială  este dată, pentru a determina 

mişcarea trebuie să aflăm acceleraţia. Prin urmare, intuim că avem nevoie de o relaţie 
între forţă şi acceleraţie. Această relaţie este dată de următorul principiu. 

))(),(( 00 tt xx &

 
2) Principiul acţiunii forţelor (Newton) 
 

Variaţia mişcării este proporţională cu forţa motoare imprimată şi este coliniară cu 
ea. 
 

Acest principiu, numit şi legea a doua a lui Newton, la fel ca şi celelalte principii 
ale mecanicii clasice, a fost enunţat de Isaac Newton în celebra sa carte Principia 
Mathematica (1687). Expresia ei matematică este: 

 
Fa =m   , 

 
sau 
 
(4.1)                                              ),( xxFx &&& =m   . 

 
Acestă formă a legii a doua a lui Newton a fost dată de Mac Laurin (1742) şi de L. 

Euler (1748). 
 



În cadrul mecanicii clasice, o formă echivalentă a lui (4.1), având în vedere axioma 
constanţei masei în timpul mişcării, este: 

 

xpFp &m
t

== ,
d
d    , 

 
unde p este vectorul impuls. Dimensiunea fizică a forţei este MLT-2 (unde M este 
simbolul masei), iar unitatea sa de măsură în SI este newtonul N (un newton este forţa 
necesară pentru a imprima unei mase de 1 kg. o acceleraţie de 1m/s2). 

 
3) Principiul acţiunii şi al reacţiunii (Newton) 
 

Acţiunile reciproce a două corpuri sunt întotdeauna coliniare, egale şi dirijate în 
sens contrar. 

 
Fie P1 şi P2 două puncte materiale aflate în interacţiune. Dacă vom nota cu  forţa 

cu care punctul P
12F

2 acţionează asupra punctului P1 şi cu  forţa cu care punctul P21F 1 
acţionează asupra punctului P2, atunci acest principiu va avea forma matematică: 

 

 122112 , FFF −=  ||  . 
⎯→⎯

21PP
 

• Pentru a determina mişcarea, vom proiecta ecuaţia lui Newton (4.1.) pe un reper 
cartezian: 
 

3,2,1,),( == iFxm ii xx &&& . 
 

Vom obţine un sistem de trei ecuaţii diferenţiale de ordinul doi, cu trei necunoscute 
xi, în general neliniar. Urmând procedeul standard, folosind substituţiile: 
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⎣

⎡

=

mF
mF
mF
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x
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2

1

3
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1
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5

4

3

2

1

3

2

1

3

2

1

6

5

4

3

2

1
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&

&

&

&

&
Qq   , 

 
acest sistem de ordin doi se va reduce la un sistem diferenţial de ordinul întâi, având şase 
ecuaţii cu şase necunoscute, scris sub forma normală: 
 
(4.2)                                                ).(qQq =&  

 



Sistemul (4.2) se numeşte sistem dinamic autonom. Pentru determinarea mişcării, 
sistemului (4.2) îi vom asocia condiţiile iniţiale: 

 

(4.3)                                    .
)(

)(
,)(

0
0

0
00

0
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
=

ii

ii

xtx

xtx
t

&&
qq

 
Astfel, am obţinut problema Cauchy (4.2), (4.3). Dacă funcţiile Qi (deci 

componentele forţei Fi) sunt Lipschitz continue pe domeniul de definiţie, atunci soluţia 
problemei Cauchy (4.2), (4.3) există şi este unică (vezi [4]). În acest caz soluţia va 
depinde de datele iniţiale sub forma: 

 
  ( )0,qfq t=   . 

 
Asupra studiului calitativ al ecuaţiei lui Newton, în caz unidimensional, vom reveni 

pe larg, într-un capitol separat. 
 
• Condiţiile de regularitate care asigură existenţa şi unicitate soluţiei problemei Cauchy 

(4.2.), (4.3), determină dependenţa sa continuă de datele iniţiale pe un interval finit de 
timp. Dacă vom pune problema dependenţei soluţiei de datele iniţiale pe un interval 
infinit de timp, atunci va trebui să studiem stabilitatea soluţiei problemei Cauchy 
considerate (vezi [4], cap. 4). 

Fie f  soluţia problemei Cauchy (4.2), (4.3) corespunzătoare datelor iniţiale 
0

q  şi  
soluţia aceleaşi probleme pentru datele iniţiale . Soluţia 

f
0q f  se numeşte stabilă (în raport 

cu soluţia f) dacă oricărui 0>ε  îi corespunde un ηε  > 0 cu proprietatea : 
 

0
00 , tt >∀<−⇒<− εηε ffqq   . 

 
Soluţia f  se numeşte asimptotic stabilă (în raport cu soluţia f ), dacă : 

 
0

00 =−⇒<−
∞→

ffqq
t
limη   . 

 
• O poziţie  este poziţie de echilibru a traiectoriei punctului material, dacă lăsând 

punctul în această poziţie cu viteză iniţială nulă, el va rămâne tot timpul în această 
poziţie. Putem scrie matematic această definiţie, sub forma: 

ax =

 
   ( ) ( ) ( ) .,, 000 ttttt >∀=⇒== ax0xax &  

 
     Soluţia  verifică ecuaţia de mişcare (4.1), dacă: ax =

 
(4.4)                                     ( ) 0,0, tt >∀= 0aF   . 
 



Din teorema de unicitate a soluţiei problemei Cauchy (4.2), (4.3), rezultă că relaţia 
(4.4) este o condiţie suficientă de echilibru. Prin urmare, condiţia necesară şi suficientă ca 
un punct material să se afle în echilibru în poziţia ax =  este ca rezultanta forţelor ce 
acţionează asupra punctului să fie nulă. Ecuaţia (4.4) ne furnizează trei ecuaţii scalare 
pentru determinarea componentelor vectorului a. 

 O poziţie de echilibru ax =  este stabilă dacă oricare ar fi 0', >εε ,  să existe 

, astfel ca: 0', '>εε ηη
 

( ) ( ) 'şi '00 εε ηη <<− tt xax &  
 

să implice 
   

     ( ) ( ) .,'şi 0tttt >∀<<− εε xax &  
 

Cu alte cuvinte, poziţia x = a este stabilă dacă, „lansând” punctul material dintr-o 
vecinătate a ei cu viteză suficient de mică, el va rămâne în „apropierea” poziţiei x = a, iar 
viteza sa nu va creşte „prea mult”. 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) Să se studieze  mişcarea pe direcţia verticală a unui punct material greu, aflat în vid, 

descrisă de următoarea problemă Cauchy: 

     . ( ) ( ) 0v0,00,g ==−= xxx &&&

 
2) Să se studieze mişcarea în plan vertical a unui punct material greu, aflat în vid, 

descrisă de următoarea problemă Cauchy: 

       . ( ) ( ) 00,0, vx0xgx === &&&

 
3) Să se studieze mişcarea în plan vertical a unui punct material greu, aflat în mediu 

rezistent, descrisă de următoarea problemă Cauchy: 
 

    ( ) ( ) ( ) 00,0, vx0xvgx ==ϕ−= &&&
v

vg    , 

 

unde 2/81,9g sm== g  este modulul acceleraţiei gravitaţionale, ,v, vxv == &  iar 

++ →RR:ϕ  este o funcţie monoton crescătoare cu ( ) ( ) ∞+==
∞→

vlim,00
v

ϕϕ . 

 
4) Să se studieze mişcarea rectilinie a unui punct material de masă m, aflat sub acţiunea 

unei forţe elastice de modul k > 0, descrisă de problema Cauchy: 
 



( ) ( ) 00 v0,0, ==−= xxxkxxm &&&   . 
 

5) Să se studieze mişcarea rectilinie a unui punct material de masă m, aflat sub acţiunea 
unei forţe elastice de modul k > 0 şi a unei forţe de frecare proporţionale cu viteza, 
descrisă de problema Cauchy: 

 

( ) ( ) .,00,0, 0
2 R∈==−−= λλ xxxxmkxxm &&&&    

 
6) În cazul problemei oscilatorului liniar, descrisă de exerciţiul 4), să se arate că punctul 

, este o poziţie de echilibru stabilă. 0,0 == xx &

 



Capitolul 5 
 

 
Dinamica punctului material. Forţe conservative 

 
 

• În acest capitol vom studia principalele mărimi mecanice care definesc 
mişcarea unui punct material. În final, vom introduce o clasă specială, 
importantă, de forţe: forţele conservative. 

     Fie P un punct material de masă m, având vectorul de poziţie .  ( )tx
După cum am văzut, definim vectorul impuls al punctului P prin egalitatea: 

 

   .    ( )tm xp &=
 

Dimensiunea fizică a impulsului este MLT-1. 
Fiind dat un punct O, drept originea reperului inerţial la care se raportează 

mişcarea, vom defini momentul cinetic al punctului material P în raport cu polul O  
a fi vectorul: 

 

  . 
⎯→⎯

=×=×= OPmO xxxpxK ,)( &

 
Este evident că momentul cinetic reprezintă momentul impulsului faţă de 

polul O. Dimensiunea sa fizică este  ML2 T-1. 
A treia mărime fundamentală a dinamicii punctului material este energia 

cinetică. Definim energia cinetică a unui punct material P a fi scalarul, dat de 
relaţia: 

 

2

2
1 x&m=T . 

 
Dimensiunea sa fizică este ML2 T-2 . 
În fine, definim lucrul mecanic efectuat de o forţă  F , care deplasează 

punctul material P, având vectorul de poziţie   , de-a lungul unei curbe 
date, între punctele A şi B, a fi scalarul definit de integrala curbilinie: 

⎯→⎯

= OPx

 
 . xF d⋅= ∫

∩
AB

ABL



Mărimea scalară xF dd ⋅=L  se numeşte lucru mecanic elementar, iar 
scalarul: 

 

 xF &⋅==
t
L

d
dP  

 
defineşte puterea mecanică.  

Dimensiunea fizică a lucrului mecanic este ML2 T-2, iar unitatea sa de 
măsură se numeşte joule (simbolul J). 1 joule reprezintă lucrul mecanic efectuat 
de o forţă de 1 newton la o deplasare de 1 metru. 

 Dimensiunea fizică a puterii mecanice este ML2 T-3, unitatea sa de măsură 
fiind watt-ul (simbol W). 1 watt reprezintă puterea necesară efectuării unui lucru 
mecanic de 1 joule într-o secundă. 
 
• Un câmp de forţe F(x) se numeşte conservativ ( potenţial) dacă există un câmp 

scalar  astfel încât: ( )xΠ
 

  ( ) ( )xxF Π= grad . 
 

În acest caz, lucrul mecanic efectuat de forţa F între punctele A şi B nu 

depinde de drumul , ci numai de capetele lui: 
∩

AB
 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∩ ∩ ∩

Π−Π=Π=⋅Π=⋅=
AB AB AB

AB ABL xxxxF ddgradd . 

 
 Reciproc, dacă vom presupune că lucrul mecanic nu depinde de drumul 

parcurs (adică, este o funcţie de stare), atunci putem defini potenţialul  al 
forţei F, prin formula: 

( )xΠ

 
(5.1)                                              ,d)(

0

xFx
xx

⋅=Π ∫
∩

 
unde x0 este vectorul de poziţie al punctului iniţial, iar x(t) este vectorul de poziţie 
al punctului curent. Se obţine uşor relaţia: 
 
(5.2)                                            )()(grad xFx =Π . 
 

 



 În concluzie, un câmp de forţe este conservativ dacă şi numai dacă lucrul 
mecanic este o funcţie de stare. 

 
Dacă drumul este închis ( A=B ), este evident că rezultatul precedent se 

reduce la condiţia 
 

  ( ) ( ) 0d =Π−Π=⋅∫ AB
γ

xF   , 

 
unde γ  este un drum închis, care conţine punctul A. Din teorema lui Stokes 
rezultă că relaţia precedentă este echivalentă cu 

 
0rot =F   , 

 
adică F este un câmp irotaţional de forţe. Acest rezultat este valabil pentru un 
domeniu simplu conex şi pentru un câmp de forţe regulat  

, vezi [12]. Pentru definirea operatorilor gradient şi 
rotor, ca şi pentru proprietăţile lor, pot fi consultate lucrările [5] şi [6].  
( ( )[ ] ( ))RRF 231 şi CC ∈Π∈

 
• În final vom da câteva exemple de forţe conservative. 
 
1) Primul exemplu de forţă conservativă este greutatea unui punct material de 

masă m, gG m= . În raport cu un reper cartezian, care are axa Oz orientată 
după verticala ascendentă, kG gm−= , unde g este acceleraţia gravitaţională, 
presupusă a fi constantă, iar k este versorul axei Oz. În acest caz potenţialul 
forţei gravitaţionale va avea forma: 

 
Czm +−=Π g  

 
unde C  este o constantă scalară arbitrară. 
 
2) Al doilea exemplu de forţă conservativă se referă la  forţele centrale. Definim 

o forţă centrală în raport cu punctul O, a fi un vector invariant la grupul 
mişcărilor plane ce lasă fix punctul O. Din această definiţie se vede uşor că 
dreapta suport a unei forţe centrale trece prin O şi că modulul forţei depinde 
doar de distanţa de la punctul ei de aplicaţie la punctul O. În concluzie, 
expresia matematică a unei forţe centrale este: 

 

(5.3)                              .||,,)F()( xxxxF ===
⎯→⎯

rOP
r

r  



Dacă F(r) < 0 forţa centrală se numeşte atractivă, iar dacă F(r) > 0 forţa 
centrală se numeşte repulsivă. Din formula (5.3) rezultă uşor că , deci 
forţele centrale sunt conservative. 

0rot =F

 
Cel mai simplu exemplu de forţă centrală este cel al forţei elastice. În acest 

caz  se numeşte modul de elasticitate. Această 
expresie a forţei elastice se bazează pe experimentele unidimensionale (legea 
Hooke). 

( ) 0const.unde, >=−= kkxxF

Potenţialul forţei elastice are forma: 
 

( ) Cxk
i

i +−=Π ∑
=

3

1

2

2
)(4.5 x     , 

 
unde 3,1, =ixi , sunt componentele carteziene ale vectorului x. 
 

Cel mai celebru exemplu de forţă centrală este forţa de atracţie universală 

( )
rr

Mmf xxF ⋅−= 2  , care, în particular, reprezintă forţa de atracţie pe care Soarele 

(de masă M) o exercită asupra unei planete (de masă m), aflată la distanţa r. 
Constanta f (constanta atracţiei universale) este determinată experimental şi are 
valoarea  Potenţialul forţei de atracţie universală 
are forma: 

)./(10673,6 2311 skgmf ××= −

 

(5.5)                                         C
r

mMf +=Π )(x . 

 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) Din (5.1) să se obţină relaţia (5.2). 

2) În cazul forţelor centrale (5.3), să se arate că ele sunt irotaţionale. 

3) Să se deducă potenţialul forţei elastice sub forma (5.4). 

4) Să se deducă potenţialul forţei de atracţie universală sub forma (5.5).  
 



Capitolul 6 
 
 

Teoremele generale ale mişcării punctului material 
 
 

• În acest capitol vom obţine din principiile mecanicii newtoniene, cu ajutorul 
mărimilor fundamentale introduse în capitolul precedent, teoremele generale ale 
dinamicii punctului material. Pentru fiecare dintre ele vom analiza consecinţele cele 
mai importante. 
 

Teorema 6.1 (teorema impulsului) 
 
Mişcarea unui punct material are loc astfel încât derivata temporală a impulsului 

este egală cu forţa rezultantă aplicată punctului: 
 

Fp =& . 
 

Demonstraţie: 
 
Pornind de la principiul acţiunii forţelor Fx =&&m , având în vedere definirea 

impulsului  şi ţinând cont de axioma constanţei masei în timpul mişcării xp &m= 0=m& , 
rezultă că  ■ Fxp == &&& m

 

Dacă, în particular, , din teorema impulsului rezultă 0F = 0p =& , deci . 
Prin urmare, dacă forţa rezultantă ce acţionează asupra punctului este nulă, punctul se 
mişcă rectiliniu şi uniform. Astfel, regăsim principiul inerţiei, într-un caz particular  (F = 
0). 

⎯→⎯

= const.x&

Pe de altă parte, este bine să remarcăm că principiul inerţiei nu este o consecinţă a 
teoremei impulsului, el acţionând pe o clasă mult mai generală de mişcări (ale mecanicii 
clasice şi ale teoriei restrânse a relativităţii). 

 
Teorema 6.2 (teorema momentului cinetic) 
 
Mişcarea unui punct material are loc astfel încât derivata temporală a momentului 

cinetic este egală cu momentul forţei rezultante aplicate: 
 

FxMK ×== OO
&  . 

Demonstraţie: 
Din principiul acţiunii forţelor Fx =&&m , înmulţind vectorial cu x, rezultă 

 .  Fxxx ×=× &&m

De aici, rezultă uşor că Om
t

m Kxxxx &&&& =×=× )(
d
d  .  



Deci,  ■ OO MFxK =×=&

 
• În continuare vom prezenta două cazuri particulare importante şi consecinţele 

teoremei momentului cinetic în aceste cazuri. 
 
1) Fie  o forţă centrală, al cărei suport trece prin polul O. Rezultă că F 0FxM =×=O . 

Prin urmare, din teorema momentului cinetic rezultă , deci  . 
Astfel, obţinem o integrală primă vectorială a mişcării ( numită integrala primă a 
momentului cinetic ): 

0K =O
&

⎯→⎯

= const.OK

 

(6.1)                                       . 
⎯→⎯

=×=× const.00 xxxx &&

 
Dacă x0 şi au suporturile paralele, atunci produsul lor vectorial este nul. Din 

(6.1) rezultă că  şi  vor avea suporturile paralele, pentru orice moment de timp t  
. Prin urmare, în acest caz mişcarea va fi rectilinie. 

0x&
)(tx )(tx&

În general, x0 şi  nu au suporturile paralele, deci ei formează un plan. Vom arăta 
că mişcarea se va face în acest plan. Într-adevăr, folosind integrala primă (6.1) şi notând 
cu k versorul normalei la planul (x

0x&

0, ), rezultă că  0x& 0kxxkxx =××=×× )()( 00 && . Deci, 
k va fi normal pe planul mişcării ttt ∀)),(),(( xx &  . 

În acest plan al mişcării vom introduce coordonatele polare ),( θr  ale punctului 
material P. Notând cu  aria „măturată” de raza vectoare în intervalul de timp Α∆ t∆  , 
vom defini viteza areolară  a punctului P, prin relaţia: A&

 

ttt d
dlim

0

ΑΑA =
∆
∆

=
→∆

&  . 

 
Ţinând cont de estimările geometrice evidente: 

 
( ) x=

∆∆+
≤∆≤

∆ rrrr ,
22

22 θθ Α  

rezultă 
 

( )
t

rr
tt

r
∆

∆∆+
≤

∆
∆

≤
∆
∆

22

22 θθ Α   . 

 
De aici, trecând la limită  cu 0→∆t , obţinem: 

 

2d
d 2θ&& r

t
==

ΑA . 

 
Pe de altă parte, dacă vom calcula, în coordonate polare, scalarul: 



 

22
1 2θ&

&
r

=× xx  

 
rezultă expresia vitezei areolare, sub forma: 

 

xx && ×=
2
1A   . 

 
 Folosind integrala primă a momentului cinetic, rezultă că mişcarea se face în acest 

caz cu viteză areolară constantă. Dacă vom nota cu )(
2
1 xx && ×=A  vectorul viteză 

areolară, din consideraţiile precedente rezultă că el este perpendicular pe planul mişcării 
şi are mărime constantă. 

În concluzie, mişcarea unui punct aflat sub acţiunea unei forţe centrale este plană, 
sau rectilinie, în primul caz ea desfăşurându-se cu viteză areolară constantă. 
 
2) Definim un câmp de vectori cu simetrie axială a fi acei vectori invarianţi la rotaţiile 

din spaţiu ce lasă fixe punctele unei axei date. Folosind un sistem de coordonate 
cilindrice ( zr ,, )θ , în care axa de simetrie este axa Oz, având versor k, rezultă că dacă 
vectorul F are simetrie axială, atunci ( )zr,FF =  şi F va fi coplanar cu k . 
Reamintindu-ne definiţia momentului unei forţe faţă de o axă, dată în capitolul 3, 
rezultă că momentul forţei F în raport cu axa Oz, va fi dat de expresia: 

 
( ) kFx ⋅×=zM   . 

Propoziţia 6.1 
 
Dacă punctul material P se mişcă datorită unui câmp de forţe cu simetrie axială în 

raport cu axa fixă Oz, atunci proiecţia momentului cinetic pe această axă se conservă. 
 

Demonstraţie: 
Din definiţie avem  ( ) ,kxxkK ⋅×=⋅= &mK Oz  de unde rezultă că 
( ) ( ) ( ) zOz MmmK =⋅=⋅×=⋅×+⋅×= kMkFxkxxkxx &&

43421
&&&

0
\\

 . 

Dar x, F şi k sunt coplanari, deci produsul mixt ( ) 0,, =kFx  . Rezultă că 
avem , deci  ■ 0=zK& .constKz =

 
• Teorema 6.3 (teorema energiei) 

 
Mişcarea unui punct material are loc astfel încât diferenţiala energiei cinetice este 

egală cu lucrul mecanic elementar efectuat de forţa rezultantă aplicată: 
 



Ldd =T   . 
 
 

Demonstraţie: 
Din principiul acţiunii forţelor Fx =&&m , înmulţind scalar cu dx, rezultă 

 .  xFxx dd ⋅=⋅&&m
De aici, avem Tdddd =⋅=⋅=⋅ xxxxxx &&&&&&& mtmm  şi Ldd =⋅ xF . 
Rezultă că  ■ Ldd =T

 
Propoziţia 6.2 
 
Variaţia energiei cinetice între momentele t1 şi t2 este egală cu lucrul mecanic 

efectuat de forţa rezultantă în această trecere: 
 

( ) ( )
( )

( )

∫∫ ⋅=⋅=−
2

1

2

1
12 dd

t

t

ttt xFxF &TT . 

 
Demonstraţie: 
Evidentă, ţinând cont de teorema energiei, integrând-o între momentele t1

 şi t2 ■ 
 
Dacă forţa rezultantă F este conservativă ( ))(grad xF Π=  din teorema energiei 

rezultă: 
 

Π=⋅Π=⋅== dd)(gradddd xxxFLT . 
 

Deci, obţinem o integrală primă scalară a mişcării (integrala primă a energiei): 
 
( ) hVE ==+=Π−= .const2.6 TT   . 

 
În această relaţie x)()( Π−=xV  defineşte energia potenţială, iar E energia totală. 

Integrala primă a energiei (6.2) ne arată că un punct material ce se mişcă într-un câmp de 
forţe conservative, o face astfel încât energia sa totală se conservă. 

Ideea de energie apare prima oară la Leibniz în 1695, sub forma „forţei vii” („vis-
viva”). Termenul de „energie” este introdus de Young (1807), iar cel de „lucru mecanic” 
de către Poncelet (1826). 
 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) În cazul mişcării plane a unui punct material, raportată la coordonatele polare ( )θ,r , 

să se arate că θ&& 2r=× xx   . 



2) Un punct material P de masă m se află sub acţiunea forţei de atracţie universală 

rr
mMf xF 2−=  , unde M este masa Pământului şi r distanţa de la P la centrul 

Pământului.  
a) Ce lucru mecanic este necesar pentru a transporta punctul P de la suprafaţa 

Pământului până la distanţa R de centrul Pământului?  
b) Cu ce viteză va ajunge acest punct pe suprafaţa Pământului, dacă îl vom lăsa fără 

viteză iniţială din punctul aflat la distanţa R ? Studiaţi cazul ∞→R . Vom nota cu  
raza Pământului. 

oR

3) Cu ajutorul unei rachete, un corp de masă m este ridicat la înălţimea h de la suprafaţa 
Pământului. Cu ce viteză, perpendiculară pe verticala locului, trebuie lansat acest corp 
pentru a descrie uniform o traiectorie circulară? Ce perioadă de revoluţie va avea 
mişcarea? 

 



Capitolul 7*

 
 
 

Studiul calitativ al evoluţiei sistemelor conservative unidimensionale 
 
 

• Scopul acestui capitol îl reprezintă studiul calitativ al evoluţiei sistemelor 
unidimensionale, aflate sub acţiunea unei forţe conservative, pornind de la integrala 
primă a energiei. Prezentarea urmăreşte cartea lui V. Arnold [3]. 

 
Vom pleca de la ecuaţia de mişcare a lui Newton, scrisă sub forma: 

 

( )xx F=&&    , 
 

unde forţa F este o funcţie diferenţiabilă pe un interval R⊂I , iar masa . Ecuaţia lui 
Newton este echivalentă cu sistemul diferenţial de primul ordin, scris sub forma normală: 

1=m

 

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

×∈
=
=

RIxx
xx

xx
21

12

21 ,,
)(F

1.7
&

&
. 

 

Vom defini intervalul I a fi mulţimea configuraţiilor, produsul cartezian R×I  
denumeşte planul fazelor, unde xx =1  este coordonata punctului, iar  este viteza 
sa. Presupunem că forţa F este conservativă: 

xx &=2

 

dx
dVx −=)F( , 

 

unde  este energia potenţială. Reamintim că )(xV 2
2

2

2
1

2
1 xx == &T  defineşte energia 

cinetică, iar VE += T  energia totală. 
După cum am arătat în capitolul 6, energia totală se conservă (este o integrală 

primă scalară a mişcării): 
 

( ) hVE ==+= .const2.7 T . 
 

Soluţiile sistemului diferenţial (7.1) definesc în planul fazelor traiectoriile (orbitele) 
sistemului (7.1). Pe de-o parte, din teorema de existenţă şi unicitate a soluţiei sistemului 
(7.1), rezultă că prin orice punct al planului fazelor trece o traiectorie şi numai una, iar pe 
de altă parte, deoarece (7.2) reprezintă o integrală primă a sistemului (7.1), energie totală 
este constantă pe fiecare traiectorie.  

Altfel spus, fiecare traiectorie a sistemului (7.1) este conţinută în întregime într-
una dintre mulţimile de nivel constant ale energiei ( ) hxxE =21, . 

 



Poziţiile de echilibru ale sistemului (7.1) sunt reprezentate de punctele 

( )0, 21 == xx ξ  de pe axa  din planul fazelor, în care 1Ox 0
d
d

1
1

=
=ξxx

V  (poziţiile de 

echilibru  sunt punctele critice ale energiei potenţiale). În studiul mulţimilor de nivel 
constant ale energiei este important să determinăm  comportamentul lor în vecinătatea 
punctelor critice ale energiei potenţiale.  

În afara acestor cazuri, avem următoarea teoremă. 
 

Teorema 7.1 

Orice mulţime de nivel constant a energiei ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=+ ExVxxx 1

2
2

21 2
,  reprezintă o 

curbă netedă în vecinătatea fiecărui punct al ei, cu excepţia poziţiilor de echilibru ale 
sistemului (7.1). 

 

Demonstraţie: 

Din faptul că expresia   ( ) ( ) hxxExVxV ==+=+ 211
2
2 ,

2
1T  reprezintă o integrală 

primă a mişcării, rezultă că  ( ) 2
2

1
11

,
d
d x

x
ExF

x
V

x
E

=
∂
∂

−==
∂
∂ . Dacă într-un punct 

 una dintre derivatele parţiale ale lui E este nenulă, din teorema funcţiilor 
implicite rezultă că mulţimea de nivel constant a energiei totale E este graficul unei 
funcţii diferenţiabile de forma 

( 21, xx )

( )211 xxx =  sau ( )122 xxx =  ■ 
 

Pentru a vedea caracteristicile curbelor de nivel constant, vom considera câteva 
cazuri particulare. 
 

1) Primul caz este acela al unei „gropi de potenţial”. 
 

Vom fixa valoarea energiei totale E. Din teorema de conservare a energiei 

( ) .const
2 1

2
2 ==+ ExVx  rezultă că ( ) ExV ≤1 . Pe de altă parte, avem ( )( )12 2 xVEx −= . 

Este evident că în punctele  în care 1x ( ) ExV =1 , viteza 02 =x . Din faptul că energia 
totală este o funcţie pară în raport cu , rezultă simetria în raport cu axa  a curbelor de 
nivel constant ale energiei. Din punct de vedere fizic, aceasta exprimă faptul că punctul 
trece prin fiecare poziţie într-o direcţie, sau în cea opusă, cu aceeaşi viteză. 

2x 1x

Fie  energia totală corespunzătoare minimului energiei potenţiale. Dacă valoarea 
energiei totale  este mai mică decât , atunci mulţimea de nivel constant  este 
vidă. Mulţimea de nivel constant 

2E

1E 2E 1EE =

2EE =  se reduce la punctul ( )0,ξ  din planul fazelor. În 
acest caz, punctul se află într-o poziţie de echilibru. Dacă energia totală  este mai mare 
decât valoarea critică , atunci mulţimea de nivel constant 

3E

2E 3EE =  este o curbă netedă, 
închisă şi simetrică faţă de axa , care înconjoară poziţia de echilibru 1x ( 0, )ξ . Toate 
aceste caracteristici ale mulţimilor de nivel constant pot fi analizate în Figura 7.1. 
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Figura 7.1 
2) Al doilea exemplu, mai complex, este acela al unei energii potenţiale cu două „gropi 

de potenţial”. 
 

În acest caz trebuie să analizăm comportamentul curbelor de nivel constant în 
vecinătatea punctelor critice ale energiei potenţiale. După cum se vede în Figura 7.2, 
punctele critice 1ξ  şi 3ξ  corespund unor puncte de minim local al energiei potenţiale, pe 
când 2ξ  corespunde unui maxim local. În 1ξ , 2ξ  şi 3ξ  orbitele se reduc la punctele de 
echilibru. Se poate arăta că 1ξ  şi 3ξ  sunt punctele de echilibru stabil, iar 2ξ  este punctul de 
echilibru instabil. Celelalte curbe de nivel constant sunt netede, închise şi simetrice în 
raport cu axa 1 , cu excepţia curbei x 2EE =  (numită curbă separatoare) care este alcătuită 
din trei curbe de nivel constant. 
 V(x1) 
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Figura 7.2 

•  După aceste două exemple simple, dar sugestive, vom analiza comportamentul 

curbelor de nivel constant în vecinătatea unui punct critic al energiei potenţiale. 

 
Propozi ţ ia  7 .1 

Dacă energia potenţială este dată de forma pătratică ( )
2

2
1

1
xkxV = , atunci curbele 

de nivel constant ale energiei sunt curbele de gradul doi ( ) 2
1

2
221,2 xkxxxE += . 

 
Demonstra ţ ie:  
În cazul unei forţe de atracţie ( )0>k , punctul critic 0 este un punct minim al 

energiei potenţiale. Atunci curbele , vor fi elipse omotetice cu centrul în 

O (vezi Figura 7.3).  

.const2
1

2
2 =+ xkx

Dacă avem o forţă de respingere ( )0<k , punctul critic 0 va fi un punct de maxim al 

energiei potenţiale. În acest caz curbele de nivel constant , vor fi 

hiperbole omotetice cu centrul în 0, având asimptote dreptele 

.const2
1

2
2 =+ xkx

12 xkx −±= . Aceste 

asimptote sunt curbele separatoare ale hiperbolelor (vezi Figura 7.4) ■  



  
  

 
Figura 7.3 
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Figura 7.4 
 

Propoziţia 7.2 
 



În vecinătatea unui punct critic nedegenerat al energiei potenţiale există o 
transformare difeomorfă de coordonate astfel încât curbele de nivel constant se 
transformă fie în elipse, fie în hiperbole. 

 
Pentru demonstrarea acestui rezultat important vom avea nevoie de câţiva paşi. 

Vom da această demonstraţie pentru funcţii de o singură variabilă. 
În primul rând, vom spune că punctul 0 este un punct critic pentru funcţia 

, dacă  şi RR →:f ( ) 00 =f ( ) 00 =′f . Punctul critic 0 se numeşte nedegenerat dacă 
. ( ) 00 ≠′′f

O funcţie  se numeşte difeomorfism dacă f este bijectivă, iar f şi  sunt 
diferenţiabile. 

RR →:f 1−f

 
Lema 7.1 (Morse) 
 
În vecinătatea unui punct critic nedegenerat există o transformare difeomorfă de 

coordonate , astfel încât ( )xyx → ( ) ( )0,2 fsignCCyyf ′′== . 
 

Lema 7.2 (Hadamard) 
 
Fie  o funcţie diferenţiabilă, de clasa , cu . Atunci 

, cu  o funcţie diferenţiabilă, de clasă  în vecinătatea 
punctului x= 0. 

RR →:f rC ( ) 00 =f
( ) ( )xxgxf = RR →:g 1−rC

 
Demonstraţie (lema Hadamard): 

Avem relaţia evidentă ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =′==
1

0

1

0

dd
d

d xxgtxtxft
t
txfxf . 

Deci, funcţia  este de clasă  în vecinătatea lui x=0 ■ ( ) ( )∫ ′=
1

0

dttxfxg 1−rC

 
Demonstraţie (lema Morse): 
Vom aplica lema lui Hadamard de două ori funcţiei f din enunţ. Rezultă că 

, cu ( ) ( )xxxf ϕ2= ( ) ( ) 0
2

00 ≠
′′

=
fϕ . Vom defini noua coordonată prin 

egalitatea ( ) ( )xxxy ϕ= , de unde, evident, rezultă că ( ) ( )( ) 20sign yfyf ′′= . În plus, 

funcţia ( )xϕ  este diferenţiabilă în vecinătatea punctului x=0, fiind de clasă , dacă 

f este de clasă ■ 

2−rC
rC

 
Ambele leme pot fi extinse la funcţii de mai multe variabile. 



 
Demonstraţie (Propoziţia 7.2): 
Conform lemei lui Morse, putem schimba în planul fazelor ( , printr-un 

difeomorfism, sistemul de coordonate 
)21, xx

( ) ( )2121 ,, yyxx → , astfel încât curbele de nivel 
constant se transformă, în vecinătatea unui punct critic nedegenerat, în elipse sau 
hiperbole ■ 
 
• În continuare vom obţine un rezultat important în studiul calitativ al evoluţiei 

sistemelor conservative unidimensionale, privind prelungirea soluţiilor ecuaţiei lui 
Newton. 

Vom presupune că energia potenţială V este definită pe întreaga axă Ox. 
 

Teorema 7.2 
 
Dacă energia potenţială V este pozitiv definită pe întreaga axă Ox, până la o 

constantă aditivă, atunci orice soluţie a ecuaţiei lui Newton 
x
Vx

d
d

−=&&  poate fi prelungită 

nemărginit. 
 

Pentru demonstrarea acestui rezultat avem nevoie de următoarea lemă. 
 

Lema 7.3 (estimare apriorică) 
Dacă o soluţie a ecuaţiei lui Newton este definită pentru τ<|| t , atunci ea satisface 

inegalităţile 
 

( ) ( ) ( ) ||20,2 00 tExtxEtx ≤−≤&    , 

 

unde ( ) ( )( 0
2
0 2

0 xVxE +=
& )  este valoarea iniţială a energiei totale. 

 
Demonstraţie (lema 7.3): 

Din teorema de conservare a energiei avem ( ) ( )( ) 0

2

2
EtxVtx

=+
&

 cu . 

Rezultă că 

( )( ) 0≥txV

( ) 02Etx ≤& . 

Deoarece , din inegalitatea precedentă obţinem ( ) ( ) ( )∫=−
t

ssxxtx
0

d0 &

( ) ( ) ||20 0 tExtx ≤−  ■ 
 

Demonstraţie (teorema 7.2): 
Fie  un număr arbitrar. În planul fazelor considerăm dreptunghiul Π , dat de 

inegalităţile: 
0>T

 



( ) ( ) 02011 22,220 ExTExtx ≤≤−   . 
 

În spaţiul fazelor extins ( )txx ,, 21  definim paralelipipedul ( ) Ttxx ≤Π∈ ||,, 21 . 
Conform teoremei de prelungire a soluţiei unei ecuaţii diferenţiale, soluţia se poate 
prelungi, în mod unic, până la frontiera oricărei mulţimi compacte, incluse în domeniul 
de definiţie (vezi [4], cap.2). În cazul nostru soluţia ecuaţiei lui Newton va putea fi 
prelungită până la frontiera paralelipipedului construit. Din lema anterioară (a doua 
estimare) rezultă că soluţia ajunge la frontiera paralelipipedului numai prin feţele pentru 
care . Deci, soluţia poate fi prelungită până la Tt =|| ( ) 0,22 01 >±= TTETx  arbitrar. 
Prin urmare, ea poate fi prelungită nemărginit  ■ 

 
• Pentru a efectua un studiu sistematic al curbelor de nivel constant al energiei, vom 

începe cu cazul curbelor ne-critice de nivel constant. Astfel, vom presupune că 
energia potenţială este definită pe întreaga axă reală Ox. Fie E o valoare a energiei 
totale ne-critică fixată, adică V nu ia valoarea E în nici unul dintre punctele sale 
critice. Să considerăm mulţimea ( ){ }ExVxA <= . Deoarece energia potenţială V 
este o funcţie continuă pe R, rezultă că mulţimea A este formată dintr-o familie finită 
sau numărabilă de intervale deschise (mărginite sau nu). Evident, punctele mulţimii 

 reprezintă extremităţile intervalelor precedente (vezi Figura 7.5). { ExVx =)(/ }
 

 V(x)  
 
 

               
 
                   E 
 
 
 
 
 
                                                                                                                
                                a             b    c         d                    e                       x 

Figura 7.5 
Pentru a fixa ideile, vom considera intervalul  cu 

 pentru 
bxa ≤≤

( ) ( ) ExVEbVaV <== )(, ( )bax ,∈ , respectiv intervalul ∞<≤ xe  cu 
 pentru ( ) ( ) ExVEeV <= , ( )+∞∈ ,ex . 

 
Teorema 7.3 

Ecuaţia ( ) bxaExVx
≤≤=+ 11

2
2 ,

2
, defineşte în planul fazelor o curbă netedă, 

închisă, difeomorfă cu un cerc. Această curbă este o orbită a sistemului (7.1).  



Ecuaţia ( ) ∞<≤=+ 11

2
2 ,

2
xeExVx , defineşte în planul fazelor o curbă netedă, 

deschisă, difeomorfă cu o semidreaptă, pe axa O . Această curbă este o orbită a 
sistemului (7.1.). 

1x

În fine, în cazul în care ( ) R∈∀< xExV , , mulţimea de nivel constant E este 
formată din două orbite ale sistemului (7.1), având forma: 

 
( )( )12 2 xVEx −±=   . 

 
În concluzie, orice mulţime de nivel constant ne-critică este o reuniune cel mult 

numărabilă de orbite netede. 
 

Demonstraţie: 
Fie E o valoare fixată a energiei totale. În primul caz, din teorema de conservare a 

energiei rezultă 
 

( ) ( ) ( )( )xVEtx −±= 23.7 &   . 
 

În planul fazelor ( xxxx &)== 21 ,  vom presupune că . Soluţia 02 >x ( )tϕ  a ecuaţiei 
lui Newton, supusă condiţiilor iniţiale ( ) ( ) 0

20
0
10 , xtxt == ϕϕ & , va fi determinată din relaţia 

(7.3), sub forma: 
 

(7.4)     
( )( )ξ−

ξ
=− ∫

ϕ

VE
tt

t

x 2
)(

0 0
1

d , 

 
pentru t aflat în vecinătatea lui . Se observă că integrala: 0t

 

( )
( )( )∫ −

=
b

a VE
T

ξ
ξ

2
d

2
5.7  

 
este convergentă, deoarece ( ) ( ) 0,0 ≠′≠′ bVaV . 

Rezultă că relaţia (7.4), care descrie timpul de parcurgere a orbitei, defineşte o 
funcţie continuă 

 
[ ] ( ) ( ) ,,,,: 2121 btattt ==→ ϕϕϕ R  

 
care satisface în fiecare punct ecuaţia lui Newton. 

Intervalul  are lungimea , unde T este perioada parcurgerii orbitei dată 
de (7.5). Prelungim soluţia 

( 21,tt ) 2/T
( )tϕ  la următorul interval de timp, având lungimea , prin 

simetrie: 
2/T



( ) ( ) 2/0,22 Ttt ≤≤−=+ ττϕτϕ . 
Mai departe, vom prelungi funcţia ϕ  pe întreaga axă reală, prin periodicitate: 

( ) (tTt )ϕϕ =+ . 
Funcţia astfel obţinută va satisface ecuaţia lui Newton şi condiţiile iniţiale 

considerate (vezi Figura 7.6). 
Prin urmare, soluţia problemei Cauchy precizată va fi periodică, de perioadă T. 

Deci, orbita corespunzătoare va fi o curbă închisă, netedă, difeomorfă cu un cerc (într-
adevăr, se arată uşor că orice orbită închisă, ce nu se reduce la un punct, este difeomorfă 
cu un cerc, vezi [3]). 

Celelalte două cazuri se tratează cu ajutorul teoremei de prelungire a soluţiei 
ecuaţiei lui Newton şi a relaţiei (7.4)  ■ 
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1x 0
2x 0 

                                     
 t1                                                                             t2                                                                                                                        
               a                                                      b                   x1                                                   
 
 
 

 
Figura 7.6 

• Ultimul caz, cel mai complicat, în studiul curbelor de nivel constant ale energiei, este 
acela al curbelor critice de nivel constant. O astfel de curbă conţine puncte critice ale 
energiei potenţiale ( , astfel încât )21, xx ( ) 0,0 21 ==′ xxV . 

Fiecare asemenea punct reprezintă, în planul fazelor, o orbită. Vom distinge trei 
cazuri: 
 
1) Dacă pe intervalul  avem bxa ≤≤ 1 ( ) ExV <1  pentru ( )bax ,1 ∈  şi  

( ) ( ) ( ) ( ) EbVaVbVaV ===′=′ ,0 , atunci cele două curbe deschise, date de 
expresia: 

 
( )( ) bxaxVEx <<−±= 112 ,2  

 
reprezintă orbite ale ecuaţiei lui Newton. Conform formulei (7.4), timpul de parcurgere al 
acestor orbite este infinit, punctul reprezentativ din planul fazelor apropiindu-se 
asimptotic de capetele orbitelor. 
 
2) Dacă pe intervalul  avem bxa ≤≤ 1 ( ) ExV <1  pentru ( )bax ,1 ∈  şi ( ) ( ) EbVaV == , 

 atunci ecuaţia: ( ) ( ) ,0,0 ≠′=′ bVaV
 



( ) bxaExVx
≤<=+ 11

2
2 ,

2
 

 
defineşte o orbită deschisă în capătul din stânga. Punctul reprezentativ se apropie 
asimptotic de acest capăt al orbitei. 
 
3) În fine, dacă pe intervalul bxa ≤≤ 1  avem ( ) ExV <1 , pentru , şi dacă 

există c exterior intervalului 
( bax ,1 ∈ )

[ ]ba, , cu ( ) ( ) EcVbVaV === )(  şi ( ) ( ) 0,0 ≠′≠′ bVaV  
şi  atunci ecuaţia ( ) 0=′ cV

 

( ) ExVx
=+ 1

2
2

2
 

 
 defineşte o orbită închisă ce se proiectează pe axa O  pe segmentul [  ca în cazul 

ne-critic, iar punctul critic 
1x ]ba,

cx =1  defineşte o orbită separată de precedenta.  
     Toate aceste trei cazuri au fost reprezentate în Figura 7.7. 
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                     Figura 7.7 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) Să se studieze curbele de nivel constant ale energiei totale în cazul ecuaţiei pendulului 

matematic . R∈−= xxx ,sin&&

 
2) Să se studieze curbele de nivel constant ale energiei totale în cazul micilor oscilaţii 

ale pendulului matematic, în vecinătatea poziţiilor de echilibru inferioară şi 
superioară ( , respectiv xx −=&& xx =&& ). 

 
3) Să se studieze curbele de nivel constant ale energiei totale în cazul mişcării sub 

acţiunea potenţialului forţei de atracţie universală ( ) 0,1
2 >+−= C

x
C

x
xV . 

 
4) Să se arate că, în cazul curbelor ne-critice de nivel constant, orbitele închise, ce nu se 

reduc la un punct, sunt difeomorfe cu cercuri. 
 
5) Să se găsească în planul fazelor ecuaţiile tangentelor la curbele critice de nivel 

constant, în punctele de maxim ale energiei potenţiale 
( ) ( ) ( )( )0,0,,)( 1 <ξ′′=ξ′=ξξ VVEVxV carepentru punctele . 

 



Capitolul 8 
 
 

Teoremele generale ale mişcării sistemelor de puncte materiale 
 
 
• În acest capitol vom studia principalele mărimi ale mecanicii Newtoniene, care 

definesc mişcarea unui sistem discret de puncte materiale, teoremele generale ale 
mişcării acestor sisteme şi consecinţele lor cele mai importante. 

 
Definim un sistem discret de n puncte materiale, a fi o mulţime alcătuită din n 

puncte materiale aflate în interacţiune şi sub acţiunea unor forţe exterioare sistemului. 
Presupunem că punctul material reprezentativ niPi ,1, =  al acestui sistem, are masa mi şi 
vectorul de poziţie , în raport cu un reper inerţial ortonormat, de centru O. Presupunem 

că asupra punctului P
ix

i acţionează forţele interioare sistemului ijnjji ≠= ,,1,F  şi 
forţa exterioară sistemului . Forţa interioară  exprimă acţiunea punctului material 
P

iF jiF

j asupra punctului material Pi. 
În aceste ipoteze, ecuaţia de mişcare a punctului material Pi va avea forma: 

 

( ) nim
n

ij
j

jiiii ,1,1.8
1

=+= ∑
≠
=

FFx&&   . 

 
În general forţele interioare sunt apriori necunoscute, cu excepţia unor ipoteze 

suplimentare asupra sistemului material. Astfel, sistemul poate fi rigid, elastic, plastic, 
ş.a.m.d., după modul său de deformare. 

În orice caz, forţele interioare respectă principiul acţiunii şi al reacţiunii: 
 

jinjiPP jijiijji ≠=∀−=
⎯→⎯

,,1,||, FFF   . 
 

În cazul absenţei forţelor exterioare sistemului ( )nii ,1, =∀= 0F , sistemul material 
se numeşte închis. 
 
• Prima dintre teoremele generale ale mişcării sistemelor materiale discrete este 

teorema impulsului. Vom defini impulsul unui sistem discret de puncte materiale 
{ } niiP ,1=  a fi vectorul: 

( ) ∑
=

=
n

i
iim

1
2.8 xp &   . 

 
Teorema 8.1 (teorema impulsului) 
 



Viteza de variaţie a impulsului unui sistem material discret este egală cu rezultanta 
forţelor exterioare sistemului: 

 

∑
=

==
n

i
i

1
RFp&   . 

 
Demonstraţie: 
Folosind ecuaţia de mişcare (8.1) şi definiţia impulsului (8.2) rezultă 

RFFFxpp ==+=== ∑ ∑ ∑∑
= = =

≠
=

n

i

n

i

n

i
i

n

ji
ji

ijiiim
t 1 1 11,d

d
&&& , deoarece , din principiul 

acţiunii şi al reacţiunii forţelor interioare sistemului ■ 

0
1,

=∑
≠
=

n

ji
ji

ijF

 
Corolarul 8.1 
 
Impulsul unui sistem material discret închis se conservă. 

 
Demonstraţie: 

Din teorema 8.1 rezultă 0Rp ==& . Deci, ■ 
⎯→⎯

= const.p
 

Corolarul 8.2 
 
Dacă rezultanta forţelor exterioare ce acţionează asupra unui sistem material 

discret este perpendiculară pe o axă fixă δ , de versor u, atunci proiecţia impulsului pe 
această axă, , se conservă. δp

 
Demonstraţie: 
Din teorema 8.1. rezultă 0=⋅=⋅ uRup& .  

Dar, ( ) upup ⋅=⋅= &&
t

p
d
d

δ , axa fiind fixă. Deci, 0=δp& , de unde obţinem 

■ .const=δp
 
 

Teorema 8.2 (teorema de mişcare a centrului de masă) 
 
Centrul de masă al unui sistem material discret se mişcă la fel ca un punct 

material, în care ar fi concentrată masa sistemului şi asupra căruia ar acţiona rezultanta 
forţelor exterioare sistemului. 

 
Demonstraţie: 

Teorema 8.1 ne arată că Rp =& . Dar, din definiţie, avem . Reamintind 

definiţia vectorului de poziţie al centrului de masă al sistemului material (vezi, cap. 3) 

∑
=

=
n

i
iim

1
xp &&&



∑

∑
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== n

i
i

n

i
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m

m

1

1
x

ξ ,  prin derivare obţinem . De aici rezultă 

, unde  este masa totală a sistemului material ■ 
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⎞
⎜
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⎛ n

i
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n

i
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Rpxξ &&&&&
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=
n

i
imM
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Corolarul 8.3 
 
Dacă sistemul material discret este închis, atunci centrul său de masă se mişcă 

rectiliniu şi uniform. 
 

Demonstraţie: 
Folosind teorema 8.2, de mişcare a centrului de masă, în cazul unui sistem material 

închis, rezultă . Deci, 0=ξ&&M baξ += t , cu a şi b vectori constanţi ■ 
 
• În continuare vom obţine teorema momentului cinetic în cazul mişcării unui sistem 

material discret şi vom studia consecinţele sale. 
 

Definim momentul cinetic  al sistemului material discret, în raport cu polul O, a 
fi vectorul: 

OK

 

( ) ( )∑ ∑
= =

×=×=
n

i

n

i
iiiiiO m

1 1
3.8 pxxxK & . 

 
După cum se ştie, momentul rezultant  al forţelor exterioare sistemului, în 

raport cu polul O, a fost definit a fi vectorul: 
OM

∑
=

×=
n

i
iiO

1
FxM . 

 
Teorema 8.3 (teorema momentului cinetic) 
 
Viteza de variaţie a momentului cinetic al unui sistem material discret este egală cu 

momentul rezultant al forţelor exterioare sistemului: 
 

OO MK =& . 
 

Demonstraţie: 
Din definiţia (8.3) şi ecuaţia de mişcare (8.1) obţinem  
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Suma  este nulă, deoarece avem, pentru orice i şi j fixaţi cu ∑
≠
=

×
n

ji
ji

iji
1,

Fx ji ≠ , 

termeni de tipul ( ) 0FxxFxFx =×−=×+× jijijijjii . Aici am folosit principiul acţiunii 

şi al reacţiunii şi faptul că vectorii ji xx −  şi  au suporturi paralele. Deci,  ■ jiF OO MK =&

 
Corolarul 8.4 
 
Dacă sistemul material discret este închis, atunci momentul său cinetic se conservă. 
 
Demonstraţie: 
Din teorema 8.3 a momentului cinetic, pentru un sistem închis, rezultă 

. Deci,  ■ ∑
=

=×==
n

i
iiOO

1
0FxMK&

⎯→⎯

= const.OK&

 
 

 
Corolarul 8.5 
 
Dacă proiecţia momentului rezultant al forţelor exterioare sistemului pe o axă fixă 

δ , de versor u, este nulă, atunci proiecţia momentului cinetic pe această axă  se 
conservă. 

δK

 
Demonstraţie: 
Proiectăm teorema 8.3 a momentului cinetic pe axa δ    .   Axa 0=⋅=⋅ uMuK OO

&

δ  fiind fixă, rezultă că ( ) 0
d
d

=⋅uK Ot
. Deci, const.=⋅= uKOKδ  ■ 

 
Observaţia 8.1 
 
Dacă în corolarul 8.5 vom lua axă fixă δ  drept axa O  a unui reper ortonormat, 

rezultă că avem relaţiile: 
z
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==−=⋅=
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iiiiiiiiOz rmyxyxmK

1 1

2 .const4.8 θ&&&kK  

 



Aici k este versorul axei Oz, iar ( )ii yx , , respectiv ( )iir θ, , sunt coordonatele 
carteziene, respectiv polare, ale vectorilor  în planul ix ( )yx,  normal axei Oz. Relaţia 
(8.4) reprezintă o generalizare a legii ariilor, obţinută în capitolul 6 în cazul mişcării unui 
punct material. 

 
Observaţia 8.2 
 
Dacă vom alege un reper inerţial cu originea în centrul de masă G al sistemului de 

puncte materiale, teorema momentului cinetic îşi păstrează forma:  
 

GG MK =& . 
 

Într-adevăr, dacă ii xξx ′+= , unde ix′  este vectorul de poziţie al punctului Pi în 
raport cu centrul de masă G, obţinem: 
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deoarece  din definirea centrului de masă al sistemului material. 

Derivând relaţia precedentă în raport cu timpul, obţinem 

∑ ∑
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=′=′
n

i

n

i
iiii mm

1 1
0xx&

 

GOGO M MRξMKξξK +×==+×= &&&&   . 
 

În fine, utilizând teorema de mişcare a centrului de masă , rezultă 
 . 

Rξ =&&M

GG MK =&

Această formă a teoremei momentului cinetic este des utilizată în aplicaţii, din ea 
rezultând mişcarea sistemului în raport cu centrul de masă G. Teorema de mişcare a 
centrului de masă 8.2 descrie evoluţia punctului G. 
 
• În ultima parte a acestui capitol vom obţine teorema energiei şi consecinţele ei în 

cazul forţelor exterioare conservative. 
Definim energia cinetică a unui sistem discret de puncte materiale prin scalarul: 
 

(8.5)                                    ∑
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=
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i

i
im

1

2
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x&T  , 

 
iar lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare sistemului, respectiv al forţelor 

interioare sistemului, prin expresiile: 
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Teorema 8.4 (teorema energiei) 
 
Diferenţiala energiei cinetice a unui sistem material discret este egala cu suma 

dintre lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare sistemului şi lucrul mecanic 
elementar al forţelor interioare sistemului: 

 

intddd LLext +=T   . 
 

Demonstraţie: 
Din definirea energiei cinetice (8.5) şi din ecuaţiile de mişcare (8.1) rezultă: 
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Corolarul 8.6 
 
Variaţia energiei cinetice a unui sistem material discret la trecerea sistemului din 

starea (1), de la momentul , în starea (2), de la momentul , este egală suma dintre 
lucrul mecanic al forţelor exterioare sistemului şi lucrul mecanic al forţelor interioare 
sistemului, efectuate la această trecere: 

1t 2t

 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

∫∑ ∫∑∫∫
=

≠
=

⋅+⋅=+=−
2

1

2

1
1 1,

2

1
int

2

1
12 dddd

t

t

n

i

t

t

n

ji
ji

ijiiiext ttLLtt xFxF &&TT   . 

 
Demonstraţie: 
Este evidentă, prin integrarea expresiei din teorema energiei 8.4, de la momentul  

la momentul   ■ 
1t

2t
 
Pentru a calcula lucrul mecanic elementar al forţelor interioare sistemului, vom fixa 

două puncte Pi şi Pj , cu nji ,1, = . În acest caz, lucrul mecanic elementar al interacţiunii 
punctelor Pi şi Pj va avea forma: 

 
( ) ( ) )d(ddddd int

⎯→⎯

⋅=−⋅=⋅+⋅= ijjijijijijiji
ji PPL FxxFxFxF  . 

 

Dacă vom nota cu  şi cu , atunci . Obţinem 
expresia lucrului mecanic elementar: 

)vers(
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= jiji PPρ uF jiji F=
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ji FFFFL ρρρρρ dd
2
1dddd int +==+⋅= uuu   . 

 
     Revenind la întregul sistem material, lucrul mecanic elementar al forţelor 

interioare sistemului va avea expresia: 
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O consecinţă imediată a expresiei (8.7) este faptul că lucrul mecanic elementar al 

forţelor interioare unui sistem material rigid este nul. 
 

Teorema 8.5 
Dacă presupunem că există o funcţie U, ce depinde numai de coordonatele 

sistemului material discret, astfel ca UL dd int −= , atunci: 
 

( ) extLU dd =+T  
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Demonstraţie: 
Este evidentă, utilizând teorema energiei 8.4 şi corolarul 8.6 ■ 
 
Funcţia U se numeşte energie potenţială internă a sistemului material discret. Dacă 

presupunem că există funcţiile de coordonate , astfel ca jiU jijiji UF dd =ρ , atunci 
conform formulei (8.7) energia internă a sistemului va avea forma: 
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Acesta este cazul forţelor interioare ce depind numai de distanţă )( jijiji FF ρ= . 

Atunci, vor exista funcţii , astfel încât jiU jijiji UF dd =ρ , date de: 
 

∫= jijijiji FU ρρ )d(   . 
 

Teorema 8.6 
 



În ipotezele teoremei 8.5, dacă există şi o funcţie de coordonate V, astfel ca 
, atunci: VLext dd −=

 
( )( ) ( )( )21 tVUtVU ++=++ TT   . 

 
Demonstraţie: 
Evidentă, având în vedere teorema 8.5  ■ 
 
Funcţia V se numeşte energie potenţială externă a sistemului material discret, iar 

suma  se numeşte energie totală a sistemului material discret. Teorema 
8.6 ne arată că energia totală a sistemului este o integrală primă scalară a mişcării 
(energia totală se conservă).  

VUE ++= T

 Acest fapt are loc dacă, de exemplu, forţele exterioare sistemului sunt conservative 
. Atunci, energia potenţială externă va avea expresia: ( )iiiii VVV xF =−= ,grad
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Observaţia 8.3 
 
Dacă vom alege un reper inerţial cu originea în centrul de masă G al sistemului de 

puncte materiale, teorema energiei 8.4 îşi păstrează forma: 
  

G
ext

G
G LL ddd int +=T  . 

Într-adevăr, din relaţia ii xξx ′+= , unde ix′  este vectorul de poziţie al punctului  
în raport cu centrul de masă G, obţinem: 
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deoarece , din definiţia centrului de masă al sistemului. ∑ ∑
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Pe de altă parte, 
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deoarece . ∑
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Din relaţiile precedente, rezultă:  
 

GGtM TTT ddddd +⋅=+⋅= ξRξξ &&& , 
 

unde am folosit teorema 8.2, de mişcare a centrului de masă. 
Pe de altă parte, din teorema energiei 8.4, avem: 

 
G
ext

G
ext LLLL dddddd intint ++⋅=+= ξRT   . 

 
Comparând cele două expresii ale diferenţialei energiei cinetice , vom obţine 

rezultatul afirmat: 
Td

 
 

G
ext

G
G LL ddd int +=T   . 

 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) Să se deducă relaţiile (8.4). 
 
2) Două puncte materiale P1 şi P2, de mase egale m1=m2=m, pot aluneca fără frecare pe 

două bare orizontale, aflate în acelaşi plan vertical la distanţa 2a. Punctele se atrag cu 
o forţă proporţională cu distanţa 21PP , factorul de proporţionalitate fiind k. Să se afle: 

a) Mişcarea centrului de masă al sistemului material. 
b) Mişcarea punctelor materiale în raport cu centrul de masă. 
 
3) Un sistem de n puncte materiale niPi ,1, = , este supus doar acţiunii forţelor 

interioare. Presupunem că masele punctelor sunt identice, nimmi ,1, =∀= , iar 
forţele interioare sunt de tip elastic cu modulul k. Se cere: 

a) Mişcarea centrului de masă al sistemului material; 
b) Să se arate că acceleraţia unui punct arbitrar Pi al sistemului material este permanent 

îndreptată spre centrul de masă G al sistemului; 



c) Să se afle mişcarea relativă a sistemului faţă de centrul de masă. 
 
4) Două puncte materiale P1 şi P2, având aceeaşi masă m, se mişcă în plan orizontal fix 

Ox1x2, fiind legate printr-un fir inextensibil şi fără masă, de lungime 2l. Să se studieze 
mişcarea sistemului în următoarele cazuri: 

a) Asupra punctelor P1 şi P2 acţionează forţele  şi , orientate normal pe axa Ox1F 2F 2 şi 
având mărimile proporţionale cu distanţele punctelor respective la această axă; 

b) Punctul  este atras de punctul fix 1P ( )0,1 aO , iar punctul  este atras de punctul fix 
, cu forţe ale căror mărimi sunt proporţionale cu distanţele 

2P
( 0,2 aO − ) 11OP , respectiv 

22OP . 
 



Capitolul  9 
 

 
Problema celor două corpuri 

 
 

• Această problemă celebră va ilustra aplicarea teoremelor generale prezentate în 
capitolele 8 şi 5. Vom începe cu deducerea ecuaţiilor de mişcare. 

 
Fie  şi  două puncte materiale, de mase  şi , aflate în interacţiune. Fie 

 forţa exercitată de punctul  asupra lui , după suportul vectorului , respectiv 

 forţa exercitată de punctul  asupra lui  după suportul vectorului . Din 
principiul acţiunii şi al reacţiunii rezultă: 

1P 2P 1m 2m

12F 2P 1P
⎯→⎯

21PP

21F 1P 2P
⎯→⎯

12PP
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=−= )()(,
12
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212112   , 

 
unde funcţia scalară F va fi pozitivă în cazul forţelor de respingere (repulsive) şi negativă 
în cazul forţelor de atracţie (atractive). 
                                                 z 

        P1(m1) 
 

 x 
x1                           G 

                                                                       ξ  
 

                                                        P2(m2) 
      x2

 O 
                                                                      y 
 
 
 
 
 
              x    

Figura 9.1 
Presupunem că asupra sistemului nu acţionează forţe exterioare. Prin urmare, 

ecuaţiile de mişcare ale celor două puncte materiale, în raport cu reperul ortonormat O 
xyz, vor avea forma: 

 
( ) 21221211 ,1.9 FxFx == &&&& mm    . 

 



Teorema 9.1 
 
Centrul de masă G al sistemului format din punctele materiale  şi  se mişcă 

rectiliniu şi uniform. Ecuaţia mişcării relative a punctului  în raport cu  va avea 
forma: 

1P 2P

2P 1P

 
(9.2)                                        )(xFx =&&µ , 

 
unde  

( ) 2112
21

21 )(,, FxxFxxx ==−=
+

=µ
r

rF
mm

mm
, iar 12 xx −=r . 

 
Demonstraţie: 
 
Deoarece sistemul format din cele două puncte materiale este închis, din corolarul 

8.3 rezultă că centrul de masă G al sistemului se mişcă rectiliniu şi uniform. 
Din ecuaţiile (9.1) rezultă că 

 
FFxFFx ==−== 21221211 , &&&& mm

 

Deci,   . Deci,  ( ) ( Fxx 211221 mmmm +=− &&&& ) ( )xFx =&&µ  ■ 
 

În particular, dacă avem un câmp potenţial al forţelor interioare ( )rVxF grad−= , 
atunci ecuaţia mişcării relative a punctului  în raport cu  va avea forma: 2P 1P

 
( ) ( )rVxx grad3.9 −=&&µ   . 

 
În concluzie, pentru a studia mişcarea relativă a punctului P2 în raport cu P1, vom 

folosi ecuaţia de mişcare (9.2), respectiv (9.3), ca şi când punctul P1 ar fi centrul unui 

sistem inerţial, iar masa punctului mobil P2 ar fi 
21

21

mm
mm
+

=µ  (masa echivalentă). În 

această abordare, forţa  devine centrală. )(xF
 
• Prin urmare, mişcarea relativă a punctului P2 în raport cu P1, în cazul unui câmp 

conservativ de forţe, va fi redusă la studiul ecuaţiei (9.3), într-un reper inerţial centrat 
în P1. Deoarece forţa F(x) este centrală în acest reper, conform primei consecinţe a 
teoremei momentului cinetic din capitolul 6, rezultă că mişcarea relativă a lui P2 în 
raport cu P1 este plană şi se efectuează cu viteză areolară constantă. Dacă  va fi 
poziţia sa iniţială, iar  va fi viteza iniţială, atunci planul mişcării va fi determinat de 
vectorii  şi . În acest plan vom considera coordonatele polare ( )

0x

0x&

0x 0x& x=rr ,,θ . 
După cum se ştie (vezi capitolul 2), componentele acceleraţiei în coordonate polare 

au forma: 



θθθ θ
&&&&&&& rrarrar +=−= 2,2   . 

 
Pe de altă parte, din capitolul 6 ştim că viteza areolară este constantă 

2
.const

2
1||

2
1 2 Cr ===× θ&&xx  (integrala primă a ariilor). Deci, proiectând ecuaţia de 

mişcare (9.3) pe direcţia razei vectoare, obţinem: 
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În final, rezultă ecuaţia diferenţială fundamentală: 
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în care  defineşte energie potenţială efectivă. ( )rVe

Dacă vom calcula energia totală, obţinem relaţiile: 
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care reprezintă diferite forme ale teoremei de conservare a energiei totale în cazul unei 
forţei F conservative.  

Integralele prime ale ariilor şi energiei determină mişcarea. Într-adevăr, din (9.5) 
rezultă 
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de unde obţinem 
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relaţie care ne dă timpul descrierii orbitei. 

Din integrala ariilor 2r
C

=θ&  şi ecuaţia (9.6), eliminând timpul, rezultă: 
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Prin urmare, obţinem ecuaţia orbitei în coordonate polare, sub forma: 

 

( )
( )( )

∫
−

µ

±=θ−θ
r

r

e

r
rVE

rC 

 0
d

2
/8.9

2

0   . 

În relaţiile (9.7) şi (9.8), ( )00 trr =  şi ( )00 tθθ =  sunt coordonatele polare ale poziţiei 
iniţiale . 0x

O formă echivalentă, utilă în aplicaţii, a ecuaţiei (9.4) a fost dată de A.C. Clairaut 
(vezi [2]). Astfel, dacă folosim teorema de derivare a funcţiilor compuse şi integrala 
ariilor, obţinem: 

 

( )

( ) .1
d
d

d
d

d
d

,1
d
d

d
d

d
d

2

2

2

2

2

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−===

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−===

θθθ
θ

θ

θθθ
θ

θ

rr
Cr

r
Crr

r
Cr

r
Crr

&&&&&

&&

 

Deci, ecuaţia (9.4) va avea forma echivalentă: 
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Notând ( ) ( )θθ
r

u 1
=  şi observând că 
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1 , obţinem ecuaţia lui 

Clairaut: 
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* În încheierea acestui capitol vom efectua un studiu calitativ al orbitelor (vezi [2]). 

Vom fixa constanta ariilor 0≠C  şi energia totală E. Orbita corespunzătoare valorilor 
date C şi E este conţinută în mulţimea ( ) ErVe ≤ , după cum am arătat în capitolul 7. 
Pe frontiera  a acestei mulţimi, din relaţia (9.6), rezultă că . Cu toate 
acestea, viteza punctului nu este nulă, deoarece 

EVe = 0=r&
0≠θ  din legea ariilor (cu 0≠C ). 

Mulţimea  defineşte în planul mişcării una sau mai multe coroane circulare, 
date de inegalităţile: 

( ) ErVe ≤

 
∞≤≤≤≤ maxmin0 rrr    . 

 
În continuare vom studia cazurile ce pot apărea în studiul orbitelor. 



1) Dacă , mişcarea este mărginită şi se desfăşoară în interiorul 
coroanei generate de cercurile concentrice de raze  şi . Punctele  se 
numesc pericentre, iar cele pentru care 

∞<≤≤< maxmin0 rrr

minr maxr minrr =

maxrr =  se numesc apocentre. Deoarece 
, rezultă că  are un semn constant, deci 02 ≠= Cr θ& θ& ( )tθ  variază monoton. În acest 

timp raza r oscilează periodic între  şi . minr maxr
Axele care unesc centrul coroanei cu apocentrul, respectiv cu pericentru sunt axe de 

simetrie ale orbitei (axe apsidale). Acest fapt rezultă uşor, observând că dacă ( )θu  este 
soluţia ecuaţiei (9.9), atunci şi ( )θ−u  este soluţia aceleaşi ecuaţii. Unghiul Φ determinat 
de două axe apsidale succesive se numeşte unghi apsidal. Din formula (9.8) rezultă că 
unghiul apsidal este dat de integrala: 
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alegând constanta C>0. 

Orbita va fi închisă dacă unghiul apsidal este comensurabil cu π2 , adică dacă 

n
mπ2=Φ , cu Q∈

n
m . În caz contrar, dacă Φ nu este comensurabil cu π2 , se poate arăta 

că orbita este densă în coroana maxmin rrr ≤≤  (vezi [2] pentru detalii suplimentare). 

 
 

Figura 9.2 
 
 



2) Dacă , coroana circulară din cazul precedent se reduce la un cerc de 
centru O şi rază . Orbita va fi cercul 

0maxmin rrr ==

0r 0rr = , descris cu viteza unghiulară constantă 
 .const/ 2

0 == rCθ&

3) Dacă  şi ∞<≤≤< maxmin0 rrr minr ~ maxr , orbita se va afla într-o coroană circulară de 
grosime foarte mică. În acest caz, raza r va efectua mici oscilaţii în jurul orbitei 
circulare. 

 
4) Să presupunem că ∞=maxr  în ipotezele de la punctul 1). Dacă 

, atunci orbita va fi deschisă, punctul îndepărtându-se la 

infinit. Dacă, în plus, energia totală , atunci punctul  va tinde la infinit cu 

viteza 
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5) Dacă, pentru ( )rVr ,0→  nu creşte mai repede decât 2

2

2r
Cµ  spre infinit, atunci 

. Dacă 0min >r ( ) ( ) −∞→+= 2

2

2r
CrVrVe

µ , pentru , punctul material se poate 

apropia de centrul coroanei. Astfel, se poate ajunge în centrul coroanei într-un timp 

finit (de exemplu, pentru 

0→r

( ) 3

1
r

rV −= ). 

 
După analiza amănunţită a orbitelor, vom menţiona (pentru demonstraţie, vezi 

exerciţiile de la sfârşitul capitolului şi monografia [2]) un rezultat fundamental în studiul 
orbitelor din problema celor două corpuri, datorat lui J. Bertrand (1873). El a arătat că 
dacă orbitele sunt suficient de apropiate de o orbită circulară (cazul 3)) atunci ele sunt 
închise dacă şi numai dacă ( ) 0,2 ≥= aarrV  (oscilatorul eliptic) sau 

 (mişcarea kepleriană). Despre ultimul caz vom discuta, pe larg, în 
capitolul următor. 
( ) 0,/ ≥−= krkrV

 
 

* Exerciţii şi probleme: 
 
1) Arătaţi că unghiul apsidal Φ, dat de relaţia (9.10), este egal cu jumătatea perioadei de 

oscilaţie a unui sistem unidimensional având energia potenţială ( )
2

2x
x
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2) Găsiţi unghiul apsidal Φcirc. în cazul unei orbite apropiate de o orbită circulară de rază 

r. 
 



3) Pentru ce formă a energiei potenţiale ( )rV  unghiul apsidal Φcirc. din problema 
precedentă nu depinde de raza r ? 

 
4) Presupunem că . Să se găsească ( ) ∞=

∞→
rV

r
lim ( )CE

E
,lim Φ

∞→
. 

 
5) Fie . Aflaţi ( ) 20, <<−= − ββkrrV Φ=Φ

→00 lim
E

. Să se arate că 0Φ  nu depinde de C. 

 
6) Să se arate că toate orbitele, apropiate de o orbită circulară, determinate de un câmp 

de forţe centrale, sunt închise, dacă şi numai dacă ( ) 0,2 ≥= aarrV , sau 
. ( ) 0,/ ≥−= krkrV

 



Capitolul 10 
 
 

Mişcarea kepleriană 
 
 

• Problema lui Kepler priveşte mişcarea unei planete de masă m, centrată în P, în raport 
cu Soarele, având centrul S şi masa M, sub acţiunea forţei de atracţie universală. După 
cum am văzut în capitolul 5, această forţă este centrală, în raport cu un reper inerţial 
având originea în S, şi are expresia: 
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rSP
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În acest caz energia potenţială va avea forma: 
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în timp ce energia potenţială efectivă va fi: 
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Aici 
Mm

mM
+

=µ  este masa echivalentă, f constanta atracţiei universale, iar C este 

constanta ariilor. În acest caz, ecuaţia lui Clairaut (9.9) va deveni: 
 

( ) ( ) ( )θθµ
θ

µ
r

uuCfmM
C

u 1,1
d
d 2

22

2

=+−−=   . 

 
De aici, rezultă: 

 
( )

22

2

d
d

C
Mmfuu +

=+
θ

  , 

 
ecuaţie diferenţială care are soluţia: 

( ) ( ) ( )
21cos

C
MmfAu +

+−= θθθ  . 

 



Exprimând constantele 
p
eA =  şi ( )

pC
Mmf 1

2 =
+ , obţinem soluţia anterioară, sub 

forma: 
 

( ) ( ) ( )1cos1
1.10

θθ
θ

−+
=

e
pr . 

 

Această formulă ne arată că traiectoria punctului material P este o conică, în planul 
mişcării. Relaţia (10.1) se mai numeşte şi ecuaţia focală a secţiunii conice. 

Pentru determinarea parametrilor p şi e ai conicei vom folosi integralele prime ale 
mişcării în câmp central de forţe. Astfel, din teorema de conservare a momentului cinetic: 

 
C=×=× 00 xxxx &&    , 

 
notând cu 0000 , xx &== vr  şi ),( 000 xx &∠=α , obţinem parametrul p al conicei, sub 
forma: 

 

( ) ( ) ( ) 0sin2.10 0
22

0
2

0
2

>
+

=
+

=
Mmf

vr
Mmf

Cp α . 

 
Excentricitatea e a conicei poate fi determinată din condiţiile iniţiale 

( )
0

00
1
r

uu == θ  şi 
θ θθd

d

0

0
uu

=

=′ . Mai precis, din (10.1) rezultă: 

 
( )

p
eu 1cos 10

0
+−

=
θθ  

 
sau: 

 

( ) ( ) 1cos3.10
0

10 −=−
r
pe θθ . 

Derivând (10.1) şi folosind integrala ariilor , obţinem: Cr =θ&2

 

( ) ( )
C
rr

r
r

rp
eu

&
&
&

−=−=−=−−=′
θθ

θθθ 221
1

d
d1sin , 

 
de unde, rezultă: 

( )10
0 sin θθ −= ep

C
r&    , 

 



sau: 

( ) ( ) 0
0

00
10 ctgcossin4.10 ααθθ

r
p

C
pve ==− . 

 
În fine, din (10.3) şi (10.4) obţinem excentricitatea e a conicei, sub forma 

următoare: 
 

( ) .2
sin

115.10
0

2
00

2

0

2

0
0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

α
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α=

r
p

r
p

r
p

r
pe ctg  

 
Având în vedere formula (10.5), putem clasifica conica (10.1) după cum urmează: 

 
1) Dacă , adică: 10 << e
 

02
sin 0

2
0

<−
αr

p   , 

 
 sau, exprimându-l parametrul p din (10.2), dacă: 
 
( ) ( )Mmfvr +< 26.10 2

00   , 
 
 atunci traiectoria va fi o elipsă. 
 
2) Dacă , adică:  1=e
 

02
sin 0

2
0

=−
αr

p   , 

 
 sau, dacă: 
 
( ) ( )Mmfvr += 27.10 2

00    , 
 
 atunci traiectoria va fi o parabolă. 
 
3) Dacă , adică: 1>e
 

02
sin 0

2
0

>−
αr

p   , 

 
 sau, dacă: 
 
( ) ( )Mmfvr +> 28.10 2

00   , 
 
 atunci traiectoria va fi o hiperbolă. 



 
4) Dacă , din (10.1) rezultă că traiectoria va fi un cerc. 0=e

 
Figura 10.1 

 
În Figura 10.1 sunt figurate traiectoriile posibile ale planetei P, în raport cu Soarele 

S aflat în focarul conicelor. În cazul mişcării eliptice ( )10 << e  am notat cu ra şi rp, 
distanţele la apocentru, respectiv pericentru. Din forma (10.1) a traiectoriei, rezultă: 

 

( ) ( )

( ) .
1

1
1

,
1

1
19.10 2

2

eMmf
C

e
pr

eMmf
C

e
pr

a

p

−
⋅

+
=

−
=

+
⋅

+
=

+
=

 

 
* Pentru a caracteriza traiectoriile în cazul mişcării kepleriene, putem folosi aceeaşi 

tehnică „energetică” prezentată în capitolul 7. Astfel, pornim de la studiul integralei 
prime a energiei totale: 

 

( ) .const
2
110.10 2 ==+ EVr e&µ , 

 
unde energia potenţială efectivă are expresia: 

 

( ) 2

2

2r
C

r
fmMrVe

µ
+−= . 

 
Energia potenţială efectivă Ve este reprezentată în Figura 10.2. 



 
Figura 10.2 

Din (10.10) rezultă că: 
 

( )( )rVEr e−±=
µ
2

& , 

 
ecuaţie diferenţială similară cu ecuaţia (9.6). În acest caz, ( )rVe  va avea un punct de 

minim pentru 
fmM

Cr
2µ

=* , având aici valoarea ( ) 0
2 2

2

<−
C

fmM
µ

 şi va tinde la zero cu r 

tinzând la infinit. 
Cu ajutorul figurii 10.2 putem analiza comportamentul traiectoriei. 
 
1) Dacă  traiectoria va fi hiperbolică. 0>E
 

Punctul P vine de la infinit, atinge pericentrul rp şi se întoarce la infinit. Orbita este 
deschisă. Viteza radială maximă  va fi atinsă în punctul rmaxr& *, unde energia potenţială 

efectivă are un minim. La infinit el păstrează o viteză „reziduală” nenulă 
µ
Er 2

=∞& . 

 
2) Dacă  traiectoria va fi parabolică.  0=E
 

Comportamentul este similar cu cel din cazul traiectoriei hiperbolice, viteza radială 
fiind mai mică, iar viteza „reziduală” la infinit este nulă. Orbita parabolică este orbita 
deschisă la cel mai scăzut nivel al energiei potenţiale efective. Ea va fi parcursă cu viteza 

de mărime ( )
r

Mmfv +
=

2 . 



 

3) Dacă ( )
2

2

2
0

C
fmME
µ

−<<  traiectoria va fi eliptică.  

 
În acest caz orbita va fi închisă, mişcarea fiind periodică între rp şi ra. 

 

4) Dacă ( )
2

2

2 C
fmME
µ

−=  traiectoria va fi circulară.  

 

Ea va fi parcursă cu viteza de mărime ( )
*r

Mmfv +
= . 

• În cazul mişcării eliptice ( )10 << e  semi-axele elipsei au valorile: 
 

( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=−=

−
=+=

.
1

1
12

1

11.10
2

2

2

e
peab
e

prra pa

 

 

Pentru a rezolva complet problema mişcării kepleriene trebuie dedusă legea 
timpului în descrierea orbitei eliptice. Vom nota cu unghiul 1θθϕ −=  anomalia 
adevărată şi cu unghiul E anomalia excentrică (vezi Figura 10.3). 

 

 
Figura 10.3 

 

Deoarece OSORSR −= , rezultă că : 
 



( ) ( )eEar −= coscos12.10 ϕ . 
 

Din ecuaţia elipsei 12

2

2

2

=+
b
y

a
x , avem: 

 

Ebxa
a
by sin22 =−=   , 

unde am ţinut cont de coordonatele punctului ( )yxP , : 
 

ϕsin,cos ryEax == . 
 

Prin urmare, obţinem: 
 

( ) Eear sin1sin13.10 2−=ϕ  . 
 

Eliminând unghiul ϕ  între (10.12) şi (10.13), rezultă: 
 

( ) ( )Eear cos114.10 −=   . 
 

Din (10.12) şi (10.14) avem: 
 

( ) ( )
2

cos11
2

cos2
222

cos15.10 222 EeaeEarr −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+=

ϕ . 

 
Pe de altă parte, (10.13) se mai poate scrie sub forma: 

 

( )
2

cos
2

sin1
2

cos
2

sin16.10 2 EEear −=
ϕϕ  . 

 
Împărţind relaţia (10.16) la (10.15), obţinem legătura dintre anomalia adevărată ϕ  

şi anomalia excentrică E: 
 

( )
2

tg
1
1

2
tg17.10 E

e
e

−
+

=
ϕ . 

 
Dacă vom deriva (10.17) în raport cu timpul şi vom folosi (10.15), rezultă: 

 
EbEearr &&&& =−== 21θϕ   . 

 
Din integrala ariilor şi (10.14) obţinem: 

 
( ) ( )EEeabEbrrrC &&&& cos118.10 22 −=⋅=== ϕθ . 

 



În fine, integrând relaţia (10.18) în raport cu timpul t, deducem ecuaţia lui Kepler: 
 

( ) ( ) TttnEeE =−=− 0sin19.10   , 
 

unde 
( )

2/322 1 a
Mmf

ea
Cn

+
=

−
=  . 

 
Se vede uşor că ecuaţia lui Kepler are soluţie unică. Într-adevăr, notând cu: 

 
( ) EeEEf sin−=   , 

 
deoarece , funcţia f rezultă strict crescătoare pe R. Cum f este continuă pe R şi f 
(R)=R, atunci rezultă că funcţia f este bijectivă pe R. Prin urmare, ecuaţia  va 
avea soluţie unică. 

10 << e
( ) TEf =

Din relaţia (10.17) se vede că dacă ϕ  variază cu π2 , atunci şi E variază cu π2 . 
Din ecuaţia lui Kepler (10.19) rezultă perioada mişcării eliptice: 

 

( )
( )Mmf

a
C
ab

n
T

+
===

2/3

0
22220.10 πππ  . 

 
De aici, obţinem legea a treia a lui Kepler: 

 

( ) ( ) .const4421.10
2

2

22

3

2
0 =

+
==

MmfaC
b

a
T ππ  

 
Prima lege a lui Kepler este dată de ecuaţia conicei (10.1), în timp ce a doua lege se 

referă la legea ariilor (vezi Capitolul 6). 
 

• Exerciţii şi probleme: 
 
1) Pornind de la legile lui Kepler să se deducă forma forţei de atracţie universală. 
 

2*) În cazul mişcării hiperbolice, utilizând relaţia 
21

1
2

Eth
e
etg
−
+

=
ϕ , să se obţină 

ecuaţia timpului sub forma ( ) ( )
2/3101 ,sh

a
Mmf

nttnEEe
+

=−=− . 

3) În cazul mişcării parabolice, să se deducă ecuaţia timpului sub forma 

( )0
3

2

23
1

22
ttCtgtgp

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ϕϕ . 

 



4*) Să se studieze problema interacţiunii Pământului, având formă sferică, cu masa M 
uniform distribuită, cu un satelit asimilat unui punct material de masă m. Raza 
Pământului este R = 6.380 km. Satelitul se desprinde de racheta purtătoare la 
înălţimea H, faţă de suprafaţa Pământului, măsurată pe verticala locului, în punctul P0 
având vector de poziţie x0, cu viteze iniţială v0. Presupunem că masa satelitului 
rămâne constantă în timpul evoluţiei de la suprafaţa Pământului până în P0. În plus, 
presupunem că raportul m/M poate fi neglijat.  

În particular, dacă lansarea ar avea loc de pe suprafaţa Pământului (H=0) şi dacă 
unghiul dintre x0 şi v0 ar fi 2/π , să se deducă valorile primei viteze cosmice şi a celei de-
a doua viteze cosmice. 
 



Capitolul 11 
 
  

Sisteme neinerţiale. Mişcarea relativă 
 
 
• Până în prezent am studiat mişcarea sistemelor materiale în raport cu sistemele 

inerţiale (mişcarea absolută). În acest capitol vom considera mişcarea 
punctului material şi a sistemelor de puncte materiale în raport cu sisteme 
neinerţiale, care au fie o translaţie ne-uniformă, fie execută o rotaţie, faţă de 
un reper inerţial (mişcarea relativă). Prezentarea urmează monografia [2].  

 
Fie k un reper inerţial, presupus a fi fix şi k′  un reper neinerţial, mobil faţă 

de k. Fie x vectorul de poziţie al unui punct arbitrar P, în raport cu reperul k, 
respectiv  vectorul său de poziţie, în raport cu reperul x′ k′ . Vom presupune că 
reperele k şi k  au o structură de spaţii vectoriale euclidiene orientate. ′

Numim mişcare a reperului k′  în raport cu reperul k o funcţie  
derivabilă în raport cu parametrul 

kkM t →′: ,
R∈t , care invariază metrica şi orientarea 

spaţiului (adică, produsul scalar şi produsul vectorial). 
O mişcare  defineşte o mişcare de rotaţie, dacă  este un operator 

ortogonal, care face ca originea O
tM tM

′  a reperului k′  să corespundă originii O a 
reperului k. Următorul rezultat este cunoscut din cursul de Geometrie din anul I 
(vezi lucrarea [13]). 

 
Teorema 11.1 
 
Orice mişcare  se descompune, în mod unic, într-o rotaţie  şi 

o translaţie : 
tM kkRt →′:

kkTt →:
 

ttt RTM =     
 

unde . ( ) ( ) kOOttTt ∈=+=
⎯→⎯

', 00 xxxx
 

Demonstraţie: 
Vom nota cu .  ( ) ( ) tttt MTRMt 1

0 ,' −== 0x
Atunci ( ) ( )( ) 0x00 === −−

0
11 '' tttt TMTR   ■ 
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O mişcare  defineşte o mişcare de translaţie dacă funcţia 
care îi corespunde, conform teoremei precedente, nu depinde de timp, 

 Rezultă că în acest caz mişcarea va avea forma: 

tM kkRt →′:  

.const== RRt

 
( ) ( )tRRTM tt 0xxxx +′=′=′ . 

 
În general, dacă x şi  reprezintă vectorii de poziţie ai punctului P în raport 

cu reperul „fix” k, respectiv cu reperul „mobil” 
x′

k′ , presupunem că există o 
mişcare , astfel ca: tM

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttRtMt tt 01.11 xxxx +′=′= . 
 

Este util să observăm că vectorul kRt ∈′x  nu coincide cu vectorul , 
dat fiindcă sunt situaţi în spaţii diferite. 

k ′∈′x

 
• Pentru a obţine legea de compunere a vitezelor în mişcarea relativă vom 

deriva relaţia (11.1) în raport cu timpul t, obţinând: 
 

( ) 02.11 xxxx &&&& +′+′= tt RR   . 
 

Pentru a interpreta cei trei termeni ce apar în relaţia (11.2) vom considera trei 
cazuri particulare. 
 
1) Cazul mişcării de translaţie ( )0=tR&  
 

Relaţia (11.2) devine în acest caz: 
 

0xxx &&& +′= R , 
 

sau, notând cu  viteza absolută, cu k∈= xv & kRt ∈′=′ xv &  viteza relativă şi cu 
 viteza originii sistemului mobil, legea de compunere a vitezelor se va 

scrie: 
k∈= 00 xv &

 
( ) 03.11 vvv +′= . 

 
2) Cazul mişcării de rotaţie a sistemului k′  în raport cu ( )0x =0k , cu punctul 

P solidar legat de .  )( 0x =′′ &k
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În acest caz distribuţia de viteze (11.2) va avea forma: 
 

xx ′= tR&&  . 

 
Teorema 11.2 (formula lui Poisson) 
 
Pentru orice moment de timp t există un vector ( ) kt ∈ω , numit viteză 

unghiulară instantanee, astfel încât să avem formula: 
 

( ) xωx ×=&4.11 . 

 
Demonstraţie: 
Cum în acest caz xx ′= tR  şi , rezultă că . 

Operatorul  este liniar, deoarece  este 
liniar. 

xx ′= tR&& xxx ARR tt == −1&&

,dedefinit ,: 1xx −=→ tt RRAkkA &
tR

În plus, A este un operator antisimetric . Într-adevăr, deoarece 
operatorul 

)0( =+ TAA
kkRt →′:  este ortogonal, rezultă că . Derivând 

expresia  în raport cu t obţinem . 
Deci, . 

kkRR t
T
t ′→= − :1

k
T
tt RR 1= ( ) 011 =+=+ −− T

tttt
T
tt

T
tt RRRRRRRR &&&&

0=+ TAA
Pe de altă parte, se ştie că operatorii antisimetrici definiţi pe R3 cu valori în 

R3 sunt determinaţi de trei elemente nenule. În coordonate carteziene avem 
reprezentarea 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

0
0

0

12

13

23

ωω
ωω
ωω

A  . 

 
Cu aceste notaţii, putem defini vectorul viteză unghiulară  prin relaţia ω

332211 eeeω ωωω ++= , unde { } 3,1=iie  sunt versorii bazei ortonormate. Aplicând 
operatorul A vectorului 332211 eeex xxx ++=  rezultă uşor că: 

 
xωx ×=A   ■ 
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3) Cazul mişcării generale de rotaţie.  
 

În acest caz presupunem că reperul k′  este în rotaţie faţă de reperul 
 şi că punctul P se mişcă în raport cu reperul ( 0x =0k ) ( )0x ≠′′ &k . Din (11.2) 

rezultă: 
 

( ) xxωxxx ′+×=′+′= &&&& ttt RRR5.11 . 
 

Dacă vom nota prin k∈= xv &  viteza absolută, cu kRt ∈′=′ xv &  viteza 
relativă şi cu  viteza de transport (datorată rotaţiei), 
obţinem distribuţia vitezelor în mişcarea generală de rotaţie: 

kRttr ∈×=′= xωxv &

 
( ) vvv ′+= tr6.11 . 
 
4) Cazul general, al unei mişcări de rototranslaţie a reperului  în raport cu 

reperul k şi cu punctul P aflat în mişcare faţă de 
k′

k′ . 
 
    

Din formula (11.2), ţinând cont de cazurile precedente, putem deduce că: 
 

( ) 07.11 vvvv ++′= tr   , 
 

unde  este viteza absolută, k∈= xv & kRt ∈′=′ xv &  este viteza relativă, 
( ) kRttr ∈−×=′= 0xxωxv &  este viteza de transport (datorată rotaţiei), iar 

 este viteza originii sistemului mobil. k∈= 00 xv &

 
Pentru a obţine distribuţia acceleraţiilor în mişcarea relativă vom deriva 

relaţia (11.7) în raport cu timpul. Preliminar acestui calcul vom stabili forma 
vitezei de transport  în reperul ktrv ′ . Fie vectorul k ′∈X , solidar cu reperul 
mobil. Atunci, având de-a face cu o rotaţie, rezultă: 

 
( ) ( )XωXωxωXxXx ×′=×′=×=== ttttt RRRRR &&, , 

 
unde  este  viteza unghiulară raportată la reperul k’. Aici am folosit faptul 
că rotaţia  conservă produsul vectorial. Deci: 

k ′∈′ω
tR
 

( ) ( ) kRR tt ′∈×′= XXωX ,8.11 &  
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reprezintă formula lui Poisson în funcţie de vectori din reperul mobil . k′
Folosind formula precedentă, distribuţia de acceleraţii în mişcarea relativă 

va rezulta după cum urmează: 
 

( )
( ) ( )

( )[ ]
( )[ ] .2

,,

0

0

0

000

xxωxωωxωx
xxωxωxxωxω
xxωxωxxωxx

xxωxxxxxxxx

&&&&&&

&&&&&&&

&&&&&&&&&&

&&&&&

+′×′+′×′×′+′×′+′=
=+′×′+′×′+′+′×′+′×′=
=+′×′+′×′+′+′×′+′=

+′×′+′=+′+′=+′=

t

t

tt

tttt

R
R

RR

RRRR

 

 
Pentru obţinerea acestor egalităţi am folosit formula (11.8), odată cu 

, pentru viteze, şi apoi, cu k ′∈′= xX k ′∈′×′+′= xωxX & , pentru acceleraţii.  

Dacă vom nota cu xa &&=  acceleraţia absolută, xa ′=′ &&tR  acceleraţia 
relativă, ( )[ ]xωxωωa ′×′+′×′×′= &R

xωa ′×′= R2 x&&
ttr  acceleraţia de transport (datorată 

rotaţiei),  acceleraţia Coriolis, respectiv cu a&tC 00 =  acceleraţia 
originii sistemului mobil, obţinem distribuţia acceleraţiilor în mişcarea relativă, 
sub forma: 

 
( ) '9.11 0 aaaaa +++= Ctr  . 

 
Este bine să remarcăm că această formulă are loc în reperul inerţial k. 
 
Deoarece ecuaţia de mişcare a lui Newton Fa =m  este valabilă în reperul 

inerţial k, din (11.9) deducem ecuaţia mişcării relative a unui punct material P: 
 

( ) CtrCtr mmmm FFFFaaaFa +++=−−−=′ 0010.11  . 
 

Aici, am notat cu  forţa de inerţie (datorată translaţiei reperului 
mobil),  forţa de transport (datorată rotaţiei reperului mobil) şi 

 forţa Coriolis. Aceste forţe se numesc forţe complementare (inerţiale) 
şi sunt percepute doar de un observator aflat în reperul mobil. 

00 aF m−=

trtr maF −=

CC maF −=

 
Condiţia de echilibru relativ la reperul k′  se obţine din (11.10), pentru 

, sub forma: 0va =′=′
 

( ) 0FFF =++ tr011.11 . 
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• În continuare vom studia mişcarea relativă în raport cu două repere inerţiale 
importante în mecanica cerească. 

 
a) Sistemul inerţial heliocentric.  
 

În acest caz reperul inerţial k va avea originea în centrul Soarelui, în timp ce 
reperul neinerţial  va avea originea în centrul Pământului şi va avea o mişcare 
de translaţie, astfel ca axele sale să rămână paralele cu cele ale sistemului inerţial 
k. 

k′

Deci, , sau 0=tR& 3.const 1=== RRt . Acest caz exprimă efectul mişcării de 
revoluţie a Pământului în jurul Soarelui, asupra unui punct aflat pe suprafaţa 
Pământului. 

Fie P un punct aflat pe suprafaţa Pământului, O centrul Soarelui, O  centrul 
Pământului, 

′
1,3, =ixO i , axele sistemului inerţial k, 1,3, =′′ ixO i , axele 

sistemului neinerţial astfel ca direcţia să coincidă cu 1xO 1xO ′′ , iar  să fie 
paralelă cu  (vezi Figura 11.1). 

2xO ′′

2xO

 
Figura 11.1 

 
Ecuaţia mişcării relative, pentru această problemă, va avea forma: 

 
( ) 012.11 aFa mm −=′   , 
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unde xF 3r
mMf−=  exprimă atracţia Soarelui asupra punctului P. Aici , m 

este masa Pământului şi M masa Soarelui. În plus, avem relaţia . 
Acceleraţia centrului Pământului în mişcare de translaţie în jurul Soarelui va fi: 

|| x=r

xxx ′+= 0

 

( ) 03
0

013.11 xa
r
fM

−=    , 

 
cu 00 x=r . Din (11.12) şi (11.13) obţinem: 

 

( ) xxxxxa ′−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=+′+−=′ 3033

0
03

0
03

11
r
fM

rr
fM

r
fM

r
fM .    

 
Proiectând această relaţie pe axele sistemului mobil, rezultă: 

 

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=′

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=′

θ

θ

sin

cos11

14.11

32

3033
0

1

p

P

R
r
fMa

R
r
fMr

rr
fMa

   , 

 
unde x′=PR  este raza Pământului. Folosind teorema cosinusului în triunghiul 

, vom obţine: θcos2, 0
22

0
2

PP RrRrrPOO ++=′
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

−

Kθθ cos311cos2111

0
3

0

2/3

0
2

0

2

3
0

3 r
R

rr
R

r
R

rr
PPP . 

 
Deci, formulele (11.14) vor avea forma: 

 

( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−=′

+=′

K

K

θθ

θ

cos31sin

cos2
15.11

0
3

0
2

3
0

1

r
R

r
fMRa

r
fMRa

PP

P

  . 
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Neglijând termenii de ordin 2,
0

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k

r
R

k

P , cu formulele (11.15) 

putem explica apariţia fenomenului mareelor. 
 
Astfel, dacă punctul P va aparţine unei mase fluide aflate la suprafaţa 

Pământului, formulele (11.15) exprimă acceleraţia imprimată de Soare 
asupra acestei particule. Pentru { }πθ ,0∈  (la Ecuator) acceleraţia  va lua 

valorile extreme 

1a′

3
0

2
r

fMRP± , în timp ce 2a′  va fi nulă. Pentru 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−∈

2
,

2
ππθ  

(la Poli) acceleraţia  va lua valorile extreme 2a′ 3
0r

fMRP± . Mareele se 

produc de două ori în decurs de 24 de ore, o dată când Soarele trece la 
meridianul locului şi o dată când el trece la meridianul opus. 
     Efectul datorat atracţiei Lunii asupra punctului P, aflat pe suprafaţa 
Pământului, poate fi studiat în mod similar, dacă înlocuim masa Soarelui 
cu masa Lunii şi distanţa Pământ - Soare cu distanţa Pământ - Lună. Se 
obţine rezultatul că mărimea forţei de atracţie a lunii este de 2,32 ori mai 
mare decât cea datorată Soarelui (vezi [6]). 
 
b) Sistemul inerţial geocentric.  
 

În acest caz reperul inerţial k va avea originea în centrul Pământului, 
cu axa Ox3 orientată după axa polilor S-N şi cu axele   Ox1 şi Ox2 situate în 
planul ecuatorial. Reperul neinerţial, mobil, k′  va fi situat pe suprafaţa 
Pământului. El va fi solidar cu Pământul aflat în mişcarea de rotaţie, în 
jurul axei polilor, cu viteza unghiulară  (vezi Figura 11.2). Axa  va 

fi dirijată după verticala ascendentă a locului, 

ω 3xO ′′

1xO ′′  după tangenta la 

meridianul locului spre Sud, iar 2xO ′′  după tangenta la paralela locului spre 

Est (pentru un reper mobil aflat în emisfera nordică a Pământului). 
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Figura 11.2 

 
Pământul este presupus a fi sferic, raza sa fiind kmRP 6380= , iar mărimea 

vitezei sale de rotaţie , presupusă a fi constantă în 
timp.  

sradω /10729,0|| 4−⋅=′=′ ω

Ecuaţia mişcării relative a unui punct P, aflat în vecinătatea suprafeţei 
terestre, va fi dată de (11.10). Vom studia separat influenţa diverselor forţe 
complementare ce acţionează asupra punctului P, în raport cu reperul k . Dacă 
punctul P va coincide cu 

′
( 0)=′′ xO  atunci forţa de transport datorată rotaţiei  

va fi nulă, iar forţa de inerţie F
trF

0 va avea, în reperul mobil k’, componentele: 
 

( )
⎩
⎨
⎧

≥′==

′=
′′

′

0cos,0
sincos

16.11 22
00

2
0

32

1

λω
λλω

P
xx

P
x

mRFF
mRF

. 

 
Componenta  are tendinţa de a micşora greutatea corpurilor. Ea are 

valoarea maximă la Ecuator (
3

0
xF ′

)0=λ  şi este nulă la poli ( )2/πλ = . Componenta 
 abate direcţia verticalei locului (determinată cu un fir cu plumb) spre Sud (în 1

0
xF ′
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emisfera nordică, 0>λ ) şi spre Nord (în emisfera sudică, 0<λ ). Valoarea ei este 
maximă la latitudinea 4/πλ = . 

 
Pentru a studia influenţa forţei Coriolis, vom presupune că viteza de rotaţie a 

Pământului este constantă ( 0)=′ω&  şi mică. Astfel, vom neglija termenii ce conţin 
puterile . În aceste ipoteze, ecuaţiile mişcării relative ale unui punct 
P, aflat sub acţiunea greutăţii şi a forţei Coriolis, în proiecţie pe axele reperului 
mobil k’, vor avea forma: 

2,|| ≥′ kkω

 

( ) (
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

′′+−=′
′+′′−=′

′′=′

λω
λλω

λω

cos2
cossin2

sin2
17.11

23

312

21

xgx
xxx

xx

&&&

&&&&

&&&

)      

 
Vom presupune că la momentul iniţial 0tt =  poziţia şi viteza punctului P vor 

fi: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

=′=′=′
=′=′=′

003002001

030201

,,
,0

18.11
wtxvtxutx

htxtxtx
&&&

   

 
Integrând sistemul diferenţial (11.17) o dată şi folosind condiţiile iniţiale 

corespunzătoare, obţinem: 
 

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−′′=′
′++′+′′−=′

+′′=′

023

0312

021

cos2
cos2cossin2

sin2
19.11

wgtxx
hvxxx

uxx

λω
λωλλω

λω

&

&

&

    

 
Introducând prima şi ultima ecuaţie din (11.19) în cea de-a doua ecuaţie a 

sistemului (11.17), neglijând termenii , rezultă ecuaţia diferenţială în 
: 

2,|| ≥′ kkω

2x′
 
( ) ( ) 0cos2cossin220.11 002 =′−+′+′ λωλλω gtwux&& . 
 

Integrând ecuaţia (11.20) de două ori în raport cu timpul t, obţinem: 
 

( ) ( ) λωλλω cos
3
1cossin21.11 3

00
2

02 gtwuttvx ′++′−=′ . 
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În fine, din relaţia (11.21) şi din prima şi ultima ecuaţie a sistemului (11.19), 
rezultă: 
 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−′++=′

′+=′
22

003

2
001

2
1cos

sin
22.11

gttvtwhx

tvtux

λω

λω
    

 
Dacă, în particular, lăsăm punctul material greu să cadă fără viteză iniţială 

, de la înălţimea h, el va ajunge în planul ( 0000 === wvu ) 21xxO ′′′  după intervalul 
de timp: 
 

( )
g
htc

223.11 =   , 

 
în punctul de coordonate locale: 
 

( ) λω cos2
3
2,024.11 231 g

hhxxx ′=′=′=′   . 

 
Semnul pozitiv al lui  indică faptul că punctul aflat în cădere a fost deviat 

spre Est. În concluzie, un punct material aflat în cădere liberă, sub acţiunea 
greutăţii şi a forţei Coriolis va descrie un arc de parabolă semicubică, dat de 
ecuaţiile parametrice: 

2x′

 

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=′

′=′

=′

2
3

3
2

1

2
1

cos
3
1
0

25.11

gthx

gtx

x

λω     

 
• În ultima parte a acestui capitol vom studia mişcarea relativă a unui sistem 

discret alcătuit din n puncte materiale. Fie k un sistem inerţial centrat în 
punctul O, de axe ortogonale O 3,1, =ixi  şi k′  un sistem neinerţial care se 
deplasează prin translaţie faţă de k, având centrul în punctul G, care este 
centrul de masă al sistemului, şi axe ortogonale 3,1, =′ ixG i . După cum am 
văzut mai sus, în acest caz rotaţia sistemului k′  faţă de k poate fi aleasă astfel 
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ca . Cu alte cuvinte, reperul k3.const 1=== RRt ′  se deplasează cu axele 
paralele cu axele sistemului k. În acest caz reperul k′  se numeşte reper 
Koenig. În aceste ipoteze, relaţia (11.1) devine: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) nittt ii ,1,26.11 =∀+′= ξxx  
 

unde  este vectorul de poziţie al centrului de masă G, al sistemului de n puncte 
materiale, în raport cu reperul k. Prin urmare, relaţia de compunere a vitezelor, va 
rezulta sub forma: 

( )tξ

 
( ) niii ,1,27.11 =∀+′= ξxx &&&  . 

 
Dar, deoarece  este originea reperului mobil, vom avea relaţiile: OG ′=

 

( ) ∑ ∑
= =

=′=′
n

i

n

i
iiii mm

1 1
28.11 0xx &   . 

 
Din (11.27) şi (11.28) rezultă impulsul sistemului discret de puncte 

materiale: 
 

( ) ∑ ∑∑
= ==

=′+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
==

n

i

n

i
ii

n

i
iii Mmmm

1 11

29.11 ξxξxp &&&&   , 

 

unde  este masa totală a sistemului. ∑
=

=
n

i
imM

1

În mod analog, vom calcula momentul cinetic al sistemului discret de puncte 
materiale, în raport cu polul O: 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

.

30.11

1

11

1 1

G

n

i
ii

n

i
ii

n

i
iii

n

i

n

i
iiiiiiO

Mm

mmM

mm

Kξξξx

xξxxξξ

ξxξxxxK

0

0

′+×=×⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′+

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′×+′×′+×=

=+′×+′=×=

=

=

=

==

= =

∑

∑∑

∑ ∑

&&

43421

43421

&&&

&&&
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În mod analog, obţinem energia cinetică a sistemului discret de puncte materiale, 
în raport cu reperul k: 

 

( )

( )

.T

T

′+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′⋅+′+

+=+′==

=

==

= =

∑∑

∑ ∑

2

0

11

2

1 1

222

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

31.11
ξxξx

ξξxx

&

43421

&&&

&&&&

Mmm

Mmm

n

i
ii

n

i
ii

n

i

n

i
iiii

 

 
Am obţinut, prin relaţiile (11.30) şi (11.31), următoarea teoremă. 

 
Teorema 11.3 (Koenig) 
 
Momentul cinetic (respectiv, energia cinetică) al (a) unui sistem material 

discret, în raport cu polul O (respectiv, cu reperul k), este egal(ă) cu suma dintre 
momentul cinetic (respectiv, energia cinetică) raportat(ă) la polul G (respectiv, la 
reperul ) şi momentul cinetic (respectiv, energia cinetică) al (a) centrului de 
masă G, în care s-a concentrat întreaga masă a sistemului, în raport cu polul O 
(respectiv, cu reperul k). 

k′

 
La fel ca în capitolul 8, vom presupune că asupra sistemului { } niiP ,1=  

acţionează forţele exterioare { } nii ,1=F  şi forţele interioare { }
ji

njiji
≠
= ,1,F . 

În continuare vom obţine relaţia dintre lucrul mecanic elementar al acestui 
sistem de forţe, în raport cu reperul k, şi lucrul mecanic elementar relativ la 
reperul k . Astfel: ′

 

(11.32)      

( )

( )

.dddddd

ddddd

dddd

int
1,

11,11,

11,1
int

ξRξRξ

0

F

ξ

R

FxFxFξxF

ξxFxFxF

⋅+′=⋅+′+′=⋅

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+⋅

=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+′⋅+′⋅=+′⋅+

++′⋅=⋅+⋅=+=

∑

∑∑∑∑

∑∑∑

≠
=

=
≠
==

≠
=

=
≠
==

LLL

dLdLdL

ext

n

ji
ji

ji

n

i
ii

n

ji
ji

jii

n

i
ii

n

ji
ji

ji

i

n

i
ii

n

ji
ji

jii

n

i
iext

43421

321
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Deoarece impulsul sistemului are forma (11.29), iar rezultanta forţelor 
exterioare R este invariată de schimbarea de reper kk ′→  prezentată, rezultă din 
teorema 8.1 că teorema de mişcare a centrului de masă 8.2 rămâne valabilă în 
reperul Koenig. 

 
Dacă vom calcula momentul rezultant MO al forţelor exterioare, în raport cu 

polul O, vom obţine: 
 

(11.33)                  
( )

.
11

11

Gi

n

i
i

n

i
i

i

n

i
i

n

i
iiO

MRξFxFξ

FxξFxM

′+×=×′+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
×=

=×′+=×=

∑∑

∑∑

==

==

 
Din relaţiile (11.30) şi (11.33), aplicând teorema momentului cinetic 8.3, 

rezultă: 
 

( ) GOGO M MRξMKξξK ′+×==′+×= &&&&34.11 . 
 

Dar , de unde avem relaţia: Rξ =&&M
 

( ) GG MK =′&35.11 . 
 

Am obţinut următorul rezultant important: 
 

Teorema momentului cinetic are loc într-un reper neinerţial de tip Koenig, 
sub forma (11.35). 

 
În fine, din (11.31) şi (11.32), aplicând teorema energiei (8.4), avem relaţia: 

 
( )

.dddd
ddddd36.11

ξRdξR
ξξξξ
⋅+′==⋅+′=
=⋅+′=⋅+′=

LL
MM

T
TTT &&&&

    

 
Deci, rezultă: 

 
( ) extLLL ′+′=′=′ dddd37.11 intT   . 
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Prin urmare, obţinem rezultatul următor:  
 

Teorema energiei are loc intr-un reper neinerţial de tip Koenig, sub forma 
(11.37). 

 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) În cazul sistemului inerţial geocentric, să se obţină proiecţiile pe reperul mobil  

 ale forţei de inerţie Fk′ 0, date de relaţiile (11.16). 
 
2) În cazul sistemului inerţial geocentric, să se deducă proiecţiile pe axele 

sistemului mobil  ale forţei Coriolis , utilizate în ecuaţiile (11.17). k′ CF
 
3) În acelaşi caz, să se obţină soluţiile sistemului diferenţial (11.17), (11.18), sub 

forma (11.22). 
 
4) Un vapor porneşte din punctul A, aflat pe malul unui fluviu a cărui apă curge 

uniform cu viteza v0, înaintând uniform cu viteza având mărimea 
λ

0v , faţă de 

apă, spre un punct B, aflat pe malul opus. Să se afle: 
a) direcţia vitezei relative a vaporului faţă  de apă, atunci când traiectoria sa 

absolută este segmentul AB; 
b) traiectoria absolută şi timpul de traversare, dacă viteza relativă a vaporului 

este constant îndreptată spre punctul B. Discuţie după valorile parametruluiλ . 
 
5) Viteza unui râu de lăţime 2h este zero la mal şi creşte proporţional cu 

depărtarea de mal, ajungând la valoarea v0 la mijlocul râului. Un înotător 

traversează râul cu viteza relativă, de mărime 
λ

0v , perpendiculară pe direcţia 

curentului. Să se afle traiectoria înotătorului şi locul unde acesta va atinge 
malul opus. 

 
6) Un cerc de rază R se roteşte uniform în jurul unui diametru al său. Punctul P 

se mişcă pe cerc cu o viteză relativă de mărime constantă, parcurgând tot 
cercul în timpul unei rotaţii complete a acestuia. Să se determine: 

a) viteza şi acceleraţia absolută ale punctului P; 
b) traiectoria absolută a lui P.  

 95



Capitolul 12 
 
 

 Sisteme rigide. Unghiurile lui Euler. Cinematica rigidului.  
Cinetica rigidului 

 
 
• Numim sistem rigid un sistem material discret cu proprietatea că distanţele 

dintre două puncte arbitrare ale sale rămân constante în timp. Putem scrie 
această condiţie sub forma: 
 

( ) ,,1,,.const1.12 njir jiji =∀==− xx  
 

unde xi şi xj sunt vectorii de poziţie a două puncte arbitrare Pi şi Pj din sistemul 
rigid, raportaţi la un reper inerţial. După cum am văzut în capitolul 2 un sistem 
material discret, format din n puncte materiale, are 3n grade de libertate (adică, 
mişcarea sa depinde de 3n coordonate). În cazul unui rigid liber vom avea 6 grade 
de libertate, cu excepţia sistemului rigid format din două puncte materiale care are 
5 grade de libertate. Ultima afirmaţie este evidentă, având în vedere că două 
puncte au 6 coordonate, supuse legăturii (12.1). Deci, 5 grade de libertate. 

În ceea ce priveşte sistemul rigid liber care are trei puncte necoliniare, lui îi 
putem asocia un reper solidar legat de rigid. Ori, se ştie că un reper arbitrar din R3 
se obţine dintr-un reper dat printr-o translaţie şi o rotaţie, deci are 6 grade de 
libertate (vezi lucrarea [13]). Altfel spus, varietatea de configuraţie a unui sistem 
rigid este produsul cartezian ( )33 SO×R , al spaţiului R3 cu grupul rotaţiilor 
proprii ( ) ( ){ }.1det,/3 33 ==∈= AAAASO T 1RM  Fixând un punct al sistemului 
rigid, este evident că varietatea sa de configuraţie va fi SO(3). 
 
• După cum se ştie, rotaţia unui sistem de coordonate în raport cu un sistem de 

coordonate dat se obţine prin trei rotaţii în jurul unor axe predefinite. O 
alegere posibilă o reprezintă rotaţia dată de unghiurile lui Euler. Sistemul rotit 
este similar sistemului coordonatelor geografice de pe sferă, cu singularităţi la 
poli şi multivocitate pe un meridian.  

Mai precis, fie 3,1, =ixO i , un sistem inerţial şi 3,1, =′ ixO i  un sistem 
neinerţial, solidar cu rigidul aflat în rotaţie în jurul punctului O. Pentru a ajunge 
din reperul  în reperul ixO ixO ′ , vom efectua trei rotaţii: 

 
1) O rotaţie de unghi ψ  în jurul axei Ox3.  



Astfel, axa Ox3 rămâne pe loc, iar Ox1 devine ON (axa nodurilor). Unghiul 
ψ  se numeşte precesie. 
 
2) O rotaţie de unghi θ  în jurul axei nodurilor ON. 

Ea  lasă axa ON pe loc şi duce axa Ox3 în 3xO ′ . Unghiul θ  se numeşte 
nutaţie. 
 
3) O rotaţie de unghiϕ  în jurul axei 3xO ′ .  

Această rotaţie lasă neschimbată axa 3xO ′  şi transformă axa ON în . 
Unghiul 

1xO ′
ϕ  se numeşte rotaţie proprie. (vezi Figura 12.1). 

 
Figura 12.1 

 
Matricial, vom scrie prima rotaţie, de unghi ψ  în jurul lui Ox3, sub forma: 
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Aici e reprezintă versorii sistemului inerţial Oxi, iar k reprezintă versorii 

sistemului rotit, cu 
||

1 ⎯→⎯

⎯→⎯

=
ON

ONk  şi 33 ek = . 

Apoi, rotim sistemul k, în jurul lui ON cu unghiul θ , ajungând la sistemul 

, în care k
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În fine, rotim reperul j în jurul lui j3 cu unghiul ϕ , pentru a obţine reperul 

neinerţial , în care 
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(12.4)                       . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−==′

3

2

1

100
0cossin
0sincos

j
j
j

je ϕϕ
ϕϕ

C

 
Compunând cele trei rotaţii (12.2) – (12.4), obţinem relaţiile de trecere de la 

reperul inerţial la reperul rotit, solidar cu rigidul, sub forma: 
 

( ) ee ABC=′5.12 . 
 

• Pentru a obţine distribuţia de viteze şi de acceleraţii în mişcarea liberă a unui 
sistem rigid, vom considera un reper inerţial k fixat şi un reper mobil , 
solidar legat de rigidul aflat în mişcare. În acest caz, formula (11.7) se reduce 
la următoarea distribuţie de viteze: 

k′

( ) ( )0006.12 xxωxxxx −×+=′+= &&&& tR , 
 

deoarece viteza relativă  este nulă. x′&
În mod similar, din formula (11.9) deducem distribuţia de acceleraţii, în 

mişcarea unui sistem rigid: 



( ) ( )[ ]xωωxωxx ′×′×′+′×′+= &&&&& tR07.12 , 
 

acceleraţia relativă şi acceleraţia Coriolis fiind nule. Reamintim faptul că 
formulele (12.6) şi (12.7) sunt scrise în raport cu reperul inerţial k. 
 
• În continuare vom deduce legătura dintre vectorul viteză unghiulară  şi 

unghiurile lui Euler. În prima parte a acestui capitol am arătat că rotaţia 
sistemului mobil  în raport cu sistemul fix k este dată de trei rotaţii, date de 
unghiurile lui Euler, în jurul unor axe predefinite. 

ω

k′

În general, să presupunem că avem de-a face cu o rotaţie de unghi α  în 
jurul unei axe Ox3 a unui reper inerţial dat. Atunci matricea de rotaţie 
va avea forma: 

kkRt →′:  

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

100
0cossin
0sincos

8.12 αα
αα

tR . 

 
Folosind formula lui Poisson (11.4) pentru 1e′ , rezultă: 

 
( ) ( ) ( ) 213119.12 eeeeωe ′=′×′=′×′=′ tttt RRRR λλ& , 

 
pentru, dacă , aceeaşi formulă ne dă: 33 eex ′==

 
( ) ( ) 33333 ,10.12 eωeω0eωeωe ′=′=⇒=′×′=×= λλtR& , 
 
axa Ox3 fiind fixă. 

 
Pe de altă parte, un calcul direct în (12.9) cu Rt dat de (12.8), ne arată că: 

 
(12.11)                       33 ,, eωeω ′=′== αααλ &&& . 

 
Aplicând acest rezultat general rotaţiilor efectuate cu ajutorul unghiurilor lui 

Euler, rezultă că: 
( ) 31312.12 jkeω ϕθψ &&& ++= , 

 
unde versorii  şi  sunt proiectaţi pe reperul k. Mai precis, dacă folosim 
relaţiile de transformare (12.2) şi (12.3) obţinem componentele vectorului viteză 
unghiulară ω  pe reperul k, sub forma: 

1k 3j
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⎪
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ψθϕω
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Folosind relaţia (12.5) şi matricile de trecere A, B, C, date de (12.2)-(12.4), 
rezultă componentele vectorului ω′  pe reperul k′ , sub forma: 

 

( )
⎪
⎩

⎪
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⎧
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Relaţiile (12.13) şi (12.14) sunt numite ecuaţiile cinematice ale lui Euler. 
 

• Revenind la distribuţia de viteze (12.6) în mişcarea unui sistem rigid, vom 
consemna câteva caracteristici cinematice ale sistemelor rigide. 

 
1) Dacă în relaţia (12.6) vectorul 0ω = , rezultă că 0xx && = , deci avem de-a face 

cu o mişcare de translaţie a sistemului rigid. 
 
2) Dacă  (deci, ), din (12.6) rezultă că , deci avem 

de-a face cu o mişcare de rotaţie, în jurul punctului fix O. Dacă , axa 
de rotaţie este variabilă în timp, având de-a face cu o rotaţie instantanee. Dacă 
direcţia lui  rămâne constantă în timp, avem o rotaţie constantă. Dacă 
mărimea lui ω , , este constantă în timp avem de-a face cu o rotaţie 
uniformă. 

0x =0 0x =0& xωxx ×=′= tR&&

( )tωω =

ω
||ω

 
În cazul general al unei mişcări de rototranslaţie a sistemului rigid, din 

(12.6) obţinem: 
( ) ωxωx ⋅=⋅ 015.12 && , 
deci, proiecţia vitezei x  pe  este aceeaşi pentru toate punctele sistemului rigid. 
Prin urmare, punctele în care viteza este minimă sunt acele puncte pentru care  
este coliniar cu . Fie  un astfel de punct. Din (12.6) rezultă: 

& ω
x&

ω *x
 

( ) ( ) ωxxωxx α=−×+= 0
*

0
*16.12 && , 

 

de unde înmulţind scalar cu , obţinem: ω
 

( ) 2
017.12
ω
ωx ⋅

=
&

α . 



Relaţia (12.16) ne arată că locul geometric al punctelor , pentru care  
este coliniar cu ω , aparţine unei drepte ( numită axă instantanee de 
rototranslaţie). 

*x x&

Scăzând (12.16) din (12.6), rezultă: 
 

( ) ( ) 2
0* unde,18.12
ω
ωxxxωωx ⋅

=−×+=
&

& αα , 
 

ceea ce ne arată că viteza oricărui punct al rigidului are o componentă, egală cu 
ωv α=min , dirijată de-a lungul axei de rototranslaţie şi o componentă 

( )∗−× xxω , care dă rotaţia în jurul acestei axe. 
Locul geometric al axelor instantanee de rototranslaţie în raport cu reperul 

fix, este o suprafaţă riglată numită axoidă fixă. Aceeaşi dreaptă generează în 
reperul mobil k’ o suprafaţă riglată numită axoidă mobilă. 
 

• Pentru a pune în evidenţă caracteristicile cinetice ale sistemelor rigide, vom 
considera k un reper inerţial fixat şi k′  un reper neinerţial, solidar legat de 
sistemul rigid, centrat în punctul O′ . După cum am văzut, mişcarea sistemului 
rigid se descompune într-o mişcare de translaţie a rigidului, compusă cu o 
mişcare de rotaţie în jurul punctului O′ . 

În continuare vom studia mişcarea de rotaţie a sistemului rigid în jurul 
punctului , presupus fixat. În acest caz, orice vector din reperul  va fi 
„transportat” în reperul k prin intermediul operatorului ortogonal  
Astfel, dacă  este vectorul de poziţie al unui punct curent P al sistemului 
rigid, atunci  cu 

O′ k′
kkRt →′: .

k∈x
xx ′= tR k ′∈′x , unde x′  este vectorul de poziţie al lui P faţă de 

reperul solidar cu rigidul.  
În mod analog, putem scrie relaţiile: 
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''' kkR
kkRkkR
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tt
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KKK

ωωωxxx &&
    

 

În plus, am arătat că: 
 

( )xωxωx ′×=×= tR& . 
 

Prin urmare, momentul cinetic al punctului P, de masă m, în raport cu polul 
, va avea forma: O′
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( )( ) ( ) .
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kmm

tttOtO
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Astfel, am obţinut un operator liniar kkA ′→′: , care „transformă” vectorul 
viteză unghiulară ω  în momentul cinetic′ 'OK ′ : 

 

( ) ( )xωxKω ′×′×′=′=′ mA O '19.12 . 
 

Operatorul A este simetric. Într-adevăr, dacă k ′∈YX,  avem identitatea: 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ]
( ) ( ) ( ).

20.12 2

YXxXxY
YxXxxYXYxXxYX

Am
mmA
⋅=′×⋅′×=

=⋅′⋅′−′⋅=⋅′××′=⋅
     

 

Făcând, în formula (12.20), pe ωYX ′==  şi observând că 
, rezultă că energia cinetică a punctului P este o formă 

pătratică în raport cu viteza unghiulară 
( ) ( 222 xωxωx ′×′=×=& )

ω′ : 
 

( ) ( ) .
2
1

2
1

2
1

2
121.12 '

22 ωKωωxωx ′⋅′=′⋅′=′×′== OAmm&T     
 

Operatorul A se numeşte operatorul de inerţie al punctului P. 
Deoarece sistemul rigid este format din n puncte materiale Pi, de mase mi, 
ni ,1= , prin sumare obţinem următoarea teoremă. 

 
Teorema 12.1 
 

Momentul cinetic al unui sistem rigid în raport cu punctul O  depinde 
liniar de viteza unghiulară , în sensul că există un operator liniar , 
astfel ca . Operatorul A este simetric. Energia cinetică T  a sistemului 
rigid este o formă pătratică în raport cu viteza unghiulară 

'OK′ ′

ω′ kkA ′→′:
'OA Kω ′=′

ω′ : 
 

( ) ωKωω ′⋅′=′⋅′= '2
1

2
122.12 OAT . 

 

Demonstraţie: 
 

Prin definiţie momentul cinetic al sistemului dat este suma momentelor 
cinetice ale punctelor materiale: 

 

ωωKK ′=′=′=′ ∑∑
==

AA
n

i
i

n

i
OiO

11
'' , 

 

unde, am definit operatorul . Deoarece fiecare operator A∑
=

=
n

i
iAA

1
i este simetric, 

rezultă că operatorul A este simetric. 



În ceea ce priveşte energia cinetică a sistemului rigid, ea se poate scrie: 
 

( ) ωωωKωKx ′⋅′=′⋅′=′⋅′== ∑∑
==

Am
n

i
OOi

n

i
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1
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''

1

2&T   ■ 

 
• După cum se ştie, orice operator simetric posedă trei direcţii proprii 

ortogonale. Fie k ′∈′′′ 321 ,, eee  trei vectori proprii unitari ai operatorului de 
inerţie al sistemului rigid A, respectiv I1, I2, I3 valorile sale proprii. În raport cu 
baza { }

3,1=
′

jje  momentul cinetic şi energia cinetică vor avea următoarea formă: 
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ω
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jωIAK jjjOj

ωωT
    

Axele având versorii { }
3,1=

′
jje  se numesc axe principale de inerţie ale 

rigidului, în raport cu . Valorile proprii IO′ j se numesc momente principale de 
inerţie ale rigidului. Dacă valorile proprii sunt distincte axele de inerţie sunt unic 
definite (vezi [5]). 

Pe de altă parte, dacă sistemul rigid se roteşte în jurul unei axe δ  cu viteza 
unghiulară eω ω′=′ , unde polul δ∈′O , ω′=′ω , iar e este versorul axei δ , 
atunci energia sa cinetică va fi egală cu: 
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În formula precedentă am notat cu ri distanţa de la punctul Pi la axa δ . 
δI  este numit moment de inerţie al sistemului rigid faţă de axa δ . Din 

relaţiile (12.23)2 şi (12.24) rezultă că valorile proprii ale operatorului de inerţie A 
sunt momente de inerţie ale rigidului în raport cu axele principale de inerţie 
{ }

3,1=
′

jje . 

Elipsoidul { } kA ′⊂=′⋅′′ 1/ ωωω  se numeşte elipsoid de inerţie al sistemului 
rigid, în raport cu punctul O′ . În raport cu baza de vectori proprii { }

3,1=
′

jje , 

ecuaţia elipsoidului de inerţie va avea forma: 
 



(12.25)   . 12
33

2
22

2
11 =′+′+′ ωωω III

 
Prin urmare, obţinem următorul rezultat: 

 
Axele principale ale elipsoidului de inerţie coincid cu axele principale de 

inerţie ale sistemului rigid, iar lungimile lor sunt invers proporţionale cu 
1,3, =jI j . 
 

Din egalităţile (12.23)2 şi (12.25) rezultă că elipsoidul de inerţie este definit 
pentru vectorii viteză unghiulară ω′pentru care energia cinetică a rigidului este 
egală cu 1/2. 

 
 

Teorema 12.2 (Steiner) 
 

Momentele de inerţie ale unui sistem rigid în raport cu două axe paralele δ  
şi δ ′ , cu δ ′  trecând prin centrul de masă G al sistemului, sunt legate de relaţia: 

 
(12.26)       , 2MrII += ′δδ

 

unde  este masă totală a sistemului, iar r este distanţa dintre cele două 

axe. 

∑
=

=
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i
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Demonstraţie: 
Vom alege un sistem ortogonal de coordonate cu originea în G, axa Gx3 

coincizând cu axa δ ′ . 
Dacă a1şi a2 sunt coordonatele dreptei δ  în acest sistem, avem egalităţile: 
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Deci, pentru o direcţie dată, momentul de inerţie în raport cu o axă ce trece 
prin centrul de masă al sistemului rigid este minim. 

 
• Exerciţii şi probleme: 
 
1) Folosind relaţiile (12.2)-(12.4), să se calculeze componentele matricii de 

trecere de la reperul inerţial la reperul rotit C B A. 
 
2) Să se obţină ecuaţiile cinematice ale lui Euler (12.13) şi (12.14). 
 
3) Folosind relaţia (12.16), să se deducă ecuaţiile scalare ale axoidei fixe. 
 
4) Fie sistemul rigid φ=Σ ′′∩Σ′Σ ′′∪Σ′=Σ , . Fie δδ ′′II ,  şi δ ′′′′I  momentele de 

inerţie ale sistemelor Σ′Σ,  şi Σ ′′ , în raport cu axele δδ ′,  şi δ ′′ , paralele 
între ele şi care trec prin centrele de masă ale sistemelor corespunzătoare. Să 
se arate că: 

 
2

''' d
MM

MMIII
′′+′
′′′

+′′+′=
δδδ , 

 
 unde M ′  şi M ′′  sunt masele sistemelor Σ′  şi Σ ′′ , iar d este distanţa dintre 

axele δ ′  şi δ ′′ . 
 
5*) Unui sistem rigid, având momentele principale de inerţie , îi 

adăugăm un punct material de masă 
321 III >>

ε , cu vector de poziţie 
332211 eeex ′+′′+′′=′ xxx , unde 321 ,, eee ′′′  sunt axele principale de inerţie ale 

sistemului rigid. 
      Să se determine variaţia cu ε  a momentului de inerţie ( )ε1I  al noului sistem 

obţinut  şi a noii direcţii principale de inerţie ( )ε1e′ , determinate până la 
ordinul ( )2εO . 

 



Indicaţii şi răspunsuri  
la exerciţiile şi problemele propuse 

 
 
 
• Capitolul 2 
 
4) În planul mişcării considerăm un sistem de coordonate carteziene {  şi un 

sistem de coordonate polare 
}21, ee

{ }θee ,r . Legătura dintre versorii lor este dată de 

relaţiile . Prin derivare, în raport cu timpul, obţinem 

. Deoarece vectorul de poziţie al punctului P are, în coordonate 
polare, expresia , rezultă, prin derivare în raport cu timpul, componentele 
vitezei şi ale acceleraţiei, în coordonate polare, sub forma: 
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5) În cazul mişcării spaţiale vom alege { }321 ,, eee  un sistem de coordonate carteziene 

şi { }ϕθ eee ,,r  un sistem de coordonate sferice. Transformarea de coordonate are 
forma: 
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 Jacobianul transformării este .  0sin2 >= θrJ
 Dacă punctul P se mişcă pe liniile de coordonate, avem următoarele cazuri:  
a. pe raza vectoare el va avea viteza rr rev &= ,  
b. pe cercul meridian va avea viteza ,  θθ θ ev &r=
c. pe cercul paralel va avea viteza ϕϕ ϕθ ev &sinr= . 

 În general, dacă vectorul de poziţie ( )( ) 3,1, == itqixx , al punctului P depinde de 
parametrii , atunci viteza va avea forma: ( )tqi

( ) ∑ ∑
= =

=
∂
∂

=
3

1

3

1i i
i

i
i q

q
t vxx &&    . 

 
 Deci, viteza este suma vitezelor punctului material ce s-ar mişca după liniile de 

coordonate. Prin urmare, componentele vitezei în coordonate sferice vor fi: 
 



ϕθϕϕθθ θϕθ eeeeeex sin&&&& rrrvvv rrr ++=++= . 
 

6) Fie  traiectoria punctului material P şi fie   ( )sxx = { }βντ ,, triedrul Frenet asociat. 
Aici,  este versorul tangentei, τ ν  versorul normalei principale şi  versorul 
binormalei la curbă în punctul P. Sunt cunoscute formulele lui Frenet: 

β
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 cu  R > 0 raza de curbură şi  T > 0 raza de torsiune.  
      Viteza lui P va avea, în triedrul lui Frenet, componentă tangenţială 

xττx &&& === v,v s , iar acceleraţia componente tangenţiale şi normale: 

ντντx vaa
R

+=+= τ

2vv&&& . Deci, acceleraţia se găseşte în planul osculator . 

Avem următoarele cazuri particulare: 

( )ντ,

a) Dacă 0 , obţinem  (mişcare uniformă). =τa .constv =

b) Dacă , rezultă 0,0 =≠ vaaτ 01
=

R
 (mişcare rectilinie). 

c) Dacă 0 , avem mişcare rectilinie şi uniformă. == vaaτ

 
7) În sistemul de coordonate carteziene (x, y), aflat în plan vertical, luăm dreapta dată 

drept axa Ox şi presupunem că la momentul iniţial punctul P coincide cu originea 
sistemului O (vezi Figura A.1).  
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Figura A.1 



 
 Condiţia de rostogolire fără alunecare se va scrie )arc(APOA = . Deci, θRtv =0 , sau 

tt
R
v ωθ == 0 . Traiectoria punctului P va fi dată de ecuaţiile: 
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 care reprezintă ecuaţiile parametrice ale cicloidei. Componentele vitezei vor fi: 

 
( )

⎩
⎨
⎧

=
−=

tRy
tRx

ωω
ωω

sin
cos1

&

&
 , 

 
 iar cele ale acceleraţiei vor avea forma: 
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 Mărimea vitezei este 
2

sin2 tRv ωω= , iar vectorul viteză este normal pe 
⎯→⎯

AP , 

modulul său fiind egal cu . Mărimea acceleraţiei va fi , vectorul 

acceleraţie are direcţia vectorului , iar modulul ei este egal cu . 

ω||
⎯→⎯

AP 2ωRa =
⎯→⎯

PC ||2
⎯→⎯

ω PC
 
8) Ecuaţiile parametrice ale elicei circulare de pas h şi rază R, sunt: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

θ
π

=

∈θθ=
θ=

2

polar. unghiul este  unde,sin
cos

hz

Ry
Rx

R  

 
 Condiţia de mişcare uniformă conduce la relaţia const., == ωωθ t  Prin urmare, 

componentele vitezei vor fi: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
−=

ω
π

ωω
ωω

2

cos
sin

hz

tRy
tRx

&

&

&

 , 

 
 iar cele ale acceleraţiei au forma: 



 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
−=

0
sin
cos

2

2

z
tRy
tRx

&&

&&

&&

ωω
ωω

  . 

 
• Capitolul 3 
 
1) – 3) Se foloseşte formula (3.2), pentru sisteme corespunzătoare de coordonate. 
 
4) Din formula (3.2) şi proprietatea integralei de a fi aditivă de domeniu. 
 
5) Din formula (3.2) şi proprietatea integralei de a fi substractivă de domeniu. 

6) Fie , O un pol fixat. Atunci: ∑
=

≠=
n

i
i

1

0FR

 

0RRMRMRRMM =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××+×=××+=

⎯→⎯⎯→⎯

POPO OPOP  deci, . 

 Rezultă realparametru cu,022 λλRrR
R

R
R

MR
+=

⋅
+

×
=

⎯→⎯
⎯→⎯ OPOP O . 

      Prin urmare, locul geometric al punctelor P pentru care R şi MP sunt colineare este o 
dreaptă, care trece prin punctul având vector de poziţie r0 şi este paralelă cu R. 

 Pe de altă parte, dacă P = P(x,y,z), MO = (L,M,N) şi R = (X,Y,Z) sunt coordonatele lui 
P şi componentele vectorilor R şi MO într-un reper ortonormat, atunci ecuaţiile 
scalare ale axei centrale vor avea forma: 

 
( ) ( ) ( )

Z
yXxYN

Y
xZzXM

X
zYyZL −−

=
−−

=
−−   . 

 
7) – 10)  Vezi lucrările [5-7]. 
 
• Capitolul 4 

1) Soluţia problemei Cauchy este ( ) tvgttx 0

2

2
+−= . Timpul de  urcare va fi 

g
vtu

0= , iar 

înălţimea maximă ( )
g

vtx u 2

2
0= . 

 
2) Soluţia problemei Cauchy are forma: 
 



( ) ( )
( ) ( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

+−=

=

0

sin
2

cos

0

2
0

tz

tvgtty

tvtx

α

α

.  

  
Ecuaţia traiectoriei va fi:   

(A.1)                        ,)tg(
cos2

2
22

0

xx
v

gy α
α

+−=   

 
 ceea ce reprezintă o parabolă ce trece prin punctele ( ) ( )  ,,0 şi 0,0 BxBO  

α= 2sincu 
2
0

g
v

xB . „Bătaia” va fi maximă pentru 
g
vxB

2
0

max,4/ == πα . 

 Coordonatele vârfurilor traiectoriei sunt 
 

αα 2
2
0

2
0 sin

2
,2sin

2 g
vy

g
vx vv ==  , 

 

 ele aflându-se pe elipsa y
g
vyx

2
022 24 =+ . 

 Punctele  din planul Oxy prin care pot trece parabolele (A.1), pentru ( YXP , ) α  

variabil, se află în interiorul parabolei de siguranţă 2
2
0

2
0

22
x

v
g

g
vy −= . 

 
3) Problema Cauchy dată, va avea următoarea formă, în proiecţie pe axele sistemului 

cartezian  Oxy, situat în plan vertical (vezi Figura A.2): 
 

(A.2)         
( )

( ) ⎩
⎨
⎧

==
==

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

−=

.sin(0)y,cos)0(
0)0()0(

,
00 ααϕ

ϕ

vvx
yx

v
yvggy

v
xvgx

&&&
&&

&
&&

 

 
                                y 

 
 
 
 

   v 
                                                          P              θ 
                                                  R  

 
                                                              mg 
  
                             vo  



                                     α 
 

                          O                                                                                   x 
Figura A.2 

  
Sistemul diferenţial (A.2) este neliniar. Pentru a-l aduce la o formă integrabilă, vom 
efectua schimbarea de variabile ( ) ( )θ,, vyx →&& , unde  ,x&=v  x&  vitezeiunghiul este iar θ  
cu axa Ox.  
 Astfel, obţinem componentele vitezei: θθ sin,cos vyvx == && . 
 Din sistemul (A.2) rezultă: 

 
( )

( )⎩
⎨
⎧

−−=+
−=−

θϕθθθ
θϕθθθ
sincossin

cossincos
vggvv

vgvv
&&

&&
 

 
 sau, încă: 

 

(A.3)                
( )

⎩
⎨
⎧

==
−=

−−=
.)0(,)0(,

cos
sin

0 αθ
θθ

ϕθ
vv

gv
vggv

&
&

  

 
 Am obţinut un sistem diferenţial neliniar, de ordinul 1, în variabilele 

hodografice ( )θ,v . Eliminând timpul între cele două ecuaţii (A.3), rezultă ecuaţia 
fundamentală a balisticii exterioare: 

 

(A.4)                ( ) ( ) 0,
cos

vvvtgv
d
dv

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += α

θ
ϕθ

θ
. 

 
 Presupunând cunoscută soluţia ( )θv  a problemei Cauchy (A.4), putem afla 

traiectoria, sub forma: 
 

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ζζζ−=

ζζ−=

∫

∫
θ

α

θ

α

 

 

 

 

dtg

d

2

2

1

1

v
g

y

v
g

x
    , 

 

 şi ecuaţia timpului: ( )
∫
θ

α
ζ

ζ
ζ

−=
 

 
d

cos
1 v
g

t . 

 

4) Notând cu const.2 ==
m
kω , problema Cauchy asociată ecuaţiei oscilatorului liniar 

devine: 
 

( ) ( ) 00
2 0,0,0 vxxxxx ===+ &&& ω  . 



 Soluţia ei se obţine uşor, sub forma: 
 

( ) tvtxtx ω
ω

ω sincos 0
0 +=  . 

 

 Pentru , avem reprezentarea 00 ≠x 0
0

00 sin,cos ϕ
ω

ϕ avax == , unde a defineşte 

amplitudinea, 2

2
02

0 ω
vxa += , iar φ0 diferenţa de fază, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

0
0 arctg

x
v
ω

ϕ . Prin 

urmare: 
 

( ) ( )0cos ϕω −= tatx  , 
 
 unde ω  este viteza unghiulară (analogia cu mişcarea circulară uniformă).  
 Perioada de oscilaţie va fi: 

 

k
mT π

ω
π 22
== . 

 

5) Notând cu const.2 ==
m
kω , problema Cauchy asociată ecuaţiei oscilatorului liniar 

amortizat va fi: 
 

( ) ( ) 00,0,0 0
22 ===++ xxxxxx &&&& ωλ  . 

 
 Presupunând că  este suficient de mic, astfel ca discriminantul ecuaţiei 

caracteristice  rezultă următoarea soluţie:  

2λ
,04 24 <−=∆ ωλ

 

42
2

2

2

0 4
2
1,sin

2
cos λωγγ

γ
λγ

λ

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

−

ttexx
t

 . 

 

 Notând cu 000

2

000 sin
2

,cos ϕ
γ
λϕ axax == , obţinem reprezentarea soluţiei sub 

forma: 

( ) ( ) ( ) t
eatattax 2

2

00 ,cos
λ

ϕγ
−

=−= . 
 
 Evident că amplitudinea tinde la zero, ( ) 0⎯⎯→⎯ ∞→tta .  
 Perioada de oscilaţie va fi: 
 



ω
π

λω

π
γ
π 2

2

22
22

2

=>

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

== TTa  . 

 
6)   Aplicând definiţia stabilităţii poziţiei de echilibru ,0,0 == xx & soluţiei problemei 

oscilatorului liniar 4):  
 

( ) tvtxtx ω
ω

ω sincos 0
0 += , 

 
 rezultă că ,|)(|,|)(| εε << txtx &  dacă ,||,|| 00 δδ << xx &  unde 

.
1

,
/11

min ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
=

ω
ε

ω
εδ  

 
• Capitolul 6 
 
2) Proiectând, pe verticala locului, condiţia de echilibru a punctului material P, de masă 

m, aflat la suprafaţa Pământului, obţinem ,2
0

00 R
mMfmgG ==  unde g0 este mărimea 

acceleraţiei gravitaţionale de la suprafaţa Pământului. La distanţa r de centrul 

Pământului, aceeaşi condiţie va avea forma 
2

0
02 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

r
RG

r
mMfmgG , unde g este 

mărimea acceleraţiei gravitaţionale la distanţa r. Lucrul mecanic elementar efectuat în 
deplasarea pe verticala locului, sub acţiunea forţei de atracţie universală, va avea 

expresia r
r

RGL ddd
2

0
0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⋅= xG . Lucrul mecanic necesar deplasării punctului 

material de la suprafaţa Pământului, la distanţa R de centrul Pământului, va fi dat de 
expresia: 

 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

R

R RR
RGLL

0 0

2
00

11d  . 

 
 Din teorema de conservare a energiei, ţinând cont că viteza iniţială a punctului 

material este nulă, obţinem viteza sa de cădere pe suprafaţa Pământului, sub forma: 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

R
RRgv 0

00 12 . 

 



 Dacă .2, 00 ∞=→∞→ vRgvR  Pentru R0=6380 km şi g0=9,81 m/s2, rezultă că 
 (a doua viteză cosmică). skmv /18,11=∞

 
3) Folosind problema precedentă şi distribuţia de acceleraţii în mişcarea circulară 

uniformă, obţinem: 
 

( ) hR
v

hR
Rggh +

=
+

=
0

2

2
0

2
0

0  , 

 
 de unde, rezultă:   ( )hRgv h += 0 . 

 Viteza unghiulară va fi 
hR

g
hR

v h

+
=

+
=

00

ω , în timp ce perioada de revoluţie va 

rezulta 
hg

hRT +
== 022 π

ω
π .  

 Pentru g0 = 9,8 m/s2, R0 = 6.380 km şi h = 500 km, rezultă g500 = 8,42 m/s2,  
v = 7,61 km/s şi T = 1 h 35’. 

 
• Capitolul 8 
 
2) Sistemul are 2 grade de libertate: OGx = şi 1PG ′=ξ  (vezi Figura A.3). 

 
 

 y  
 
 

                  (0,a)                                                           P1(m) 
 

                       x1                         F12 
 
 

                      O                     x             G          ξ          P1’     x 
 

 x2                                   F21 
 

                (0,-a)                                    P2(m) 
 

Figura A.3 
 

 
 Forţele interioare ale sistemului vor avea expresiile: 



 

( ) .0,2121
21

12
2112 >−=−−=−=

⎯→⎯

kk
PP
PPPPk FxxF  

 
 Teorema de mişcare a centrului de masă, proiectată pe axa Ox va avea forma: 

, de unde obţinem 02 =xm && ( ) tvxtx 00 += .  
 Deci, centrul de masă G are o mişcare uniformă pe axa Ox. 
 Vectorii de poziţie ai punctelor P1 şi P2 vor fi: 

 
( ) ( ) ., 21 jixjix axax −−=+++= ξξ   

 
 Din teorema energiei , scrisă sub forma intdd L=T
  

( ) 221112
2
2

2
1 dd

2
d xFxFxx ⋅+⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + &&
m , 

 
 rezultă:  
 

( )[ ] 222 d2d ξξ kxm −=+ && . 
 
 Ţinând cont de mişcarea uniformă a centrului de masă G ( )0vx =& , obţinem ecuaţia 

diferenţială:  
 

( )2222 ξωξ −= l&  
 
 cu ω  şi l determinate de constantele problemei. Prin urmare,  
 

( ) ( )Ctlt +±= ωξ sin . 
 
 În concluzie, punctele P1 şi P2 au o mişcare oscilatorie de-a lungul dreptelor ay ±= , 

în raport cu centrul de masă G. 
 
3) Deoarece sistemul este închis, centrul său de masă se va mişca rectiliniu şi uniform.  
 Forţele interne, de tip elastic, se vor scrie: ( ) 0, >−−= kk jiji xxF , unde xi este 

vectorul de poziţie al punctului Pi.  
 Considerând punctul Pi, ecuaţia sa de mişcare va fi: 

 

( ) i

n

j
ji

n

ij
j

j

n

ij
j

iji nkkknkm xxxxFx −=−−== ∑∑∑
=

≠
=

≠
= 111

1&&  . 

 



 Pe de altă parte, vectorul de poziţie ξ al centrului de masă G va avea forma 

. De aici, rezultă:  ∑
=

=
n

j
jmnm

1
xξ

 

( )
⎯→⎯

=−= GP
m
kn

m
kn

iii xξx&& . 

 
 Deci, acceleraţia lui Pi este coliniară cu vectorul de poziţie al lui Pi în raport cu G, 

. iiGP x′=
⎯→⎯

 Folosind relaţia  şi faptul că centrul de masă se mişcă rectiliniu şi uniform, 

deducem că 

ξxx −=′ ii

iii m
kn xxx ′−==′ &&&&&& .  

  
 
 De aici, rezultă  
 

( ) const.,sincos 2
21 ==+=′

⎯→⎯⎯→⎯

m
kntCtCti ωωωx  . 

 
 În concluzie, traiectoriile punctelor  Pi, relative la centrul de masă G, sunt elipse cu 

centrul în G. 
 
4) Sistemul are 3 grade de libertate dacă firul este întins şi 4 grade de libertate dacă firul 

nu este întins.  
 În primul caz, vom alege drept parametrii coordonatele 1ξ  şi 2ξ  ale centrului de masă 

G al sistemului şi unghiul θ  dintre vectorul  şi axa Ox
⎯→⎯

21PP 1.  
 Atunci, vectorii de poziţie ai punctelor P1 şi P2 vor avea forma: 

 
( ) ( )212211 sincos,sincos iiξxiiξx θθθθ +−=++= ll  , 

 
 unde ξ = ξ1 i1 +ξ2 i2 este vectorul de poziţie al lui G. 

 
 Forţele interne ale sistemului sunt reprezentate de tensiunile în fir 

0,
2 2121 >=−=

⎯→⎯

TPP
l

TTT . 

 Dacă firul nu este întins, 021 ==TT , iar punctele P1 şi P2 se mişcă liber. 
 
a) Forţele exterioare sistemului vor fi, în acest caz, de forma: 

 
( ) ( ) 11

2
211

2
1 cos,cos iFiF θξθξ lmklmk −−=+−=    . 

 



 Din teorema de mişcare a centrului de masă rezultă: 
 

11
2

21 22 iFFξ ξmkm −=+=&&     , 
 

 sau, pe componente: 
 

0, 21
2

1 =−= ξξξ &&&& k  . 
 
 

 Deci, mişcarea centrului de masă va fi dată de relaţiile:  
 

( ) 432211 ,cos CtCCktC +=ξ−=ξ . 
 
 Pentru a obţine mişcare în raport cu centrul de masă, va trebui să determinăm unghiul 

θ . El va fi obţinut din teorema energiei, scrisă în raport cu centrul de masă G.  
 Energia cinetică va fi  (dacă firul este întins sistemul este 

rigid, iar dacă el nu este întins forţele interne sunt nule), iar 

. 

0, int
22 =θ= G

G Lml d&T

( ) ( ) θθθθθ d2sindcossind 22
2121 mlkllLG

ext =+−⋅−= iiFF

 De aici, se obţine ecuaţia diferenţială:  
 

θθ 2sin2 2k=&& , 
 
 care are integrala primă:  
 

hk +−= θθ 222 cos& . 
 
 De aici, printr-o cuadratură, putem afla unghiul θ . 
 
b) În al doilea caz, forţele exterioare sistemului vor avea forma: 

 
( ) ( )12

2
211

2
1 , ixFixF amkamk +−=−−= . 

 
 Din teorema de mişcare a centrului de masă, obţinem: 

 
ξξ 2k−=&&     , 

 
 de unde, rezultă: 

 

ktCktC sincos 21

⎯→⎯⎯→⎯

+=ξ  . 
 

 Deci, centrul de masă G se mişcă pe o elipsă de centru O, ca şi când el ar fi atras de O 
cu o forţă elastică de modul k2. 

 Utilizând teorema energiei, găsim că unghiul θ  este soluţia ecuaţiei diferenţiale: 



 

θθ sin2

l
ak−=&&    , 

 
 care are integrala primă: 

 

h
l
ak += θθ cos2 22&  . 

 
• Capitolul 10 
 
1) Vom alege sistemul ortonormat Oxy în planul mişcării planetei P, unde Soarele S se 

află în originea O. Vectorul de poziţie al lui P va fi dat de expresia xex == rr r , , 
iar  sunt versorii bazei ortonormate, asociate coordonatelor polare (( θee ,r ) )θ,r  din 
planul Oxy. 

 Pornind de la legile lui Kepler: 
 
a) planetele descriu traiectorii plane (anume, elipse) în jurul Soarelui, aflat într-unul 

dintre focare: 
b) mişcarea planetelor se face cu viteză areolară constantă; 
c) raportul dintre cubul semiaxei mari a elipsei şi pătratul perioadei de revoluţie este 

acelaşi pentru toate planetele, 
 
 vom obţine expresia forţei de atracţie universală. 
 Componentele vitezei în această bază vor fi . Calculând θθ eex &&& rr r += θ&& 2r=×xx , 

rezultă din legea a doua a lui Kepler că  (legea ariilor). În aceste 
condiţii, teorema momentului cinetic, implică: 

const.2 == Cr θ&

 

( )[ ] ( ) 0Fxkxx =×==× C
t

mm
t d

d
d
d

&     , 

 
 unde k este versorul axei fixe Oz, normale planului Oxy.  
 Deci, forţa F este centrală, ||, FeF == FF r . 
 Din legea întâia a lui Kepler rezultă traiectoria în coordonate polare, sub forma:  

 

( ) ( )
( ) 10,cos11 1 <<
−+

== e
p

e
r

u θθ
θ

θ . 

 Folosind ecuaţia lui Clairaut 
u
VuuC
∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+2

2
2

d
d
θ

µ , unde 
Mm

mM
+

=µ  este masa 

echivalentă, iar  este energia potenţială, obţinem ( )uVV = u
p

CV ⋅−=
µ2

. 



 Deci, 2

2 1
rp

CF ⋅−=
µ , unde parametrul elipsei

a
bp

2

= . 

 În fine, utilizând legea ariilor şi legea a treia a lui Kepler, rezultă 

, unde TabCTtC
T

π±==∫ 200

0  d 0 este perioada de revoluţie, C
2
1  viteza areolară 

constantă, iar abπ  este aria elipsei.  

 Deci, 222
0

32 14
r

fmM
rT

aF −=⋅−= µπ , unde am notat cu const.14
2

0

32

=
+

⋅=
MmT

af π . În 

concluzie, forţa de atracţie universală va avea expresia 
rr

fmM
r

fmM
r

xeF ⋅−=−= 22 . 

 

3) Dacă traiectoria este parabolică avem ( )

2
cos2 12 θθ

θ
−

=
pr . Din legea ariilor , 

unde anomalia adevărată 

Cr =ϕ&2

1θθϕ −= , rezultă . ϕϕ d)(d 2rtC =
 Integrând, obţinem ecuaţia timpului în mişcarea parabolică 

( )0
3

2

23
1

22
ttCtgtgp

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ϕϕ . 

 
 
• Capitolul 11 
 
4) Alegem reperul fix Ox1x2 cu originea în punctul B şi axa Ox1 în direcţia şi sensul 

curgerii apei. Fie e1 şi e2 versorii axelor de coordonate şi  coordonatele 
punctului A. 

0
2

0
1 , xx

 
a) Dacă notăm cu v viteza absolută şi cu u versorul vitezei relative, avem relaţia: 

21
0

10 sincos, eeuuev ϕϕ
λ

+=+=
vv   , 

 unde ϕ  este unghiul dintre u şi e1. 

 Din ipoteze rezultă că 
( ) ( )

( )2
0
21

0
120

2
20

1

eev xx
xx

v

BA

BAv +
+

−=⋅−=
⎯→⎯

⎯→⎯

. 

 
 Deci, 

( ) ( )
( ) 12

0
21

0
120

2
20

10

eeeu λλ
−+

+
−= xx

xxv

v . 

 
 Prin urmare, proiectând pe axe rezultă 
 



( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

−

=−
+

−

ϕλ

ϕλλ

sin

cos

0
220

2
20

10

0
120

2
20

10

x
xxv

v

x
xxv

v

. 

 
 Astfel, obţinem ecuaţia trigonometrică în ϕ , care ne dă direcţia cerută, sub forma: 

 
0,

sin
cos

0
2

0
1 >=

+ λ
ϕ
ϕλ

x
x  . 

 

 Ecuaţia precedentă va avea soluţii dacă 
2

0
2

0
11 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+≤λ

x
x . 

 
b) Fie  şi  coordonatele punctului P, care marchează poziţia vaporului în 

cursul traversării râului. Viteza absolută a lui P va avea forma: 
( )tx1 ( )tx2

 

2
2

2
1

22110
10 ,

xx
xx

PA

PAvv
+

+
−==+=

⎯→⎯

⎯→⎯

eeuuev
λ

   . 

 
 Pe componente, obţinem sistemul diferenţial:  
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+λ
−=

+λ
−=

2
2

2
1

20
2

2
2

2
1

10
01

xx

xvx

xx

xvvx

&

&

 

 
 cu datele iniţiale ( ) ( ) 0

22
0
11 0,0 xxxx == .  

 Eliminând timpul în sistemul diferenţial precedent, rezultă ecuaţia diferenţială a 
traiectoriei: 
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dx λ  . 

 
 Această ecuaţie fiind omogenă, vom face substituţia clasică . De aici, 

deducem ecuaţia diferenţială în 
zxx ⋅= 21

( )2xz : 
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2
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z
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+
 , 

 
 care are soluţia:  
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x
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 unde C este o constantă de integrare.  
 Rezultă ecuaţia traiectoriei absolute sub forma: 
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 Dacă 0lecoordonate,1 21 ==< xxλ  satisfac ecuaţia traiectoriei, deci vaporul 
ajunge în A. 

 
 Dacă  din  rezultă ,1>λ 02 →x ∞→1x . 
 Dacă , traiectoria este o parabolă de axă Ox1=λ 1. 
 

 Pentru a afla timpul de traversare, vom folosi ecuaţia 
2
2

2
1

202

xx

xv
dt

dx

+λ
−=  şi ecuaţia traiectoriei 
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 Integrând această ecuaţie diferenţială, cu datele iniţiale ( ) ( ) 0
22

0
11 0,0 xxxx == , 

obţinem ecuaţia timpului: 
 

( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

≠
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

=

1,
2

ln
2
1

1,
1

1
1

1
2

2
2

20
2

2

0
2

0

2

20

2
1

λ

λ
λλ

λ λλ

C
xx

x
xC

v

C
x

x
C

v
xC

t      . 

 
 Constantele de integrare au forma: 
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 În ecuaţia timpului, făcând , obţinem timpul de traversare , dacă 02 →x 1CT = 1<λ , 

şi , dacă . ∞→T 1≥λ
 
5) Luăm punctul de pornire a înotătorului drept originea O a sistemului cartezian fix 

Ox1x2, cu axa Ox1 paralelă şi de acelaşi sens cu viteza apei şi axa Ox2 îndreptată spre 
râu. Fie e1, e2 versorii acestui sistem de coordonate. 

 Din ipoteze rezultă că apa va avea viteza: 
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 iar viteza relativă a înotătorului va fi 2
0 ev
λ
v

r = . 

 Prin urmare, viteza absolută este dată de expresiile: 
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 De aici, proiectând pe axele sistemului de coordonate, rezultă sistemul de ecuaţii 

diferenţiale: 
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 asociat condiţiilor iniţiale ( ) ( ) 000 21 == xx . 
 Soluţia sa va fi: 
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 Eliminându-l pe t, din ecuaţiile parametrice precedente, obţinem ecuaţia traiectoriei 

absolute: 
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 Deci, traiectoria absolută este formată din două arce de parabolă, simetrice în raport 

cu punctul ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ hh ,

2
. Înotătorul va atinge malul opus în punctul ( )hh 2,λ . Timpul de 

traversare va fi 
0

2
v
hT λ

= . 

6) Din enunţ rezultă că viteza unghiulară a mişcării punctului pe cerc este egală cu 
viteza unghiulară de rotaţie a planului cercului. Fie ω  această viteză unghiulară 
constantă şi R raza cercului. 

 Fie Ox1x2x3 un reper fix cu originea în centrul cercului şi 321 xxxO ′′′  un reper mobil, 
solidar cu cercul, astfel ca Ox3 coincide cu 3xO ′ , planul 31xxO ′′  conţine cercul, iar 
planul Ox1x3 reprezintă poziţia iniţială a planului mobil 31xxO ′′ .  

 La momentul iniţial punctul  P se află pe axa Ox1. În aceste notaţii, avem relaţiile: 
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212211
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eeeeee
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′===

 

 
 În plus, vectorul de poziţie al lui P în reperul fix va fi: 

 
( )ttttR ωωωω sincossincos 32

2
1 eeex ++=  . 

 
 Rezultă că viteza absolută a lui P va avea forma: 

 
( )tttR ωωωω cos2cos2sin 321 eeexv ++−== &  , 

 
 iar acceleraţia absolută va fi: 

 
( )tttR ωωωω sin2sin22cos2 321

2 eeexa −−−== &&  . 
 

 Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei absolute vor fi: 
 

tRxttRxtRx ωωωω sin,cossin,cos 32
2

1 ===  . 
 

 Ea reprezintă o curbă sferică, obţinută prin intersecţia sferei  cu 

cilindrul  (curba lui Viviani). 

22
3

2
2

2
1 Rxxx =++

1
2
2

2
1 Rxxx =+

 
 



• Capitolul 12  
 
1) Din expresiile matricilor:  
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rezultă matricea de trecere de la reperul inerţial k la reperul neienerţial , sub forma: k′
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3) Din relaţiile (12.16), având în vedere componentele vectorilor implicaţi, în baza 
ortonormată e1, e2, e3, rezultă ecuaţiile scalare ale axoidei fixe, sub forma: 
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4) Fie  distanţa dintre axele d ′ δ ′  şi δ , respectiv d ′′  distanţa dintre axele δ ′′  şi δ . Din 
definiţia momentului de inerţie faţă de o axă, avem relaţia , iar din 

teorema lui Steiner rezultă . Pe de altă parte, din 

definiţia centrului de masă, deducem 

δδδ III ′′+′=
22 , dMIIdMII ′′′′+′′=′′′′+′=′ ′′′ δδδδ

ddddMdM =′′+′′′′′=′′ , . Rezultă că:  
 

d
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′′+′
′

=′′ . 

 
 Astfel, obţinem generalizarea teoremei lui Steiner: 
 

222 d
MM

MMIIdMdMIII
′′+′
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