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El6sz6

A jegyzet elsGsorban a programozo (informatikus) szakos hallgatok szamara
késziilt, de reményeink szerint hasznos lehet mindazoknak, akik az analizis
bevezet§ fejezeteivel ismerkednek.

A 2. fejezettd] kezdve a témakorok el6tt felsoroltuk a legalapvetdbb defini-
ciokat és tételeket. Itt az értelemszerd roviditéseket hasznaltuk: A. (axi-
6may), D. (definicio), K. (kovetkezény), M. (megjegyzés), T. (tétel).

A legtébb témakornél a feladatokat az alabbi szempontok szerint cso-
portositottuk: az A-feladatok-hoz soroltuk a definiciok és tételek mélyebb
megértését segit feladatokat. Ezek jelentds részének a megoldasa a defini-
ciok és/vagy tételek egyszerti alkalmazasat igényli. A B-feladatok az adott
témakorrel kapcsolatos tovabbi fontos ismeretanyagot, illetve ,technikakat”
tartalmaznak. A C-feladatok-at gyakorl6 feladatoknak szanjuk.



Jelolések

minden egyes (univerzalis kvantor)
létezik (egzisztencidlis kvantor)
definicié szerint egyenld

Mzl &<

(33 =ajt+az+---+an
k=1
n
k]_[1ak =ayj-ay-...-0n
N:={1,2,3,...} a természetes szamok halmaza
No:={0,1,2,...} a nemnegativ egész szamok halmaza
Z az egész szamok halmaza
Q a racionalis szamok halmaza
Q* az irracionalis szamok halmaza
a valés szamok halmaza
R a pozitiv valés szamok halmaza
R(J{ a nemnegativ valés szdmok halmaza
R™ a negat{v valés szdmok halmaza
Ry a nempozitiv valés szamok halmaza
Legyen a,b € R és a < b. Ekkor
(a,b) ={x€eR|a<x<b}az a,b nyilt intervallum
[a, b] ={xeR|a<x<b}az a,b zdrt intervallum
(a,b] ={x€eR|a<x<b}az a,b alulrél nyilt és
feliilrél zdrt intervallum
[a,b) ={xeR|a<x<b}az a,b alulrél zdrt és
feliilrdl nyilt intervallum
(—o0, +00) =R
[a, +o0) ={xeR|a<x}
(a, 4+o0) ={xeR|a<x}
(—o0, a] ={xeR|x<a}
(—o0, a) ={xecR|x<al



Jelolések

f:A—B
lal

abs

sign

az A halmazt a B halmazba képezs fliggvény

a)
_a,

ha a € R§

ha a € R_, az a abszolit értéke

R — R, x— |x|, az abszolutértéek-fiiggvény

:R — R,

X =

1, haxeR*
0, hax=0
—1, haxeR_,
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I. rész

Feladatok



1. Egyenletek és
egyenlotlenségek

1.1. Egyenletek és egyenl6tlenségek
megoldasa

1. Oldja meg R-en a kévetkez§ egyenleteket:
(a) x+3[+Ix—1=3x—=5; (b) [2x =3[+ |2x+ 3| = 6;

3x—2
(c) 12x — 3| + [2x + 3| = 14; (d) ;_] ‘:2;
3x|—2
11-2| = f = 2;
e) e +11-2] o =] =2
(@) X2 + 3x| = |2x — 6]; (h)“lx—]\—2}—3‘:1.
2. Oldja meg R-en a kovetkezs egyenltlenségeket, és a megoldashalma-
zokat adja meg intervallumokkal:
(a) (5—x)(2x+3) < 0; (b) x? —5x + 6 > 0;
3?2 +7x—4 x+4 x—1
(c) x2+2x —3 <% (d>1—2x<x—|—]’
(e) \X+H<O 01; (f) x —2| > 5;
(8) x(x* = 2)(x* = 3) > 0; (h) x(T —x)| < 3;
(i) x+2[—1Ix] > 1 () ‘|x+1|—\x—1|‘<1

3. A p valés paraméter mely értékei mellett lesz a

1
ZX‘I‘ﬁ—]‘}—X

egyenlet megoldasa 1-nél nagyobb valds szam?
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4.  Oldja meg R-en a

x(x —p) 10x
_ x— :]O_
X+7p A X+p

egyenletet, ahol p valés paraméter.

5.  Oldja meg R-en az x(x +3) +p(p — 3) = 2(px — 1) egyenletet, ahol p
valés parameéter.

6. Hatarozza meg a p € R paramétert ugy, hogy a
(P2=1)x*+2(p—1x+1>0

egyenlGtlenség minden x € R esetén fennélljon.

7.  Milyen p € R\ {0} paraméter esetén all fenn minden valés x szamra az
2
x2—px > =
P
egyenl6tlenség?
8. A p valds paraméter mely értékeire lesz a

(p—1)x2=2px+p+3=0
egyenletnek két kiillonb6z6 pozitiv gyoke?

9. Hatérozza meg a p valés paramétert gy, hogy az

2 1
’x pX + <3

x2+x+1

egvenl6tlenség minden x valds szdmra igaz legyen.

1.2. A teljes indukcid

T. A teljes indukcio elve. Tegyiik fel, hogy minden n természetes
szdmra adott eqgy A(n) dllitds, és azt tudjuk, hogy
(i)  A(1) igaz,
(i1) ha A(M) igaz, akkor A(n+ 1) is igaz.

Ekkor az A(n) dllitds minden N természetes szdmra igaz.
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M. 1° Teljes indukciéval tehat minden n természetes szdmra fennallé allitdsokat bi-
zonyithatunk. A fenti tétel azt mondja ki, hogy ha minden n € N szamra adott
egy A(n) allitas (példaul egy egyenlStlenség), akkor annak bizonyitasdhoz, hogy
A(1),A(2),...,A(n),... mindegyike igaz, elég belatni a kovetkezs két dolgot:

(i) az A(1) allitas igaz,

(ii) ha valamilyen n természetes szamra az A(n) allitas igaz (ezt szoktuk
yindukcios feltételnek” nevezni), akkor az A(n + 1) allitas is igaz.

2° Ha a teljes indukci6 elvében az 1 szdmot egy mésik — m-mel jelolt — természetes
szammal helyettesitjiik, akkor az elv alkalmas annak bizonyitasara, hogy a széban
forgo allitasok m-t4l kezdve minden természetes szamra igazak.

10. Mutassa meg, hogy

1 1 1 1 n
@ 73 3t st Y mr ) T e
(b) Y k(Bk+1)=nmn+1)?* (neN)

k=1
© 3 i =MD e,

k=1

11. Bizonyitsa be, hogy

(a) 2vn +1 —2<ZL<2\/H—1 n=23,...);
o vk

1 1 3 2n—1 1
b L. =23 ...):
N A o S AT TR
mn
n+5 1 on — 1
< — < = :
(C) 6 —_— k— 6 (n 2)3>"')7
k=1
6 o 7 s
dn7<g—<fn7 n e N).

12. Teljes indukciéval l4ssa be, hogy
(a) 2" >1+4+nV2T (n=2,3,...);
(b) 2" >n? (n=5,6,...);
(c) 3" >n3 (n=4,5,...).
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1. Egyenletek és egyenldtienségek

1.3.

13.

1.4.

17.

Nevezetes azonossagok

Lassa be, hogy minden a, b val6s szamra és minden n > 1 természetes
szamra

a— b= (a—b)(a™ "+ av b+ av b2+ -+ ab™ 2+ b ).

Mutassa meg, hogy ha n egy tetszéleges természetes szdm, akkor

1—q™
, ha qeR\{l
l+q+ @4+ +q™1={ 1—gq q \ {1}
n, haq=1.
Igazolja, hogy minden n € N esetén
1
@ 1424 en = MED,
; nn+1)(2n+1)

(b) 124+22+---4n

6

Bizonyitsa be a binomialis (,két tagra vonatkozo”) tételt: Minden
a,b eR ésn e N szamra

(@+b)m=()a™+ (a4 (" Jaor T+ (o
0 1 n—1 n

ahol k,n € N és k < n esetében az <Tkl> binomidhs egyitthatokat igy
értelmezziik:
n n! ) o
<k> :m, Ol:=1T ésnl:=1-2-3-.--. n.

Nevezetes egyenlGtlenségek

Lassa be az alabbi R-beli haromszig-egyenlStlenségeket: Minden
a és b valos szamra

(a) la+bl <lal+|bl;
(b) |lal—[bl| <la—bl.
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18.

Igazolja a Bernoulli-egyenlétlenséget: Minden h > —1 valds szam-
ra és minden n € N természetes szadmra

(T+R)™>1+nh

Ezekre a h és n értékekre egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha
h=0vagyn=1.

Bizonyitsa be a szamtani és a mértani kézép k6zotti egyenlst-
lenséget: Legyen n > 2 tetszdleges természetes szam és aj, ap, ..., dn
tetszés szerinti nemnegativ valés szdm. Ekkor

ai+azx+---+an
o .

Vajaz---an <

Egyenlgség akkor és csak akkor all fenn, ha a1 =ay =--- = an.

ar+az+---+an . .
Az S, = Tl az My, := ¥djaz --- an szamot az aj, dz,...,dn

szamok szémtaninkiizepének, ill. mértani kbzepének nevezziik. Az el6z6 fel-
adat tehat azt allitja, hogy nemnegativ szamok mértani kézepe kisebb vagy egyenld
(nem nagyobb) a szamtani kozepiiknél, és a kett6 pontosan akkor egyenld, ha a
szamok mind egyenl6k egyméassal. Ez az allitas a kozépiskolai tanulményaink soran
megismert

Vab < agb (a,b € RY)

egyenlStlenség altalanositasa.

Legyen n > 2 tetszéleges természetes szam és aq, ay,...,an tetszés
szerinti pozitiv valés szam. Mutassa meg, hogy

n ait+a+---+a
i T T < Vajaz---an < 1Haat e Fdn
a+a+...+a n
Egyenl@ség akkor és csak akkor all fenn, ha a1 =ay =--- = an.
n

A H, =

; 7 i szédmot ai,az,...,an harmonikus kdzepének
P
nevezziik. Az el6z8 feladat szerint a harmonikus, a mértani és a szamtani kozepek
kozott az alabbi egyenlétlenség teljesiil:

és egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha a szamok egyenl6k egyméassal.
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1.5.

23.

Bizonyitsa be a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenl6tlenséget: Legyen
n egy természetes szdm. Ekkor minden a1, ap,...,an és by, ba, ..., by
valés szamra

n n n
> agbe| <, | a2, |> bl
k=1 =1 k=1

Egyenléség akkor és csak akkor &ll fenn, ha létezik olyan A € R, hogy
a) = 7\b17 a; = 7\b2, ey, A = 7\bn vagy b] = 7\(,117 bz = 7\(12, ceey
bn = Aan.

Igazolja a Minkowski-egyenlGtlenséget: Legyen n € N és ay, by €
eR(k=1,2,...,n). Ekkor

n

n n
S (ak+b)’ < | S a4, | > bl
k=1 k=1

k=1

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha létezik olyan A > 0 valos
szam, hogy a1 = Abq,...,an = Aby vagy by =Aay,..., by = Aan.

Az el6z6 két allitds geometriai tartalma n = 2 esetén a kovetkezs: tekintsiik az
a=(ar,az) ésb = (b, b2) sikbeli vektorokat. Ezek hossza |a| = v/a? + a3, [b| =
= /b% + b3, skaldris szorzata pedig a-b = |a| - [b| - cosy (v az a és b vektorok
altal bezart szog), amit koordinatakkal igy fejezhetiink ki: a-b = a1by + a2ba.
Mivel |cosy| < 1, ezért ebbdl |a - b| < |al - |b], azaz

’Chb] +(12b2’ < \/(1% +a§\/b% +b§

kovetkezik. A Cauchy—Bunyakovszkij-egyenldtlenség tehat ennek altalanositasa.

A Minkowski-egyenlGtlenség ebben az esetben azt allitja, hogy |[a+b| < |a/+|b|. Ha
a és b nem egy egyenesbe es§ vektorok, akkor az altaluk meghatarozott haromszog
oldalainak a hossza |a|, |b| és |a + b|. Az egyenlGtlenség tehat azt a geometriabol
ismert tényt fejezi ki, hogy egy haromszog barmelyik oldalanak a hossza kisebb,
mint a méasik két oldal hosszdnak az Gsszege.

Egyenl6tlenségek igazolasa

1
Bizonyitsa be, hogy minden a > 0 valdés szamra a + — > 2. Mikor

all fenn egyenlség? Mit tud mondani az a + 1 Osszegrél abban az

esetben, amikor az a negativ val6s szam?
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24. Igazolja az alabbi egyenléGtlensegeket (a, b és ¢ tetszoleges valos szamot

jelol):
a?+2
a) ——— > 2;
& JarsT ”

(b) a?+b%2+c? > ab+ ac + be;
(¢) 2a* —2a®—a?+1>0;
(d) a?+b>—ab—a—b+12>0.

Mikor van egyenl@ség a fenti egyenlGtlenségekben?

25. Mutassa meg, hogy ha az a és b valés szdmokra
(a) |al < 1 és |b| < 1, akkor |a + b| < |1 + abl;
(b 0<a<lésO0<b<1 akkor0<a+b—ab<1.

26. Igazolja meg, hogy minden aj, az, by, by valés szamra

Vot + a3 = y/of+ 3] < ar b + oz o]
27. Mutassa meg, hogy minden pozitiv a,b és c valés szamra fennéll az

(a+Db)(b+c)(a+c) > 8abc

egvenlGtlenség, és az egyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil, ha a =
=b=c

28. Igazolja, hogy ha az ar,ay,...,an pozitiv valds szamok szorzata 1,
akkor

(MT+a)(T+az)...(1+an) >2™
Mikor van itt egyenl6ség?

29. Bizonyitsa be, hogy minden a > —1/2 valos szamra fennéll az
(1—a)P(1+a)(1+2a)* <1

egyenlGtlenség.
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A szamtani és a mértani kozép kozotti egyenldtlenség felhasznalasaval

bizonyitsa be, hogy
(@) 1+1)"<4 (neNy

n

b O+ HM< 1+ 2™ (meny;
(€) 2" >1+nvV2T (n=2,34,...).

Lassa be a Bernoulli-egyenl6tlenség alabbi altalanositasat: Han € N
és a hy,hy, ..., hy valés szamok el§jele megegyezik, tovabba hy > —1
(k=1,2,...,n), akkor

(MT4+h)(14+hy)---(T+hy) >T4+hy+hy+---+ hn.

Igazolja az alabbi egyenlGtlenségeket:
(a) (n+ 1" <nnH! (N>n>3);

n+1\n
P > 2):
(b)n<< . ) (N>n>2)
1\ k| K
(€) 1+ §(1+;) <T+54E (mkeN, 1<k<n);

x
n
n*<(nh)?  (neN)
a+byn _ at+bpn
L ——
(e)< 2 ) =

(a,beR, a+b >0, neN);

2
2n+1)! & 1 n4 1\
(f)Tgl_[(k—l—E)g =) (e,
k=0
Bizonyitsa be, hogy ha n € N és ay,ay,...,an tetsz6leges pozitiv

valés szamok, akkor

aj ap an—1 a

(a) —+—+ -+ —+ " >mn;
ap as an aj

(b) araz---ap, < — Zn Ly

Mikor van egyenl@ség a fenti egyenlGtlenségekben?

Lassa be, hogy tetsz6leges a, b, c és d valds szdmok esetén fennéll az
(a?+ b2+ c?+d3)(a’+ b+t +dN) > (a®+ b3+ 3+ d3)?

egyenlGtlenség.



2.

2.1.

Halmazok, relaciok és
fliggvények

Matematikai logikai alapok

B Definicidk, tételek és megjegyzések

M.

A matematikai logika matematikai moédszereket hasznal a gondolkodas formalis
torvényeinek a tanulmanyozasara. Hangsilyozzuk, hogy itt nem kivanunk szisz-
tematikus attekintést nyujtani err6l a témakorrsl. Az ismertetendd fogalmak és
eljarasok csupan mint a késgbbiek szempontjabol hasznos segédeszkdzok jelen-
nek meg szamunkra. Haszndlatuk nagymértékben leegyszerisiti és megkonnyiti az
egyes matematikai gondolatok kifejtését, illetve leirdsdt.

A matematikai logika alapvet$ fogalmai a matematikai itéletek (més néven kije-
lentések vagy allitasok), és az itéletek igaz vagy hamis volta, azaz az itélet
logikai értéke. A kijelentéseket altaldban egy-egy szimbolummal (példaul a
P, q,7... betik valamelyikével), a logikai értékeket pedig az 1i, illetve a h bettivel
jeloljiik. Megallapodunk abban, hogy barmelyik kijelentéstsl — amelyeket csupan
abbol a szempontbol vizsgalunk, hogy mi a logikai értéke — megkdveteljiik azt, hogy
vagy igaz, vagy hamis legyen. Egy adott képre vonatkozbéan tehat nem tekintjiik
itéletnek példaul az ez a kép szép” kijelentést.

A p és q itéletek kozotti logikai alapmtveleteket: a konjunkciot (A),
a diszjunkciot (V), az implikaciot (=) és az ekvivalenciat (&)
igy értelmezziik:

P 49| p pAd pVa p=4q pEgq
i1 h i i i i
i h| h h i h h
hoi i h i i h
h ho| i h h i i
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Keét logikai kifejezést akkor tekintiink azonosan egyenlének (egyen-
értékiinek vagy ekvivalensnek), ha logikai értékiik a benniik sze-
replé logikai valtozok barmely értékére azonos. Az azonossag jele =.

Az implikacioval kapcsolatban a tovabbiakban igen sokszor alkalmazott szohasz-
nalatra hivjuk most fel az Olvaso figyelmét. Matematikai eredmények (tételek,
allitasok) igen jelentGs része ,ha p, akkor q” (p = () tipusi, vagyis implikaci6.
Példaul: Ha két hdromsziog egybevdgd, akkor a szdgeik egyenldek. Azt, hogy egy
ilyen tipust eredmény igaz, ugy szoktuk belatni, hogy feltessziik, hogy p igaz,
és ebbdl levezetjiik, hogy q is igaz. Figyelje meg, hogy ezzel a gyakorlatunkkal
Osszhangban van a tadbldzatban p = g-ra tett megallapodasunk, amely szerint ez a
kovetkeztetés igaz, ha p is és q is igaz. A valtozatosabb kifejezésmod érdekében a
fenti, példaként emlitett eredményt igy is meg szoktuk fogalmazni: Két hdromszdg
egybevdgdsdgdinak sziikséges feltétele az, hogy a szdgeik egyenldek legyenek. (A
szogek egyenlGsége sziikséges ahhoz, hogy a két haromszog egybevago legyen.) Ezt
igy is mondhatjuk: Két hdromszdg egybevigdsiga elégséges feltétele annak, hogy
a szogeik egyenléek legyenek. Altalanosan: azt, hogy a p = q implikacié igaz, a
kovetkezd médok valamelyikével is kifejezhetjiik:

,P-bdl kovetkezik q”;

»p csak akkor teljesiil, ha g is teljesiil”;

»ahhoz, hogy q teljesiiljon, elégséges, hogy p fennélljon” ;

»p elégséges feltétele annak, hogy q teljesiiljon” ;

»ahhoz, hogy p teljesiiljon, sziikséges, hogy q fennalljon” ;

»q sziikséges feltétele p-nek” .
(Figyeljen majd ezeknek a kifejezéseknek a pontos hasznalatara.)

A matematikai tételek masik jelentGs része p & g tipusia ekvivalencia. Azt, hogy
P & q igaz, a kovetkez6 modok valamelyikével is kifejezhetjiik:

»p ekvivalens g-val”;

»p sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy q teljesiiljon” ;

,»q akkor és csak akkor teljesiil, ha p”;

»,d pontosan akkor teljesiil, amikor p”.
Ekvivalens allitast (tehat azt, hogy p & ( igaz) ugy bizonyitunk, hogy kiilon-kiilon
belatjuk a p = q és a q = p implikaciokat.

Bizonyitasi modszerek. A matematikai tételek, allitasok jelentss része
»ha p, akkor q” vagy ,p = q” (*)

tipust, vagyis implikacié. Itt p a tétel feltételeit jeloli, amelyeket premisszdknak
is szokas nevezni (,az, amit eleve tudunk”), q pedig a tétel allitasat jelsli, amelyet
konklizidnak is mondunk (,,az, amit tudni szeretnénk”).

A lehets legtermészetesebbnek ting dolog egy () alaki allitast tgy bebizonyi-
tani, hogy a p premisszakbol kiindulva logikailag helyes kévetkeztetések lancolatan
keresztiil 1épésrol lépésre eljussunk a q konklazidig. A bizonyitasnak ezt a modjat
direkt bizonyitasnak nevezziik.

Néha viszont kényelmesebb a p = ¢ implikiciét az in. inverz médon bebizonyi-
tani. Ez esetben abbol indulunk ki, hogy q nem igaz, és ennek alapjan (direkt
modon) megmutatjuk, hogy akkor p sem lehet igaz. Ez teljesen megengedett
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dolog, ui. érvényes a kovetkezs azonossag:
pP=q=—q=p.

(Igazsagtablazat segitségével igazolja ezt az &llitast.)

Van egy harmadik bizonyitasi méd is, amely szintén sokszor bizonyul hatékonynak.
Ez az Gn. indirekt bizonyitas. Ez a moddszer a kivetkezs logikai elven alap-
szik: igaz allitasbodl helyes kovetkeztetések lancolatan keresztiil lehetetlen hamis
allitashoz jutni. Ha a p allitast akarjuk bebizonyitani, akkor a kovetkezSképpen
jarhatunk el. Feltételezziik p tagadasat, vagyis azt, hogy —p igaz; ha —p implikal
egy q allitast és g tagadasat is, akkor —p nem lehet igaz, tehat p igaz. Ez a
mobdszer azért alkalmazhato, mert a

(p=adA[Fp="d)=7p
allitas azonosan igaz. (Igazsagtablazat segitségével bizonyitsa be.)

Az inverz bizonyitasi mod ez utobbinak nagyon leegyszerisitett valtozata, ezért
sokan — teljes joggal — nem is tekintik kiilon bizonyitasi modszernek.

M. Logikai fiiggvények. A matematikai allitisok altalaban valamilyen halmaz
elemeire mondanak ki bizonyos tulajdonsigokat. Ezek az allitasok a kovetkezs
alaktak: Az X halmaz x elemére p(x) teljesiil. (Vagy az X halmaz x,y elemeire
p(x,y) teljesiil.) Az ilyen tipust kijelentésformuldkat logikai fiiggvényeknek nevez-
ziik. Logikai fiiggvényekben tehat egy vagy tébb dgynevezett vdltozd szerepel,
amelyek meghatarozott objektumok lehetnek; ha a logikai fiiggvény valtozéjat
specifikiljuk (rogzitjiik egy lehetséges modon), kijelentést kapunk; ezeket a ki-
jelentéseket a logikai fiiggvény értékeinek nevezziik. Mas szdval a logikai fiiggvény
bizonyos (matematikai) objektumokhoz rendel hozza kifejezéseket.

Igen fontos, hogy logikai fiiggvényekkel az eddigiektdl eltéré modon is gyarthatunk
kijelentést igy, hogy a valtozot lekotjik az

univerzalis kvantor (minden vagy minden egyes) (V)
vagy az
egzisztencialis kvantor (létezik vagy van olyan) 3

egyikével. Absztrakt jelolésekkel: ha p egy logikai fiiggvény, akkor kvantorokkal
megalkothatjuk bel6le a

Vx € X:p(x) vagy Vx € X esetén p(x) vagy Vx: p(x)
Ix € X:p(x) vagy Ix € X, hogy p(x) vagy Ix: p(x)

kijelentéseket. Példaul:

yminden egész szam oszthaté 3-mal” (,Vx € Z esetén 3 | x”),

,van olyan egész szam, amely oszthato 3-mal” (,3x € Z, hogy 3 | x7).
Matematikai allitasokban sokszor tobb halmaz elemei (vagy egy halmaz elemei
t6bbszor) is felléphetnek kvantifikiltan, vagyis kvantorokkal ellatott elemek egész
sorozatat zarhatja le egy allitas.

M. Matematikai allitasok tagadasa. Matematikai tételek bizonyitasanak igen
gyakori médja az indirekt bizonyitasi modszer (1. a v/2 szam irracionalitasanak
a bizonyitasat). Igen fontos tehat az, hogy helyesen tudjunk tagadni matematikai
allitasokat. Megallapodunk abban, hogy ha p logikai fiiggvény, akkor

—(Vx:p(x)) =3Ix:—p(x),
—(Ix:p(x)) =Vx:—p(x).
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Figyelje meg, hogy ez a megallapodas Gsszhangban van a ,hétkoznapi logikaval™
—(,Yablak nyitva van”) = ,Jablak, amely zdrva van”.

Felhivjuk az Olvaso6 figyelmét arra, hogy a ,minden ablak nyitva van” kijelentés
tagadasat negativ itélet formajaban is kifejezhetjiik: ,nem minden ablak van
nyitva”. Az els6ként emlitett alakot pozitiv allitas forméajaban megfogalmazott
alaknak nevezhetnénk. Matematikar dllitdsok tagaddsdt igyekezzink mindig ebben
a formdban megfogalmazni.

Osszetett kijelentések tobb kvantort és tobbvaltozés logikai fiiggvényt is tartal-
mazhatnak. Szerencsére az ilyen allitasok tagadasat formalis torvények egymaés
uténi alkalmazasaval is megfogalmazhatjuk. Gondoljuk meg példaul a kévetkezs-
ket:

— (,Vemeleten Jablak, amely nyitva van”) = ,Jemelet, ahol V ablak zarva van”,
= (,Vx és Vy valos szamra x* +y? < 17) =, Ix és Iy valos szam, hogy x> +y? > 17.
Hasonlé példak tanulmanyozasa utan vonjuk le az alabbi kdvetkeztetést:

Olyan allitast, amely univerzalis (V) és egzisztencialis (3) kvantorokat
és végiil egy lezaro allitast tartalmaz, gy tagadunk, hogy minden V,
illetve 3 helyébe 3-t, illetve V-t irunk, és a lezard allitast a negacidjaval
helyettesitjiik.

Axiomatikus moédszer a matematikaban. Matematikai ismeretek axiomatikus
targyalasanak sziikségességét mar az i. e. IV. szadzadban az 6kori gérog mate-
matikusok felismerték, és a geometridban mintat is mutattak erre a modszerre (1.
EUKLEIDESZ Elemek cimi konyvét). Ebben az id6ben az 6kori goérog tudosok ge-
ometrial ismeretek elég széles korével rendelkeztek. Vélt gondolatmenetiiket ma
is felidézhetjiikk. Gondoljunk példaul a kovetkezd geometriai allitasra, valamint a
bizonyitasara: egy hdromszog magassdgvonalai eqy pontban metszik eqymdst. Vila-
gos, hogy maga az Aallitds és a bizonyitasa is tartalmaz ,korabbrél mar ismert”
fogalmakat. A bizonyitas soran pedig felhasznalunk olyan &llitdsokat, amelyeket
korabban méar bebizonyitottunk. Ez a folyamat visszafele a végtelenségig nyilvan
nem folytathaté. Ez azt jelenti: kell, hogy legyenek olyan fogalmak, amelyeket
nem vezetiink vissza ,kordbban mar definialt” fogalmakra. Ezeket a nem definialt
fogalmakat alapfogalmaknak szokas nevezni. Az allitasokkal is hasonlé a hely-
zet. Kell, hogy legyenek olyan allitasok, amelyeket eleve igaznak tételeziink fel. Az
ilyen allitasokat szokés axidémaknak nevezni. A geometria alapfogalmai példaul
a pont, az egyenes, a sik; egy axioma példaul a kovetkezs: két ponton at hizhato
egyenes.

Elképzelhetd, hogy nem egyszert feladat sok konkrét ismeretanyagbol kivalasztani
alapfogalmakat és axiomakat gy, hogy azokbdl a logika szabalyait kévetve leve-
zethetSk legyenek az adott témakdrben megismert Gsszefiiggések. Masrészt az is
hihetének tiinik, hogy egy adott témakorhoz tobb kiilonb6z6 axiémarendszer (alap-
fogalmak és axiomak egyiittese) is megalkothato (ilyenre példat a valés szamokkal
kapcsolatban mi is fogunk mondani).

Az axiomatikus modszer lényegét igy szemléltetjiik:

sok konkrét | abssztrakcio | alapfogalmak, logikai régi és 1j ismeretek,
ismeret axiémak kévetkeztetések Osszefiiggések
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B A-feladatok

35. Jeloljon x tetszdleges négyszoget. Tekintsiik a kovetkezd kijelentéseket;:
p(x): az x négyszog hirnégyszog,
q(x): az x négyszog téglalap,
T(x): az x négyszog szemkozti szogeinek sszege 180°,
s(x): az x négyszog atloi felezik egymast.
Fogalmazza meg az alabbi Osszetett kijelentéseket, és hatarozza meg
azok logikai értékét:

(a) Y : (p(x) = alx); (b) Vx: (a(x) = p(x));
(c) Vx: (p x)), (d) Vx: ( (x) & r(x));
(e) Vx: (alx) x)), (F) Vx : (—s(x) = ~q(x));
(g) Vx: [(pO) A—a(x)) = s(x)].
36. Porzitiv allitds formajaban fogalmazza meg a kovetkez§ kijelentések
tagadasat.

Egy adott épiiletet tekintve:
,V ablak nyitva van” ;
,3 ablak, ami nyitva van” ;
»3 emelet, hogy V ablak nyitva van” ;
.,V emeleten V ablak nyitva van”.
Egy adott egyetemet tekintve:
,V szak V évfolyamén 3 leany hallgatd” ;
»,3 szak, amelyiknek 3 évfolyama, amelyben V hallgat6 leany” .

B B-feladatok

37. Igazolja direkt, inverz és indirekt moédon azt, hogy —x?+5x—4 > 0 =
= x > 0, ahol x € R.

38. Tekintsiik a 2x + 5 > 13 &llitast, ahol x valos szam.

(a) Az allitas teljesiilésének az x > 0 feltétel sziikseges, elégséges
vagy sziikséges és elégséges feltétele?

(b) Valaszolja meg ugyanezt a kérdést x > 0 helyett x > 50-nel.
(c) Valaszolja meg ugyanezt a kérdést x > 0 helyett x > 4-gyel.
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39. Tekintse az alabbi hat implikaciot. Mindegyik esetben doéntse el, hogy
(1) igaz-e az implikacio, és (ii) igaz-e a megforditott implikacio (x,y és
z valos szamok).
(a) x=2éy=5=x+y=7;
(b)y (x—1)(x—=2)(x—=3)=0=x=1;
(c) x> +y?2=0=x=0vagy y = 0;
(d) x=0ésy=0=x>+y?2=0;
(e) xy =xz=1y = z;
(f)
40. Egy adott épiiletre vonatkozo6an tekintsiik a ,,minden ajtén van kilincs”

kijelentést. Irja ezt fel jelek és kvantorok segitségével, majd pozitiv
allitas formajaban fogalmazza meg a tagadasat.

B C-feladatok

41. Jeldljon x pozitiv egész szamot, és tekintsiik a kovetkezd allitasokat:
p(x): az x szam oszthatod 2-vel,
q(x): az x szam oszthat6d 5-tel,
s(x): az x szam oszthatd 10-zel.

Melyik melyiknek sziikséges, és melyik melyiknek elégséges feltétele?

42. TIrja fel az alabbi allitasok megforditasat, és dontse el az allitasrol és a
tagadésarél is, hogy igaz-e vagy nem:

(a) Ha egy természetes szam oszthato a-b-vel, akkor oszthato a-val
és b-vel egyarant.

(b) Derékszogii haromszogben a befogok négyzetisszege egyenls az
atfogd négyzetével.

43. Pozitiv allitas formajaban fogalmazza meg a kovetkezd kijelentések
tagadésat, és dontse el, hogy az &allitdsok és tagadasuk koziil melyek
igazak.

(a) 3y € R, hogy ¥Vx € R esetén x < y;
(b) 3y € R, hogy ¥x € R~ esetén x < y?;
(¢) 3x € R és Jy € R, hogy x2 +y? = 1.
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2.2.

Halmazok

m Definicidk, tételek és megjegyzések

M.

A halmaz fogalméat nem definidljuk, azt alapfogalomnak tekintjiik; ugyanigy
alapfogalom a halmazhoz valé tartozas (vagy a halmaz elemének lenni).
Azt, hogy a az A halmazhoz tartozik (méas szoval ,a eleme A-nak” vagy ,,a benne
van A-ban”), igy jeloljik: a € A. Az a ¢ A szimb6lum pedig azt jelenti, hogy ,a
nem eleme A-nak”.

Halmazokkal kapcsolatban megkoveteljiikk a kovetkezSt: barmely A halmaz és
barmely (pontosan meghatarozott) a (elem, dolog) esetén a € A és a ¢ A koziil
pontosan az egyik igaz. (Ennek megfelelgen nincs értelme beszélni példaul ,a jo
konyvek halmaza’-rol.)

Az A és a B halmazt pontosan akkor tekintjiik egyenldnek, ha ugyan-
azok az elemeik. Az A és a B halmaz egyenlGségét az A = B szim-
bélummal jeldljik. Ha A és B nem egyenls, akkor azt irjuk, hogy
A # B.

Tetszdleges A és B halmazra
1°A=B & (Va€A = acB)é(VvbeB = beA),
2°A#B & (Ja€A: a¢B)uwvagy (IbeB: b &£ A).

Azt a halmazt, amelyiknek egyetlen eleme sincsen, lires halmaznak
nevezziik és a () szimbolummal jeldljiik.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak (mas
szoval: A benne van B-ben” vagy ,, B tartalmazza A-t”), jelben A C B
vagy B D A, ha A minden eleme hozzéitartozik B-hez is. Formalisan
tehat: Va € A esetén a € B.

Ha A nem részhalmaza B-nek, akkor azt irjuk, hogy A ¢ B.

Ha A C B és A # B, akkor azt mondjuk, hogy A valédi részhalmaza
B-nek.

Tetszdleges A és B halmazra A ¢ B &< da € A, hogy a ¢ B.

Minden A,B és C halmazra
1°0cCcA ACA;
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2° ha A CB és B C C, akkor A C C;
3°A=B &< ACBé BCA.

1. Rendszerint 3° alapjan bizonyitjuk két halmaz egyenlGségét.

2. Egy halmaz akkor van meghatarozva, ha pontosan tudjuk, mik az elemei.
Halmaz megadasanak két szokasos modja a kovetkezd. Az els: felsoroljuk a
halmaz elemeit. Példaul az a, b és ¢ elemekbé] 4ll6 halmaz {a,b,c}. A masik
moéd az, hogy egy mar ismert halmaz bizonyos tulajdonsagi elemeit elkiilonitjiik
a tobbitdl egy részhalmazba foglalva 6ket. Ha A egy adott halmaz, és A minden
elemére P(a) egy kijelentés (amire az teljesiil, hogy P(a) igaz vagy hamis), akkor
{a € A | P(a) igaz} jelenti A azon a elemeinek a halmazat, amelyekre P(a) igaz.
Példaul: {a e N|a >7 és a paratlan}.

Az A halmaz hatvanyhalmazanak nevezziik és a P(A) szimbélum-
mal jeloljik azt a halmazt, amelynek elemei pontosan az A halmaz

részhalmazai. Jelekkel: a € P(A) & a C A.

Azt mondjuk, hogy A egy halmazrendszer, ha A # () és A minden
eleme halmaz.

Az A halmazrendszer uniéhalmazanak nevezziik és az UA szim-
bélummal jeldljiik azt a halmazt, amely pontosan azokat az elemeket
tartalmazza, amelyek a halmazrendszer legaldbb egyik halmazahoz hoz-
zatartoznak. Formdlisan tehat

acUA < JA € A hogy a€A.

Azt is mondjuk, hogy UA az A halmazrendszerhez tartoz6 halmazok
unidja vagy egyesitése. Ha A :={A, B}, akkor

a€e AUB:=UA & ac€ A vagy a € B.

Az A halmazrendszer metszethalmazanak nevezziik és az NA szim-
bélummal jeldljiik azt a halmazt, amely pontosan azokat az elemeket
tartalmazza, amelyek a halmazrendszer mindegyik halmazdhoz hozzé-
tartoznak. Formélisan tehét

acnNA & VA€ Ahalmazra a € A.

Azt is mondjuk, hogy NA az A halmazrendszerhez tartozo halmazok
metszete vagy kozos része. Ha A :={A, B}, akkor

acANB:=NA & acAésacB.
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D.

Az A és B halmazt diszjunktnak nevezziik, ha ANB = (. Egy A
halmazrendszer diszjunkt, ha benne barmely két kiillénb6z6 halmaz
diszjunkt.

Az A és B halmaz kiilonbségét igy értelmezziik:
A\B:={xe€ A|x¢&B}

Ha B C A, akkor az A \ B halmazt a B halmaz A-ra vonatkozo
komplementerének nevezziik.

Barmely a és b esetén az (a,b) = {{a},{a,b}} halmazt rendezett
parnak nevezziik. Ennek els6 komponense a, a masodik kompo-
nense pedig b.

Két rendezett pdar akkor és csak akkor egyenld, ha komponenseik rendre
megegyeznek, azaz (a,b) = (c,d) &= a=c és b=d. (L. az 55.
feladatot.)

Legyen A és B tetszéleges halmaz. Ekkor minden a € A és minden
b € B esetén (a,b) € P(P(AU B)). (L. az 57. feladatot.)

Az A xB:={(a,b) e P(P(AUB)) |a € A é¢s b € B} halmazt az A
és a B halmaz Descartes-szozatanak nevezziik. Az A = B speciilis
esetben az A% := A x A jelolést (is) hasznaljuk. Az A? Descartes-
szorzat elemei tehat az A halmaz elemeibdl alkotott rendezett parok.

B A-feladatok

44.

Pozitiv allitas formajaban fogalmazza meg a kévetkezs kijelentéseket:
(a) Az A halmaz nem egyenls a B halmazzal.
(b) Az A halmaz nem részhalmaza a B halmaznak.

Legyen A :={1,2,10}, B:={x c R|x>1}és C:={x e R|x*> > 1}.
Bizonyitsa be, hogy ACC,A#C,BCC,B#C, A¢ZBé B¢ A.

Irja fel az A :={1,2, 3} halmaz hatvanyhalmazat.

Legyen A :={a,b} (a # b). Irja fel a P(P(A)) halmazt, és valassza
ki e halmaz elemei koziil a rendezett parokat.
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B B-feladatok

48.

49.

Bizonyitsa be direkt és indirekt tton: Ha az A,B és C halmazokra
A C B C C teljesiil, akkor (A\ B)U (B\ C) = 0.

Mutassa meg, hogy nincs olyan halmaz, amelynek minden dolog eleme,
azaz nem létezik az 6sszes halmazok halmaza.

Mutassa meg, hogy az A és B halmazokra a P(AUB) = P(A) UP(B)
egvenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha A C B vagy B C A.

Legyen X halmaz, A és B az X halmaz részhalmazai. Y C X ese-
tén pedig Y := X\ 'Y jelélje Y-nak az X halmazra vonatkozo komple-
menterét. Bizonyitsa be, hogy az

ANBNANB=X

egyenlGség akkor és csak akkor igaz, ha A = B.

B C-feladatok

52.

Bizonyitsa be, hogy nem igaz a kiévetkezd allitas: ,Minden A és B
halmazra A\ B = B\ A”. Van-e olyan A és B halmaz, amelyre A\ B =
=B\ A7 Mi ennek a sziikséges és elégséges feltétele?

Adja meg a P(P(P(0))) halmaz elemeit.

Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges A és B halmaz esetén
(a) ACB & P(A) C P(B);
(b) A=B & P(A) = P(B);
(c) P AﬂB) P(A) N P(B);
(d) P(A)UP(B) C P(AUB).
Az utolsé feladatban igaz-e a forditott iranya tartalmazas?
Igazolja, hogy két rendezett par pontosan akkor egyenld, ha kompo-

nenseik rendre megegyeznek, azaz (a,b) = (c,d) & a=césb=d.

Példan keresztiil mutassa meg, hogy az (a, b, ¢) rendezett hdrmas defi-
nialasara a szokasos (a,b,c) := ((a, b), c) helyett nem lenne megfelels
a kézenfekvonek tns {{a},{a, b},{a,b, c}} halmazrendszer.
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57.

58.

2.3.

Legyenek A és B tetszéleges halmazok. Mutassa meg, hogy minden
a € A és minden b € B esetén (a,b) € P(P(A U B)).

Mikor igaz az A, B halmazokra, hogy A x B =B x A?

Relacidk és fiiggvények

m Definicidk, tételek és megjegyzések

M.

A kozépiskolai tanulmanyaink soran talalkoztunk a fiiggvény fogalmaval, és érzé-
kelhettiik annak a matematikdban betoltott alapvets szerepét. Emlékeztetiink erre
a fogalomra. Legyen A és B nemdres halmaz. Ha A minden eleméhez hozzdren-
deljik B valamelyik elemét, akkor azt mondjuk, hogy megadtunk egy A halmazon
értelmezett, B-beli értékeket felvevd fiigguényt. Figyelje meg, hogy ez a ,definici¢”
nem tesz mast, mint a ,fliggvény” szét helyettesiti a hétkéznapi ember szadmara
érthet6bb szinonimajaval, a ,hozzarendeléssel”. Kovetkezésképpen a fenti szdveg a
fiiggvényfogalom koriilirasanak tekinthets, ebben a ,hozzarendelést” (tehat magat
a fiiggvény fogalmat is) alapfogalomnak kell tekinteniink. A tovdbbiakban meg-
mutatjuk, hogy a matematikanak ezt az alapvetd fogalmat hogyan lehet definialni
a halmazelmeélet — joval egyszeriibb — fogalmai segitségével. Ehhez sziikségiink lesz
a mas szempontbdl is fontos fogalomnak, a relaciénak az ismeretére.

A relacioé (kapcsolat, viszony) fogalmat a hétkoznapi életben is sokat hasznaljuk,
a matematikdban pedig rendkiviili fontossagi. Tekintsiink példaul egy meghataro-
zott évfolyamot, és tegyiik fel, hogy a hallgatok kozotti rokonszenvet mint kap-
csolatot akarjuk leirni. Ezt matematikailag a rendezett parok segitségével meg is
tehetjiikk. Vegyiik a hallgatokbol képezhetS Osszes rendezett parok halmazat (ha
A-val jeloljiik a széban forgd hallgatok halmazat, akkor vegyiik tehat a A x A hal-
mazt), és valogassuk szét Gket: tartsuk meg azon (a,b) parokat, amelyekre igaz,
hogy a-nak rokonszenves b, azaz képezzik az

{(a,b) € A x A | a-nak rokonszenves b}

halmazt. Nyilvan ezzel pontosan le is irtuk a vizsgalt viszonyt. Lényegében megad-
tuk a relacié absztrakt fogalmat.

Legyen A és B nemiires halmaz. Az A x B Descartes-szorzat nemiires
r részhalmazait az A és a B halmaz elemei kéz6tti relacionak
hivjuk. Ha (a,b) € r C A x B, akkor azt mondjuk, hogy az a elem az
T reldcidban van b-vel. A

Dy:={ae€ A|3Jb e Bugy, hogy (a,b) € r}
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halmazt az v relaci6 értelmezési tartomanyanak, az
Ry:={b€B|3Jae€ A ugy, hogy (a,b) € 1}
halmazt az r relacié értékkészletének nevezziik.

Az r C A x A relaci6 homogén relacié (vagy v relacié az A hal-
mazon), ha D, = A. Azt mondjuk, hogy az v C A x A homogén
relacio

(i) reflexiv, ha minden a € A esetén (a,a) €,

(ii) szimmetrikus, ha minden (a,b) € 7 esetén (b,a) € 1,

(iii) antiszimmetrikus, ha minden (a,b) € r, (b,a) € r esetén
a=Db

(iv) tranzitiv, ha minden (a,b) € r és (b,c) € r esetén (a,c) € .

?

Az v C A X A homogén relacié
(i) ekvivalenciarelacio, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv,

(ii) rendezési relacid (vagy parcilis rendezés), ha reflexiv, an-
tiszimmetrikus és tranzitiv,

(iii) linearis (vagy teljes) rendezés, ha rendezési relacié és min-
den a,b € A esetén vagy (a,b) € r vagy (b, a) € r teljesiil.

Az A és a B halmaz elemei kozotti r C A X B relacio inverze az
' :={(b,a) €Bx Al (a,b) e}

relécio.

Tetszdleges v C A X B reldcid esetén D.—1 =Ry és R—1 = D;.

Tegyiik fel, hogy az 1 C A x B és az s C C x D relaciéra Rs N Dy # 0.
Ekkor az 1 és az s relacio kompoziciojat az ros (olv. ,r kor s”)
szimbo6lummal jel6ljiik, és igy értelmezziik:

ros:={(c,b)eCxB|daeRsND;,: (c,a) €sés(ab)erh.
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D. A nemiires A és B halmaz elemei kozotti f C A x B (nemiires) relaciot
fiiggvénynek nevezziik, ha minden x € D¢ elemhez pontosan egy
olyan y € B létezik, amelyre (x,y) € f teljesiil, azaz

Vx € Ds-hez egyértelmiien 3y € B, hogy (x,y) €f.

Az y elemet az f fliggvény x helyen felvett helyettesitési értékének
(vagy az f altal x-hez hozzarendelt fliggvényértéknek) nevezziik,
és az f(x) szimbélummal is jeldljik.

T. Azf C A x B reldcié akkor és csak akkor fiiggvény, ha
Vx € Dy esetén (x,y1) €f és (x,y2) ef = yi1 =vyo.

T. Azatény, hogy az f C A X B reldcid nem fligguény, azzal eqyenértéki,
hogy az f halmaznak van olyan (x,y1) és (x,y2) eleme, amelyekre y1 #

# Yy teljesiil.
T. AzfCAXB ésagCCxD figgvény pontosan akkor egyenld, ha
(a) D¢ =Dy és
(b) minden x € D¢ = Dy elemre f(x) = g(x).

M. Fiiggvényt tobbféleképpen is megadhatunk. Az iménti allitasbol kovetkezik,
hogy egy figgvényt az értelmezési tartomanya és az ezekben a pontokban fel-
vett helyettesitési értékei egyértelmtien meghatarozzak. Fiiggvényeket gyakran az
értelmezési tartomanyukkal és a ,hozzarendelési szabaly” (ez legtobbszor egy kép-
let vagy valamilyen utasitas lesz) leiraséaval fogunk megadni. Péld4ul az alabbi
formulak mindegyike ugyanazt a fliggvényt irja le:

(a) f(x):= x? (x €R),

(b) f:R—=R, xx?,

(¢) f:R—=R, f(x) =x2,
(d) f:R3xm— x* €R,

(e) f:={(x,y) € R? |y = x?).

D. Az f:A — B jelélés azt jelenti, hogy f olyan fiiggvény, amelynek az
értelmezési tartomanya egyenld az A halmazzal, értékkészlete pedig a
B halmaznak egy részhalmaza. Ilyenkor azt mondjuk, hogy f az A
halmazt a B halmazba képezd fiiggvény.

Az f € A — B jelolés azt jelenti, hogy f olyan fiiggvény, amelynek
az értelmezési tartomanya az A halmaz egy részhalmaza, értékkészlete
pedig a B halmaz részhalmaza. Ilyenkor azt mondjuk, hogy f az A
halmazbo6l a B halmazba képezé fiiggvény.
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D. Legyen f: A — B egy tetszéleges fiiggvény és C az A halmaz nemiires
részhalmaza. Ekkor a g : C — B, g(x) := f(x) fiiggvényt az f fiigg-
vény C halmazra vonatkozoé lesziikitésének nevezziik, és az fic
szimbo6lummal is jeldljiik. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy f a g filigg-
vény egy kiterjesztése.

D. Legyen f: A — B egy adott fiiggvény. C C A esetén az

fIC]:={f(x) eB|xe Cl={yeB|3IxeC, hogy f(x) =y}
halmazt a C halmaz f altal létesitett képének nevezziik.
Ha D C B, akkor az
fDl:={xeA|f(x) eD}CA
halmazt a D halmaz f altal 1étesitett Gsképének nevezziik.
T. Minden f: A — B fiigguény esetén

1° f[D¢] = R¢ és £ [R¢] = Ds;

20 (0] =0 és (0] = 0;

3° ha DNR¢ =0, akkor f1[D] = 0.

D. Az f:A — B fiiggvényt invertalhaténak (vagy injektivnek) nevez-
ziik, ha kiillonb6z6 értelmezési tartomanybeli elemekhez kiillénb6z6 he-
lyettesitési értékeket rendel, azaz

Vx,t€Ds, x#t = f(x)#f(t).

T. Az a tény, hogy az f : A — B fiigguény nem invertdlhats, azzal
eqyenértékd, hogy Ix,t € Ds, x £ t, hogy f(x) = f(t).

T. Tetszéleges £ : A — B fliggvény esetén a kévetkezd dllitdsok ekuvi-

valensek:
1° gz f fiiggvény invertdlhato;

2° mindeny € R¢-hez létezik egyetlen olyan x € Dy elem, amelyre
f(x) =y teljesiil;
3° Vx,t € Dy esetén f(x) =1f(t) = x=+t;

4° az 7V ={(y,x) € BxA|(x,y) € f} inverz reldcidé is fiigguény.
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M.

Egy f : A — B fiiggvény invertalhatosagat sokszor a kévetkez6 modszerrel dont-
hetjiik el: megvizsgaljuk, hogy az f(x) = f(t) egyenlGség milyen értelmezési tar-
tomanybeli x és t elemekre érvényes. Ha azt kapjuk, hogy ez csak az x =t esetben
all fenn, akkor f invertalhaté. Ha viszont az f(x) = f(t) legalabb egy egyméastol
kiilonb6z6 értelmezési tartomanybeli x,t parra fennall, akkor f nem invertalhato.

Legyen f: A — B invertalhato6 fliggvény. Ekkor minden y € Ry elem-
hez létezik egyetlen olyan x € Dy, amelyre f(x) =y. Ertelmezhetjiik
tehat azt a fiiggvényt, amelyik minden y € R¢ elemhez azt az egyértel-
miien meghatarozott x € Dy elemet rendeli, amelyre f(x) =y. Ezt a
fiiggvényt f inverz fliggvényének (vagy roviden inverzének) nevez-
ziik, és az ! szimbolummal jelsljiik. Formalisan tehat:

f1:Resy—x, amelyre f(x) =v.

Tegyiik fel, hogy az f: A — B fligguény invertdlhats. Ekkor
1° De1 =Ry és Re—1 = Dy

2° az 71 inwerz fiigguény is invertdlhats és (fq)f] =f.
(L. a 75. feladatot.)

Az f: A — B fiiggvényt az A és a B halmaz ké6zotti bijekcio-
nak (vagy az A és B halmaz elemi kozotti k6les6ndsen egyértelmi
megfeleltetésnek) nevezziik, ha f invertalhato, és R¢ = B.

Itt hivjuk fel a figyelmet egy, a jelolésekkel kapcsolatos latszolagos kovetkezet-
lenségre. Az f~'[D] szimboélum tetszéleges f fiiggvény esetén a D halmaz f altal
létesitett Gsképét jelolte. Azonban ha f invertdlhatd fiiggvény, akkor ugyanezzel
jelsltiik — a fogalmilag igencsak kiilonbdzs dolgot, nevezetesen — a D halmaz '
inverz fiiggvény altal létesitett képét. Ez azért nem vezet félreértéshez — sét
némiképp egyszerisiti a bevezetett jeleloléseket —, mert minden invertalhato f
fiiggvény és minden D C Ry esetén a D halmaz f altal létesitett Gsképe — azaz
az {x € D¢ | f(x) € D} halmaz — megegyezik a D halmaz =1 inverz fliggvény
altal létesitett képével — azaz az {f~' (y) € Rs—1 | y € D} halmazzal. (L. a 72.
feladatot.)

Haf € R — R, akkor azt fogjuk mondani, hogy f valés-valos fliggvény. Ebben az
esetben az {(x, f(x)) € R? | x € D¢} halmazt (amit az f fliggvény grafikonjanak is
neveziink) a Descartes-féle derékszogi koordinata-rendszerben abrazolhatjuk. Ha
f invertalhat6, akkor ugyanebben a koordinata-rendszerben az f~'-et szemléltets
halmazt f grafikonjanak az y = x egyenleti egyenesre valo tiikkrozésével kapjuk.

Tegyiik fel, hogy f: A — B és g : C — D olyan fiiggvények, amelyekre
Rg N Ds # O (azaz létezik olyan x € Dy elem, amelyre g(x) € Ds).
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Ebben az esetben az f (kiilss) és a g (belso) fiiggvény Osszetett fiigg-
vényét (vagy mas szoval f és g kompozicidjat) az fo g (olv. ,f kor
g”) szimbolummal jeloljiik, és igy értelmezziik:

fog:{xeDgy | glx)eDs} =B, (fog)(x):=T(g(x)).
M. 1° Ha Rg N Ds = 0, akkor f és g kompoziciojat nem értelmezziik.

2° A definiciokbol szinte kézvetleniil adodik, hogy Drog = g~ '[Rg N Ds]. Ha
Ry C Dy, akkor Dsog = Dy.

B A-feladatok

59.

Legyen A := {a,b} kételemt halmaz, azaz a # b. Irja fel az Osszes
T C A X A relaciot. Ezek koziil melyek reflexivek, szimmetrikusak,
antiszimmetrikusak, tranzitivak? Vélassza ki koziiliik a rendezési és
az ekvivalenciarelaciokat.

Irja fel az r N's relaciot, ha 1 := {(k, n) € N? | n oszthato k—val} és
s:={(kn) eN?n=k+6}

Hatarozza meg az ros kompoziciot, ha s := {(x,y) eR?|y=2x+ 1}
esTi={(y,z) e R? |z =y?}.

Legyen A :={0,1}, B :={1,2}. Valassza ki P(A x B)-bsl
(a) a fliggvényeket,
(b) az invertélhato fliggvényeket.

Milyen A és B nemiires halmazok esetén lesz A x B fiiggvény? Mikor
lesz A x B invertalhat¢ fiiggvény?

Igaz-e, hogy egy C C Dy halmaz valamely f fiiggvény altal létesitett
képének az f szerinti 6sképe megegyezik C-vel?

B B-feladatok

65.

Hatarozza meg a C := [0,1] halmaznak az f(x) := 3x> — 2 (x € R)
fliggvény altal létesitett képét és Gsképét.
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66.

Legyen f : A — B tetszéleges fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy minden
C C A esetén C C ! [f[C]]. Mutassa meg, hogy egyenldség akkor és
csak akkor all fenn minden C C A-ra, ha f invertalhato.

Legyen f: A — B tetszéleges fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy barmely
D1,D, C B esetén
(a) T'01 =0, 'Rl = Dy;
(b) f'[DyUDy] =f1[DyJUf'[Dy;
(c) ' DyN Do) =Dy N Dy;
(d) f'[Dy\ D2l =f'[Dq]\ f'[D]
Legyen f : A — B tetszéleges fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy barmely
C1,C2 C A esetén
(a) f10] = 0, D =Re;
(b) [C1 U Cal = f[Cy] U f[Cyl;
(c) fI[C1 N Cy] C fIC]I NA[C;
(d) fICq1\ Cal D FICH]\ fIC2].
A két utolsé formulédban a C jelet kicserélhetjiik-e az egyenlGség jelével?

Mutassa meg, hogy az (—o0, 0] 3 x — x?—2x+3 fiiggvény invertalhato,
és allitsa el§ az inverzét.

Legyen f : A — B tetsz6leges fliggvény. Tegyiik fel, hogy a nemdiires
A1 és A halmazokra A1 UAy = A és A1 N Az = () teljesiil, tovabba
az f|a, és az f|5, fiiggvények mindegyike invertdlhat6. Bizonyitsa be,
hogy f akkor és csak akkor invertalhato, ha f[A{] N f[A2] = 0.

Mutassa meg, hogy az

X, ha —co<x <0
f(x) :=
x+1, ha0<x<+4o0

fliggvény invertalhato, és allitsa elé az inverzét.

Legyen f : A — B invertalhat6 fiiggvény. Mutassa meg, hogy minden
D C Rs esetén a D halmaz f 4ltal 1étesitett sképe — azaz az {x € Ds |
f(x) € D} halmaz — megegyezik a D halmaz f~! inverz fliggveny 4ltal
létesitett képével — azaz az {(f'(y) € Rs1 |y € D} halmazzal.
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Irja fel az fo g és a g o f kompoziciot, ha
f(x):==v1—x (xé€(—o0,1]) és gu):==u? (ueR).

Tegyiik fel, hogy f, g és h olyan fiiggvények, amelyekre az Ry, C Dy
és az Rg C Ds relaciok teljesiilnek. Mutassa meg, hogy ekkor

(fog)oh=fo(goh).
(A kompozicioképzés asszociativ.)

Igazolja, hogy ha f: A — B invertalhato fiiggvény, akkor

(a) invertalhat6 annak inverze is és (f~')~! =,

(b) fTof=idp,,

(c) fof™ ! =id,.
(Tetszoleges A # 0 halmaz esetén ida jeloli az A 3 x — x € A
identitdsfiggvényt.)
Bizonyitsa be, hogy ha az f és a g fliggvény invertalhato, tovabba
Ry C Dy, akkor f o g is invertalhato fiiggvény, és

(fo g)_] = g_1 of 1.

B C-feladatok

7.

Igaz-e, hogy ha az f,g C A x B relaciok fiiggvények, akkor az f U g,
fng, f\gésfog relacio is fiiggvény?

Legyen 1 egy rendezési relacié a nemiires B halmazon. Legyen tovabba
A # 0 ésf: A — B egy fiiggvény. Ertelmezziik az s relaciot a
kovetkezdképpen:

s = {(x,y) €A XA (f(x),f(y)) € T}.

Mikor lesz s rendezési, illetve teljes rendezési relacio?
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79.

Legyen f : R — R, f(x) := 2 — x — x?, és C := {0}. Irja fel f[C]-t és
f1Cl-t. Milyen A C R halmazokra lesz f[A], illetve f1A] egyelemi
halmaz?

Irja fel intervallumokkal az abs [[—1,2)], abs™! [(1 ,4)}, abs™! [[—1,2]}
halmazokat.

Legyen
f(x):=+I13x—=7 (x€R) és D:=[-1,2].

Hatarozza meg az f-1[D] halmazt.

Legyen f(x) :=3x+ 1 (x € R). Az a < b feltételt kielégits a és b
valos paraméterek esetén hatiarozza meg az f[[a,b]] és az ! [[a,b]}
halmazt.

Igazolja, hogy az f: A — B fiiggvényre az
f[Cy N Ca] = f[C1] N FC]

egyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil minden Cqy,C; C A halmazra,
ha f invertalhato.

Igazolja, hogy az f: A — B fiiggvényre az

fIC1\ Cof =[G\ F[C2]

egyenléség akkor és csak akkor teljesiil minden Cq,Cy C A halmazra,
ha f invertalhato.

Legyen f : A — B tetszéleges fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy minden
D C B halmazra f[f~'[D]] ¢ D. Igazolja azt is, hogy az f[f'[D]] =D
egyenléség akkor és csak akkor teljesiil minden D C B halmazra, ha
R¢ = B.

Legyen

f(x) = aloc+ 1)x2+ 2a+3)x+1 (x € R),
ahol o valos paraméter. Hatarozza meg azokat az o« paramétereket,
amelyekre 1 [Rg] =R teljesiil.

Irja fel az sszes f :{1,2,3} — {1,2,3} bijekciét. Ha f, g ilyen bijekciok,
akkor hatarozza meg f o g-t.
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Mutassa meg azt, hogy a (—1,1) = R, x — fiiggvény injektiv.

1 — x|

Bizonyitsa be, hogy az aldbbi fiiggvények nem invertalhatok:
(a) R3x— [x%—7x + 12; (b) [~1,8] 2 x = x? — 5;
(c) [-3,3] 2 x = V9 — x%; (d) R x—x—[x].

Mutassa meg, hogy az alabbi fiiggvények invertalhatok, és dllitsa eld
az inverziiket:

(a) Rox+— v/x+ 2
(b) Rox = (1=x3)V>+2;

x+1
2 .
x—1\?
(d) f(x)::<]+x> —1 (XE(—],U);
7"3_5, ha —1<x<1
(e) f(x):= 5
T ha 1 <x <2;
X, ha —co < x < 1
(f) f(x):= < x?, hal<x<4

3x+4, had<x<+4oo.

Igazolja, hogy az aldbbi fiiggvényeknek van inverziik, és adja meg az
inverz fiiggvényeket:

(a) f(x):=x3+6x2+12x (x € R);

(b) f(x) :=x3—3x2+3x+4 (x €R).
Milyen «, B € R esetén invertalhato az f(x) := ax + B (x € R) fiigg-

vény? Hatarozza meg ekkor f~'-et. Mikor igaz az, hogy f~' meg-
egyezik f-fel?

Az o € R paraméter mely értékénél lesznek az

ax+1, ha0<x<1
(a) f(x):=
ax—x, hal<x<2,
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ox?, ha —1<x<0
20—x, haO0<x<1

(b) f(x):= {

tiiggvények invertalhatok? Mi lesz akkor D1 és R¢-1, illetve mi lesz
f1(x) (x € Dp1)?

94. TIrjafel az fog és a gof kompoziciot a kovetkezs fiiggvények esetében:

(a) f(x):=1—-x% (x €R), glu):=yvu (ueRy);
(b) f(x):= \/M (x € R), g(u):==u? (ueR);
(c) f(x):=signx (x €R), gu):= % (ue R\ {0});

0, haxe (—o0,0]
x, hax € (0,+00),

0, ha u € (—o0, 0]
glu) =
—u, haue (0,+00).

95. Legyen
2x—1, ha x € (—o0o, 1]
f(x) :=
2, ha 1 <x <5,
6—
x ha x € (—o0, 6)
7—x

(1 + %)6 ha x € [6, +00).

Hatarozza meg az f o g fiiggvényt.

96. Legyen f(x) :=x% (x € RT) és g(x) :=x+1 (x € R"). Mutassa meg,

hogy az f o g fiiggvény invertalhato, és hatarozza meg az inverzét.

97. Legyen f:(0,1) = R egy tetszdleges fiiggvény és

o) = (x e R\ [0))

Hatérozza meg az Rg és a Dgog halmazt.

98. Legyenek A, B, C nemiires halmazok és f : B —» C,g: A — B fiigg-
vények. Tegyiik fel, hogy f o g invertdlhaté. Kovetkezik-e ebbdl az,
hogy az f fliggvény és g egyarant invertalhat6?
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3.1.

A valos és a komplex
szamok struktaraja

A valos szamok Dedekind-féle
axiomarendszere

A valés szamok matematikai fogalma a tudomany elérehaladasa soran tobb 1lép-
csGs absztrakcid atjan, igen hosszua fejlgdési folyamat eredményeként a XIX. szazad
végére alakult ki. Az els6 matematikai fogalmak és ismeretek éppen a valds
szamokra és miiveleteikre vonatkoztak. Ahogy az elemi iskoldban elindultunk,
és jutottunk el6re a szamolas tudoményaban, lényegében ugyanigy haladt az em-
beriség is. Elgszor az azonos dolgok — példaul almak, szarvasmarhak vagy kardok
— mennyiségének megallapitasaval kialakultak a természetes szdmok és ezek kézott
az Osszeadas és a szorzéas mivelete, valamint a nagysag szerinti rendezésiik. Azutan
a részekre osztas — példaul termény, zsakmany felezése, tizedelése — eredményezte
a pozitiv tértszamokat (a pozitiv raciondlis szamokat). Hosszi évszazadok utan az
adossag, a hiany leirasara vezették be a negativ raciondlis szamokat is. Végiil az
irracionalis szadmokat mar nem annyira a mindennapi élet, hanem inkdbb a mate-
matikai vizsgalatokbol szarmazo sziikségszertiség hivta életre. Az i. e. V. szazad
kornyékén a gorog tudosok fedezték fel az irracionalis szamokat. A matematikai
elméletek felallitasanak ez volt az els6 6sztonzGje. A matematika fejlédésében olyan
jelentdsége van e lépésnek, amelyet nehéz lenne ttlbecsiilni. A matematikiban
olyan fogalom jelent meg, amelyet kdzvetlen emberi tapasztalat nem tamasztott
ala, hanem csak bonyolult matematikai absztrakci6. A szamfogalom fokozatos
bévitésének lényeges része az Osszeadas, a szorzas és a rendezés kiterjesztése az 1j
és még djabb szamokra.

A szamfogalom matematikailag egzakt modon a halmazelmélet alapjan is felépit-
het6. Igen érdekes matematikatorténeti érdekesség az, hogy 1872-ben egyetlen év
leforgasa alatt tobb ilyen — mai szemmel is — szigort felépités (axidmarendszer) 14-
tott napvilagot. A Mathematische Annalen folyoirat ekkor kozolte CANTOR (1845—
1918) els6 mivét az aritmetika megalapozasarol. Megjelent DEDEKIND (1831—
1916) Stetigkeit und Irrationalzahlen cimi kényve, tovabba MERAY (1835-1911)
és HEINE (1821-1881) hasonlé témaju munkdja. Ezek a mivek mind egy célt
tiztek maguk elé: a valos szamok szigori elméletének megadisat. Néhany év
elteltével ugyanezt a kérdést — az analitikus fiiggvényekr6l tartott — hires eldada-
saiban WEIERSTRASS (1815-1897) is megoldotta. Az emlitett vizsgalatokban a
valés szamoknak — a nagyfoki szigorisag kovetelményeit kielégits — elmélete kiilon-
b6z6 formaban jelent meg.
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A valés szamok struktirajanak a halmazelmélet alapjan torténs — meglehetésen
hosszl, matematikailag egzakt — felépitésének az ismertetésétdl eltekintiink. (Az
érdeklédéknek P. R. HaLMmos: Elemi halmazalmélet cimd koényvét ajanljuk.) A
tovabbiakban csupan felsoroljuk a valés szamhalmaznak azokat a megha-
tarozo6 tulajdonsagait (axiomaknak fogjuk ezeket nevezni), amelyekbdl az Gsszes
tulajdonsag levezethetd.

A. A valés szamok Dedekind-féle axiémarendszere. Elfogadjuk,
hogy létezik a valés szdmok — R szimbo6lummal jeldlt — halmaza, ame-
lyet a kovetkezd tulajdonsigok jellemeznek.

Testaxiomak. R-en értelmezve van az 6sszeaddas és a szorzas
miivelete, és ezekre nézve R testet alkot, ami a kovetkezSket jelenti:
I.1. Ertelmezve van egy
+:RxR— R, +(x,y) =x+vy
fiiggvény (az dsszeadds mivelete), amelyre a kovetkezdk teljesiilnek:
i) x+y=y+x(x,y eR)
(kommutativitds),
(i) (x+y)+z=x+(y+2z) (x,y,z€eR)
(asszociativitds);
(iil) létezik olyan O € R elem, hogy minden x € R esetén
0 4 x = x (nullelem létezése, 0 az R nulleleme);
(iv) minden x val6s szamhoz 1étezik olyan —x szim-
bolummal jelolt valos szam tgy, hogy x + (—x) =0
(ellentett létezése, —x az x € R ellentettje).
I1.2. Ertelmezve van tovabba egy
T RxR—R, (xy) =x-y=xy
fiiggveény (a szorzds midvelete), amelyre a kovetkezsk teljesiilnek:
() x-y=y-x (x,y€R)
(kommutativitds);
(i) (o) z=x[y-2) (xy,z€R)
(asszociativitds);
(iil) létezik olyan 1 € R, 1 £ 0 elem, hogy 1-x =x
minden x € R esetén
(egység létezése, 1 az R egységeleme);
(iv) minden nullatol kiilonbozs x valés szamhoz létezik

1

olyan — az — szimboélummal jel6lt — valés szam, hogy

x
X - % =1 (reciprok létezése, >l< az x reciproka).
1.3. Minden x,y,z€ Resetén (x+y)-z=x-z+y-z

(disztributivitds).
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Rendezési axidomak. R-en értelmezve van egy <C R x R
(kisebb-egyenldnek nevezett) relacio, amelyre a kovetkezsk teljesiil-
nek:
I1.1. A < relaci6 linearis rendezés R-en, azaz
(i) minden x € R esetén x < x
(reflezivitds),
(ii) hax,y e Ry x <y ésy < x, akkor x =y
(antiszimmetrikussdg),
(iii) ha x,y,z€ R, x <y ésy < z, akkor x <z
(tranzitivitds),
(iv) minden x,y € R esetén x <y vagy y < x
(trichotomia).
I1.2. A < rendezést a miiveletekkel az alabbi szabalyok kap-
csoljak Ossze:
i)x<y = x+z<y+z (x,y,z€R),
(i) x<yés0<z = x-z<y-z (xy,z€R).
Teljességi axioma (Dedekind-axiéma vagy szétvalasztasi
axioma). Legyen A és B a valos szamok két nemiires részhalmaza.

Ha minden a € A és minden b € B elemre a < b, akkor létezik olyan
& val6s szam, amelyre

VaceA és VbeB esetén a < § <b teljesil.

Roviden azt is mondhatjuk, hogy R egy rendezett teljes test. Igazolhato, hogy
»lényegében” egy olyan struktira van, amelyre a fenti axiomék teljesiilnek.

Az RY = {XER\X>O},R§ =RTU{0}, R™ := {XER|X<O},R5 =R~ U{0}
halmazok elemei a pozitiv, a nemnegativ, a negativ, a nempozitiv valds szamok.

A test- és a rendezési axidmak kovetkezményei

Az Osszeadads és a szorzas mellett tovabbi mitiveleteket is értelmez-
hetiink: A kivonas miivelete az

RxR—-R, (x,y—=x—y:=x+(—y).

fliggvény. Az x —y szamot x és y kilonbségének nevezziik. Az osztas
mivelete a kovetkez§ fiiggvény:

R x (R\{0}) — R, (x,y)H%::x-%.

Az 5 szamot x és Yy hdnyadosdnak mondjuk.
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M. A miiveletek axiémakban megfogalmazott tulajdonsagaibél a valés szamok jol is-
mert és sokszor alkalmazott tulajdonsagai mind levezethetdk (1. a 102. feladatot).

M. A < relacié mellett tovabbi relacidkat is értelmezhetiink:

< (,kisebb”): x <y & x<yés x#vy,
> (ynagyobb vagy egyenls”): x >y &y <x,
> (,nagyobb”): x >y & x>yés x#vy.

A rendezés egyéb jol ismert tulajdonsigait is ismertnek vessziik (1. az 103. fel-
adatot).

A természetes szamok halmaza

D. A H C R halmaz induktiv halmaz, ha
(i) 1 e H,
(ii)minden x € H esetén x + 1 € H.

T. 1° Az R halmaz induktiv halmaz.
2° Indukiiv halmazok kozés része is induktiv halmaz.

D. Az R halmaz 6sszes induktiv részhalmazanak a kozos részét a ter-
mészetes szamok halmazanak nevezziik, és az N szimbélummal
jeldljiik.

T. A teljes indukcio elve. Tegyiik fel, hogy minden n természetes
szdmra adott eqy A(M) dllitds, és azt tudjuk, hogy

(i) A(1) igaz,
(i1) ha A(n) igaz, akkor A(n+1) is igaz.
Ekkor az A(n) dllitds minden n természetes szdmra igaz.

M. Az eddigiekbél mar bebizonyithatéak a természetes szamok megszokott tulajdon-
sagai (1. a 104. feladatot).

Az egész szamok halmaza

D. Az x valds szdmot egész szamnak nevezziik, ha x = 0 vagy x € N
vagy —x € N. Az egész szamok halmazat a Z szimbolummal jeldljiik.

T. 1° HomneZ, akkor neZ m+neZ ésm-neZ.

2° Minden x € R valds szamhoz létezik egyetlen olyan n egész szdm,
amelyre n < x < n+ 1 teljesiil. Ezt az 1 egész szdmot az X egész
részének nevezzik, és az [x] szimbdlummal jelolyik.
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A valés szamok kibévitett struktaraja

T6bb szempontbdl is hasznos, ha a valés szdmokhoz a végteleneket is hozzavessziik.
Most megmutatjuk, hogy matematikailag egzakt médon hogyan lehet ezt megtenni.
Ebben segitségiinkre lesz persze a végtelenrdl kialakult intuitiv képiink: a hétkoz-
napi értelemben a végtelen ,mindennél nagyobbat” jelent.

Induljunk ki abbol, hogy kibévitjiik a valés szamok halmazat két elemmel, ame-
lyeket plusz végtelennek, ill. minusz végtelennek neveziink, és a +oo, ill.
a —oo szimbolumokkal jelolink. (Ugyantigy, mint a val6s szamok esetében, a +
el6jelet néhany esetben elhagyjuk.) A valds szamok ezekkel bévitett halmazara az

R:=RU{+00,—00}

jelolést hasznaljuk. A végtelennel kapcsolatban ne gondoljon az Olvasé semmi
,misztikus” dologra! Kovessiik a valos szamoknal alkalmazott modszert (1. a 41.
oldalt): nem azt mondjuk meg, hogy mi a +0o0 és a —oo (R-ben sem mondtuk
meg, hogy mi a 0 és 1), hanem azt fogjuk megadni, hogy ezekre milyen mtveleti
és rendezési tulajdonsagok lesznek érvényesek. Ezeket soroljuk fel az alabbi defini-
ciéban.

Tekintsiik a valos szamok R strukturajat. Az R = R U {—o0, +00}
halmazon a kovetkez§ tovabbi miiveleteket értelmezziik:

19 (i) Minden x valos szamra

X + (400) := (+00) + x := 400,
X+ (—o0) :

]
N
8
+
x
]
|
3

(ii) (400)+ (+00) :=+400, (—00)+ (—o00):=—00.
2° (i) Minden x pozitiv valés szamra

(+00) := (+00) - X := +00,

X -
x - (—00):

(—o0) - x := —o00.

(ii) Minden x negativ valos szamra
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4° Hax € R ésy € {—o0,+00} vagy y € R\ {0} és x € R, akkor
1

X
—=x-—.
Yy Y

5° A < relaciét az R halmazra az alabbiak szerint terjesztjiik ki:

minden x valés szdmra —oo < x < 400.

Az igy kapott strukturat a valés szamok kibgvitett struktaraja-
nak nevezziik, és (az egyszertiség végett ezt is) az R szimbolummal
jeloljiik.

A matematikdban gyakran kiilonb6z8 dolgok jelolésére ugyanazt a szimbolumot
hasznaljuk. A fenti megallapodasunknak megfelelGen példaul a valés szamok kibg-
vitett struktarajat és magat a halmazt is ugyanigy jeloljiikk. Ez a pontatlansag

megengedett, s6t célszertd is: a til sok szimbolum az irdasmoédot attekinthetetlenné
tenné.

Figyelje meg az Olvaso, hogy a miveletek és rendezés definici6i 6sszhangban van-
nak a végtelenrdl kialakult szemléletes képiinkkel; pl. x+ (+00) := 400 azzal, hogy
egy valds szam és egy ,,mindennél nagyobb” szam Osszege ,,mindennél nagyobb”.

Felhivijuk a figyelmet arra, hogy R-on lényegében nem ,igazi” miiveleteket, azaz
nem az R xR halmazon értelmezett R-beli értékeket felvevs fiiggvényeket értelmez-
tiink. (Az R struktira tehat nem test.) Bizonyos rendezett parokhoz ugyanis nem
rendeltiink semmilyen R-beli elemet, vagyis bizonyos miiveleteket nem definialtunk.

Jegyezze meg jol, hogy nem értelmeztiik
(a) a 400 és a —oo (illetve a —oo és a +00) elemek Gsszegét,
(b) 0 és +oo (illetve 0 és —oco) elemek szorzatat,
(c) az x hanyadost, ha y = 0, vagy ha x € {—o0,+o0} és y € {—o0, +o0}.

Egyelére fogadjuk el azt, hogy a fenti miiveleteket ,értelmes” moédon nem is lehet
definiélni. Kés6bb (1. a 75. oldalt) majd megindokoljuk ezt a kijelentésiinket.

B Feladatok

99.

100.

Azt mondjuk, hogy a ¢ € R szdm szétvdlasztjo a nemiires A és B R-beli
halmazokat, ha az a < ¢ < b egyenlétlenség minden a € A és minden
b € B esetén teljesiil. Pozitiv allitas formajaban fogalmazza meg azt,
hogy ¢ € R nem vélasztja szét az A és a B halmazt.

Az A :={0,1} halmazon az &sszeadast (@), a szorzast (©) és a ren-
dezést (1) a kovetkezSképpen értelmezziik:
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S 0|1 ® 0|1
0 01 0 010
1 110 1 0] 1
r:={(0,0), (1,1), (0,1)}.
Teljestilnek-e A-ban a testaxiémak, a rendezési axiomak, illetve a tel-
jességi axiéma?
101. Definialjuk az X C R halmazt a kévetkezGképpen:
X:={a+bv2€eR|a,beqQ}
Igazolja, hogy X a szokasos R-beli Osszeadéssal és szorzassal testet
alkot. Mutassa meg, hogy Q # X # R.
102. A valds szamokra vonatkozd testaxiomék felhasznalasaval igazolja az

alabbi, jol ismert allitasokat:

(a) Az R-beli nullelem, az egység, az ellentett és a reciprok
egyértelm.

(b) Ha x,y,z,w € R, w # 0, akkor
() x+z=y+z = x=y,
B)x-w=y-w = x=y;

¢) Minden x € R valos szamra x - 0 = 0.

(
(d) Hax,y € R, akkor x -y =0 <= x=0vagyy=0.
(
(

)
)

e) Minden x,y € R esetén (—x) + (—y) = —(x +y).

f) Barmely x valos szamra (—1) - x = (—x) és —(—x) = x.
)

(g) Hax,y € R, akkor (—x) -y =—(x-y) =x-(—y) és
(=) - (—y) =x"y.
(h) Ha x,y € R\ {0}, akkor
() x-yeR\{0}es (x-y) ' =x"-y",
B) (x ) ' =x
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(i) Ha x,y,u,v e R,y # 0, v # 0, akkor

X u
() -== &= x-v=y-u
Yy v
X u xX-v+y-u
(8) >+~ =22,
y v y-v
X U x-u
() = ===
y v y-v
X U1 XV
o) — - (— =—— h 0.
85 ()= hau

103. A valés szamokra vonatkozd test- és rendezési axiomakat felhasznal-
va mutassa meg az egyenl6tlenségekkel kapcsolatos aldbbi, jol ismert

allitasokat (a,b € R):

(a) Hoa<bésc<d,akkor a+c<b+d.
(b)) Ha0<a<bés0<c<d, akkora-c<b-d.
() a<be (—a)=(-b) & (1) -a>(-1)-b.

(d) a-a>0.
(e) a-b>0& ha(a>0ésb>0)vagy (a<0ésb<0).

)

(f E>O(:)hau (a>0ésb>0)vagy (a<0ésb<0).

b=
104. A természetes szamok definiciojat, valamint a teljes indukci6 mod-
szerét, alkalmazva igazolja az alabbi allitasokat:
(a) Hom,me N akkorm+neNém-neN.
(b) Minden n € N esetén n > 1 > 0.
(c) Ha m,n € Nés m >n, akkor m—n € N.
)

(d) Tetsz6leges n természetes szam és a rakovetkezdje (azaz n+1)
koz6tt nincs természetes szam.
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3.2. A teljességi axidma kovetkezményei

A szuprémum-elv

D. 1° A nemiires H C R szamhalmaznak van legnagyobb eleme
(més szoval: van maximuma), ha

Ja € H, hogy Vx € H esetén x < «.

Az ilyen tulajdonsigt « szamot a H halmaz legnagyobb elemének
(vagy maximumanak) nevezziik, és a max H szimbo6lummal jel6ljiik.

2° A nemiires H C R szamhalmaznak van legkisebb eleme (mas
szoval: van minimuma), ha

3B € H, hogy Vx € H esetén 3 < x.

Az ilyen tulajdonsagi f szamot H legkisebb elemének (vagy mi-
nimumanak) nevezziik, és a min H szimbélummal jeloljiik.

D. 1° A nemiires H C R szamhalmaz feliilrél korlatos, ha
JK € R, hogy Vx € H esetén x < K.

Az ilyen K szémot a H halmaz egy felsé korlatjanak nevezziik.
2° A nemiires H C R szamhalmaz alulrél korlatos, ha

Jdk € R, hogy Vx € H esetén k < x.

Az ilyen k szamot a H halmaz egy alsé korlatjanak nevezziik.
3° A nemiires H C R szamhalmaz korlatos, ha alulrol is, feliilrél
is korlatos.

T. A nemiires H C R halmaz akkor és csak akkor korldtos, ha 3K € R,
amelyre x| < K teljesil Vx € H esetén.

T. A szuprémum-elv. Legyen H C R és tegyiik fel, hogy
(i) H# 0 és
(ii) H felilrdl korldtos.
Ekkor
I min{K € R | K felsd korlitja H-nak}.

Azaz R minden nemdires, feliilrél korldtos részhalmazdnak felsé korldt-
jai kozott van legkisebb.
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D.

A nemiires és feliilr6l korlatos H C R szamhalmaz legkisebb fels6 kor-
latjat a H halmaz szuprémumanak (vagy fels6 hataranak) nevez-
ziik, és a sup H szimbélummal jeldljiik:

sup H := min{K € R | K fels§ korlatja H-nak}.

A nemiires és felilrdl korldtos H C R halmaznak o & valds szdm akkor
€s csak akkor szuprémuma, ha
(i) Vx € H esetén x < & (azaz & felsd korldtja H-nak),
(il) Y < & szamhoz Ix € H, amelyre x > « (azaz minden
&-nél kisebb o szdm mdr nem felsé korldtja H-nak).

A teljességi axioma eqyenértéki a szuprémum-elvvel.

Minden nemiires és alulrol korldtos szdamhalmaznak van legnagyobb
alsé korldtja.

A nemiires és alulr6l korlatos H C R szamhalmaz legnagyobb alsé ko-
rlatjat a H halmaz infimumanak (vagy alsé hataranak) nevezziik,
és az inf H szimbolummal jeloljiik:

inf H := max{k € R | k als6 korlatja H-nak}.

A nemiires és alulrdl korlditos H C R halmaznak a & valds szdm akkor
és csak akkor infimuma, ha
(i) Vx € H esetén & < x (azaz & alsé korldtja H-nak),
(il) Voo > & szdmhoz Ix € H, amelyre x < « (azaz minden
&-nél nagyobb « szdm mdr nem alsé korldtja H-nak).

Egy nemiires és feliilrsl [alulr6l] nem korlatos H C R halmaz szupré-
mumét [infimumét| igy értelmezziik:

supH = +o0 [inf H :== —oq].

Legyen H C R egy nemiires halmaz.
1° H-nak akkor és csak akkor van mazimuma, ha supH € H.
2° Ha H-naek van maximuma, akkor maxH = sup H.

3° Ha supH ¢ H, akkor H-nak nincs mazimuma.
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T. Legyen H C R egy nemiires halmaz.

1° H-nak pontosan akkor van minimuma, ha inf H € H.

2° Ha H-nak van minimuma, akkor min H = inf H.

3° Ho infH ¢ H, akkor H-nak nincs minimuma.

M. A szuprémum a maximum altalanositasaként foghato fel. Egy halmaznak altalaban
nincsen maximuma (példaul H := {1 — ]; | n € N}). Ilyenkor ennek szerepét a
szuprémum veszi at. Hasonl6 érvényes a minimum &altalanositasdnak tekinthetd
infimumra.

Az archimédészi tulajdonsag és a Cantor-tulajdonsag

T. Az archimédészi tulajdonsdg. Minden a > 0 és minden b valds

szamhoz létezik olyan N természetes szdm, hogy b <n - a, azaz
VaeRt ésVbeR esetén IneEN, hogy b<n-a.

K. 1° N a valds szamok feliilrél nem korldtos részhalmaza.
2° N barmely nemiires részhalmazdinak van minimuma.

T. A Cantor-tulagdonsdg. Ha minden n természetes szamra adott az
[an, bnl C R zdrt intervallum gy, hogy

[anJr] ) bn+]] C [an,bn] (me NJ,
akkor az intervallumrendszer kizds része nem tires, azaz
JEER, hogy &€ lan,bnl minden n €N esctén.
A Cantor-tulajdonsagot ugy szoktuk szavakba foglalni, hogy egymdsba skatulydzott
korldtos és zdrt intervallumok kézds része nem tres.
Jegyezze meg jol, hogy ha a fenti tételben az intervallumokra akar a korlatossagot,
akar a zartsagot nem kotjiik ki, akkor az allitas nem igaz. Ime az ellenpéldak:
1
N©=]=0 N+ =0.
neN nenN
(Igazolja ezeket az allitasokat.)
T. Az archimédészi és a Cantor-tulajdonsdg egyiitt ekvivalens a teljességi

aziomduval.
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A gybkvonas

M. 1dézziik fel a négyzetgyok kozépiskolaban tanult fogalmét: a nemmnegativ o va-
l0s szdm négyzetqyokén azt a nemnegativ szimot értjik, amelynek a négyzete .
Vegyiik észre, hogy ennek a definiciénak csak akkor van értelme, ha minden nem-
negativ « valds szamhoz létezik egyetlen olyan nemnegativ valos szam, amelynek a
négyzete «. Alapvetd tény az, hogy a valos szamok ismertetett axiémarendszerébsl
ez az allitas levezethetd; s6t ennél tobb is bizonyithato.

T. Gydkvonds: Minden « > 0 wvalds szdmhoz és minden n természetes
szdamhoz létezik egyetlen olyan & > 0 walds szdm, amelyre &™ = «.
Ezt a nemnegativ & szdmot az o nemnegativ szam n-edik gyékének

.. . 1 . . g e
nevezziik, és az YV« vagy az an szimbslumok valamelyikével jelolyiik.
(L. a 116. feladatot.)

M. Az n szamot az Y« kifejezés gySkkitevSjének nevezziikk. Az n = 2 esetben
— azaz négyzetgydk esetén — a gyokkitevst elhagyva a /o jelolést hasznaljuk.
Megjegyezziik, hogy ha az n paros szam, akkor barmelyik « pozitiv szamhoz két
olyan valos szam is létezik, amelynek n-edik hatvanya o, az Yo és a — /oe. Mivel
minden valés szam paros kitevgjd hatvanya nemnegativ, ezért a negativ szdmoknak

— a koradbban definidlt moédon — nem értelmezhets paros kitevdji gyoke a valos
szamok korében. Ez teszi sziikségessé a valos szamok kibgvitését.

M. A gydkvonas azonossigait nem részletezziik, azok ismeretét feltételezziik.

A racionalis és az irracionalis szamok halmaza

D. Az x valés szdmot raciondlis szadmnak nevezziik, ha x = L alakq,
ahol p € Z és q € N. A racionélis szamok halmazat a Q szimbélummal
jeloljiik.

T. Q az R-beli miveletekkel és rendezéssel

1° rendezett test, azaz teljesiilnek benne a test- és a rendezési axi-
omdk.

2°0Q #R. A Q" .= R\ Q halmazt az irraciondlis szdmok
halmazdnak nevezziik.

3° Q-ban a teljességi axioma nem teljesil.

T.  Minden nemelfajuld R-beli intervallum végtelen sok raciondlis szdmot
és végtelen sok irraciondlis szdmot tartalmaz.

M. Valés szamokat tizedes tort alakban is felithatjuk. A korabbi tanulmanyokban
megszerzett ismereteket feltételezziik. Azt azonban kiemeljiik, hogy a racionalis
szamokat véges vagy végtelen szakaszos, az irraciondlis szdmokat pedig nem sza-
kaszos végtelen tizedes tort alakban lehet felirni. Kés6bb (I. a 103. oldalt)
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M.

majd vazoljuk, hogy a tizedes torteket matematikailag pontos médon hogyan lehet
bevezetni.

Yo igen sok esetben (pl. V2, V3 stb.) irracionalis szam. Alapvets kérdés
az (gondoljon példaul a legegyszertibb szamologépekre), hogy az ilyen szamokat
hogyan lehet racionalis szamokkal kozeliteni. A gyokvonasra vonatkozo tétel bi-
zonyitasabol (1. a 116. feladat megoldasat)

Va=sup{xeR|[x" <«}

adodik. A Cantor-tulajdonsag felhasznalasaval ez alapjan V«-hoz ,kozeli” racio-
nalis szamot egy egyszeri (,intervallumfelezésen” alapulo) eljarassal adhatunk meg
(I. a 115. feladatot). A sorozatoknal visszatériink ehhez a fontos problémahoz,
és ott (1. a 86. oldal megjegyzését) majd egy masik, ,hatékonyabb” eljarast
ismertetiink az /o szam racionalis megkozelitésére.

B A-feladatok

105. Fogalmazza meg pozitiv allitds formajaban azt, hogy a nemiires H C R

halmaznak

(a) nincs maximuma, (b) nincs minimuma.

106. Fogalmazza meg pozitiv allitas formajaban azt, hogy a nemiires H C R

halmaz
(a) feliilrsl nem korlatos;
(b) alulrél nem korlatos;

(¢) nem korlatos.

107. Legyen H C R nemiires halmaz és & € R. Mit jelent a H halmaz

elemeire nézve az, hogy
(a) &=supH;
(b) & =infH,;
(¢) & mem szuprémuma H-nak;
)

(d) & mem infimuma H-nak?

108. Bizonyitsa be, hogy az

He= {TneNjuiz-Linen

halmaz infimuma 0 és szuprémuma 2. Van-e H-nak legnagyobb, illetve
legkisebb eleme?
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109. Legyen H C R egy nem véges halmaz és supH = o € R. Igaz-e, hogy
Ve > 0 esetén az o« szam e-sugari koérnyezetében végtelen sok eleme
van H-nak?

B B-feladatok

110. Hatarozza meg a

o {2x+2

15 €R|X€[—1,+oo)}

halmaz szuprémumét. Van-e H-nak legnagyobb eleme?

111. Mivel egyenl6 a
H— {\/x—|—1—\/§ | x e (o,+oo)}

halmaz infimuma? Van-e a halmaznak legkisebb eleme?

112. Mutassa meg, hogy ha A és B az R halmaz nemiires részhalmazai,
akkor

supA <infB <<= Va€c€AéVbeBesetén a<b.

113. Bizonyitsa be, hogy a szuprémum-elvbél kovetkezik a teljességi axi-
6maban megfogalmazott allitas.

114. Igazolja, hogy az archimédészi és a Cantor-tulajdonsig egyiittesébsl
levezethetd a teljességi axiémaban megfogalmazott allités.

115. A /2 létezése. Mutassa meg, hogy az A = {x e R|x*<2)
nemiires, feliilrsl korlatos halmaz és a & := sup A jeloléssel £2=2 A
& szamot a 2 valos szam négyzetgyokének nevezziik, és v/2-vel jeloljiik.
Bizonyitsa be azt is, hogy V2 egy irracionalis szam, és hatarozza meg
az els6 harom tizedesjegyét.

116. Gyokvonas. Lassa be, hogy minden o« > 0 valés szdmhoz és minden n
természetes szamhoz létezik egyetlen olyan & > 0 valds szam, amelyre
EM = o &-t az o szam n-edik gydkének nevezziik, és igy jeldljik: V«.

117. Bizonyitsa be, hogy Q-ban a teljességi axiéma nem teljestil.
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B C-feladatok
118. Legyen

Hy = {%—i—(—])“ER | neN},
(="
n

Hz::{H— eRlneN},

Bizonyitsa be, hogy a fenti halmazok korlatosak, és hatarozza meg a
szuprémumukat és az infimumukat. Van-e a halmazoknak maximuma,
illetve minimuma?

119. Korlatos-e alulrél, illetve feliilrél a

(a) H :{gziieR \ xE[O,—i—oo)};
X+ 1
)= {3x2+2€R | XGR}’
x| — :
) H:= { |+2€R | XER},
1—x? 1 .
) Hi= {2x2+5x+3 R‘XG[_?‘JFOO)}’
2x+3
_{3x—|—1€R | XEZ}
H:{geR | 0<x<T, O<y<x};
() Hi={TeR | mneN, m<n};

(h) H::{qeR | pacz, p2<2q2}

halmaz? Ha igen, akkor szdmitsa ki sup H-t és inf H-t! Van-e a H
halmaznak legnagyobb, illetve legkisebb eleme?

120. Tetszdleges nemiires A C R esetén legyen —A :={—a € R | a € A}.
Igazolja, hogy

(a) az A halmaz akkor és csak akkor alulrol korlatos, ha —A feliilrél
korlatos, és ebben az esetben inf A = —sup(—A);
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(b) az A halmaz akkor és csak akkor feliilr6l korlatos, ha —A alulrol
korlatos, és ebben az esetben sup A = —inf(—A);

(¢) supA =400 < inf(—A) = —o0, illetve
infA=-00 <= sup(—A)=+o0.

121. Bizonyitsa be, hogy a valés szamok tetszéleges A és B nemdiires és
korlatos részhalmazaira

(a) supla+b|ac A és beB}=supA +supB,
infla+blae A é beB}=inf A+ infB;

(b) ha A és B minden eleme pozitiv, akkor
supfabla € A és b e B} =supA-supB,
inflabla€e A és be B} =inf A -infB.

122. Igazolja, hogy barmely A, B C R nemiires, korlatos halmazok esetében

(a) inf(A UB) = min{inf A, inf B},
sup(A U B) = max{sup A, sup B};
(b) ha ANB # 0, akkor
inf(A N B) > max{inf A, inf B},
sup(A N B) < min{sup A, sup B};
(¢) ha A C B, akkor inf A > inf B és sup A < sup B.

Adjon példat olyan A, B halmazokra, hogy (b)-ben < (>) helyett <
(>) legyen irhato.

3.3. A komplex szamtest

m Definicidk, tételek és megjegyzések

M. A valés szamok matematikai fogalma a tudomany elérehaladésa soran tébb lép-
csOs absztrakeio atjan, igen hosszu fejlgdési folyamat eredményeként a XIX. szazad
végére alakult ki. A valos szamkor bovitésének az igénye mar a XVI. szazad elején
felvet6dott. Ekkor valt ismertté a harmadfokta egyenlet megoldasara vonatkozo
képlet. Ez azonban cs6dét mondott az olyan esetekben, amikor az egyenletnek
harom pozitiv valés gydke van, mégpedig azért, mert ekkor a négyzetgyok alatt
negativ valés szamok lépnek fel. A kor (elsGsorban italiai) matematikusai sokat
faradoztak a képlet értelmezésén. Az a gyiimolcs6z6 és merész vallalkozas, amely
az ilyen esetek kezelésére iranyult, R. BOMBELLI itdliai matematikus és mérnok
nevéhez fiz6dik. 1572-ben megjelent konyvében vetette fel azt a gondolatot, hogy
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az olyan kifejezéseket, amelyekben négyzetgyok alatt negativ valos szam szerepel,
atmenetileg szamoknak lehetne tekinteni. Megadta a veliik végzett mtveletek sza-
balyait, és megmutatta, hogy ha ezekkel hasznaljak az emlitett képletet, akkor az
eljaras végén az ilyen kifejezések kioltjak egymast, és végeredményként valos szam
adodik.

A matematikusok sokaig nem tudtak megmagyarazni az ilyen célra bevezetett kife-
jezések pontos értelmét, s ezért valamiféle babonas tisztelettel kezelték azokat. Még
ma is emlékeztet a , képzetes” elnevezés arra, hogy ezeket a kifejezéseket valamikép-
pen nem valdsagosnak, kitalaltnak tekintették. A komplex szamok alkalmazasanak
jogossaga koriili kétségek csak a XIX. szazad elején ttintek el, amikor ezeknek a
szamoknak a fontossdga a matematika sok agaban nyilvanvalova lett, és amikor
a komplex szamokkal végzett miveletek szamara sikeriilt egyszerd geometriai in-
terpretaciot talalni. A pontos értelmezés szempontjabol természetesen felesleges
minden geometriai szemléltetés. Az Gsszeadds és a szorzas formalis definici6ja
alapjan kozvetleniil adodnak a komplex szamokkal végzett miveletek formalis sza-
balyai. De a geometriai értelmezés — amit koriilbeliil egy id6ben fedezett fel C.
WESsSEL (1745-1818), J. R. ARGAND (1768-1822) és C. F. Gauss (1777-1855) —
természetesebbé tette a komplex szamokkal végzett miveleteket intuitiv szempont-
bol, s a komplex szamok geometriai szemléltetése azota is elsérendii fontossagu.

A rendezett valds szimpdrok R? := {(a,b) |a,be R} halmaza az

(a1,b1) + (az2,b2) := (a7 + az, b1 + by)
(a1,b1) - (az,b2) := (aja2 — bibz, ar1by — azby)
mdveletekkel testet alkot, azaz teljestlnek a testaxiomdkban megfogal-

mazott tulajdonsdgok (1. a 41. oldalt). FEzt a struktirdt komplex
szamtestnek nevezzik, és jelolésére a C szimbdlumot haszndljuk.

A kovetkezs tétel azt allitja, hogy a komplex szamtest valoban a valds szamok
korének kibgvitése.

Legyen R:= {(a,0)|la e R} CR2. 4
¢:R=R,  ¢la):=(q,0)

leképezés eqy mivelettarté bijekcic R és R kozott (réviden R és R
izomorfak), azaz © bijekcio és minden aj,ay € R szdmra

e(ar+az) = o(a) + @(az)
e(ar-az2) = @(ar) - (az).

A ¢ leképezés tehat R-beli Gsszeget, illetve szorzatot R-beli Osszegbe, illetve szor-
zatba visz at, és ezért a két halmaz algebrai szempontbdl azonosnak tekinthetd,
mas szoval izomorfak egyméssal. Az a valos szamot tehat az (a,0) rendezett
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parral azonosithatjuk: a = (a,0). Ebben az értelemben tehat C valoban az R egy
bévitése.

Igen egyszertivé valnak a jelolések, ha bevezetjiik az
i:=(0,1)
képzetes (vagy imaginarius) egységet. Ekkor ugyanis
(a,b) =(a,0)+ (0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + ib.

Ez az azonositdas — csakigy, mint a tobbi a szamfogalom bdvitése soran — mar
annyira megszokott, hogy egyszerd tartalmazast és egyenl6séget irunk:

R CC, a=1(a,0) és (a,b) = a+1ib.

A komplex szamok szorzasanak definicioja alapjan kapjuk a kovetkezs fontos egyen-
l6séget:
=1,

Természetesen egy komplex szamot jelolhetiink egyetlen betivel is: z = a + ib.

D. A z = a+ib komplex szamnak, ahol a és b valés, a valos (realis)
része a, képzetes (imaginarius) része b. Jelolésben: Rez = a,
Imz="0.

A z := a — ib komplex szamot z konjugaltjanak nevezziik. z ab-
szolut értékét pedig igy értelmezziik: |z| := va2 + b2 = V/zz.

M. Komplex szamokat a sik pontjaival szemléltetjilk: a z = a + ib komplex szamot
azzal a ponttal, amelynek a derékszogid koordinatai a és b. Célszerd a pontba
mutato helyvektort is komplex szamnak tekinteni. A vizszintes tengelyt valds
tengelynek, a fiiggtlegeset pedig képzetes tengelynek nevezziik.

M. Van tehat olyan komplex szam, amelynek a négyzete negativ valés szam: i? =

= —1, s6t minden negativ valos szam valamely komplex szam négyzete. A komp-
lex szamok bevezetésével tehat megoldédott a negativ szamokbol valé gydkvonas
problémaja. Persze a komplex szamok ennél sokkal tébbet tudnak: a kibgvitett
szamtest barmely elemének minden n € N, n > 1 esetén létezik n-edik gyoke.
Megel6legezziik a szogek, valamint a szinusz- és koszinuszfiiggvény ismeretét. Ezek
szemléletes értelmezését és tulajdonsagait illetGen a kozépiskolai tanulmanyokra
utalunk. Ezek birtokdban ugyanis a komplex szamokat az eddigiektdl eltéré mo-
don, a szorzas, hatvanyozas, gy6kvonas szempontjabol jobban kezelhets formaban
(trigonometrikus alakban) adhatjuk meg.

T. Minden z € C komplex szam felirhatd a
z=r(cos @ +isin @)

dgynevezett trigonometrikus alakban, ahol v > 0 valés és @ € R;
ha v # 0 (a komplex szdm nem nulla), akkor az elédllitds egyértelmd
a @ € [0,2n) kikotéssel.
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Ha a trigonometrikus alakban megadott z = r(cos ¢ + isin @) komplex szamnak
a sikon a P pontot feleltetjiikk meg, akkor r geometriai jelentése a P és az origd
tavolsaga, ezért r-et a komplex szdm abszolat értékének nevezziik. ¢ jelentése
pedig az OP félegyenesnek a valos tengely pozitiv agaval bezért szog, ezért @-t a
komplex szam szdgének (vagy argumentumanak) hivjuk.

Ha n € N, akkor a z = r(cos@ + isin @) trigonometrikus alakban
megadott komplex szdm n-edik hatvdnydra a

zZ" =1™(cosme + isinng)
Moivre-formula teljesiil.

Egy z komplex szadm n-edik gy6keinek hivjuk azokat a komplex sza-
mokat, amelyeknek az n-edik hatvanya z.

Legyen n € N. Minden nem nulla komplex szdmnak pontosan n
kiilonbizé n-edik gydke van. A trigonometrikus alakban megadott z =
=1(cos @ +1isin @) (r > 0) komplex szdm killonbozé n-edik gyokei:

21tk 27k
T\‘/?(COS(LH—TLT[—I—iSin(WT) (k=0,1,....,n—1).

Az algebra alaptétele: Minden

P(x) = anx™+ an_1x™ T+ -+ a;x + ao,

an#0, n>1, ap,a,...,an€C

polinomnak van gydke a komplexr szdmtestben, azaz létezik olyan zo
komplex szdm, amelyre p(zp) = 0 teljesiil.

B Feladatok

123. Bizonyitsa be, hogy minden z,w € C komplex szdmra

(a) z+w=z+Ww; (b)z-w=2z-w;
(c) z=z; () lz2?=z-z;
(e) Rez = Z—; , Imz= Z;LZ
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124. Igazolja, hogy minden z komplex szamra
(a) z akkor és csak akkor valos, ha z = z;

(b) |Rez| < |z|, [Imz| < |z

(¢c) Re(iz) = —Imz, Im(iz) =Rez.
125. Mutassa meg, hogy a komplex szdmok abszolut értéke a val6sakéhoz

hasonld tulajdonsigokkal rendelkezik: barmely z,w € C komplex
szamra

(a) |z| > 0; |z] =0 akkor és csak akkor, ha z = 0;
(b) lz-w|=z| - wl;
(c) lz+w[ < lz[ + wl;

)

(d) Izl — wi| < lz—wl.



4.

4.1.

Szamsorozatok

A valés sorozat fogalma.
Elemi tulajdonsagok

m Definicidk, tételek és megjegyzések

D.

1° A természetes szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket so-
rozatoknak hivjuk. Ha X egy nemiires halmaz, akkor x : N — X egy
X-beli sorozat. Ennek a fliggvénynek az n € N helyen felvett x(n)
helyettesitési értékét az x sorozat n-edik tagjanak nevezziik, és az
Xn szimbélummal jel6ljiik, az n szamot pedig az x,, tag indexének
mondjuk. Ezt felhasznélva magat a sorozatot gyakran tugy jeloljiik,
hogy (xn,n € N) vagy (xn).

2° FEgy a: N — R fiiggvényt valés sorozatnak neveziink.

1° Minden rogzitett r egész szam esetén az {n € Z | n > v} — R fiiggvényeket
is sorozatoknak tekintjiik. A tovabbi definiciok, tételek (az értelemszertd modosita-
sokkal) ezekre is érvényesek lesznek, de ezt kiilon nem fogjuk hangsilyozni.

2° Sorozatok megadasa. Egy a = (an) : N — R sorozat megadéasa tehat

azt jelenti, hogy minden n € N esetén megadjuk an-et. Ez torténhet explicit
moédon. Példaul:

(a) an :=3n%+2 (n€N);
(b) an:=vn2—100 (n=10,11,12,...);
2n*, han=135,...
(c) an =
n, han=246,....
Sorozatot megadhatunk azonban tgy is, hogy megadjuk a sorozat els§ (néhany)
tagjat, a tovabbi tagokat pedig az elSttiik levs(k) felhasznalasaval definidljuk. Az

ilyen esetekben azt mondjuk, hogy a sorozatot rekurziv médon adtuk meg.
Példaul:
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(dar:=1,an=an-14+2 (n=2,3,...);

() aj:=—1,an:=3+ad2 ; (n=2,3,...).
Sorozatok ilyetén forman valé megadasat egylépéses rekurzionak nevezziik. k [lé-
péses rekurziorsl beszéliink akkor, ha a sorozat egy tagjat az elGtte levé k tag
figgvényében adjuk meg. Kétlépéses rekurziora egy példa:

(f)ar:=0, az:=1 ¢ an:=an—1+an—2 (M=2,3,...).

(Ezt a sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezzik.)
3° A rekurziv sorozatokroél elGszor azt jegyezziikk meg, hogy a rekurziv
Osszefiiggésbdl kiindulva néhany esetben viszonylag egyszertien meg lehet adni a
sorozat n-edik tagjat az n index fiiggvényében (1. példaul a szamtani sorozatokat).
Vessiik fel azonban azt a kérdést is, hogy (példaul egylépéses) rekurzidval
vajon ,j6l definidltunk-e” egy sorozatot, azaz ha megadjuk a sorozat kezdsStagjat
és azt, hogy az (n + 1)-edik tag hogyan fiigg az n-edik tagtol, akkor ezek méar
egyértelmiden meghatarozzak-e minden n természetes szam esetén a sorozat n-
edik tagjat. Az intuicionk szerint erre a kérdésre annyira nyilvanvaléan ,igen” a
valaszunk, hogy az els6 pillanatban a kérdés felvetése sem tiinik indokoltnak. A
megérzésiink természetesen helyes, és ezt be is lehet bizonyitani. Az egylépéses
rekurzidkra érvényes
a rekurzidtétel: Ha f: A — A (A C R, A # 0) egy tetszbleges fiigguény és
« € R egy adott valds szim, akkor egyértelmien létezik olyan (an) walds sorozat,
amelyre a1 = & és ant1 = f(an) (n € N) teljesiil.

Megjegyezziik még azt is, hogy tobblépéses rekurzidkra is hasonlé allitas érvényes.

T. Az (an) : N = R és a (bn) : N — R sorozat akkor és csak akkor
eqyenld, ha bdrmely index esetén az azonos indexd tagok egyenldek,
azaz An = by minden n € N szdmra teljesiil.

D. Az (an) valos sorozat monoton névekeds [szigorian monoton
ndvekedd], ha

an < An4i l[an < an+1] (n € N);
monoton csdkkené [szigorian monoton csékkend], ha
On > Gngl [an > any1l (n € N).

Ezen sorozatok kozos neve a monoton sorozat.

M. Sorozat monotonitasat sokszor a teljes indukci6 elvével igazolhatjuk. Gyakran
hasznos lehet, ha a monotonitas definiciéjaban szerepls egyenlGtlenség helyett egy
vele ekvivalens egyenl6tlenséget probalunk igazolni. Példaul:

An+1 2 Gn (TL € N) — Any1 —an >0 (TL S N),

ha an > 0 ninden n-re, akkor

i1 > an MEN) & %21 (neN).



4. Szdmsorozatok

Az (an) : N = R sorozat alulrél korlatos, ha létezik olyan k €
€ R szam, hogy minden n € N indexre an > k; feliilrdl korlatos,
ha létezik olyan K € R szidm, hogy minden n € N esetén an, < K;
korlatos, ha alulrdl is, felilrdl is korlatos.

Az (an) valds sorozat pontosan akkor korldtos, ha az értékkészlete kor-
ldtos, azaz ha létezik olyan K € RT szdm, hogy |an| < K mindenn € N
eselén.

Sorozat korlatossagat, példaul egy ,,megsejtett” felsG korlatot sok esetben a teljes
indukcié modszerével igazolhatjuk.

Az a = (an) : N — R sorozat értékkészletének szuprémumat [infimu-
mat] a sorozat szuprémumanak [infimumanak] nevezziik:

sup a :=sup R4 = sup{an | n € N}
linf a:=inf Rq = inf{a,, | 1 € N}

B A-feladatok

126.

127.

1
Mutassa meg, hogy az an := — (n € N) sorozatra a kovetkezs teljesil:

a méasodik tagtol kezdve a sorozat mindegyik tagja a szomszédos tagok
,harmonikus kézepe”, azaz

an = (n=23,...).

1 1
_|_

an—1 an+1

Ezért szokés az an := — (n € N) sorozatot harmonikus sorozatnak

S1=

nevezni.

Pozitiv allitas forméjaban fogalmazza meg azt, hogy az (an) valds

sorozat
(a) feliilrsl nem korlatos; (b) alulrol nem korlatos;
(¢) nem monoton novekeds; (d) nem monoton csokkend;

(e) nem korlatos; (f) nem monoton.
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B B-feladatok

128.

129.

130.

131.

132.

Adja meg az
ap:=0, a;:=1, an:=an1+an2 N=2,3,...)
Fibonacci-sorozat n-edik tagjat az n fiiggvényeként.

Korlatossag és monotonitas szempontjabdl vizsgalja meg az
dn+3

an =
m+4

(n eN)
sorozatot.

Egy lassu, de kitarté csiga elindul az egy méter hosszii gumiszalag
egyik végétsl a masik felé, és egy centimétert halad percenként. Min-
den egyes perc végén azonban a szalag masik végénél allé6 hasonléan
kitarté gonosz mand, akinek egyetlen célja a csiga életének a megke-
seritése, megnyujtja a szalagot egy méterrel. Ha ez igy folytatédik
tovabb, vajon eléri-e a csiga valaha is a szalag tulso vegét? (Feltessziik,
hogy mindketten 6rok életiiek, a gumiszalag a végtelenségig nyijthato,
és a csiga pontszeri.)

Mutassa meg, hogy az

1 1 1 1
(a) an:ﬁ+?+?++¥ (TLEN)
sorozat monoton névekedd és feliilrél korlatos;
T 1 1 1

sorozat monoton novekeds és feliilrél nem korlatos.

Itt hivjuk fel a figyelmet a kovetkezSkre. A monotonitas mindkét esetben nyilvan-
val6. Joval nehezebb a korlatossag kérdése. A probléméat az okozza, hogy nehéz
elére latni azt, hogy a sorozatok tagjai nagy n indexek esetén hogyan viselkednek.
Mindkét sorozat n-edik tagjat igy képezziik, hogy az el6tte levs taghoz ,nagy” n-
ekre egy ,kicsi” szamot adunk. A feladat allitasa szerint tehat az ilyen esetekben
el6fordulhat az is, hogy korlatos sorozatot kapunk, de az is el6fordulhat, hogy az igy
képzett sorozat nem lesz korlatos. (Megjegyezziik még azt is, hogy a korlatossagra
vonatkozo sejtést pl. ,szamitogépes kisérletezéssel” lehetne kialakitani.)

Mutassa meg, hogy az

an = (1—|—%)n (neN)

sorozat monoton novekeds és korlatos.
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133. Bizonyitsa be, hogy az

1 )TL+1

an::(1—|-— (n € N)
n

sorozat monoton csokkend és korlatos.

B C-feladatok

134. Mutassa meg, hogy a tetszéleges «, d és q valés szdmmal képzett
(a) a1:=&, apny1:=an+d (MEN)
szamtani sorozat n-edik tagja an =+ (n—1)d (n € N);
(b) a1 :=«, an41:=qan (n € N)
mértani sorozat n-edik tagja an = xq™ ' (n € N).

135. Tetsz6leges o, A és B valds szamokbdl kiindulva képezziik az
ar = «, ani1:=Aan+B (neN)

rekurziv modon megadott sorozatot. Az o, A, B és az n szamok fiigg-
vényeként adja meg a sorozat n-edik tagjat. (Ha A = 1, akkor (an)
egy szamtani, ha B = 0 akkor pedig egy mértani sorozat.)

136. Hatarozza meg az alabbi sorozatok m-edik tagjat az n index fiigg-
vényeként:
(a) a;:=1¢és ans1:=2"—an (meN);
(b) a1:=0és any1:=n?—a, (neN);

an1 +an
2

137. Tegyiik fel, hogy adott n darab egyforma kértya és egy asztal. A kar-

(¢) aj:=1,a2:=2és any2:= (neN).

tyakat az asztal oldalaival pArhuzamosan egymasra helyezziik. Keresse
meg azt az elhelyezést, amelyik a gravitacio torvényének megfelelGen a
legtavolabbra nyulik tal az asztal szélétsl. Korlatos-e a kapott sorozat?

138. Korlatossdg és monotonitds szempontjabol vizsgalja meg az alabbi
sorozatokat:

(a) szamtani sorozatok; (b) mértani sorozatok;

@ (1+:); W a1

(n € NJ;
n
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_1—7n
C 2n—1

139. Igazolja, hogy ha az (an,n € N) valos sorozat monoton, akkor a szam-

(&) ((—1)™n3); (£) an: (neN),

tani kézepekkel képzett

O_n::a1+(12-;"'+an (n €N)

sorozat is monoton. Mit lehet mondani a (0y,) sorozat korlatossagarol?
] n
140. Monoton-e az an := (1 — n) (n € N) sorozat?

141. Hatarozza meg az aldbbi sorozatok szuprémumat és infimumaét, legki-
sebb és legnagyobb tagjat, ha azok léteznek:

(a) <(_T1)n,neN>; (b) ((=1)™n,n € N);
(©) <l,neN>; (d) <§2J_“;neN>.

4.2. Konvergens és divergens sorozatok.
Sorozatok hatarértéke

B Definicidk, tételek és megjegyzések

M. A konvergencia szemléletes fogalma. Valés sorozatok monotonitasinak és
korlatossaganak a pontos definiciojat a szemléletes jelentésiikbol kiindulva minden
tovabbi nélkiil meg lehet adni. Most mas szempontbdl fogjuk vizsgalni a soroza-
tokat. Abrazoljuk a szamegyenesen példaul a kovetkezdket:

="
n

an = (n € N), bn = (n € N),

3= Sl=

, han=135...

—1
Cn == +1 dn:=m (neN).
1+, han=24p6,...,

Szemléletesen vilagos, hogy (an) és (bn) tagjai O koriil ,strisédnek” (mondhat-
nank azt is, hogy 0-hoz ,kozelednek”). A (cn) sorozat tagjainak egyik része (—1)
koriil, a masik része 1 koriil strtsodik, a (dn) sorozatnak pedig egyetlen valos
stirtisodési helye sincs.
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Forditsuk figyelmiinket az (an) és a (bn) sorozatokra, és fogalmazuk meg pontosan
az ezeknél tapasztalt tulajdonsagot. Mondhatjuk példaul a kovetkezdt: az a tény,
hogy a sorozat tagjai a 0 szam koriil stiris6dnek azt jelenti, hogy a 0 tetszdleges
koérnyezetén kivil a sorozatnak csak véges sok tagja van, azaz

Ve >0 valés szAm esetén az {TL eN|an €ke(0) } halmaz véges.

Gondolja meg azonban azt, hogy ez a tulajdonsag ekvivalens a kovetkezGvel: ha a 0
pont tetszdleges kornyezetét vesszik, akkor ez eqy indextdl kezdve a sorozat minden
egyes tagjdt tartalmazza, azaz

Ve > 0 valés szamhoz Ino € N, hogy Vn > no indexre an € k¢(0).

A tovabbiakban azokat a sorozatokat, amelyek egyetlen szam koriil stiriisddnek
konvergensnek fogjuk nevezni.

Végiil még egy technikai jellegi megjegyzést tesziink: az A valds szam & sugard
kornyezete az (A—e, A+e€) = k¢ (A) intervallum, ezért an € K (A) azzal ekvivalens,
hogy lan — Al < ¢ (an és A tavolsaga e-nal kisebb).

Az (ayn) valds sorozatot konvergensnek nevezziik, ha létezik olyan
A € R valés szam, hogy ennek minden ¢ > 0 sugart kdrnyezetéhez
létezik olyan ng € N kiiszébinder, hogy a sorozat minden ng-nél na-
gyobb vagy egyenl§ indexd a, tagja benne van az A szam & sugara
kérnyezetében, azaz

(+) JA € R, hogy Ve > 0 valés szdmhoz Ing € N, hogy
*
Vn > ng indexre |an — Al < €.

Ha az (an) : N = R sorozat konvergens, akkor egyetlen olyan A € R
szdm létezik, amelyre (%) teljesil. Ezt az A szdmot az (an) sorozat
hatdrértékének nevezziik, és az aldbbi szimbdlumok valamelyikével
jeldljik:
lim an:=A, lim (an) := A, an— A (n— +00).
n— +00
Ezeket gy olvassuk, hogy Jimesz an, ha n tart 4co-hez egyenld A-

val”, Jimesz an egyenld A-val”, ,an tart — vagy konvergdl — A-hoz, ha
n tart +oo-hez”.

Legyen (an) egy valds sorozat. Ekkor
Ve > 0 valds szamhoz Anp € N, hogy

lim(ap) =A€eR &
(an) Vn > ng indezre |an — Al < .
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M.

Szavakkal: Az (an) sorozatnak a A € R valos szam akkor és csak akkor hatarértéke,
ha az A szam minden kornyezetéhez létezik olyan kiiszobindex, hogy a sorozat min-
den ennél nagyobb (vagy egyenls) indexd tagja benne van a szoban forgé kornye-
zetben.

,Pongyolan” fogalmazva: Az a tény, hogy az (an) sorozatnak az A € R valos szam
a hatarértéke, azt jelenti, hogy ,a sorozat nagy indezd tagjai kézel vannak az A
szamhoz”.

Az ¢ > 0 szamot hibakorldtnak is nevezik. Vilagos, hogy az no kiiszobindex fiigg
az € szdmtol, ezért no-at az €-hoz tartozd kiiszébindernek is szokas hivni. Az is
nyilvanvalé, hogy egy adott € szdmhoz tartozé no kiiszobindex nem egyértelmd;
ui. barmely no-nal nagyobb természetes szam is egy ,,jo” kiiszobindex.

Az (ay) valos sorozat divergens, ha nem konvergens, azaz (1. (x)-ot)

VA € R szamhoz 3¢ > 0, hogy Vngo € N indexhez

In > ng index, amelyre |a, — Al > e.

19 Az (ay) valos sorozatnak plusz végtelen a hatarértéke (vagy
az (an) sorozat plusz végtelenhez tart), ha minden P valos szamhoz
létezik olyan ng € N, hogy minden n > ng indexre an, > P teljesiil,
azaz

VP e R szdmhoz dng € N, hogy Vn > ny indexre an > P.

Jelolés: lim (an) = +o00 vagy an — +oo (n — +00).

2° Az (an) valds sorozatnak minusz végtelen a hatarértéke
(vagy az (an) sorozat minusz végtelenhez tart), ha minden P valos
szamhoz létezik olyan ng € N, hogy minden n > ng indexre an, < P
teljesiil, azaz

VP e R szamhoz dng € N, hogy Vn > ny indexre an < P.
Jelolés: lim (an) = —o0 vagy an — —oo (n — +00).

A plusz, illetve a minusz végtelen ¢ > 0 sugaria kornyezetét igy értel-
mezziik:

1 1
ke(+o00) = <£,—l—oo) , illetve  ke(—o0) := (_OO’_€> )
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T. Legyen (an) egy valds sorozat. Ekkor
) Ve >0 szdmhoz 3ng € N, hogy
lim(an) = +00 & .
V1 > ng inderre an € ke(+00),
) Ve >0 szdmhoz I3ng € N, hogy
lim(an) = —00 & .
Vn > ng indexre an € ke(—00).

D. Azt mondjuk, hogy az (an) valos sorozatnak van hatarértéke, ha a
sorozat konvergens vagy plusz végtelenhez vagy pedig minusz végte-
lenhez tart. Ez azzal egyenértékd, hogy

JA € R, hogy Ve > 0 szamhoz Ing € N index, hogy
V1 > ngindexre an € k(A).
A fenti tulajdonsaggal rendelkezd A € R elem egyértelmitien meghata-
rozott. Kzt a sorozat hatarértékének nevezziik, és igy jeldljiik:
lim(an) =A € R.
M. A tovabbiakban lim(an) € R azt jeldli, hogy az (an) sorozat konvergens (azaz

véges a hatarértéke), a lim(an) € R jelolés pedig azt fejezi ki, hogy az (an) sorozat-
nak van hatarértéke (azaz a sorozat konvergens vagy +oo vagy pedig —oo a
hatarértéeke).

B A-feladatok

142.

143.

144.

Mit jelent az, hogy az (an) sorozatnak —% nem hatarértéke? Lehet-e
egy ilyen sorozat konvergens?

Fogalmazza meg pozitiv allitas formajaban azt, hogy az (an) valds
sorozat nem konvergens. Ez alapjan igazolja, hogy a ((—1)“,n € N)
sorozat nem konvergens, azaz divergens.

Tegyiik fel, hogy az A € R szam minden kirnyezete az (an) sorozatnak
végtelen sok tagjat tartalmazza. Kovetkezik-e ebbdl az, hogy az (an)
sorozat konvergens?
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145. Tegyiik fel, hogy az (an) : N — R sorozat hatarértéke az A € R szam.
Igaz-e az, hogy

dng € N, hogy Ve > 0 szamra és Vn > ng indexre |a, — Al < €7
146. Konvergens-e az (an) valds sorozat, ha

(a) JA €R és Je >0, hogy lan — Al < e Vn € N esetén;

(b) JA € R : Ve >0 szamhoz Ing e N : |an, — Al <¢;

c) 3A €R és dng € N, hogy Vn > ng indexre és Ve > 0 szamra
gy
lan — Al < €?

147. Fogalmazza meg pozitiv allitas formajaban azt, hogy az (an) valos
sorozatnak nincs hatarértéke.

148. Mutassa meg, hogy ha egy sorozat konvergens és a hatarértéke pozitiv,
akkor egy indextél kezdve a sorozat mindegyik tagja szintén pozitiv.

149. Tgaz-e az, hogy ha (an) konvergens és lim(an) = A > 0, akkor van
olyan ng € N, hogy an > 0 minden n > ng esetén?

B B-feladatok

150. A hatérérték definicioja alapjian mutassa meg, hogy

(a) li n+4 _§_
Rl R I B

3o1m41y 1
(mhm<“ nrt ):~

n3+7m?+42 2’
2
() lim <n+3n—|—1) — too;
n+3

. 2—3n?
(d) hm( —— > = —00.

151. A definicié alapjan ddntse el, hogy van-e hatarértéke az alabbi soroza-
toknak:

@ (s ) (b) (VAT T - V);

24+ n+2n?

In?+n+1 1—n?
(c) “hZi2 | (d)<n—|—4>'
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152. Tegyiik fel, hogy a nemnegativ taga (a,) sorozat az A valos szdmhoz
konvergal. Bizonyitsa be, hogy

(a) A >0;
(b) a (y/an ) sorozat is konvergens, ¢s lim(y/an ) = VA.

Mit lehet mondani az («/ an) sorozat hatarértékérsl akkor, ha az (an)
sorozat +oo-hez tart?

B C-feladatok

153. Konvergencia szempontjabol vizsgalja meg a szamtani sorozatokat.

154. A definici6 alapjan dontse el, hogy van-e hatarértéke az alabbi soroza-
toknak. Melyik sorozat konvergens?

@ (257 ) o (S )

5n3 +2n? —1 nd4n?2—2n
DO\ 5=z———); (d) — |;
n+n+1 ns+3

(e) (\/nz—l—]—n); ) (VIn+T—vn+3).

155. Legyen m > 2 természetes szdm, és tegyiik fel, hogy az (an) : N — RY
sorozat konvergens, és lim(an) =t A € R. Mutassa meg, hogy ekkor
A >0, tovabba az ( Yan,n € N) sorozat is konvergens, és

lim Ya,= VA.

n— —+oo

Mit lehet mondani az ( Van,n € N) sorozat hatarértékérsl akkor, ha
lim(an) = +o0?

156. Igazolja, hogy halim (an) = +oo éslétezik olyan N € N, hogy an < by
minden n > N indexre, akkor lim (by,) = 4+00. Fogalmazza meg a
megfelel§ 4llitast a —oo hatarérték esetére is.
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4.3.

Sorozatok konvergencidjanak és
hatarértékének a vizsgalata

m Definicidk, tételek és megjegyzések

M.

Sorozatok konvergencidjanak a vizsgalata és hatarértékének a meghatarozasa a
definicié alapjdn igen sok esetben nem egyszerd feladat. A tovabbiakban olyan
alapvets eredményeket ismertetiink, amelyek megkonnyitik az ilyen feladatok meg-
oldasat.

A definicié egyszerti kovetkezményei

Tegyiik fel, hogy az (an) és a (byn) olyan valds sorozatok, amelyekhez
IN €N, hogy an =by ¥Vn > N indexre.

Ekkor az (an) sorozatnak akkor és csak akkor van hatdrériéke, ha a
(bn) sorozatnak is van, és ekkor lim(an) = lim(by,).

Ez a nyilvanvalo allitas azt fejezi ki, hogy a hatarérték szempontjabdl k6z6mbdos,
hogy mi van a sorozat ,elején”, csupan az szamit, hogy a sorozat ,elég nagy” indexd
tagjaira mi érvényesiil. A sorozat hatarértékének a létezése és értéke nem véltozik,

ha a sorozat véges sok tagjat megvaltoztatjuk, véges sok tagot beiktatunk vagy
akar elhagyunk.

A konvergencia egy sziikséges feltétele: Ha egy valds sorozat kon-
vergens, akkor egyittal korldtos is.

Ha egy valds sorozat nem korldtos, akkor divergens (azaz nem konwver-
gens).

A korlatossag tehat a konvergencidnak egy sziikséges feltétele. A korlatossag
a konvergencidnak azonban nem elégséges feltétele, azaz a korlatossagbol nem
kovetkezik a konvergencia. Példaul a ((71 )") sorozat korlatos, de nem konvergens.
Legyen a = (an) : N — R egy sorozat és v = (vn) : N — N egy
szigortian monoton novekedd sorozat (az ilyen v-t indexsorozatnak
fogjuk nevezni). Ekkor az

aov=(a,)

sorozatot az a sorozat v indexsorozat altal meghatarozott részsoro-
zatanak nevezzik.
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1° Szemléletesen szolva: az a = (an) sorozatbol az aov = (av,, ) részsorozatot
tgy kapjuk, hogy az a = (a1, az, as,...) sorozatbol kivalasztjukavi < vy <v3...
indextd tagokat. Az ao~v sorozat n-edik tagja tehat a~, , azaz az (an) sorozat vn-
edik tagja.

2° Mivel a és v egyarant az N halmazon értelmezett fiiggvények, ezért az aov
kompozicié is az N halmazon értelmezett fiiggvény (ui. Daov = {n € N | v €
€ Do = N} =N), tehat a ov valoban egy sorozat.

Részsorozatok hatdrértéke: Ha az a sorozatnak wvan hatdrértéke,
akkor tetszdleges v indexsorozattal képzett aov részsorozatdnak is van
hatdrértéke, és a részsorozat hatdrértéke megegyezik az eredeti sorozat
hatdrértékével: lima ov = lim a.

Ha egy valds sorozatnak van két olyan részsorozata, amelyek hatdrériéke
kiilonbozd, akkor a sorozatnak nincs hatdrértéke.

Monoton sorozatok konvergencidja és hatarértéke
1° Ha az (an) valds sorozat monoton novekedd és felilrdl korldtos
[monoton csokkend és alulrol korldtos|, akkor konvergens is, és

lim(an) =sup{an|neN} eR [lim(a,) =inf{an|neN} eR].

2° Ha az (an) valds sorozat monoton novekedd [monoton csokkend],
akkor van hatdrértéke, és

lim(an) =sup{an|neN} eR [lim(a,) =inf{an|neN} eR].

Az 1° alatti allitas szerint a monotonitds és a korldtossdg egyiitt a konvergencianak
egy elégséges feltételele. Jegyezze meg jol, hogy ezek egyiittese a konvergencianak
nem sziikséges feltétele, azaz ha egy sorozat konvergens, akkor ebbdl — altalaban
- nem kovetkezik, hogy a sorozat monoton. A ([—1 v/ n) sorozat példaul konver-
gens (0 a hatarértéke), de nem monoton.

A kés6bbiekben sokszor olyan sorozatokat kell vizsgélnunk, amelyekre a mono-
tonitas csak bizonyos indextdl kezdve teljesiil. Ennek a fontos tételnek az allitasai
az ilyen esetekre is kiterjeszthet6k (1. a 164. feladatot).

A Bolzano—Weierstrass-féle kivdlasztdast tétel: Minden korldtos
valds sorozatnak van konvergens részsorozata.

Ha egy sorozat felilrél nem korldtos, akkor van +o0o-hez tarté monoton
részsorozata, ha alulrdél nem korldtos, akkor van —oo-hez tarté mono-
ton részsorozata.
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A rendezés és a hatarérték kapcsolata

T. A kézrefogdsi elv: Tegyiik fel, hogy az (an), (bn) és (cn) walds
sorozatokra teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) létezik olyan N € N, hogy

an <bnp<cn minden n > N indezre,

(ii) az (an) és a (cn) sorozatnak van hatdrértéke és

lim(an) = lim(cn) = A € R.

Ekkor a (byn) sorozatnak is van hatdrériéke, és lim(by) = A.

T.  Tegyiik fel, hogy az (an) és (bn) valds sorozatoknak van hatdrértéke.

1° Ha lim(ayn) > lim(by), akkor van olyan N € N, hogy an, > by
teljesiil minden n > N indexre.

2° Ha van olyan N € N, hogy an > by minden n > N esetén,
akkor lim(a,) > lim(by,).

M. Felhivjuk az Olvasé figyelmét arra, hogy az el6z6 tétel 1° része nem pontos meg-
forditasa a 2° résznek. Az 1°-ben ui. a hatarértékre a lim(an) > lim(bn) szigord
egyenldtlenséget tettiik fel, a 2° részben viszont csak a lim(an) > lim(by) rela-
ciéra tudtunk kévetkeztetni. Ennél t6bbet még akkor sem &llithatunk, ha az (an)
és (bn) sorozat tagjaira a szigortibb an > bn (n > N) feltételt tessziik. Példaul:
az

an::1+l, bn::1—l(neN)
n n

sorozatokra nyilvan an > by (1 € N) teljesiil, de lim(a,) = lim(by,) = 1.
A miiveletek és a hatarérték kapcsolata

D. Az (an):N — R nullasorozat, ha lim(an) = 0, azaz
Ve > 0 szamhoz dng € N, hogy Vn > ng indexre |ay| < ¢.

M. ,Pongyolan” fogalmazva: Az (an) nullasorozat, ha |an| tetsz6legesen kicsi elég
nagy n esetén.

T. 1° Az (an) sorozat pontosan akkor nullasorozat, ha (Ianl) nulla-
sorozat.
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20

30

T. 1°
20

Az (an) sorozatnak az A € R wvalds szdm akkor és csak akkor
hatdrértéke, ha (an, — A) nullasorozat, azaz

lim(an) =A €eR < lim(a, —A)=0.

Tegyiik fel, hogy az (an) és (on) valds sorozatokra teljesilnek
a kéovetkezdk:

(i) az (oen) : N = RS nullasorozat,

(i) AN € N, hogy lan| < axn VN > N esetén.
Ekkor (an) is nullasorozat.

Ha (an) és (byn) nullasorozatok, akkor (an+bn) is nullasorozat.

Ha (an) nullasorozat és (cn) tetszdleges korldtos sorozat, akkor
(ancn) nullasorozat.

M. 2°-b6l persze kovetkezik az is, hogy nullasorozatok szorzata is nullasorozat. Hang-
stilyozzuk, hogy az el6z6 tételben nullasorozatok hanyadosaréol nem mondtunk

semmit.

Ennek oka az, hogy két nullasorozat hanyadosanal minden elméletileg

lehetséges eset valoban eléfordulhat (1. a 166. feladatot).

T. Mdiveletek konvergens sorozatokkal: Tegyiik fel, hogy az (an) és

a (bn) valds sorozat konvergens, és

FEkkor
‘] o
20
30

40

lim(a,) =t A € R, lim(b,) = B € R.

az (an + bn) sorozat is konvergens, és lim(an, + bn) = A 4+ B;
az (anbn) sorozat is konvergens, és lim(anbn) = A - B;

minden A € R esetén a (Aan) sorozat is konvergens, és

lim(Aan) = AA;

ha még b, =0 (n € N) és B = lim(by) # 0 is teljesil, akkor

an . ;
az | — | sorozat is konvergens, és

n
Lim ﬁ 75
bn/ B’
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T.

A mdveletek és a hatdrérték kapcsolata: Tegyiik fel, hogy az (an)
és a (bn) valds sorozatoknak van hatdrértéke, és

lim(an) =t A € R, lim(b,) = B € R.
Ekkor
1° az (an + bn) sorozatnak is van hatdrértéke, és
lim(an +bn) =A+B,

feltéve, hogy A + B értelmezve van;

2° az (anbn) sorozatnak is van hatdrériéke, és
lim(anbn) = A - B,
feltéve, hogy AB értelmezve van;
an

3° ha by # 0 (n € N), akkor az <> sorozatnak is van

n

lim n —é
bn/ B’

A
feltéve, hogy 3 értelmezve van.

hatdrértéke, és

Ha az el6z6 tételben szerepld miveletek valamelyikének nincs értelme (1. a 44.
oldalt), akkor az egyenlségek bal oldalan 4116 sorozatok hatarértékének a létezésérsl
altaldban semmit sem tudunk mondani. Ezeket a kritikus hatarértékeket rovi-
den a

(+00) 4 (—o0) (vagy +oo — 00), 0 (%o0), %, %

szimbolumokkal szoktuk jelolni. Az ilyen esetekben nincs ,altalanos szabaly”. Ha
példaul A = 400, B = —o0, akkor az (an) és a (bn) sorozat megvélasztasatol
fiigg6en ,minden” el6fordulhat. Lehetséges, hogy az (an + bn) sorozatnak véges
vagy végtelen a hatarértéke, de az is el6fordulhat, hogy nincs hatarértéke. Hasonlo
a helyzet a tobbi kritikus esetben is (1. a feladatokat). Ezért nem értelmeztiink
R-ben bizonyos miiveleteket. Megjegyezziik azonban, hogy vannak olyan eljara-
sok, amelyekkel az emlitett kritikus esetek egy jelentds része is kezelhetd. Ilyen a
differencialhatosag fogalmara épiils an. L’Hospital-szabaly.

A Cauchy-féle konvergenciakritérium

Emlékeztetjiik az Olvasot arra, hogy az analizis alapvetd fogalmanak, a sorozat
konvergencidjanak a definiciojaban szerepel egy, a sorozat tagjain ,kiviili” dolog
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is. Nevezetesen: a sorozat hatarértéke. Ez alapjan a konvergenciat csak akkor
tudjuk eldonteni, ha ismerjiik a sorozat hatarértékét. Néhany eredmény azonban
egyszertsiti a helyzetet. Példaul, ha egy sorozat nem korlatos, akkor nem konver-
gens. Ennél sokkal lényegesebb a monoton és korlatos sorozatokra vonatkozo tétel.
Ebben az esetben tehat akkor is eldonthet§ egy sorozat konvergencidja, ha nem
ismerjiik a hatarértékét. A szoban forgo tétel azonban nem egyenértékd a kon-
vergenciaval, annak ,csak” egy elégséges feltétele. Alapvets jelentSségl az a tény,
hogy a konvergenciara megadhato egy olyan sziikséges és elégséges (tehat a
konvergenciaval ekvivalens) feltétel is, amely kizarolag a sorozat tagjainak a segit-
ségével dont a sorozat konvergens vagy divergens voltar6l. Ennek megfogalmazésa
el6tt bevezetjiik a kovetkezs fogalmat.

Az (an) valos sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha
Ve >0 szamhoz dng e N : Vm,n > ng indexre |an—am| < €.

,Pongyolan” fogalmazva: (an) akkor Cauchy-sorozat, ha az ,elég nagy” indext
tagjai ,,tetsz6legesen kozel” vannak egymashoz.

A Cauchy-féle konvergenciakritérium: Egy valds sorozat akkor
és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Felhivjuk az Olvaso figyelmét arra, hogy az iménti tétel konvergens (tehat véges
hatéarértéki) sorozatokrol szol. Végtelen hatarértékekre az analog allitas nem igaz:
példaul az (n) sorozatnak a hatarértéke +oo, de ez nem Cauchy-sorozat. A sok
hasonlésag mellett ez az egyik leglényegesebb kiilonbség a konvergens, ill. a £oo-
hez tart6 sorozatok kozott.

B A-feladatok

157.

158.

159.
160.

161.

Az alabbi sorozatok koziil melyek az (n,n € N) sorozat részsorozatai:
(a) (1,2,3,...); (b) (2,4,6,8,...);
(c) (2,1,4,3,6,5,...); (d) (1,1,2,2,3,3,...).

Hatarozza meg az (1/n?,n € N) sorozatnak az alabbi v = (v, n € N)
indexsorozatokhoz tartoz6 részsorozatait:

(a) v:=(11,12,13,...); (b) v:=(1,4,7,10,13,...).
Tetsz6leges v indexsorozatra igazolja, hogy v, > n (n € N).
Bizonyitsa be, hogy hogy ha v, 1 indexsorozatok, akkor v o pu is az.

Egy a sorozatroél azt tudjuk, hogy az értékkészlete véges halmaz. Mu-
tassa meg, hogy van olyan v indexsorozat, amellyel az aov részsorozat
egy konstans sorozat.
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162. Mutassa meg, hogy egy a valds sorozat pontosan akkor nem korlatos
feliilrél, ha van olyan v indexsorozat, hogy lima o v = 4-oc0.

163. Mutassa meg, hogy ha az (an) sorozat konvergens és lim(a,) = A € R,
akkor az (|lan|) sorozat is konvergens, és lim(|lan|) = [A|. Igaz-e az
allitas megforditésa?

164. Bizonyitsa be, hogy ha az (an) sorozat egy indextél kezdve mono-
ton ndvekedd (azaz létezik olyan no € N, hogy an < an41 minden
n > ny indexre) és feliilrl korlatos, akkor (an) konvergens, és

lim(an) =sup{an|n >no}.

Fogalmazza meg az analég 4llitast egy indextdl kezdve monoton csok-
kené sorozatok esetére is.

165. Legyen (by) olyan nullasorozat, amelyre by # 0 is teljesiil minden
n € N esetén. Mit lehet mondani az (ﬁ) sorozat hatéarértékérsl?

166. Adjon meg olyan (an) és (by) nullasorozatokat, amelyekre by # 0
minden n € N esetén és

= +o00, vagy
. /Qn\ | =—o0, vagy
hm(—)
bn/ | =c, (c egy adott valos szédm) vagy

nem létezik.

167. Igaz-e, hogy ha

(a)
b

(b)
()
(d)
)
)

an) konvergens és (an + by) konvergens = (by) konvergens;

an) konvergens és (an - byn) konvergens = (by) konvergens;

an) konvergens és (by) divergens = (an + bn) divergens;
(bn) divergens = (an - by) divergens;

(e

(

(

(an)

(an)

(an) konvergens és
(an) divergens és (by) divergens = (an + by) divergens;
(an)

an) divergens és (by) divergens = (an, - by) divergens?
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168. Keressen olyan (an), (byn) sorozatokat, amelyekre lim(a,) = +oo és
lim(by) = —oo teljesiil, és
= +o00, vagy
lm(an+by)d 0 Vagy
=c, (c egy adott valos szdm) vagy
nem létezik.
169. Keressen olyan (an) és (bn) sorozatokat, amelyekre lim(an) = 0 és
lim(by) = +oo teljesiil, és
= +o0, vagy
m(an-by)d O vagy
=c, (c egy adott valos szam) vagy
nem létezik.
170. Adjon meg olyan (an) és (by) sorozatokat, amelyekre lim(a,,) = +oo
és lim(by) = +oo (bn # 0,n € N) teljesiil, és
= +00, vagy
. an
hm(b—) =c, (c > 0 egy adott valos szam) vagy
" | nem létezik.
171. Pozitiv allitas formajaban fogalmazza meg azt, hogy az (a,) sorozat
nem Cauchy-sorozat.
172. Mutassa meg, hogy minden Cauchy-sorozat korlatos.
173. Van-e olyan Cauchy-sorozat, amelyiknek +o0o a hatérértéke?

B B-feladatok

174.

Legyen q € R. Bizonyitsa be, hogy a (q™) mértani (vagy geomet-
riai) sorozat hatarértékére a kovetkezok teljesiilnek:

=0, ha |q| < 1
=1 =1

lim q" ’ ha q
n— oo = 400, ha q > 1

nem létezik, ha q < —1.

A (q™) meértani sorozat tehéat pontosan akkor konvergens, ha [q| < 1
vagy q = 1.
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175. Igazolja a kovetkez§ allitadsokat:

(a) Minden a > 0 valés szamra az ( {/a ) sorozat konvergens, és
lim ( Va ) =1.

(b) Az ({/n ) sorozat konvergens, és lim ({/n ) =1.
(c) Az (¥/n!) sorozat divergens, de lim(V/n!) = +o0.

176. Az e szam értelmezése: Bizonyitsa be, hogy az ((1 + Tll)“) sorozat
monoton novekeds és feliilrgl korlatos, tehat konvergens. Legyen

-] n
e:= lim <1 + ) .
n——+oo n

M. Az ((1 + 1/n)“) sorozat hatarértékére kiilon szimboélum bevezetésének indoka a
kovetkezs. Igazolhato, hogy ez a hatarérték irracionéalis, s6t transzcendens szam.
Ez utébbi azt jelenti, hogy nincs olyan egész egyiitthatos polinom, aminek ez a
szam gySke lenne. (A v/2 szam példaul irracionélis, de nem transzcendens szam,
mert /2 gydke az x* — 2 = 0 egyenletnek.) Egy valos szamot algebrai szamnak
neveziink akkor, ha van olyan egész egyiitthatés polinom, amelynek ez a szam
gyoke. (ﬂ tehat algebrai szam.) Az egész matematikdban fontos szerepet jatszo
e szamot Euler vezette be 1748-ban.

177. Bizonyitsa be, hogy az (1 + TlL)TL+1 (n € N) sorozat monoton csékkenve

tart az e szamhoz:
-I TL+1
lim (1 + ) =e.
n— oo n

n
178. Mutassa meg, hogy az (—) sorozat az e szdmhoz konvergal:

Vn!

n

n

lim
n— —+o00

=e.
n!

179. Bizonyitsa be az aldbbi allitasokat:

(a) Ha k rogzitett termeészetes szam és a > 1 rogzitett valos szam,
k
n
akkor lim — =0.

n—-+oo A
(b) Tetszslegesen rogzitett k € N természetes és [q| < 1 valos szam
esetén lim n*.q"=0.
n—oo
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n

. , . a
(¢c) Minden a € R esetén lim — =0.
n—-+oo M!
: n!
(d) lim — =0
n—-+oo NN
M. Tekintse példaul az (;—j) sorozatot. Mivel lim(n®) = lim(2") = +oo (n® és

2™ is ,akarmilyen nagy” lehet, ha n ,elég nagy”), ezért a hanyados hatarértékére
vonatkozo tétel erre a sorozatra nem alkalmazhato () kritikus hatarértéek”). A fel-
adat (a) részébol azonban az kovetkezik, hogy

T1.3

27%0 (n — 4o00),

ami azt jelenti, hogy a ;—n tort ,akarmilyen kicsi” lehet, ha n ,elég nagy”, azaz 2™
,sokkal nagyobb”, mint n3, ha n ,elég nagy”. Roviden azt mondjuk, hogy a (2")
sorozat erésebben tart +oco-hez, mint az (n®) sorozat.

Altalaban: ha az (a,) és a (bn) sorozatnak is +oco a hatarértéke, akkor azt mond-
juk, hogy (bn) er6sebben (vagy sokkal gyorsabban) tart +oco-hez, mint (an),
ha

nHTooa*O

Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy b sokkal nagyobb, mint a,, ha n elég
nagy; és ezt igy jeloljik:
an < bn, hamn nagy.

A most bevezetett jeloléssel a feladat allitasait igy fejezhetjiik ki: ha a > 1 rogzitett
valds és k rogzitett természetes szam, akkor

n* < a"™ <n!l<«n", han nagy.

B C-feladatok

180. Bizonyitsa be a miiveletek és a hatarérték kapcsolatira vonatkozo
tételt (1. a 75. oldalt).

181. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét. Dontse el azt is, hogy a
sorozat konvergens vagy divergens.

n—2n+3 n?+3n—1
@\ 53 eniT O\ ==—=)
2nd4+6n+1 n’+7/n+5
n+4n—-3 1—n3
n2—|—3n+2 n2+1
Mm+1P+n-13 1—3n
n3+1 ’ 4n—|—12
1+2+4- n\ 143+ - +2n+]1
n—|—2 2)’ n3—|—1 '
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182. (a) Legyen

P(x) = ox® + o 1xX T 4 x4 o
(xeR, a;€eR,i=0,1,2,...,k)

egy pontosan k-adfokt polinom (azaz oy # 0). Mutassa meg, hogy

lim P(n)=

n— +0oo

+00, ha o >0
—00, ha ax < 0.

(Egy polinom nagy n € N helyeken val6 ,viselkedése” tehéat csak a
féegylitthatojanak — azaz og-nak — az el§jelétdl fiigg.)

(b) Hatarérték szempontjabol vizsgalja meg a

P(n)
Rhi=—— (neN)
" QM)
sorozatot, ahol P és Q polinomok, tovabba Q(n) # 0 minden n € N

esetén.

183. Legyen P egy tetszéleges pontosan k-adfoku (k € N) polinom. Mutassa

meg, hogy
. Pn+1)
im —

=1.
n—o+4oo  P(n)

184. Konvergensek-e a kivetkezd sorozatok? Ha igen, akkor mi a hatarér-
tékiik?

(@) (ViZ+3n=T-2m);  (b) (n2(mn—vn24T));

. (Wﬁ)
VR—vn—1

(d) (¥2(VaFT— i) — (Va—va—1));

(&) (VrFT— ¥n); () (VnZ=n3+n).

185. Legyen (an) nemnegativ, 1-hez konvergalod sorozat, (by) pedig egy

?

tetsz6leges korlatos sorozat. Mutassa meg, hogy ekkor

lim(a}z”) =1.
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186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

Bizonyitsa be, hogy ha (an) konvergens és lim(a,) = A, akkor

. 400, ha A >1
tim(an) :{o, ha |Al < 1.

Mit lehet mondani az A = 1 esetben?

Tegyiik fel, hogy az (an) : N = RJ sorozat konvergens és lim(an) > 0.
Mutassa meg, hogy ekkor

lim( Yan) =1.

Tegyiik fel, hogy az (an) : N — RJ sorozatra

(a) lim(an) = +oo;

(b) lim(an) =0
teljesiil. Vizsgélja meg hatarérték szempontjabol az ( y an) sorozatot.
Konvergens-e az a,, := <1 + %)n (n € N) sorozat?

Hatarozza meg a kiévetkezd sorozatok hatarértékét:

(O™ w(0-d)

3.\
() an = CIM;) (n=2,3,...).

Legyen () : N — R olyan sorozat, amelyre lim(o,) = 400 teljesiil.
Igazolja, hogy
1 On
lim (1 + —) =e.

n— +o0o n

Hatarozza meg a kovetkez& sorozatok hatarértékeét:

o@D w(ED)

n/6
(c) an = <“+5> (n=8,9,...):

n—7

a((2Y) ()
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o () e ()

193. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét. Dontse el azt is, hogy a
sorozat konvergens vagy divergens

(a) (V2n, n e N); \/nz—f— 100,n € N);

30\ zn+z n
n+1 7\ n+vnt+
2n2—|—5 ’

) (
/&) <fﬁ>
(48

Tlls‘n_

(m) 3n+ 1\ 4n—|—1 _
n42 ’ 5n—l—3 ’

(r) an

B nZ+n \" (
n24+n+1 12,0,
1 1 1
2 mrz T a2 n=1.2,...);
1 1 1
=—++ + + —= (n:]>27 )7

=2 Y2-¥2 02 n=1,2,..).

194. Legyen (an) egy olyan konvergens sorozat, amelynek egyik tagja sem 0.

. 1 . . Ant1 .
Konvergencia szempontjaboél mit tud mondani az (i) sorozatrol?
an

195. Legyen a
tok:

> 0 és b > 0 valos szam. Konvergensek-e az alabbi soroza-

(a) (Var+bm); (b) (“ lan—bn| )?

Ha igen, akkor mi a hatarértékiik?
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196.

197.

198.

199.

200.

Hatarozza meg az a,b,c € R paramétereket tigy, hogy

lim n(an—+ven?+bn—2) =1

————
legyen.
Tegyiik fel, hogy az (an) sorozat konvergens és A := lim(an). Mutassa
meg, hogy

(a) [A+ 1] <1 esetén az ((1 + an)“) sorozat konvergens,

(b) A+ 1] > 1 esetén az ((1 + an)“) sorozat divergens.
Mit lehet mondani konvergencia szempontjabol az ((1 + an)“) SOTO-

zatrol, ha |[A +1] =17

Tegyiik fel, hogy az (an) valds sorozat konvergens. Bizonyitsa be,

hogy a
Gn::a1+a2i---+an (n €N)

sorozat is konvergens, és lim (an) = lim (0y,). Adjon példat olyan (an)
sorozatra, amely divergens, de a fenti (oy) konvergens. Mutassa meg
azt is, hogy ha lim(ay,) = 400, akkor lim(oy) = +o0.

Legyen (an) olyan valos sorozat, amelyre an > 0 minden n € N esetén
és

n
1 1 1

an

hn =

(n e N).

Bizonyitsa be, hogy

(a) ha (an) konvergens, akkor (hyn) is konvergens, tovabba

lim(hy) = lim(ayn);

(b) ha lim(ayn) = 400, akkor lim(h,) = +o0.
Legyen (ay) olyan valos sorozat, amelyre an > 0 minden n € N esetén
és

gn:= Yajaz - an (n € N).

Mutassa meg, hogy

(a) ha (an) konvergens, akkor (gn) is konvergens, és lim(gn) =
= lim(an);
(b) ha lim(ayn) = 400, akkor lim(gn) = +00.
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201.

202.

203.

4.4.

Legyen (an) : N — R* egy tetszbleges sorozat,

bi:=aj, bpiri= agﬂ (neN), és cn:=¥a, (neN).

n
Igazolja, hogy
(a) ha (bn) konvergens, akkor (cn) is konvergens, és lim(cn) =
lim(by);
(b) ha lim(by) = 400, akkor lim(cyn) = +00.
Adjon meg olyan (an) sorozatot, amelyre (cn) konvergens, de (by)
divergens.

Az eléz6 feladat eredményét felhasznalva adjon Gjabb bizonyitast arra,

hogy
n

lim =e.
n—+oo Y n!

Tegyiik fel, hogy (an) olyan sorozat, amelyre a

n
(Q_lakpi —ad,neN)
k=1

sorozat korlatos. (Az ilyen (an) sorozatot korlatos valtozasu soro-
zatnak nevezziik.) Mutassa meg, hogy ekkor (an) konvergens. Igaz-e
ez forditva is?

Rekurziv sorozatok hatarértéke

B Definicidk, tételek és megjegyzések

M.

Az eddig felsorolt tételeket sorozatok konvergencidjanak vizsgalatahoz csak abban
az esetben tudjuk felhasznélni, ha a sorozat explicit alakban van megadva. Az
alkalmazasok jelent&s részében azonban rekurziv médon megadott sorozatok lépnek
fel. A 61. oldalon méar megjegyeztiik, hogy a rekurziv 6sszefiiggésbdl kiindulva
néhany esetben viszonylag egyszertien meg lehet adni a sorozat n-edik tagjat az
n index fiiggvényében. Hogyan lehet megallapitani a hatarértéket akkor, ha ez
nem lehetséges? Sokszor (de nem mindig!) hasznalhaté a kovetkez6 modszer.
Ha sikeriil bebizonyitani azt, hogy a sorozat monoton (esetleg csak egy indextdl
kezdve) és korlatos, akkor ebbgl mar kovetkezik, hogy a sorozat konvergens (1. a
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164. feladatot). A sorozat hatarértékét pedig a rekurziv Osszefiiggésbdl nyerhets
egyenlet gyokeibdl probaljuk kivalasztani.
Ezel a modszerrel igazolhaté az m-edik gyok létezésére vonatkozo alabbi fontos
allitas.

T. LegyenmeN, m>1és A >0 adott valds szam. Ekkor az

a1 > 0 tetszdleges valds,

an+1:_111( A +(m—1)an> (n e N)

m—1
n

rekurziv médon megadott sorozat konvergens, és VA a hatdrértéke:
lim (an) = VA.
M. A fenti tételbél egy igen egyszert konstruktiv eljarast kapunk bizonyos irracionélis

szamok raciondlisakkal val6 megkozelitésére. Ez a helyzet példaul akkor, ha A és
a7 racionalis és VA irracionalis.

B A-feladatok

204. Adjon meg olyan, csupa racionalis szamokbol 4116 sorozatot, amelynek
V2 a hatéarértéke.

205. Mutassa meg, hogy ha az (an) sorozat konvergens, akkor az elcstisz-
tatott sorozat, azaz by := an41 (N € N) is konvergens, és a két
sorozat hatarértéke megegyezik.

B B-feladatok

206. Konvergens-e az
ar:=v2, any1:=+v2an (neN)

sorozat? Ha igen, akkor mi a hatarértéke?
207. Mutassa meg, hogy az

ad +1

2 (neN)

a1:=0, dany1:=

sorozat konvergens, és szamitsa ki a hatarértékét.
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208.

Bizonyitsa be, hogy az

3430
a;:=0, any:= On 50 (n € N)
19
sorozat konvergens, a
b3 + 30
b1:=5, bpi= % (n e N)

sorozat pedig divergens.

Ez a feladat ramutat a kezdGértékek szerepére: ugyanazon rekurziv képletet kiilon-
b6z6 kezdGértékekkel inditva a konvergencia szempontjabol kiilonb6zs sorozatokat

18 kaphatunk.

B C-feladatok

209.

210.

211.

212.

Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét:
(a) a1:=+3, any1:=v3+2an (n€N);
6
(b) @1:=6, any1:=5-— (neN);

an

(c) a1:=1, anq1:=an+ g (n € N);

nt1
(d) a1:=1/2, any1 = V4an (neN).

Bizonyitsa be, hogy ha « € [0, 1], akkor az

2
x a- + o
A=, ngt = “2 (neN)

sorozat konvergens, és szdmitsa ki a hatarértékét.

Legyen o € RT,

Mikor konvergens az (an) sorozat, és mi ekkor a hatarértéke?

Az o > 0 valés paraméter mely értékeire konvergens az

ar: =+« ani1:=+voa+an, (meN)

sorozat, és ekkor mi a hatarértéke?
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213. A nemnegativ o < 3 val6s szamokbol kiindulva a kdvetkezdképpen

4.5.

képezziik az (an) és a (byn) sorozatot:

an+b
ar:=«o, by:=pés an1 =\ anbn, bniri= % (n € N).

Igazolja, hogy a sorozatok konvergensek, és a hatarértékiik egyenls.
Lényeges-e az o < 3 feltétel? (C. F. Gauss nyomén ezt a kizos értéket
az « és a 3 szamok szadmtani-mértani kdzepének nevezziik.)

Sorozat limesz szuperiorja és
limesz inferiorja

m Definicidk, tételek és megjegyzések

D.

Az A € R elemet az (a,) valés sorozat egy stirtisddési helyének
(vagy torlodasi helyének) nevezzik, ha A minden kérnyezete a
sorozatnak végtelen sok tagjat tartalmazza, azaz

Ve >0 valds szam esetén
az {n € N|an € ke(A) } végtelen halmaz.

Az a = (an) sorozat strtisodési helyeinek a halmazat Hg-val fogjuk
jelolni:
Hq = {A € R | A stirtisodeési helye az a sorozatnak} cR.

Az A € R elem pontosan akkor nem siridsodési helye az (an) sorozatnak, ha van
olyan € > 0 val6s szdm, amelyre az {n € N| an € ke(A) } halmaz véges.

Egy sorozatnak t6bb stirtsodeési helye is lehet. A siirtisodési hely lehet véges, de

lehet 400 és —oco is. Erdemes meggondolni példaul a kévetkezdket:
Ha a:= (1), akkor Ha ={0}; ha a:= ((—1)"), akkor Ha ={—1,1}; ha a:= (n),

akkor Hq = {+o00}; ha a:= ((71)“‘&), akkor Hq = {+00, —00}.

Az a valds sorozatnak A € R akkor és csak akkor sdrisidési helye, ha
a sorozatnak van A-hoz tartd részsorozata, azaz

Jv:N — N indexsorozat, amelyre

Ac€H, &
{ limaov=A.
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T.  Minden valds sorozatnak van stirisodési helye, azaz
Va:N—= R sorozat esetén Hg # 0.

D. Legyen a egy valos sorozat és Hq a stirtisodési helyeinek a halmaza. A
Hg halmaz szuprémumat, illetve infimumat a sorozat limesz szupe-
riorjanak, illetve limesz inferiorjanak nevezziik, és a lim a, illetve
a lim a szimbélumokkal jeldljiik. Azaz:

lim a:=supHq € R, illetve lim a:=infHq € R.

M. Mivel minden a sorozatra H, # 0, ezért a H, halmaznak van szuprémuma és
infimuma egyarant; tehit minden valés sorozatnak van limesz szuperiorja is,
limesz inferiorja is. A definici6 nyilvanvalé kévetkezmeényei:

(a) minden a:N — R sorozatra lim a < lim a;
(b) az a sorozatnak minden olyan a o v részsorozatara, amelyiknek van
hatarértéke, fennall a lim a <lima ov < lim a egyenlGtlenség.

M. Az (an) sorozat limesz szuperiorjat, illetve limesz inferiorjat az (an) sorozat felsd
hatarértékének, illetve alsé hatarértékének is nevezik, és jelolésiikre a

limsup an, limsup(an) illetve liminf a,, liminf(an)
n—+00 n—+oo
szimbo6lumokat is hasznaljak.

M. A kévetkezs tétel azt mondja meg, hogy egy sorozat limesz szuperiorjat és limesz
inferiorjat hogyan lehet a sorozat tagjainak segitségével jellemezni.

T. Legyen (an) egy tetszéleges valds sorozat. Ekkor

lim(an) =A€ER &
(i) VL > A szdmndl a sorozatnak csak véges sok tagja
nagyobb, és
(il) VK < A szdmndl a sorozatnak végtelen sok tagja

nagyobb;

lim(an) =A€ER =
(i) VI < A szdmndl a sorozatnak csak véges sok tagja
kisebb, és
(ii) Yk > A szdmndl a sorozatnak végtelen sok tagja

kisebb.
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Azt a tényt példaul, hogy ,VL > A szamnél a sorozatnak csak véges sok tagja na-
gyobb” igy is irhatjuk: VL > A szamhoz I3no € N, hogy an <L Vn > no indexre.

Egy a valés sorozatra

lima=limaeR <

e

& ha a sorozatnak egyetlen sirisodési helye van;

ha a sorozatnak van hatdrértéke, és ekkor
—

lima =lim a =1lim a.

1° Ha az (a) valds sorozat
(a) feliilrél nem korldtos, akkor lim a = +o0;
(b) alulrél nem korldtos, akkor lim a = —oo;

(¢) korldtos, akkor a Hy halmaznak van mazimuma is, minimuma
18, tovdbbd

maxHg, =1lim a €s minH, =lim q,

azaz korldtos sorozat esetén lim a (ill. lim a) a sorozat leg-
nagyobb (ill. legkisebb) sirisodési helye.
2° Minden a walds sorozatnak van olyan részsorozata, amelyiknek a
hatdrértéke lim a, és van olyan részsorozata is, amelyik lim a-hoz
tart.
Jegyezze meg jol tehat azt, hogy minden valds sorozatnak van limesz szuperi-
orja és limesz inferiorja; hatarértéke azonban csak bizonyos sorozatoknak létezik.

A limesz szuperior és limesz inferior t6bb vonatkozasban potolja a hatarértéket
azokban az esetekben, amikor az nem létezik.

B A-feladatok

214.

215.
216.

217.

Tegyiik fel, hogy a pozitiv tagi a valés sorozat limesz szuperiorja 0.
Kovetkezik-e ebbdl az, hogy a konvergens?

Van-e hatarértéke az a sorozatnak akkor, ha lim a = +o0?
Van-e olyan Cauchy-sorozat, amelynek a limesz inferiorja —oo?

Adjon meg olyan valos sorozatot, amelyiknek pontosan 3 siirtisddési
helye van.
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218. Van-e olyan valds sorozat, amelyik stirtisédési helyeinek a halmaza N,
Q, illetve R?

B B-feladatok

219. Keresse meg az alabbi sorozatok Gsszes stirisodési helyét, és hatarozza
meg a sorozatok limesz szuperiorjat és limesz inferiorjat:

(a) an:= (D™ + %) (n € N);

(b) an::1+(—1)n+;“j (n e N);
(c) an::w (n € N);

241
(d) an:=+y/n2+ (=12 (neN).
220. Legyen
1
2" 4+ (_] )n
Hatérozza meg sup(an)-et, inf(an)-et, lim (an)-et és lim n(an)-et.
Van-e a sorozatnak legkisebb, illetve legnagyobb tagja? Konvergens-e

an = (n eN).

a sorozat? Ha igen, akkor mi a hatarértéke?
221. Legyen (an) egy valos sorozat, és képezziik az

An:=sup{axlk=nn+1n+2...} (neN),
Br:=inf{axlk=nn+1n+2,...} (neN)

sorozatokat. Mutassa meg, hogy (Ay) és (Bn) konvergens, és
lim(A,) = lim(an) és lim(By) = lim(an).

M. Sorozat limesz szuperiorjat, ill. limesz inferiorjat a fenti (A ), ill. (Bn) sorozatok
hatarértékeként is lehetne értelmezni. Ez ekvivalens lenne az itteni definicidval.

B C-feladatok

222. Tgazolja, hogy ha az aldbbi miiveletek elvégezhetok, akkor
<a> lim(an) +lim(by) < lim(an + by) < lim(an) + m(bn)y
(b) lim(an) + m(bn) < m(an +bn) < m(an) + m(bn)-
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223.

224.

4.6.

Legyen an >0, by >0 (n
(a) hﬂ(an) 'm(bn) < lim(an -bn) < m(an) 'm(bn)y

(b) lim(ay) - m(bn) <lim(an -bn) < m(an) m(bn)

€ N). Igazolja, hogy ekkor

Tegyiik fel, hogy an # 0 (n € N). Igazolja, hogy

1 — 1
(a) ha lim(an) # 0, akkor — = lim —,
lim(an) an

— 1 1
(b) ha lim(ayn) # 0, akkor =— = lim —.
lim(an) an

Komplex tagu sorozatok
konvergenciija

m Definicidk, tételek és megjegyzések

D.

Legyen ¢ > 0 valds szam. A zp € C komplex szdm ¢ sugari kor-
nyezete a
ke(zo) = {ze C|lz—zol < E},

a oo € C elem ¢ sugarti kdrnyezete pedig a
ke(o0):={zeC | |zl >1}

halmaz.
A k¢ (z0) halmaz a komplex szadmsikon az orig6 kozépponti € sugart nyilt kérlapnak

felel meg. k¢ (oo) pedig a komplex szamsiknak az orig6 kozéppontt € sugara zart
korlapon kiviili része.

A (zn) : N = C komplex sorozat korlatos, ha létezik olyan K pozitiv
valos szam, hogy |zn| < K minden n € N esetén.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy van olyan origo6 kézépponti korlap, amelyik a
sorozat minden tagjat tartalmaza.

C-ben nincs rendezés, ezért a monotonitas fogalméat nem értelmezziik.
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D.

A (zn) : N — C komplex sorozat konvergens, ha

Jdw € C, hogy Ve > 0 valés szdmhoz dng € N, hogy

Vn > ng indexre |z, — wW| < g

divergens, ha nem konvergens.

A (zn,) komplex sorozat hatarértéke végtelen, ha
VP € R szamhoz 3ng € N, hogy Vn > ng indexre |zn| > P.

A valos esethez hasonléan igazolhat6 az, hogy ha az iménti definicibban szereplé w
szam létezik, akkor az egyértelmtien meghatarozott. Ezt a szamot a (zn) sorozat
hatarértékének nevezziik, és jel6lésére a valos esetben megszokott szimbolumokat
hasznéljuk.

Az a tény tehat, hogy lim(zn) = w azzal ekvivalens, hogy a (|zn — w|) valés
sorozat nullasorozat. A komplex szamsikon ennek szemléletes jelentése a kovetkezd:
minden ¢ > 0 valos szamhoz létezik olyan (e-tol fiigg6) no kiiszobindex, hogy a w
koriili € sugard nyilt korlap tartalmazza a sorozat minden no-nil nagyobb indexd
tagjat.

Gondolja meg, hogy ha (zn) : N — C egy valos sorozat, akkor a konvergen-
cia itteni definicioja a valés sorozatokra megadott definicioval (1. a 66. oldalt)
ekvivalens.

Maés a helyzet a végtelen hatarértékek esetén. Ha példaul (—n)-et valos sorozat-
nak tekintjiik, akkor a hatarértéke —oo, komplex sorozatnak tekintve azonban oo
hatarérték adodik.

A zn = xn +iyn (n € N) komplex szdmsorozat akkor és csak akkor
konvergens, ha a valds és a képzetes részekbdl alkotott (xn) €s (Yn)
valds sorozatok kilon-kilon konvergensek, és

lim(zn) = lim(xq) + 1lim(ynq).

Konvergens komplex sorozatokra ugyanazok a miveleti szabalyok érvényesek, mint
a valosakra (1. a 74. oldalt).

A Bolzano—Weierstrass-féle kivdlasztdsi tétel: Minden korldtos
komplex szdmsorozatnak van konvergens részsorozata.

A (zn) komplex sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha

Ve >0 szamhoz dng e N : Vm,n > ng indexre |zn—2zm| < €.

A Cauchy-féle konvergenciakritérium: Egy komplex sorozat ak-
kor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.
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B A-feladatok

225.

226.

227.

228.

Bizonyitsa be az alabbi allitasokat:
(a) Minden konvergens komplex sorozat korlatos.

(b) Ha egy komplex sorozat konvergens, akkor annak minden rész-
sorozata is konvergens, és a részsorozatok hatérértéke az eredeti
sorozat hatarértékével egyenld.

Léassa be, hogy a (zn) komplex sorozat akkor és csak akkor nulla-
sorozat, ha (\zn\) is az.

Mutassa meg, hogy ha a (zn) komplex sorozat konvergens, akkor a
(Iznl) (valés) sorozat is konvergens. Igaz-e az &llitds megforditasa?

Igazolja, hogy a (zn) komplex sorozat hatarértéke akkor és csak akkor
00, ha a (\zn\) valés sorozat +oo-hez tart.

B B-feladatok

229.

230.

Bizonyitsa be, hogy q € C esetén a (q“) geometriai sorozat akkor
és csak akkor konvergens, ha |q| < 1 vagy q =1, és ekkor

1
lim (q™) = {O‘ ha |qf <

1, haq=1.
- At P(n)
Hatarérték szempontjabol vizsgélja az Ry := om) (n € N) sorozatot,

ahol P és Q komplex egyiitthatos polinomok és Q(n) # 0 minden
n € N esetén.

B C-feladatok

231.

Konvergensek-e az alabbi sorozatok? Ha igen, akkor szamitsa ki a
hatarértékiiket:

(a) zn = TTLL—I—i (n e N),
(b) zn = 1+ 2ni (nen),

n+1i
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(c) zZn=(1—-1" (neN),

(d) zn::1—1—L (neN),
n

(e) zn:= i“<1 —1—%) (n e N),

() zni= (2?)“ (neN),
£\ 2n
(g) zn:= ”3? (neN),

(h) zn:= (241" (n € N).



D.

5.1.

Szamsorok

Val6s szamsor konvergenciaja és
osszege

m Definicidk, tételek és megjegyzések

M.

Az el6z6 fejezet sorozatok konvergencidjanak vizsgalatahoz hasznalhato alapvetd
eredményeket tartalmazza. Vannak persze olyan sorozatok is, amelyek konvergen-
cidjat az ismertetett eszkozokkel nem lehet kezelni.

Ez a fejezet olyan tovabbi eredményeket tartalmaz, amelyek alkalmazéasaval a kon-
vergencia szempontjabol vizsgalhato sorozatok korét lényegesen ki lehet béviteni.
Olyan (sn) sorozatokrol van sz6, amelyek n-edik tagjat ugy képezziik, hogy az
elétte levs tagjahoz egy valds szamot — mondjuk an-et — adunk: sy = sn—1 + an
(n=2,3,...). Ha a1 = s1, akkor nyilvan s, = aj +---+ an, ezért (sn)-et az (an)
sorozat egyértelmtien meghatarozza. Kideriilt, hogy az (an) generalé sorozatra
tobb olyan kritérium adhatoé meg, amelyek segitségével az ilyen specidlis képzési
(sn) sorozatok konvergenciajat vagy divergenciajat igen sok esetben egyszerten el
lehet donteni. Tobbek kozott ez az indoka annak, hogy az ilyen sorozatokra kiilon
elnevezést vezetiink be: az (sn) sorozatot az (an) sorozat altal meghatérozott
szdmsornak fogjuk nevezni.

Az (an) : N — R sorozatbol képzett
Sn:=a71+azx+---+an (neN)

sorozatot az (an) altal generalt végtelen sornak (vagy szamsornak)
nevezzik, és igy jeloljik:

Zan vagy Zan vagy ar+ax+az+---.

n=1

sn-et a )_an sor n-edik részletbsszegének hivjuk.
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M.

A korabbi megallapodasunknak megfelelGen (1. az 60. oldal 1° megjegyzését)
minden T egész szam esetén az (an) : {n € Z | n > r} — R fiiggvények is
sorozatok. Az ilyenekbdl képzett

Sni=0r+0ry1+--F+an (r<nez)

sorozatot is végtelen sornak tekintjiik, és jelolésiikre a
D_an
n=r

szimboélumot fogjuk hasznalni. A tovabbi definiciok és tételek (az értelemszert mo-
dositasokkal) ezekre is érvényesek lesznek, de ezt nem fogjuk kiilon hangstlyozni.

A Y an sor konvergens, ha részletosszegeinek a sorozata konvergens,
azaz (sn)-nek véges a hatarértéke. Ekkor a lim(sy) szémot a ) an sor
Osszegének nevezzik, és igy jeloljiik:

+o00
Z an = lim(sn).
n=1

A Y an sor divergens, ha az (sy) sorozat nem konvergens (azaz vagy
+o0 a hatarértéke vagy nincs hatarértéke).

1° A végtelen sort lényegében a véges sok tagu Osszeg végtelen sok tagra valo
altalanositasanak is tekinthetjik. Az aj,az,as,... szamok Gsszegén a Z an sor
Osszegét értjiik, ha a sor konvergens. Az ellenkezs esetben e szamok 6sszegét nem
értelmezziik.

2° Sorok pontos Osszegét ,viszonylag kevés” esetben lehet meghatarozni (1.
példaul a 236., 237. és 240. feladatokat). Konvergencidjukat azonban t5bb, jol
hasznélhat6 eredmény segitségével is vizsgalhatjuk.

3° Végtelen sor tehat egy sorozathoz rendelt sorozat: (an)-hez a részletoéssze-
geinek az (sn) sorozatat rendeltiik. Mondhatjuk azt is, hogy a sorozatok (R"
szimbélummal jel6lt) halmazan megadtuk az

RY > (an) = (sn) € RY

leképezést. Jeloljiik ezt a gorog abécé Y (,szigma”) betidjével. Megallapodunk
abban, hogy Y -nak az (an) sorozaton felvett helyettesitési értékét igy jeloljiik:
> an. (Elég nehézkes lenne az egyébként pontos Y ((an)) jelolésmod hasznalata.)

Egyszertien bebizonyithato, hogy a Y_ leképezés kiilonboz6 sorozatokhoz kiilonb6z6
sorozatokat rendel (vagyis injektiv), tovabba 3 értékkészlete RY. Valoban, ha (sn)
egy tetszbleges értékkészletbeli sorozat és

a1 =81, Un:=8n —Sn—1 (M=2,3,...),

akkor )_ ehhez az (an) sorozathoz nyilvan (sn)-et rendeli. Fennall tehéat a kovetkezs
tétel.
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M.

AY RV S RY ¥ ((an) =Y an=(a1+ a2+ +an,n€N)
leképezés bijekcio.

Sorozatokra vonatkozo tételek sok esetben egyszerden atfogalmazhatok végtelen
sorokra. Példaul egy sor részletosszegeinek sorozatara alkalmazva a Caychy-féle
konvergenciakritériumot (1. a 76. oldalt) az alabbi fontos allitast kapjuk.

A sorokra vonatkozo Cauchy-féle konvergenciakritérium: A
> an sor akkor és csak akkor konvergens, ha

Ve>0 szdmhoz Ing €N, hogy

VYm>n>ng indezre |an+ any1+ -+ aml < €.

Sorok konvergencidjanak sziikséges feltételei:

1° Ha a Y_an sor konvergens, akkor a generdlé (an) sorozat nul-
lasorozat.

2° Ha egy sor konvergens, akkor részletdsszegeinek a sorozata kor-
ldtos.

1
Ezek a konvergencianak csak sziikséges, de nem elégséges feltételei. Az (E)

1
nullasorozatbol képzett Z I~ harmonikus sor példaul divergens (1. a 238. fel-

adatot). Mésrészt a Z[f])TL sor részletosszegeinek a sorozata korlatos, de ez a
sor divergens.

1° Ha az (an) sorozat nem nullasorozat, akkor a Y_ an sor diver-
gens.

2° Ha egy sor részletdsszegeinek a sorozata nem korldtos, akkor a
sor divergens.

Tegyiik fel, hogy a }_an és a )_byn sorok konvergensek. Ekkor
1° a > (an + bn) sor is konvergens, és

+oo

+oo +o0
Z(an+bn) = Z an + an;
n=1 n=1

n=1

+00 +o00
2° g > (Aan) sor is konvergens, és > (Aan) =A Y_ an (A ER).

n=1 n=1

Végtelen sorok szorzatat tobbféleképpen is lehet/kell értelmezni. Errdl az 5.3.
pontban lesz majd sz6.
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B A-feladatok

232. Mutassa meg, hogy a ) (—1)™ sor divergens.

n=1

233. Konvergensek-e az alabbi sorok:

2 Y VO my(1-1)"

234. Lehet-e konvergens a ) (an + by) sor, ha > a, konvergens és ) by
divergens?

235. Konvergencia szempontjabol mit lehet mondani a ) _(an + by) sorrdl,
ha Y an is és ) by is divergens?

B B-feladatok

236. Legyen q € R. Mutassa meg, hogy a ) q™ mértani (vagy geomet-
n=0
riai) sor pontosan akkor konvergens, ha |q| < 1, és ekkor az Osszege
+oo 1
Zq“=1+q+q2+q3+q4+-~-=fq (lal <1).

n=0

237. Bizonyitsa be, hogy a >_

1 . ..
NGESD) Sor konvergens, €S az 0sszege ], azaz

g n—|—1

238. Igazolja, hogy a

1
) Z — harmonikus sor divergens;

n=1

1
b) Z — sor divergens;
n=1 \/ﬁ

1
C — sor konvergens.
(c) n2 verg

3
I
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239. Legyen o rogzitett valés szam. Lassa be, hogy a
1 k ha o > 1
Z — hiperharmonikus sor ?nvergens, .
—ne divergens, ha o <.
240. Bizonyitsa be, hogy a }_ % sor konvergens, és e az Osszege, azaz
n=0
LIV B B
n=0
(Emlékeztetsiil: az e szamot az (1 + %)“ (n € N) sorozat hatarérté-
keként értelmeztiik.)
241. Mutassa meg, hogy

(a) minden n € N esetén
=1 1

(b) az e szam irraciondlis és 2,7180 < e < 2,7183.

B C-feladatok

242.

243.

Konvergens-e a )_ an sor, ha a

ngl_r._loo(an—o—l +an2+---+ anﬂ)) =0

egyenlGség minden p = 1,2 3,... szamra teljesiil.

Hatarozza meg az alabbi sorok Osszegét:

() Y (5 + 30): i Y FEEE,

n=1 n=1
1 1
(c) T;n(n-I-Z); (d) T;TM;
1 1
(e)Z(3n—2)(3n—|—1); (f)Zn(n—i-])(n-i—Z);

n=1 n=1
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@ Y (-nn 2t )y ot

o nn+1)’ o nZ(n+ 1)2;
. n . nZ+3n+1
2 0 2 Tz

244. Keressen ,zart” alakot a > mnq™ sor részletosszegeire. Ez alapjan
n=I1
hatarozza meg, hogy milyen q € R esetén konvergens a sor. Ha kon-

vergens, akkor mi az Osszege?
2n—1
m

245. Szamitsa ki a Z sor Osszegét.
n=1

1

246. Mutassa meg, hogy a Z (n+ 1)ym+nyntl

n=I1
szamitsa ki az 0sszegét.

sor konvergens, és

247. Milyen x € R esetén konvergens a Y (x™ —x™ 1) (x™ 4+ x™1) sor, és
n=1
mennyi akkor a sor dsszege?

5.2. Nemnegativ tagu sorok.
Leibniz-tipusia sorok

B Definicidk, tételek és megjegyzések

D. A} a, nemnegativ tagu sor, ha an > 0 minden n € N esetén.

T. Egy nemnegativ tagi sor akkor és csak akkor konvergens, ha részlet-
dsszegeinek a sorozata korldtos.

T. Az dsszehasonlito kritérium: Tegyiik fel, hogy a nemnegativ tagi
(an) és (bn) szdmsorozatokhoz létezik olyan N € N, hogy

0<an,<by manden n > N esetén.

1° Ha a ) by sor konvergens, akkor a )_an sor is konvergens
(majordns kritérium).
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2° Ha a Y an sor divergens, akkor a ) by sor is divergens
(minordns kritérium).

D. Legyen (an) egy nemnegativ és monoton fogy6 szamsorozat. Ekkor a
Y (Dan=a1—ax+az—as+as+--
n=1

sort Leibniz-tipust sornak nevezziik.

T. 14 5 (—1)"ay, Leibniz-tipusi sor akkor és csak akkor kon-
n=1
vergens, ha lim(an) = 0.
2° Ha a Y (=1)"a, Leibniztipusi sor konvergens és A az

n=1
dsszege, akkor

n
A—sn|=|A=) (D" a|<ans (nEN).
k=1

D. A ) a, sor abszoliut konvergens, ha a ) |ay| sor konvergens.

T.  Ha egy végtelen sor abszolit konvergens, akkor egyittal konvergens is.
Az dllitds megforditdsa nem igaz: a y_ (7:1)
abszolit konvergens.

sor konvergens, de nem

D. A ) an sort feltételesen konvergensnek nevezziik akkor, ha a
> an sor konvergens, de nem abszolut konvergens (azaz a ) _|an| sor
divergens).

T. A Cauchy-féle gyokkritérium I: Tekintsik a )_an sort, és tegyik

fel, hogy létezik az
A= lim Vl]an

n— —+oo

hatarérték. Ekkor

1° A <1 esetén a )_an sor abszolit konvergens
(tehdt konvergens is),

2° A > 1 esetén a )_an sor divergens,

3° A =1 esetén a Y_an sor lehet konvergens is, divergens is.
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T.

A D’Alembert-féle hanyadoskritérium I: Tegyiik fel, hogy a Y_ an
sor tagjai kézil eqyik sem O és létezik az

On+1
an

A:= lim

n— +oo

hatdarérték. Ekkor

19 A <1 esetén a )_an sor abszolit konvergens
(tehdt konvergens is),

2° A > 1 esetén a )_an sor divergens,
3° A =1 esetén a )_an sor lehel konvergens is, divergens is.

Az el6z6 ket tétel feltételeit a kovetkezGképpen lehet gyengiteni.

A Cauchy-féle gyokkritérium II: Tekintsik a Y_ an sort, és legyen

A =T (V/]an ).

Ekkor

1° A < lesetén a Y_ an sor abszolit konvergens
(tehdt konvergens is).

2° A > 1 esetén a )_an sor divergens.

3° A =1 esetén a Y_an sor lehet konvergens is, divergens is.
A D’Alembert-féle hanyadoskritérium I1I: Tegyiik fel, hogy a Y_ an
sor tagjai kézil eqyik sem O.

19 Ha Tim(|

n
(tehdt konvergens is).

An+41

D <1, akkor a Y_ an sor abszolit konvergens

A1

2° Ha @(‘ D > 1, akkor a )_ an sor divergens.

Tizedes tortek

Az el6z6 fejezetekben mér volt sz6 tizedes tortekrsl, és akkor a korabbi tanul-
ményokbdl megszerzett ismeretekre tamaszkodtunk. Tizedes torteket lényegében
a valds szamokkal azonositottuk, pontosabban azok egy reprezentacidjanak tek-
intettiilk. Most vazoljuk, hogy a végtelen sorok segitségével hogyan lehet ezt
matematikailag pontos modon leirni. A kovetkezd két allitasbol indulunk ki.
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T. Tetszbleges (ap, a1, az,...) (ap € No, an € {0,1,2,...,9,n € N)
sorozat esetén a y_ %; sor konvergens, és az dsszege eqy [ag, ap + 1]
n—=
intervallumbeli szdm, azaz
+o0o
an
Ton = A € lag,ap + 1].
n=0
T. Minden A € Rar szdmhoz egyértelmien létezik olyan (ap,ar,az,...)
(ap € Nog,an €{0,1,2,...,9}, n € N) sorozat, amelyre
~+00 a
n
A= Z 10mn
n=0
teljesil, ha eltekintink azoktdl az (ag, ai, az,...) sorozatoktdl, amelyck
eqy indextdl kezdve csupdn a 9-es szamjegyet tartalmazzdk.

M. Ha az el6z6 tételben az egy indextsl kezdve csupa 9-es szamjegyet tartalmazo
sorozatokat is megengedjiik, akkor az egyértelmtiség nem teljesiil. Vannak ugyan-
is olyan A szamok, amelyekhez (legalabb) két ilyen (an) sorozat is létezik. Ha

sldaul A — >
példaul 0 akkor
3.3, 0 0 2 9 9
10 10 102 103 10 102 0103
(Az egyértelmiséget illetGen 1. a 266. feladatot.)
M. A tizedes torteket a kovetkezSképpen definidljuk: Jeloljiik Ty -szal az sszes olyan

(ao,ar,az,as,...) sorozatok halmazat, amelyekben ap € No és minden n =
=1,2,3,... esetén an €{0,1,...,9}. A T, halmaz elemeit nemnegativ tizedes
torteknek nevezziik, és jelolésiikre bevezetjiik az

ap,arazas...

szimboélumot. (A ,,,” jelet tizedesvesszének hivjuk.)

Legyen T_ a T4 halmaz (—1)-szerese, azaz a (—ao,—a1,—az,...) sorozatok hal-
maza, ahol (ao,ar,az,...) € Ty. T_ elemei a nempozitiv tizedes tértek, és
ezeket igy is jeloljiik:

—Qaop,ayazas....

Ha (—ao,—a1,—az,...) € T, akkor a fentiek alapjan a )} g% sor konvergens,
n=0
és az Osszege egy R, -beli szam.

Tizedes torteknek a T := T, UT_ halmaz elemeit fogjuk nevezni.
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M. A tizedes tortek és a valés szamok azonositasanak elsé 1épéseként vegyiik észre azt,
hogy egy ,,természetes” megfeleltetés létesithets a T és az R halmaz kozott:

bn

o (bn) €T

+00
@:T—=R, (bn)m Z
n=0

Az el6z6 megjegyzések egyikében mutatott példa igazolja, hogy ¢ nem bijekcié T
és R kozott, ui. példaul %-hez két T-beli elem is tartozik. Hagyjuk el azonban
T-bél azokat a sorozatokat, amelyek egy indextdl kezdve csupan 9-et vagy csupan
(—9)-et tartalmaznak. Jeloljiik ezt a halmazt T*-gal. Egyszertien bebizonyithato,
hogy a
e :T" =R, b @(b)

leképezés egy bijekcio a T* és az R halmaz kozott, vagyis az ilyen tizedes tortek és
a valos szamok kolcsondsen parba allithatok.

Ennél azonban sokkal tobb is igaz. Az R struktirajanak (miveletek és rendezés)
megfelel§ struktirat is lehet T*-on értelmezni. A pontos definiciok leirasatol itt
eltekintiink, és csak azt jegyezziik meg, hogy ¢@* inverzének a segitségével a T*
halmazon ,természetes” modon lehet értelmezni az 6sszeadéas (@) és a szorzas (©)
miiveleteket. (Ezek véges tizedes tortek esetén a ,szokasos” miveletekkel egyeznek
meg.) Az is igaz, hogy minden a,b € T* esetén

¢ (a®b)=09"(a)+ ¢ (b),

@"(a®@b) =¢"(a)-@"(b);
a @ : T" — R leképezés tehat egy miivelettarto bijekcio T* és R kozott (roviden
T* és R izomorfak). Ez azt is jelenti, hogy a két halmaz algebrai szemponthol
azonosnak tekinthetd.

T*-on — példaul az R-beli < relaciot alapul véve — a tagonkénti Gsszehasonlitéssal
egy © rendezést lehet definidlni (javasoljuk az Olvasonak, gondolja meg, hogy ezt
hogyan lehet megtenni). @™ a rendezést is megtartja, azaz

aeb < ¢ (a) <@ (b) (a,beTH).

A fentiek alapjan tehat valoban azonosithatjuk a tizedes torteket a valos szamok-
kal.

M. Abo,bibybs... €T egy véges tizedes tdrt, ha van olyan N € N, hogy bn =0
minden n > N természetes szamra.

Ha a szamjegyek egy bizonyos indextl kezdve ismétlédnek, azaz ha léteznek olyan
N és M természetes szamok, amelyekkel

aN+4+n = ON+M+n (n=0,1,2,...),
akkor bp,b1bybs...-at végtelen szakaszos tizedes toértnek nevezzik, és igy
jeloljiik:
bo,bibz...bn_1bNbNi .. BNEM T, ha N> 1,
bo,b1b2...bm, ha N =1.

A fennmarad6 esetekben végtelen nem szakaszos tizedes tOrtrgl beszéliink.



106

5. Szdmsorok

Egy valos szam akkor és csak akkor raciondlis, ha tizedes tort alakja
véges vagy végtelen szakaszos, és pontosan akkor irraciondlis, ha végte-
len nem szakaszos tizedes tort alakban irhato fel.

A megfogalmazott tételekkel analog allitasok is igazak lesznek, ha 10 helyett egy
1-nél nagyobb p természetes szamot valasztunk, tovabba a {0,1,2,...,9} halmaz
helyett a {0,1,2,...,p — 1} halmazt tekintjiik. Ekkor az ao,ajazas... szdmot
p-adikus tortnek nevezziik. Ha p = 2, akkor a diadikus tort elnevezést
hasznéljuk.

B A-feladatok

248.

249.

250.

251.

Adjon meg egy feltételesen konvergens végtelen sort.

1 1 1 1 1 1 0
73 42+f—f—7+--'s0r.

Konvergens-e¢ az 1 —
Mutassa meg, hogy az sszehasonlité kritériumban a nemnegativitéis
feltétele nem hagyhato el. Adjon meg tehat olyan (an) és (by) soroza-
tokat, amelyekre an < by, (n € N) teljesiil, a )_ by sor konvergens, de
a )_an sor divergens.

Igazolja, hogy a Leibniz-t{pusi sorok konvergencidjira vonatkozo6 tétel-

ben a monotonitasra tett feltétel nem hagyhato el: keressen olyan

nemnegativ 0-hoz tarté (an) sorozatot, amelyre a > (—1)"a, (val-
n=1

takozo elGjeli) sor divergens.

B B-feladatok

252.

Konvergencia szempontjabdl vizsgilja meg az alabbi sorokat:

) o) Y T

n n?4n+1 1 '
ChN <n+1> IECD B

n=1

=
© 2 iy W O 2
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253.

254.

255.

256.

257.

Az x valds szam milyen értéke mellett konvergensek az alabbi végtelen
sorok:

XZn
@ 2w
n=1

n2n 1 0
(b) Z ’ 2 n’
n:1n—|-1 (3x + 8x + 6)
Bizonyitsa be, hogy a D’Alembert-féle hanyadoskritérium ,,gyengébb”,
mint a Cauchy-féle gyokkritérium. Mutassa meg tehat egyrészt azt,
hogy minden olyan esetben, amikor a hanyadoskritérium alkalmazha-
t0, akkor a gyokkritérium is alkalmazhaté. Mésrészt lassa be azt, hogy

példaul az
1 1 1 1 1
2R It T T T
sor a gyokkritérium alapjan konvergens, de a hanyadoskritérium nem

alkalmazhato.

A Cauchy-féle kondenzacios elv: Ha 0 < aniq < an (n € N),
akkor a > an ésa ) (Z“azn) sorok egyszerre konvergensek, illetve
divergensek (roviden: a két sor ekvikonvergens).

A Cauchy-féle kondenzacios elv felhasznalasaval vizsgalja meg konver-
gencia szempontjabol a ) % hiperharmonikus sort, ahol o € R. (Vé.
az 239. feladattal.)

Irja fel % alakban (p és q relativ prim természetes szamok) a 0,2321
tizedes tortet.

B C-feladatok

258.

Az alabbi sorok koziil melyek konvergensek?

)2 1
@ Y 2 )Y —a—i

n=1 n=2
(n)?. (n+2))°
(c) ; ) (d) ;0(211)!(111)!;

2
@ Y o 0y =
n=1
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2n+1 (=)™ +2)
h .
(&) 2 3w ( );(2n+3)(2n+5)’
n=I1 n=1
1 1\n , n+1
(1)Z<E+E> ; (3)275
n=1 n=1
n" n"
(k) Z NE (1) Z m;
n=1 k=1
1 4™!
(m) Z na+i/m)’ (n) Z T
n=1 k=1
3n+1 +5n n+1 .
©) 2_ g3y 7nts (®) Z VAt 2nZ+ 3
n=1 k=1
1 n - i 2k+1
(a) Z 3n <n—|—1> ; (r) Z(H(Z— +\fZ))
259. Az x valos szam milyen értéke mellett konvergensek az aldbbi végtelen
sorok:
2 .
(n—1H~ 2 on
a X" (b) X
();(Z(n—ﬂ)! ;Zn—1
e (x—7)"
X X )
2 Z T2 (@ Z1 (2n? — 5n)am’
n—=

1—x 1 T4+x\"
ZZn]( ) ’ (f)Zn+3(1x) ’
n=1
2n3 1
() ;n3—|—2 B2+ 10x 1 9

RPN 0 Y o’

n=1 n=1

260. Tekintsiik azokat a természetes szamokat, amelyek tizes szamrendszer-
beli alakjaban nem fordul el a 7 szamjegy. Igazolja, hogy ezen szamok
reciprokainak az Osszege véges. Mutassa meg, hogy az 0sszeg kisebb
80-nal.

261. Tegyiik fel, hogy (an) olyan nemnegativ tagi sorozat, amelyre a ) an
sor konvergens. Igazolja, hogy ekkor a Y~ a2 sor is konvergens. Igaz-e
ez forditva is? Elhagyhaté-e az a > 0 feltétel?
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262.

263.

264.

265.

266.

Tegyiik fel, hogy a )_ ay sor konvergens és lim(g—z) =1 (ilyenkor azt
mondjuk, hogy az (an) és a (bn) sorozat aszimptotikusan egyenld).
Kovetkezik-e ezekbdl az, hogy a Y by sor is konvergens?

Legyen an, by > 0 (n € N). Igazolja, hogy

(a) ha 0 < lim (l%) < 400 (ilyenkor azt mondjuk, hogy az (an)
és a (by) sorozatok azonos nagysdgrendiiek), akkor a Y_ an sor
akkor és csak akkor konvergens, ha a )_ by sor konvergens;

b) ha lim (£~) = 0 és a ) by, sor konvergens, akkor a Qn Sor
bn g
is konvergens;

(¢) ha lim (ﬁ—:) = +o00 és a )_by divergens, akkor a Y an sor is
divergens.

Tegyiik fel, hogy az (an) sorozat monoton csokkenve tart nulldhoz.
Mutassa meg, hogy ha a > an sor konvergens, akkor lim(na,) = 0.

A Dirichlet-féle konvergenciakritérium: Tegyiik fel, hogy a ) an
végtelen sor részletosszegel egyenletesen korlatosak, azaz van olyan
K > 0 valos szam, hogy

lar+ar+ - +an <K (n eN),

tovabba a (bn) : N — R sorozat monoton csokkenve tart 0-hoz. Mu-

2_(anby)

n=1

tassa meg, hogy ekkor a

sor konvergens.

Mutassa meg, hogy ha an,bn € {0,1,2,...,9} minden n € N esetén,

akkor a
+o0 +o00
bn

an on
- 0on

110"

n= n=

egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha an = by (n € N); vagy van
olyan N € N, hogy an, = by minden n < N indexre, an = bn + 1 és
an = 0,bn = 9 minden n > N természetes szdmra; vagy van olyan
N € N, hogy ayn = by minden n < N indexre, any + 1 = by és
an = 92,b,, =0 minden n > N esetén.
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267. (a) Adja meg az %, g,% szamok tizedes tort alakjat.
(b) Irja fel E alakban (p,q € N) a kovetkezd szamokat: 0,123;
—7,000352; 0,7; 0,12763; 0,2321.
268. (a) Irja fel az %, g,% szamokat diadikus tort alakban.

(b) Irja fel % alakban (p,q € N) az alabbi, diadikus tort alakban
adott szamokat:

1 1 1 1 1 1
1 1 1

269. lgazolja, hogy az alabbi sorok konvergensek. Szamitsa ki az s4 részlet-
Osszeget, és becsiilje meg sa-nek a sor Osszegétdl vald eltérését. Kzek
alapjan adjon meg olyan intervallumot, amelyben a sor Gsszege benne

van.
1 1
(a) ) — (b))~
n=0 n=1
—1 n+1 1
@y S X
n=1 n=»

270. Mutassa meg, hogy az alabbi sorok konvergensek. Hatarozza meg,
hogy milyen n indextd részletosszegei kozelitik meg a sor Gsszegét
a megadott e-nal kisebb hibaval. Szamitsa ki a megfelel§ sy rész-
letosszeget, és ezek alapjan adja meg azt az intervallumot, amelyben
a sor Osszege benne van. Hany tizedesjegyig pontos a kozelités?

1 _ 1 _
(@) ) e=107% (b)) —,  e=107%

n=0 n=I1
(_‘I)Tl+1 4 1 _ 1n—4
(C)Z_IT]_!’ E:]O ; (d)];wl, 8—10 .

n— =

271. ,Hopehely alakzat”:
1. lépés. Tekintsiink egy egységoldalil szabalyos haromszoget.
2. 1épés. Minden oldalt osszunk fel harom egyenls részre. Emel-
jink a kozéps6 részek folé kifelé egy-egy egyenls oldalu haromszoget,
majd toroljik ki a kdzépss részeket.



5.3. Mduveletek szamsorokkal 111

5.3.

(n+1). Iépés. Az n-edik alakzat mindegyik oldalat osszuk fel
harom egyenld részre. Emeljiink a kozépss részek folé kifelé egy-egy
egyenld oldalt haromszoget, majd toroljiik ki a kdzépss részeket.

Jeldljik az n-edik lépésben kapott alakzatot Hyn-nel. Tovabba jeldlje
hn a Hp oldalszamat, k,, a keriiletét, t,, pedig a teriiletét.

Mutassa meg, hogy lim(kn) = 400, de lim(ty) < +o00. (A hataralak-
zat a  hopehely” amelynek véges teriilete, de végtelen keriilete van.)

Miiveletek szamsorokkal

B Definicidk, tételek és megjegyzések

M.

A végtelen sorok a véges Osszegek altalanositasanak tekinthetGk. Ebben a pontban
arrol lesz szo, hogy a véges 6sszegek megszokott (és nagyon hasznos) tulajdonsagai
(asszociativitas, kommutativitas, disztributivitas) vajon érvényben maradnak-e a
végtelen Gsszegekre is.

Eloljaroban a kovetkezsket jegyezziik meg: Az elsG feladat azt tisztazni, hogy
ezeket a tulajdonsagokat végtelen sorokra hogyan lehet/kell értelmezni. Ki fog
deriilni, hogy a szoban forgd tulajdonsagok végtelen Gsszegekre csak bizonyos
feltételek teljesiilése esetén maradnak meg. A | legerSsebb” kovetelmény az abszolit
konvergencia lesz. Kiemelten érdemes megjegyezni azt a tényt, hogy abszolit kon-
vergens sorokra a véges dsszegek minden emlitett tulajdonsdga teljesil; az ilyen
végtelen dsszegekkel gy szamolhatunk, mint a végesekkel.

Szamsorok zarojelezése (asszociativitas)

Legyen (an) egy valos sorozat és (my) : N = N egy szigortian monoton
n6ve sorozat (azaz (my) egy indexsorozat). A Y an sor (my) index-
sorozat altal meghatarozott zar6jelezésén a ) oy sort értjiik, ahol

mMn

Oy = Z aji (neN, mpy:=0).

i=my,_1+1

Zdrojelek elhelyezése: Konvergens sor bdrmely zdrdjelezése is kon-
vergens, és az 6sszege a zdrdjelezéssel nem vdltozik.
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T. Zdrojelek elhagydsa: Legyen (an) eqy valds sorozat, és tegyiik fel,
hogy

(i
(ii

(iii

) ( : N = N szigorian monoton névekedd,

) az (Mn41 —mp,n € N) sorozat korldtos,

) lim(an) =0,

) a )_an sor (my) indexsorozat dltal meghatdrozott Y _ o 2drd-
jelezett sora konvergens.

(iv

Ekkor a zdrojelek elhagydsdval kapott Y ayn sor is konvergens, és
+oo +oo
San=Y an
n=I1 n=I1

Szamsorok atrendezése (kommutativitas)

D. Legyen p: N — N egy bijekcio (p az N halmaz egy atrendezése vagy
permutéacidja). A ) an végtelen sor p altal meghatarozott atren-
dezésén vagy permutacidjan a ) a,(y) sort értjiik.

T.  Abszolit konvergens végtelen sor barmely dtrendezése is abszolit kon-
vergens, €s a sor dsszege az dtrendezéssel nem vdltozik.

T. Riemann-tétel: Tegyiik fel, hogy a Y_ an egy feltételesen konvergens
sor (azaz )_ an konvergens, de Y_|an| divergens). Ekkor a sornak
1° minden A € R esetén létezik olyan dtrendezése, amelynek
dsszege A;
2° wan olyan dtrendezése, aminek nincs hatdrértéke.

Szamsorok szorzasa

M. Konvergens végtelen sorok &sszeadasara és szaimmal valé szorzasara a véges Ossze-
gekkel anal6g tulajdonsagok érvényesek (1. a 98. oldalt). Most arrdl lesz szo, hogy
a véges Osszegek szorzatara vonatkozo

(Zo) (X o)=L S

1=1 k=11=1

azonossag milyen formaban terjeszthets ki végtelen sorokra.
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Az els6 kérdés persze az, hogy két végtelen sor (végtelen Gsszeg) szorzatat hogyan
értelmezziikk. A ) an és a > bn sorok szorzatat tgy kell definidlni, hogy

n=0 n=0
a szorzatsor minden tag minden taggal valé szorzatat tartalmazza. Az axby

szamokat az alabbi végtelen matrixba rendezziik:

ao aj az as

bo aobo ai1bo axbo azbo
b1 | aob1  aiby  aby  azb;
(*) bz | apb2  aibz  azbz aszb;

b3 | apbs aibs axbs; asbs

Ebbdl a matrixbol sokféleképpen képezhetiink végtelen sort, és mindegyiket — jog-
gal — tekinthetjiik a két sor szorzatanak. A két legfontosabb eset a kivetkezs.

D. A ) anésa ) by végtelen sorok téglanyszorzatanak a

n=0 n=0
> ) ab,

n=0 max{i,j}l=n

Cauchy-szorzatanak pedig a

D D aib;

n=0 i+j=n
végtelen sort nevezziik.

M. 1° A téglanyszorzatban tehat a saroknégyzetek mentén 1évé tagokat gyiijtjiik
Ossze egy tagba, a Cauchy-szorzatban pedig az emlitett négyzetek atl6i mentén
all6 tagokat csoportositottuk.

2° A Cauchy-szorzat n-edik tagjat igy is irhatjuk:
n
Z (libj = Z aibn_i.
itji=n i=0
3° Az értelemszert modositasokkal értelmezhetjiik a Y an és Y by szidm-

n=r n=s

sorok (1. a 97. oldalon az els6 megjegyzést) szorzatat is.

T. Konvergens végtelen sorok téglanyszorzata is konvergens, és a tégldny-
szorzat Gsszege a tényezdk dsszegének a szorzatdval egyezik meg.
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Tegyiik fel, hogy a >_an €s a )_ by sorok abszolit konvergensek, és
a (%) mdtrizbol tetszéleges mddon képezziink eqy Y_ cn wvégtelen sort.
Ekkor a Y cn sor is abszolit konvergens, és az 0sszege a )_an €s a
> bn sorok dsszegének a szorzatdval egyenld:

+oo +oo +oo
Y en= (X an) (X bn).
n=0 n=0 n=0
Specidlisan: abszolit konvergens sorok téglinyszorzata és Cauchy-

szorzata egyardnt abszolit konvergens, és mindkét sor dsszege a kiin-
duldsul tekintett két sor dsszegének a szorzatdval egyenld.

A (%) matrixbol tetsz6leges modon képzett > cn sor a kovetkezGt jelenti: Legyen
I (n € No) az No x No halmaz egy tetsz6leges, paronként diszjunkt felbontasa,
vagyis
HNT=0, ha j#k & [ J M =NoxNo,
neNy
tovabba
Cn = Z a;bx (n € Np).
(3,k) €M
Vilagos, hogy a téglanyszorzat a I'n = {(j,k) ENoxNo |[j+k=mn }, a Cauchy-
szorzat pedig a I, = {(j,k) € No x Np | max{j, k} = n} (n € Np) halmazrend-
szernek felel meg.

Mertens-tétel: Egy abszolit konvergens és egy konvergens sor Cau-
chy-szorzata konvergens, és a szorzatsor dsszege a sorok ésszegének a
szorzatdval egyenld.

B A-feladatok

272.

273.

274.

Tegyiik fel, hogy lim(an) = 0. Igazolja, hogy a ) _ an sor akkor és csak
akkor konvergens, ha a > (azn + azn1) sor konvergens.

Adjon meg olyan divergens sor, amelyiknek van konvergens zaré6jelezése.

Van-e olyan nullasorozat altal generalt divergens sor, amelyiknek van
konvergens zardjelezése.
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B B-feladatok

275. Mutassa meg, hogy a

=" (="
(a) Z —— X ] ST konvergens;

n=0 n=0

(b) HZ \(/:% X %% sor divergens,

ahol x a Cauchy-szorzast jeldli.

276. A ) % feltételesen konvergens sornak adjon meg egy olyan
n=I1

dtrendezését, amelyiknek az Osszege 12. Atrendezheté-e ez a sor ugy,
hogy az Osszege +oo legyen?

277. Képezze a ) q™ geometriai sor énmagéaval vett Cauchy-szorzatat.
n=0
Ennek felhasznélasaval mutassa meg, hogy minden |q| < 1 valos szamra

~+oo 2 +o00

(Z q“) => (n+1)g™

n=0 n=0

Hatarozza meg a > nq™ (|q] < 1) sor Osszegét is. (V. a 244.
n=1

feladattal.)

M. Sorok 8sszegének a meghatarozasarél. Korabban mar hangstlyoztuk, hogy
,Viszonylag kevés” sor Gsszegét tudjuk meghatarozni. Ilyenek voltak a geometriai, a
teleszkopikus sorok, valamint az e szdmot elddllité sor. Egyedi eszkozok (triikkok)
felhasznalasaval persze tovabbi sorok Gsszegét is meghatarozhatjuk. Erre mutat-
tunk egy példat az 244. feladatban. Az el6z6 feladat azt is illusztralja, hogy sorok
Cauchy-szorzatara vonatkozo tételeinknek az elméleti jelent&sége mellett gyakor-
lati ,haszna” is van. Ugyanis ha sikeriil egy sort két ismert 6sszegt sor Cauchy-
szorzataként elGallitani, akkor a kiindulasi sor 0sszege a két tényezd Osszegének a
szorzata.

B C-feladatok

278. Adjon meg olyan ) an valos sort, amelyre a kovetkezs teljesiil: min-
den « € R esetén a sornak van olyan zarojelezése, hogy a zarojelezett
sor Osszege .
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279. Hatarozza meg a »_ (—%)n ésa ) (%)n sorok >  cn-nel jelslt Cau-
n=0 n=0 n=0
chy-szorzatat. Léssa be, hogy

S(4))(20)) - Lo

280. Bizonyitsa be, hogy

n=0 n=0 n=0

281. Mutassa meg, hogy a

1;)CLTL::1—Z(;)TL és a %bn::]—l_;(;)n(zn—}—;ﬂ)

n=1

sorok divergensek, de a Cauchy-szorzatuk abszolut konvergens.

282. Bizonyitsa be, hogy minden |a| <1 és [x| < 1 szamra fennéll a

= (ax)¥ B i ax™
1—xk 1 —axn
n=1

k=1

egyenl@ség.

5.4. Komplex tagn sorok

m Definicidk, tételek és megjegyzések

M. A komplex tagt sorozatokbol kiindulva komplex sorokat, ezek konvergenciajat és
divergenciadjat a valos esethez hasonléan értelmezziik.

A valos sorokra ismertetett tételek tobbsége komplex sorokra is kiterjeszthets. Igy
igazak példaul az 5.1. pontbeli allitasok:

e a Cauchy-féle konvergenciakritérium,
e a sorok konvergencidjanak sziikséges feltételeire, valamint

e az Osszeg és a szamszoros konvergencidjara vonatkozo tételek.
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T.

A > zn komplex sor akkor és csak akkor konvergens, ha a )_Rezp és
az )_Imzy valds sorok mindegyike konvergens, és ekkor

+o00 ~+o0 +o00
Z Zn = Z Rezn—l-iZ Imz,.
n=1 n=1 n=1

A ) z, komplex sor abszolut konvergens, ha a ) |z, valos sor
konvergens.

Ha egy végtelen komplex sor abszolit konvergens, akkor egyittal kon-

)

vergens is. Az dllitds megforditasa nem igaz: a ) ~—— sor konver-

gens, de nem abszolit konvergens.

Az dsszehasonlito kritérium: Ha a )_zn sor abszolit konvergens,
és létezik olyan N € N, amelyre wy| < |zn| (n > N), akkor a }_wn
komplex sor is abszolut konvergens, és igy konvergens is.

A Cauchy-féle gyokkritérium: Tekintsik a )_zn komplex sort, és

A =T (¥/Jznl ).

legyen

Ekkor
1° A <1 esetén a )_zn sor abszolit konvergens
(tehdt konvergens is).

2° A > 1 esetén a )_zn sor divergens.

3° A =1 esetén a Y_zn sor lehet konvergens is, divergens is.

A D’Alembert-féle hinyadoskritérium: Tegyiik fel, hogy a Y zn
komplex sor tagjai kézil egyik sem 0.

1° Ha M(‘%D <1, akkor a Y_zn sor abszolit konvergens

mn
(tehdt konvergens is).
2° Ha him(‘%}) > 1, akkor a )_zn sor divergens.
mn

Komplex sorok atrendezését, téglanyszorzatat és Cauchy-szorzatat ugyan-
gy értelmezziik, mint a valos esetben (1. a 113. oldalt).

Ha egy komplex sor abszolit konvergens, akkor birmely dtrendezése is
abszolit konvergens, és a sor dsszege az dtrendezéssel nem vdltozik.
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Konvergens komplex sorok tégldnyszorzata is konvergens, és a téglany-
szorzat dsszege a tényezdk dsszegének a szorzatdval egyezik meg.

Abszolit konvergens komplex sorok Cauchy-szorzata is abszolit konver-
gens, és a szorzatsor 6sszege a kiinduldsul tekintelt két sor dsszegének
a szorzatdval egyenld.

B Feladatok

283. Legyen q € C. Mutassa meg, hogy a Y q™ geometriai sor pontosan

n=0
akkor konvergens, ha |q| < 1, és ekkor az Osszege

+iqnﬂ+cl+qz+q3+cl4+~--=1_ (lal < 1).
284. Konv;;(;nsek—e az alabbi sorok:
1 in
® 3 oy (b) ;‘n;
© Y v @ X
@ X v UDME

285. Milyen z € C komplex szam esetén konvergensek az aldbbi sorok:

(z—=7)"
(2) ; (2n2 —5n)4n’

ZZn
(b) Z 14+ Z4n;
n=1

2n4nd n
() Y z";

n2

n=0

5™ 4 n3n
d = = oW
(d) ;nz—i-n-l-]Z

ZTL
286. Milyen z € C esetén konvergens a Z Y sor?

n=1



I1. rész

Megoldasok



1. Egyenletek és
egyenlotlenségek

1.1. Egyenletek és egyenl6tlenségek
megoldasa

1.  (a) Az abszolut érték definicioja szerint

X 4+ 3, hax > -3
Ix + 3| =
—(x+3), hax< -3,

x—1, hax>1
x —1|=
—(x—1), hax<T.

Az els6 abszolutérték-jelek kozott allo kifejezés x = —3-nal, a masodik-
ban levé pedig x = 1-nél valt elGjelet. Az R halmazt tehat az alabbi
intervallumokra célszerd felbontani:
L= (_OO»_?’)a I:= [_3»])7 I3:= [],‘I—OO)
(Vilagos, hogy Iy UI, U I3 =R.) Mivel
—(x+3)—(x—1), haxel
X+3+x—1=<x+3—(x—1), hax el
x+3+x—1, hax € I3
—2x—2, haxel
=<4, hax eI,
2x+2, hax¢€l;s,
ezért egyenletiink az I; = (—o0,—3) halmazon a —2x —2 = 3x — 5

egyenlettel ekvivalens. Ebbgl x = %, ami nem eleme [1-nek, ezért ezen
a halmazon az egyenletiinknek nincs megoldésa.
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1. Egyenletek és egyenldtienségek

Az I, = [-3,1) halmazon az eredetivel ekvivalens egyenlet 4 = 3x —5.
Az ebbdl ad6dd x = 3 nem tartozik hozza az I, halmazhoz, ezért ezen
az intervallumon sincs megoldés.

Az I3 = [1,+00) intervallumon ekvivalens egyenlet 2x + 2 = 3x — 5,
amibdél x = 7 ad6dik. Mivel 7 € I3, ezért ezen az intervallumon ez az
egyetlen megoldas.

Mindent Osszevetve az eredeti egyenletnek pontosan egy megoldasa
van: x =7. l

(b) A megoldashalmaz a [—%, %] intervallum. W
(c) x1 =% vagyxa=—5. A
(d) A megoldashalmaz: {0,2}. W

(e) A kiilsg abszolatérték-jeleket nem kell az argumentumok eljele
szerint felbontani. Vegyiik észre, hogy

Va,beR esetén |a|=[b] <& a=Db vagy a=-b.

Ennek felhasznédlasaval két egyenletet kapunk:
() x+1=-2=x-=2[+1, (i) —x+1+2=x—2/+1,

és az eredeti egyenlet megoldashalmaza ezek megoldashalmazainak az
egyesitése.

Az els6 egyenlet megoldasa: hax < —1, akkor —x—1—2=2—x+41, és
ennek nincs gytke; ha —1 < x <2 akkor x+1—2=2—x+1, amihdl
x = 2 adédik; ha 2 < x, akkor x +1—2 =x — 2+ 1, és ez minden
szoba jove x valos szamra fennall. Az (i) egyenlet megoldashalmaza
tehat a [2, +00) intervallum.

Hasonloan igazolhatjuk, hogy a (ii) egyenletnek nincs megoldasa, igy
az eredeti egyenlet megoldashalmaza a [2,4+00) intervallum.

) , 4 4 4
(f) A megoldashalmaz: {—%,0,2}. W
(g) x1=1vagy x=—6. 1
(h) A megoldashalmaz: {—5,—3,1,5,7}. [ |
(a) Algebrai megoldas. Egy kéttényezss szorzat akkor és csak

akkor negativ, ha mindkét tényezGje kiillénbozs elGjelid. Az egyen-
l6tlenségiink tehat az alabbi két egyenlStlenség-rendszerrel ekvivalens:
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(i)5—x<0és 2x+3>0

vagy

(i) 5—x>0¢és 2x+3 < 0.
Az (i) rendszer megoldasa x > 5, (ii) megoldasa pedig x < —%, ezért
az eredeti egyenlétlenség megoldashalmaza: (—oo, —%) U (5,400).

Grafikus megoldas. Abrazoljuk az (5—x)(2x+3) (x € R) fiiggvényt!
Ennek képe egy , lefele nyitott” parabola, amely az x tengelyt az x;1 =5

és Xy = —% pontban metszi. Ez a fiiggvény pontosan akkor vesz fel

negativ értéket, ha x € (—oo, —%) U (5,+0c0). N

(b) A megoldéashalmaz: (—o0,2) U (3,4+00). B

(c) Rendezziik O-ra az egyenlGtlenséget:

32+ 7x —4 x24+3x+2
XA /x—d XXt L
i3 20 = arp3<"

Mivel egy tort pontosan akkor negativ, ha a szdmlaléja és a nevezGje
kiilénbozé elGjeld, ezért a fenti egyenlétlenség pontosan olyan x € R
szamokra teljesiil, amelyekre

(i) x*+3x+2<0 és x> +2x—3>0
vagy

(i) x> +3x+2>0 és x*+2x—3<0.
Ezeket a méasodfoki egyenlétlenségeket érdemes grafikus iton megol-
dani. A mésodfoku kifejezéseket elGszor szorzattéd alakitjuk:

X2 43x4+2=(x+2)(x+1) s x> +2x—3=(x—1)(x + 3).

Azt kapjuk, hogy az (i) rendszernek nincs megoldasa, (ii) megoldashal-
maza pedig (—3,—2) U (—1,1), ezért ez lesz az eredeti egyenlGtlenség
megoldashalmaza is. B

(d) A megoldashalmaz: (—oo,—1) U (%, +o0). N
(e)

(f) A megoldashalmaz: (—oo0,—3) U (7,+0c0). B

(g) A megoldashalmaz: (—v/3,—v/2) U (0,v2) U (3, +00). R

A megoldashalmaz a (—1,01;—0,99) intervallum. B
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(h) A megoldashalmaz az (% — @, % + @) intervallum. W
(i) A megoldashalmaz a [—%,+oo) intervallum. W
(j) A megoldashalmaz a (—%, %) intervallum. W
3. x=1--L>1 & —L>0 < p<l.N
4. x # —p; rendezés utan px = 10p + p? adodik. Ha p = 0, akkor
R\ {0}; ha p € R\ {0,-5}, akkor {10 + p}; ha p = —5, akkor 0 a
megoldashalmaz. W
5.  Rendezés utan azt kapjuk, hogy x> + (3 —2p)x +p?> —3p +2 = 0.
Ennek megoldasa
—(3-2p)++/(3—2p)2—4(p2—3p+2)
X],Z = 2 =
_ —(3—=2p)£1
-
Az egyenletnek tehdt minden p € R esetén két kiilonbozs gydke van:
p—2ép—1 1
6. Hap?—1+#0,azazp #1ésp # —1, akkor x-ben masodfoki egyen-

16tlenségrsl van sz6. Az x-ben mdsodfoki polinom-fiiggvény minden
valds x-re akkor és csak akkor pozitiv, ha a képe olyan felilrél nyitott
parabola, amelynek nincs kézds pontja az x tengellyel. Ez azt jelenti,
hogy a hozza tartozé masodfoki egyenletnek a f6egyiitthatdja pozitiv,
és nincs valés gyoke. Ez utobbi azzal ekvivalens, hogy a diszkriminansa
negativ. Azokat a p € R\{—1, 1} szamokat kell tehat meghataroznunk,
amelyekre

pZP—1>0 & 4p—1)72—4(p*—1)<o0.

Ennek az egyenlétlenség-rendszernek a megoldasa: p > 1.

Ha p = —1, akkor a —4x + 1 > 0 egyenl6tlenséget kapjuk. Ez
nem minden x € R esetén teljesiil, tehat p = —1 nem megoldasa a
feladatnak.

Ha p = 1, akkor az 1 > 0 egyenlé6tlenséget kapjuk, ami x-t6l
fliggetleniil igaz, ezért megoldas.

A feladat megoldasa tehat p > 1. B
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7.

1.2.

10.

A feladat azzal ekvivalens, hogy az xz—px—% polinom diszkriminansa

negativ, azaz p? + % < 0. Ennek megoldashalmaza a (—2,0) interval-
lum, ezért a feladat megoldésa —2 <p < 0. A

Az egyenletnek pontosan akkor van két kiilonb6zd valds gyoke, ha az
egyenlet méasodfokn (azaz p # 1) és a diszkriminansa pozitiv, azaz

3

4p2 —4p+3)p—-1)=—8p+12>0 = p< 5

Ha p € (—o0, %) \ {1}, akkor a két kiilonb6z6 gyok (x1 és x2) pontosan
akkor pozitiv, ha

2 3
x1—|—xz:7p>0 és x1xz:p+ >0

p—1 p—1
(1. a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggéseket). Ezeket az egyen-
l6tlenségeket megoldva, és figyelembe véve a p < %, p # 1 feltételeket
is, azt kapjuk, hogy az egyenletnek

3
pe(~o0,-3)U(1,3)
esetén van két kiilonboz6 valos gyoke. M

S<p<l. N

A teljes indukci6

(a) Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk.

(i) Az n = 1 esetben azt kapjuk, hogy % = %, az allitas tehat

igaz.
(ii) Tegyiik fel, hogy valamely n természetes szamra fennall az
egyenléség, azaz

1 1 1 1 n

12 23 At T amEe) T ngt
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Ekkor
1 1 1 1 1
12 23 3T TRy T mr 2
_ . n n 1 _ n?4+2n+1 _
n+1 Mm+1)(n+2) nm+1)(n+2)
m+1)2 n+1

T mrlm+2) nt2

ami azt jelenti, hogy a feladat allitasa (n+ 1)-re is igaz. B
Megjegyzés. A feladatot az

1 1 1

i)k k1 kEN

azonossag felhasznalasaval is megoldhatjuk. W
11. (a) Teljes indukcioval igazoljuk azt, hogy

1
(I) 2v/n+1— 2<1+\[ f e (=234,

és
1

Az (1) egyenlotlenseg bzzonyz’tdsa:
(i) Ha n = 2, akkor
1
2V3-2< Hﬁ & 2V6<3V241 & 24<1946V2 & 25<72,
az allitas tehat igaz.
(ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N szamra fennall az egyen-
16tlenség, azaz

1T 1
2V +1-2<T+—+—++—.
V2 V3 vn

Ennek felhasznélasaval azt kapjuk, hogy

] >2vn+1

1
1+ — 24—
vn+1 vn—+1

3
+
Sl
+
_|_
5

+
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Ha igazoljuk, hogy

1
2Wntl 24— >2/nt2-2
n Nown Rt *)

akkor ezzel azt latjuk be, hogy az (I)-beli allitas (n+ 1)-re is igaz. Fz
utébbi egyenlGtlenség ekvivalens a kovetkezékkel:

2m+1)+1>2¢/(n+1)(n+2) &
= (m+3)?>4n+1)(n+2) &= 9>38,
és ez azt jelenti, hogy () valoban fennall.

A (II) egyenl6tlenséget hasonloan bizonyithatjuk. H
(¢c) Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha n = 2, akkor

21_1"’1‘*‘1_1 3245 6-2—-1 11
K 27376 ® T T 6 "6
k=1
és ez azt jelenti, hogy az allitds ebben az esetben igaz.
Tegyiik fel, hogy valamilyen n € N mellett fennallnak a feladatbeli

egyenl6tlenségek. Ekkor

zn+1 1 omn 71 om+1 ~|
k=2n

felbontés miatt egyrészt

2n+1 -1 2n+1 -1

,<6n_1+ l<
K=" ¢ K=
=1 k=2n
en—1 21 6n—1 6n+1)—1
< _— = —— 1:7
=% +k:2n o e T 6

azaz a jobb oldali egyenl6tlenség (n + 1)-re is igaz. Mésrészt

m+1_ n+1
ZZ ]l 3n—|—5+zz "
k —
k=1 k=2n

3n+5 e

3n+5 T 3n+1)+5
Z Zn—H_ +2_ 6 )

k=2n

tehat a bal oldali egyenlétlenség is igaz (n+ 1)-re. B
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(d) Teljes indukcioval igazoljuk, hogy
1 1

g 1
1 1 7 5

(I) 1gazoldsa: (i) Ham =1, akkor 1 < 1, ami igaz.

(ii) Tegyiik fel, hogy az allitas igaz egy n € N szamra. Ekkor

1 1 1 6 1
+ 5=t 5=+ Zn7 + .
AR Y e
Ha igazoljuk, hogy
6 6
* n7z 4+ n+1)7
(*) T 2 > )7,

akkor ezzel azt latjuk be, hogy az allitds (n + 1)-re is teljesiil. Mivel

_ >m4+1)7 e {nbm+1)+1>n+1)
n+1

— n+lI>n
minden n € N szamra, ezért (%) valoban teljestil.
(II) igazoldsa: (i) Han =1, akkor 1 < %, ami igaz.
(ii) Tegyiik fel, hogy az allitas igaz egy n € N szamra. Ekkor

L
V23 Y 4

Elég azt igazolni, hogy

() an + !
6 Jn+1

<

Ezt atalakitva azt kapjuk, hogy

6 1
-Nn7 _I_

~

<lnit s L v <l

/n+1- 6
7
2

[op

= {nén+1)<

n+s &
7
Bl 07 4 nb<n’ + <17)n ;

n
6.1 4
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Mivel (17)n6 . 17 = n®, ezért az utolso egyenldtlenség, kovetkezésképp
(#x) is igaz. Az allitas tehat (n+ 1)-re is teljestil. W

(a) Az n = 2 esetben az egyenltlenség teljesiil, mivel 4 > 1+ 22
ekvivalens a nyilvanvaléan igaz 9 > 8 egyenlétlenséggel.

Tegyiik fel, hogy valamilyen n > 2 természetes szamra 2™ > 1+
+nv2"-1. Ezt az indukcios feltételt felhasznéalva kapjuk, hogy 2™ =
=2-2">2(1 +nv2™ ). Ha igazoljuk, hogy

21 + nV2-1)>1 4+ (n 4 1)vV2n,

akkor ezzel azt latjuk be, hogy az allitas (m + 1)-re is igaz. Mivel
az indukcids feltételben n > 2 tetszdleges szam lehet, ezért ezt az
egyenlGtlenséget is minden ilyen természetes szamra kell bizonyita-
nunk. Mivel 2(1T +nv2-1) = 2 4 2nv2v1 = 2 + /2ny/2", ezért a
fenti egyenl6tlenség ekvivalens a kovetkezdvel:

14+V2nv2n > (n 4 1)v2m, (%)

Ennek igazolasihoz az atalakitdsok mechanikus megkezdése el6tt fi-
gyeljiikk meg inkabb az egyenlétlenséeget. Hasonlitsuk ssze a /2™
egyiitthatoit: varhato, hogy v2n mar nagyobb, mint (n41), és ekkor
az egyenlGtlenség nyilvan teljesiil. Nézziik ezt meg pontosan is:

Vins>n+l & (V2-1n>1 & n>vV2+1,

és ez azt jelenti, hogy a (*) egyenlGtlenség minden n > 3 természetes
szamra igaz. Han = 2, akkor 14++v2-2-2>3.2 &= 32>25.
Megmutattuk tehat, hogy (%) minden n = 2 3,... szamra teljesiil,
azaz ha az egyenlétlenség fenndll n-re, akkor (n 4 1)-re is. W

(c) Ha n =4, akkor 3% > 43, azaz 81 > 64 adodik, ami igaz.

Tegyiik fel, hogy egy n > 4 természetes szamra fennall az egyenlétlen-
ség. Fzt felhasznélva azt kapjuk, hogy

3 —=3.3" > 303,

Ha igazoljuk, hogy 3n3 > (n + 1)3, akkor ezzel belatjuk azt, hogy a
bizonyitandé egyenlétlenség (n + 1)-re is igaz. De 3n3 > (n+1)3 &
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& (1 +rl1)3<35 és ez n > 4 esetén

UL R CUNRA RS R
n) = 1) "B @

miatt nyilvan igaz. W

1.3. Nevezetes azonossagok

13. Tekintsiik az (a — b)(a™ ' + a™2b + a™3b%.-- + ab™ 2 + b )
szorzatot. A szorzast elvégezve azt kapjuk, hogy

a™+ a™ b + a™ b + - 4 a?d™ 2 4 ab™ ! —
o an—1b o an—ZbZ L aan—Z o abn—l — bt =g —Dp"

ami az allitas bizonyitasat jelenti.

14. Ha q = 1, akkor az allitds nyilvanval6. Ha q # 1 valés szam, akkor
alkalmazzuk az el6z6 feladatban igazolt allitdst az a :=1és b 1= ¢
szereposztéissal. l

15. (a) Az egyenlGséget teljes indukcioval bizonyitjuk.
(i) Az n =1 esetben az allitas igaz, ui. ekkor az egyenl@ség mindkét
oldalan T all.
(i) Tegyiik fel, hogy az llitas igaz valamely n > 1 természetes szamra,

azaz :
1+2+---+n:%.
Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy
nn+1)
1424 dntntl)=———+n+1)=
n Mm+1)(n+2)
=+ 1) (F+1) =

ami azt jelenti, hogy az allitas ekkor (n + 1)-re is igaz.

(b) Ezt az allitast is teljes indukcioval latjuk be.

) . B . . 104+1D)(2141)
(i) Az egyenlség az n = 1 esetben igaz, hiszen 1 = —————.
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(ii) Tegyiik fel, hogy az 4llitas igaz valamely n > 1 természetes szamra,
azaz

12+22+...+nz:n(n+1)6(zn+1)‘

Adjuk hozza mind a két oldalhoz az (n + 1)? természetes szamot, és
alakitsuk 4t a jobb oldalt a kovetkez&képpen:

nm+12n+1)

P42+ i+ (n+1)2 = c +(n+1)% =
:nT—H(n(Zn+1)—|—6(n—l—1)) :%](Zn2+7n—l—6) =

Mm+T)(n+2)(2n+3)
c .

Ez azt jelenti, hogy az egyenl6ség az n+ 1 természetes szamra is igaz.
A teljes indukcio elve alapjan tehat (b) minden természetes szémra
igaz. W

16. Az allitast n-re vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk. Régzitsiik a
tetszés szerinti a és b valds szamokat.

(1) Az egyenl6ség az 1 = 1 esetben igaz, mert

]
1 1
b 1fkbk: 1b0 Ob] _ b.
(a+ kZ( > <O>a + 1)@ a+

(ii) Tegyiik fel, hogy az egyenlgség fennéll valamely n természetes
szamra. Szorozzuk meg ennek az egyenlségnek mindkét oldalat (a +
+b)-vel. Ekkor egyszerii atalakitasok utan a koévetkez6t kapjuk:

(a+b)™ =) <n> a" *b*(a+b) =

k
k=0
_ = /n n—k+11.k = /n n—kpk+1 _
_Z y a b +Z K a b =
k=0 k=0

QB (e (o
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A {...)-ben levs Gsszeget igy alakitjuk at:

n no\ o nl n! -
(k) * (k—1> THm—R T k=Nim—kt 1)

nln—k+D+nk  nln+1) /M4
T KMk KMmiTl—k! \k /)

A kapott eredményt helyettesitsiik vissza az el6z6 egyenléségbe. Ekkor,
figyelembe véve még, hogy

n+1) /Mm\ (n\ /n+] 1
0 ~\o/) \n) \n+1) 7
azt kapjuk, hogy
(a+b)™ =
n—+1 = n+1 n+1
_ n+l n+l—kp.k nel
—( 0 >a —I—Z( K )a b +<n+1>b =

k=1
n+1

1
_ Z (n: )an—H—kbk’
k=0

vagyis az egyenlGség érvényben marad akkor is, ha n helyébe (n+1)-et
helyettesitiink.

A binomialis tételt tehat bebizonyitottuk. W

1.4. Nevezetes egyenlGtlenségek

17. Haromszog-egyenldtlenségek. (a) Az abszolut érték definicioja
alapjan
—laf<a<fa & —[b[<b< bl

Az egyenlGtlenségek 6sszeadasabol
—(lal + o)) < a+b < |af + [b] (%)
adoédik. Mivel minden x,y € R esetén

Ix| <y egyenértéki azzal, hogy —y <x<wvy, ()
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ezért ennek felhasznélasaval a (x) alatti egyenlGtlenségbdl azt kapjuk,

hogy
la+ bl < [al + [bl,

és ez az allitas bizonyitasat jelenti.
(b) Az (a) alatti egyenldtlenség alapjan
lal = [(a—b) +b| < [a—b[+b],
bl =[(b—a)+al <[b—al+]dl,

tehat
—la—b[ <|al—|b| < Ja—b],

ezért ismét a (xx) felhasznalasaval kapjuk a bizonyitando
|la| = [bl| < la — b
egvenl6tlenséget. W
A Bernoulli-egyenlétlenséget n-re vonatkozoé teljes indukcioval 1at-
juk be. Rogzitsiink egy tetszéleges h > —1 valos szamot.

(i) Ham =1, akkor (1 +h)! =1+41-h, ezért az allitas igaz.

(i) Tegyiik fel, hogy az egyenl6tlenség egy n € N szamra teljesiil,
vagyis (T+h)™ > 1+4+nhah > —1, azaz 1+ h > 0 feltétel mellett.
Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy

T+ =(1+n)™"1+h) > (1+nh)(1+h) =
=1+Mm+1h+nh?>14 (n+ 1h,
és igy az egyenlGtlenséget az (n + 1) természetes szamra is igazoltuk.

Az egyenlGségre vonatkozé 4llitas igazolésa.
Ha h =0 vagy n = 1, akkor nyilvan (1 4+h)" =1+ nh.
Tegyiik fel, hogy (1 +h)™ = 1 4+ nh valamilyen n € N és h €
[—1,400) esetén. Tegylik még fel azt is, hogy n > 2. Azt kell igazol-
nunk, hogy ekkor h csak 0-val lehet egyenls. Mivel

(T+h)"=T+nh & h((T+RW)" " +(1+h)" 2+ .- +1) =hn,

ezért h > 0 nem lehet, mert ekkor (14+h)™ '+ (1+h)™"24+.. .41 > n.
Viszont h < 0 sem lehet, mert ebben az esetben 0 < (14+h)™ 14+ (1 +
+h)V 24T <n.

A Bernoulli-egyenl6tlenséget tehat bebizonyitottuk. W
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19. A szamtani és a mértani k6zép k6z6tti egyenlStlenség.

1. bizonyitas. A teljes indukcié modszerét (n-re vonatkozoan) alkal-
mazzuk a Bernoulli-egyenlétlenség felhasznélasaval.

(i) Azm = 2 esetben a \/aja, <

Ez egyenértékii az

a; +ap

egyenlGtlenséget kapjuk.

a;+az\2 a%—Zcuaz—l-a% <a1—a2>2
J— fr— p— >
( 2 ) a2 4 2 20

egyenlGtlenséggel, amelybdl az is kovetkezik, hogy egyenlGség pontosan
akkor van, ha a; = a;.

(ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N mellett minden ay,...,an €
€ ]RSr esetén teljesiil az egyenlGtlenség, azaz

gn._ (a1—|—az—|—-~—|—an>n

ne o > ajaz---an. ()

Vegyiink tetszoleges (n+1) darab ay, ay,. .., an41 nemnegativ szamot.
Ekkor
gl (cq +ax+ -+ Ang )nH — (nSn+ An1 >n+] =
n+1 n+1 n+1
An41 — Sn ntl 1 An+1 — Sn n+1
(o ) s B
(Sn+ =20 U s,

ha Sn # 0. Mivel w > —1, ezért a Bernoulli-egyenlétlenséget,

majd a (%) indukcios feltételt felhasznalva azt kapjuk, hogy

sy =S (1 + (n—i—])Sn) <

a —-S
> 531 (14 P 0 1)) = Shanst 2 @162+ Gnanin.
n

n+1
Sn+1

egyenlGtlenség nyilvan igaz. Megmutattuk tehat azt, hogy az egyen-
16tlenség barmely (n + 1) darab nemnegativ valos szamra is igaz.

Ha Sy, =0 (azaz a1 = -+ = an = 0), akkor az > ajaz- - anyg

Az egyenlGségre vonatkozo allitas igazolésa.

Ha a; = a; = --- = an, akkor az allitds nyilvinvalo.
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Indirekt médon bizonyitunk: Tegyiik fel, hogy valamely n € N
mellett bizonyos aj,az,...,an € Rg esetén fennall az /ajaz - an =
= L:Jra“ egyenlGség, és az aj,dz,. .., dn szamok nem egyenlk
egymassal, azaz van kozottiik legalabb két kiilonbozs. Feltehetjiik
példéul azt, hogy aj # az. Ekkor (i) szerint /ajaz; < 459, azaz

ajaz < (%2@)2. Ezért

L/a1+ax ay+az
“a]az...an<\/ 2 . 2 .a3...an§

DFW L OB it ban art Azt tan
)

< =

n n
ami ellentmond az ¥/ajaz---an = L:J“a“ feltételiinknek.
A feladat allitasat tehat maradéktalanul igazoltuk.

2. bizonyitas. Ha a1 = a; = -+ = an, akkor a két oldal egyenld,
ezért az allitas igaz. Tegyiik most fel, hogy az ay szdmok nem mind
egyenl6k egyméssal. Jeldlje a; a legkisebb, a; pedig a legnagyobb
szdmot az ar-k kozdtt. Legyen tovdbba Sy := 9F@tddn - Fkkor
a7 < Sn < a. Irjuk most aj helyébe Sp-et, az helyébe pedig (a; +
+ay — Sp)-et. Az igy kapott

Sn>a1 + aZ*Sn)as>a4>-~~ y An (A)
szamok szamtani kozepe nyilvan Sy, és a mértani kozepiikre az
Snlar+az2—5n) —a1az = (Sn—ar)(az—Sx») >0

miatt az

‘{/Sn(cu +ay—Sn)azas---an > Yajazazas---an

egyenlGtlenség teljesiill. Ez azt jelenti, hogy a szamtani kozép val-
tozatlan maradt, a mértani kozép pedig novekedett. Ha a (A) alatti
szamok nem mind egyenlSk egymadssal, akkor folytatjuk az eljarést.
Végiil legfeljebb 1 — 1 lépésben mindegyik szam Sy lesz. A szémtani
koézép nem véltozott, a mértani mindig nétt, most egyenl8ség lett,

tehat eredetileg a mértani kézép kisebb volt, mint a szdmtani kozép.
|
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1. Egyenletek és egyenldtienségek

A jobb oldali egyenl6tlenség a szamtani és a mértani kozép kézotti

egyenlotlenseg (1. az el6zo feladatot). Ezt az a,ay,..., an helyett az
1 1

‘11 '3y — szamokra alkalmazva kapjuk, hogy

an

)

1 1
‘l ‘I ‘I < a + (172 _|_ o _I_ LI,
ajax an n
és ebbdl atrendezés utan adédik a bal oldali egyenlStlenség. W

A Cauchy-Bunyakovszkij-egyenl6tlenség. Rogzitsik az n € N

és az ai, b € R (k =1,2,...,n) szamokat, és tekintsiik a kovetkezo
polinomfiiggvényt:
n
PN =) (Aar+bi)’ = Zak A+ 2( Zakbk )\+Zb2,
k=1
ahol A € R.
n
Ha Zaﬁ:O,azazcu =qay) = - =anp = 0¢é by (k =
k=1
= 1,2,...,n) tetszés szerinti valos szam, akkor a feladatbeli egyen-

16tlenség mindkét oldalan O van, ezért az allitas igaz.

n
Ha Y af #0, akkor P(A) (A € R) egy olyan masodfoki polinom-
k=1

fﬁggvény,;melyik minden A valos szdmra nemnegativ értéket vesz fel,
azaz P(A) > 0 (A € R). Ez pedig azzal egyenértékii, hogy P diszkri-
minansa nempozitiv valés szdm

4(;: akbk)z —4<§ aﬁ) <kZ: bi) <0

amibél a Vx2 = [x| (x € R) azonosséag felhasznalasaval kapjuk a bi-
zonyitando6 egyenltlenséget.

Az egyenlGségre vonatkozé 4llitas igazolésa.

Ha a1 = Aby, a2 = Aby,...an = Aby, vagy pedig b1 = Aay, by =
= Aay,...,bn = Aayn valamely A € R szamra, akkor a bizonyitando
egyenl6tlenség mindkét oldalan ugyanaz 4ll, tehat valoban egyenlGség
van.
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n n n
[=] Tegyiik fel, hogy | > axby| =,/ X ai /Y bi Haazaj, a, ...
k=1 k=1 k=1

an szdmok mindegyike 0, akkor az a; = Aby, ap = Aby, ..., an = Aby

egvenléségek A = 0-val teljesiilnek. Ha az aj,ay,..., an szdmok nem

mindegyike 0, akkor a fentebb bevezetett P(A) (A € R) masodfoka

fliggvénynek pontosan egy valds gydke van, azaz van egyetlen olyan
n

A* € R, amelyre P(A*) = P(A*) = 3 (A*ax+by)?, és ez csak ugy lehet-

k=1
séges, ha ennek az Osszegnek minden tagja 0, azaz by = —A*ax (k=
=1,2,...,n), ami az allitast bizonyitja. B

22. A Minkowski-egyenldtlenség. A Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlét-
lenség alapjan

n
Zak—i—bk ZakJrZZakkaerz
k=1

n n n n n n 2
<Y af+2, > a2 [y b2+ b=, [> ai+ > b?
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Innen mindkét oldalbol négyzetgyokdt vonva kapjuk a bizonyitandéd
egyenlGtlenséget. Az egyenl@ségre vonatkozé allitas ugyantugy bizonyit-
hato, mint az eléz6 feladatban. W

1.5. Egyenl6tlenségek igazolasa

1
23. Ha a > 0, akkor a—l—a >2& (a—1)2 > 0. Ha a < 0, akkor

a+ l <-2. 1
a
24. Ekvivalens &talakitasok elvégzése utan azt kapjuk, hogy
(@) (anz >0,
(b) (@ =Db)?+(b—c)*+(a—c)*>0;
(c) (> =12+ (a? —a)? > 0;
(d) (a—b)?+(a=1)2+(b—-1)2>0. 1
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25. (a) Nyilvan

la+bl<|1+ab] < (a+b)?’<(1+ab)?
= 0<1+a’b?—a?-b*=(1-a?)(1-b?).
Itt mindkét tényezs pozitiv, mert |a] < 1 és |b|] < 1 pontosan azt
jelenti, hogy 1—a? > 0és1—b?> 0.
(b) A 0 < a < 1 egyenl6tlenséget az 1 —b > 0 szdmmal szorozva
adodik az allitas. B

26. Haaz a,az, by, by szamok mindegyike 0, akkor az egyenl&tlenség nyil-
van fenndll. Az ellenkez§ esetben elszor ,,gySktelenitiink”

a$+a§—\/b$+b2:

\/a2+a2~|—\/b2—|—b2
= (Jadta3— iy L2 VL2

Jait+ad+ foi b3

Igy

2 12 2 12

‘(a1—b1)+(a2—b2)’
[ad+a3— /o3 +b3] = <
2, 2 2 w2
ai+a3+,/b]+1b3
\01|+|b1\ laz| + |by] _
\/ + /b3 \/ a5+ /b3

:\a1—b1|+\az—bz}.l

< |a;— —|—]a2—b2\-

27. A szamtani és a mértani kézép kozotti egyenl6tlenség alapjan

b b
anr > Vab, erczx/ﬁ, a+ > /ac
és ezekben egyenl@ség akkor és csak akkor van, ha a =b, b = c, illetve

a = c. Az egyenl6tlenségeket Gsszeszorozva adodik az allitas. M

28. Hasznalja fel az H% > Jax (k = 1,2,...,n) egyenlGtlenségeket.
Egyenlgség akkor és csak akkor van, haai=a=---=an,=1. R
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29.

Ha a > 1, akkor az egyenlGtlenség teljesiil, mert a bal oldalan negativ
szam all. Ha —1/2 < a < 1, akkor alkalmazza a szamtani és a mértani
kozép kozotti egyenlStlenséget az

aj=---=as5=1—a, ag=1+a, ar=ag=1+2a
szereposztéissal. W

(a) Irja fel az (n + 2) darab

a'—] a'—] a'—1—|—] a'—1—|—] a '—1—1—]
1'_2a 2'_2> 3= n’ 4 = o n+2 -— n
szamra a szdmtani és a mértani kozép kozotti egyenlétlenséget.

(b) Alkalmazza az (n+ 1) darab

1 1 1
ar=1 a=1+—, az:=1+—, ..., any1:=1+—
n n n

szamra a szdmtani és a mértani kézép kozotti egyenlétlenséget.
(c) 2 —1=2"T42""24 ... 4+ 1 miatt

n—1 n—-2_, ...
Mo ]I e St 2 +2n+ +1,

és ez egyenértékd a 21 22 .1 szamokra vonatkozé szamtani és
a mértani kdzép kozotti egyenlStlenséggel. B

Teljes indukcioval. B

(d) 1. megoldas. Teljes indukcioval: n =1 és n = 2 esetén az allitas
nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy az egyenlétlenség egy n € N szamra
teljesiil. Ezt és a 4n™ > (n+4 1)™ egyenlétlenséget (1. a 30. feladatot)
felhasznalva azt kapjuk, hogy

(m+1"
4

M+ 1™ > (m+ 1™ ha n > 3.

(n+1))%= () m+1)2>nn+1)%> (n+1)2=

_n—|—1
4

2

2. megoldas. A (2n)-tényezss (n!)= szorzatbol n-tényezds szorzatot

készitlink Ggy, hogy a tényezdket forditott sorrendben csoportositjuk:

(n)? =T xn—k+1).
k=1
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1. Egyenletek és egyenldtienségek

Itt mar mindegyik tényezd n-nel alulrél becsiilhets, mert
kn—k+1)>n & n—-k)(k—1)>0 (k=1,2,...,n).

Ez viszont azt jelenti, hogy

n
(n!)2 = Hk(n—k+ H>n" 1
k=1
(e) Teljes indukcioval bizonyitunk. n = 1 esetén %b < “TH’ adodik,

az allitas tehat igaz.

Tegyiik fel, hogy valamilyen n € N szamra fennall a feladatbeli egyen-
l16tlenség. Ezt és az a + b > 0 feltételt felhasznélva azt kapjuk, hogy

a+b\™ a+tbatb\"_atb at+b"
2 2 2 -2 2 B
a™!4+a" +ab™ 4 b

7 :

Ha belatjuk az

<
4 - 2

vagy a vele ekvivalens
(%) 0<a™4+bp™! —a™—ab™ = (a"—b")(a—b)

egyenl6tlenséget, akkor bebizonyitjuk azt, hogy a feladatbeli egyen-
16tlenség (m + 1)-re is igaz.

(%) bizonyitasahoz feltehetjiik, hogy a > b, azaz a —b > 0. Ekkor az
a+b >0 (azaz a > —b) feltétel miatt a > [b] > 0, tehat

a=la™>b*>b", vagyis a—b" > 0.

(%) jobb oldalan tehéat két nemnegativ szam szorzata &ll, ami szintén
nemnegativ, ezért (x) valoban igaz.
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33. Alkalmazza a szamtani és a mértani kdzép kozotti egyenltlenséget az
(a) esetben az

@ A an an
az ) a3 b an ) R ] a1 )
(b)-ben pedig az
n n n
arp, az, y O

szamokra. Egyenl6ség mindkét esetben akkor és csak akkor van, ha
ar=a=---=a,. N
34. A Cauchy—-Bunyakovszkij-egyenl6tlenséget alkalmazza az
ap = az, ay = bz, asz = cz, a4 := dz,
bi:=a, by:=b, Dbz:=c, byg:=d

szereposztissal.



2.

2.1.

Halmazok, relaciok és
fliggvények

Matematikai logikai alapok

B A-feladatok

35.

36.

(a) Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor téglalap is. Az é4llitas hamis.
(b) Ha egy négyszog téglalap, akkor hurnégyszog is. Az allitas igaz.
(c) Egy négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha téglalap. Az
allitds hamis.

(d) Egy négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha szemkozti szo-
geinek az Osszege 180°. Az allitas igaz.

(e) Minden téglalap atloi felezik egymést. Az éllitas igaz.

(f) Ha egy négyszog atloi nem felezik egymast, akkor a négyszog nem
téglalap. Az allitas igaz. (Mivel a q(x) = s(x) kijelentés igaz minden
x-re, és q(x) = s(x) = —s(x) = —q(x), ezért a —s(x) = —q(x) is igaz
minden X-re.)

(g) Ha egy négyszog hurnégyszog, de nem téglalap, akkor az atloi
felezik egymést. Az allitds hamis. W

L. az allitasok tagadasara vonatkozé megjegyzést a 21. oldalon. W

B B-feladatok

37.

Direkt bizonyitds. Tegyiik fel, hogy —x? + 5x —4 > 0. Ekkor 5x >
> x? 44 >4, ezért 5x > 4, azaz x > 4/5 is igaz. Persze ekkor x > 0
is teljesiil.
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Inverz bizonyitds. Tegylik fel, hogy x < 0. Ekkor 5x < 0, és igy
—x2 4 5x — 4 mint harom nempozitiv szam osszege is < 0.

Indirekt bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az allitdsunk nem igaz. Ekkor
létezik olyan x € R szam, amelyre —x? 4+ 5x —4 > 0, és (mégis) x < 0.
Azonban ha x < 0, akkor 0 < —x? +5x —4 < —x? —4 < —4, igy
ellentmondésra jutottunk. W

Jelolje x € R esetén p(x) a 2x +5 > 13, q(x) az x > 0, s(x) pedig az
x > 50 kijelentést.

(a) Mivel p(x) = q(x), ezért q(x) a p(x)-nek sziikséges feltétele. (Vila-
gos, hogy q(x) nem elégséges feltétele p(x)-nek, mert pl. x = O-ra q(x)
igaz és p(x) hamis.)

(b) Mivel s(x) = p(x), ezért s(x) a p(x)-nek elégséges feltétele. (s(x)
nem sziikséges feltétele p(x)-nek, mert pl. x = 5-re s(x) hamis, p(x)
pedig igaz.)

(¢) Az x >4 a 2x+5 > 13-nak sziikséges és elégséges feltétele (2x+5 >
B3&x>4). 1

a

b

(a) Az implikaci6 igaz, a megforditdsa hamis.

(b) Az implikacio nem igaz, a megforditasa igaz.

(¢) Az implikécio igaz, a megforditdsa nem igaz.

(d) Az implikacio és a megforditasa is igaz. (Az x = 0ésy = 0
ekvivalens azzal, hogy x* +y2 = 0.)

(e) Az implikicié nem igaz, a megforditasa igaz.

(f) Az implikicio igaz, a megforditasa hamis. l

Jeldlje A az ajtok, K pedig a kilincsek halmazat, és p(x,y) azt a kije-
lentést, hogy u rajta van x-en. Ezekkel a jellésekkel a ,minden ajtén
van kilincs” kijelentést igy formalizalhatjuk:

VxeA JyeK: p(xvy),

aminek a tagadasa (1. az allitasok tagadasara vonatkozé megjegyzést
a 21. oldalon):
dxe€e A YyeK: —p(x,y).

Szavakban tehat: ,,van olyan ajt6, amelyen nincs kilincs”. B
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B C-feladatok

41. Mivel minden pozitiv egész x-re s(x) = p(x) és s(x) = q(x), ezért

p(x)-nek s(x) elégséges feltétele,

q(x)-nek s(x) elégséges feltétele,

s(x)-nek p(x) sziikséges feltétele,

s(x)-nek q(x) sziikséges feltétele. W

42. (a) Az allitas igaz. A megforditdsa: Ha egy természetes szam oszt-
haté a-val és b-vel egyarant, akkor a - b-vel is oszthaté. Ez az allitas
nem igaz: példaul 2 |4 és 4|4, de 4 nem oszthato 2 - 4-gyel.

(b) Az allitasunkat p = q alakban igy lehet megfogalmazni: Ha
egy haromszog derékszogl, akkor a befogok négyzetisszege egyenld
az atfogd négyzetével. Fz éppen Pitagorasz tétele, tehat igaz al-
litds. A megforditasa: Ha egy haromszoégben két oldal négyzetisszege
egvenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a haromszog derékszogii.
A kozépiskolai tanulmanyaink soran bebizonyitottuk, hogy ez az allitas
is igaz. W

43. (a) Az allitas tagdésa: Vy € R szamhoz Ix € R, hogy x > y?. Ez
igaz (legyen ui. y € R esetén x := y?), ezért az eredeti allitds hamis.
(b) Az allitas igaz (legyen pl. y :=0), ezért a tagadésa (azaz a ,,Vy € R
szamhoz Ix € R™, hogy x > y?”
(c) Az allitas igaz (legyen pl. x := 0 ésy := 1), ezért a tagadasa (azaz
a,Vx € R és Vy € R esetén x? +y? # 17 allitas) nem igaz.
(Figyelje meg, hogy egy éllitas igaz — vagy hamis — voltat bizonyos
esetekben egyszertibb tigy bebizonyitani, hogy az allitds tagadéasarél

allitas) nem igaz.

mutatjuk meg, hogy az hamis — vagy igaz.) B

2.2. Halmazok

B A-feladatok

44. (a)A#B & (3ac€A: a¢B)vagy (3beB: b&A).
(b)A¢B & JacA, hogya¢dB. W
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45. Hax €R, akkor x2>1& |x| > 1, ezért C = (—oo0, —1] U [1, +00).
A C C, mert Vx € A (azaz x = 1,2,10) esetén [x| > 1 is teljesiil.
A # C, mert 3x € C (példaul x := 3), hogy x € A.
B C C, mert Vx > 1 = x2>1,
B # C, mert 3x € C (példaul x := —1), hogy x ¢ B.
A ¢ B, mert 3x € A (példaul x := 1), hogy x ¢ B.
B ¢ A, mert 3x € B (példaul x:=5), hogy x Z A. B

46. P(A)={0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}. m

47. Mivel P(A) = {0, {a}, {b}, {a,b}}, ezért

P(P(A) = {0, 1}, | {{al}], | {{b}}], {{a,0}},
{0,{a}}, {0,003}, {0,{a,b)}, {{a}, 0},
{{a},{a, b3}, | {{b}{a, b}}],
{0, {a), (o3}, {0, {a), {a,0}}, {0, (b}, {a,b}}, {{a}, {b}, {a,b}},
{0, {a), o), {a,b}}}.

A vastag betdtipussal szedett halmazok a rendezett parok:

{{a}} = (a,a), {{b}} =(b,b),
{{a},{a,b}} = (a,b), {{b},{a,b}} =(b,a). M

B B-feladatok

48. (a) Direkt bizonyitds. Mivel A C B, ezért A\ B =), és B C C miatt
B\ C =0. Az allitas tehat az ) U ) = 0 egyenléségbdl kovetkezik.

(b) Indirekt bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az A, B, C halmazokra A C
C B C C teljesiil, és az allitassal ellentétben (A \ B)U (B \ C) # 0.
Ekkor A\ B # () (azaz Fa € A, hogy a ¢ B) vagy B\ C # 0 (azaz
Jb € B, hogy b ¢ C). Az elsé tehat azt jelenti, hogy A ¢ B, a méasodik
pedig azt, hogy B ¢ C, és ez ellentmond az A C B C C feltételiinknek.
|
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Az allitast indirekt modon igazoljuk. Tegyiik fel, hogy van olyan H-
val jelolt halmaz, amelynek az dsszes halmaz eleme. Ez a H tehat
olyan halmaz, amely énmaganak eleme, azaz H € H. Van tehat olyan
halmaz, amely elemként tartalmazza énmagét. Az ilyen tulajdonsigu
halmazokat nevezziik el tartalmazkodoénak. Az olyan halmazokat
pedig, amelyek énmagukat elemként nem tartalmazzak, nem tartal-
mazkodonak fogjuk nevezni.

Vizsgaljuk most meg, hogy ebbdl a szempontbél milyen halmaz az
Osszes nem tartalmazkodé halmazok halmaza. Ezt a halmazt jeloljiik
S-sel:

S:={XeH|X&X}

Két eset lehetséges: S € S (azaz S tartalmazkodo) vagy S ¢ S (azaz S
nem tartalmazkodo). Ha azt tessziik fel, hogy S tartalmazkodo, akkor
S eleme S-nek. Azonban S elemei a nem tartalmazkodé halmazok,
ezért S nem lehet tartalmazkodé. Ellentmondésra jutottunk, ami azt
jelenti, hogy ez az eset nem lehetséges. S tehat nem tartalmazkodé hal-
maz, azaz S € S. Azok a halmazok azonban, amelyek S-ben nincsenek
benne, S definici6ja miatt, éppen a tartalmazkodé halmazok. Eszerint
S-nek tartalmazkodénak kell lennie. Tehat ismét ellentmondésra ju-
tottunk. Meggondoldsunk szerint S sem tartalmazkodd, sem nem tar-
talmazkodo6 nem lehet. Csak tgy keriilhetjiik ki ezt az ellentmondast,
ha elvetjlik azt a feltételezéstiinket, hogy létezik az 6sszes halmazok H
halmaza. W

Legyen pl. B C A. Ekkor P(AUB) = P(A) és P(A)UP(B) =
=P(A).

Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy P(AUB) = P(A)U
UP(B), de az allitassal ellentétben nem igaz az, hogy A C B vagy B C
C A. Ez azt jelenti, hogy A ¢ B és B ¢ A, azaz vannak olyan a € A és
b € B elemek, amelyekre a &€ B és b & A teljesiil. Ekkor {a,b} € P(AU
UB), de {a,b} € P(A) és{a,b} € P(B). Ezekbdl {a,b} ¢ P(A)UP(B)
kovetkezik. Mivel {a, b} € P(AUB), ezért azt kapjuk, hogy P(AUB) #
#P(A)UP(B). B

Két allitast kell bebizonyitani:

Ha az A,B C X halmazokra fennall az AN BNANB = X egyen-
16ség, akkor ebbél A = B kovetkezik.
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[E]Ha A=BCX, akkor ANBNANB=X.

1gazoldsa. Tegyiik fel tehat, hogy A = B az X egy tetsz6leges

részhalmaza. Ekkor ANB = 0. Mivel 0 = X, ezért ANA = X, tehat
az ANANANA =XNX =X egyenléség valoban teljesiil.

1gazoldsa. Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az

A,B C X halmazokra fennall az ANBNANB = X egyenléség, de az
allitassal ellentétben A # B. Ekkor (i) 3a € A, hogy a & B, vagy (ii)
Jb € B, hogy b € A. Az (i)-beli a elemre a € ANB, azaz a ¢ AN B,
ami viszont ellentmond az ANB N ANB = X feltételiinknek. Az

(ii) esetben is hasonl6 ellentmondasra jutunk, ami az &allitasunk bi-

zonyitasat jelenti. l

B C-feladatok

52.

Azt kell megmutatni, hogy vannak olyan A és B halmazok, amelyekre
A\ B # B\ A. Igen egyszeriien talalhatunk példa(ka)t ilyen halma-
zokra. Legyen példaul A := {1} és B :={2}. Szintén konny( észrevenni
azt, hogy ha A = B, akkor A\ B = B\ A (ti. ekkor A\ B = 0 és
B\ A = (), amit kifejezhetiink tugy is, hogy az A\B = B\ A-nak A =B
egy elégséges feltétele. Vajon fennallhat-e a vizsgilt egyenlGségiink
méas esetben is? Sziikséges-e az A = B feltétel? Azaz: kiovetkezik-e
A\ B =B\ A-bédl az, hogy A = B? Prébdljuk meg ezt indirekt modon
bebizonyitani.

Tegyiik fel tehat, hogy A\ B =B\ A, de A # B. Ekkor vagy az igaz,
hogy (i) 3a € A, hogy a € B, vagy pedig az, hogy (ii) 3b € B, hogy
b & A. Az els6 esetben a € A\ B és a € B\ A, ami ellentmond az
A\ B = B\ A feltételiinknek. A masodik esetben is hasonlé ellent-
mondést kapunk, ami azt jelenti, hogy A\ B =B\ A = A =B, azaz
A =B az A\ B =B\ A egyenl6ségnek sziikséges feltétele is.
Bebizonyitottuk tehat azt, hogy az A\ B = B\ A egyenl6ség akkor és
csak akkor teljesiil, ha A =B. B

P(P(P0)) =P(P({0}) = P({0,{0}}) = {0, {0}, {{0}}, {0,{0}}}. ™

(a) Tegytik fel, hogy A C B, éslegyen X € P(A) egy tetszileges
elem. Ekkor X C A C B, ezért X € P(B), igy P(A) C P(B).
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Tegytik fel, hogy P(A) C P(B), és vegyiink egy tetszbleges a € A
elemet. Ekkor {a} C A, azaz {a} € P(A). Tehat {a} € P(B), azaz
{a} C B is teljesiil, ami azt jelenti, hogy a € B. Ezekbdl kovetkezik,
hogy A C B is fennall. B

(b) Az (a)-bol kovetkezik. W

(¢) Elgszor megmutatjuk, hogy a bal oldali halmaz részhalmaza a
jobb oldali halmaznak:
(i) Feltehetjiik, hogy P(A N B) # (). Ha X € P(A N B), akkor
X C AN B, ami azt jelenti, hogy X C A és X C B, azaz X € P(A) és
X € P(B), tehat X € P(A)NP(B). Ebbdl kivetkezik, hogy P(ANB) C
C P(A)NP(B).

Most azt igazoljuk, hogy a jobb oldali halmaz részhalmaza a bal oldali
halmaznak:

(i) Ismét feltehetjiik, hogy P(A) N P(B) # (. Legyen most
Y a P(A) NP(B) halmaz egy tetszGleges eleme. Ekkor Y € P(A) és
Y € P(B), ami azt jelenti, hogy Y C A ésY C B, ésigy Y C ANB,
azaz Y € P(ANB). Ebbdl kivetkezik, hogy P(A)NP(B) C P(ANB).

(i) és (ii)-bol kovetkezik, hogy a két halmaz egyenls. B

(d) Feltehets, hogy P(A) U P(B) # 0. Ha X € P(A) U P(B), akkor
X € P(A) vagy X € P(B), azaz X C A vagy X C B. Ekkor viszont
X C AUB, azaz X € P(AUB) teljesiil, ezért P(A)UP(B) C P(AUB).
Prébdljuk meg a forditott iranyn tartalmazast is igazolni. Legyen X €
€ P(A UB) egy tetszéleges elem. Ekkor X C A U B. Ebbgl azonban
nem kovetkezik az, hogy X C A vagy X C B. (Adjon példat ilyen
halmazokra!) Ez azt ,sejteti”, hogy a forditott iranyu tartalmazas nem
1gaz, ami azt jelenti, hogy vannak olyan A és B halmazok, amelyekre
P(AUB) ¢ P(A)UP(B) teljesiil. Konnyti talalni ilyen halmazokat.
Legyen pl. A := {1} és B := {2}. Ekkor {1,2} € P(AUB), de {1,2} &
ZPA)UP(B). R

Ha a =c és b = d, akkor az (a,b) = (c,d) egyenléség mindkét
oldaladn ugyanaz a halmaz all.

Induljunk ki most abbol, hogy (a,b) = (c,d). Két eset lehetséges:
(i) a =D, illetve (ii) a # b.
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(i) Ha a = b, akkor (a,b) = {{a}}, azaz (a,b) egyelemi halmaz.
Ez forditva is igaz: ha (a,b) egyelemt halmaz, akkor {a} = {a, b}, igy
b € {a}, tehat b = a. Az (a,a) = (c,d) egyenlGség miatt (c,d) is
egyelemi halmaz, azaz ¢ = d. Igy fennall az {{a}} = {{c}} egyenléség,
amely pontosan akkor teljesiil, ha a = c. Az a = b esetben tehét
a=b =c =d, vagyis ekkor valéban a =c és b = d.

(ii) Ha a # b, akkor (a,b) kételemid halmaz, tehat kételemd a
vele egyenl§ (c, d) is, azaz ¢ # d. Mivel (a, b)-nek és (c, d)-nek is pon-
tosan egy egyelemt és egy kételemd halmaz az eleme, ezért egyenlGség
kozottiik akkor és csak akkor lehetséges, ha a két egyelemd, illetve a
két kételemii halmaz egyenls, azaz ha {a} ={c} és {a, b} ={c,d}. De az
els6 egyenldséghdl a = ¢ adodik, a méasodikbol pedig az {a, b} = {a, d}
egyenlGség alapjan azt kapjuk, hogy b € {a, d}, de mivel b # a, ezért
b =d. Tehat mostisa=c és b =d.

Az &llitast tehat bebizonyitottuk. W

A rendezett harmast ugy érdemes értelmezni, hogy igaz legyen a kovet-
kez6: két rendezett harmas akkor és csak akkor egyenld, ha a kompo-
nenseik rendre megegyeznek. Ha (a,b,c) definicidja a kézenfekvinek
tins {{a}, {a, b}, {a,b,c}} halmazrendszer lenne, akkor példaul az

(1,2,1) ={{1}, {1,2}, {1,2,1}} = {{1}, {1,2}}

és az
(1,1,2) = {{1 1,1}, {1,1,2}}:{{1}, {1,2}}

harmasok nem lennének kiilonbozék.

(Erdemes meggondolni, hogy a rendezett harmas (a, b, c) := ((a, b), C)
értelmezése esetén méar igaz lesz az egyenl@ségre vonatkozd, fentebb
emlitett allitas.) WA

A definici6 szerint (a,b) := {{a},{a,b}}. Mivel a € A és b € B, ezért
{a} € A C AUB és {a,b} C AUB, azaz {a},{a,b} € P(A UB).
Ezt irhatjuk dgy is, hogy {{a},{a,b}} C P(AUB). Az {{a},{a,b}}
halmaz tehéat eleme a P(A U B) halmaz hatvanyhalmazanak, azaz
{{a},{a,b}} € P(P(AUB)). W

Ha A = () vagy B = 0, akkor az allitas igaz, mert ekkor A x B = ()
¢s B x A = (). Megmutatjuk azt, hogy ha A és B nemiires halmazok,
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2.3.

akkor
AxB=BxA & A =B.

Valéban, ha A = B, akkor A x B =B x A nyilvan igaz. Megforditva,
tegylik fel, hogy A x B = B x A, és az allitassal ellentétben A # B.
Ekkor van olyan a € A, amelyre a ¢ B, vagy pedig van olyan b € B,
amelyre b € A teljesiil. Vélasszuk pl. az els6 esetet. Ha most vesziink
egy b € B elemet (ilyen van, mert B # ()), akkor (a,b) € A x B, de
(a,b) €B x A, azaz A x B #B x A, és ez ellentmondas. W

Relacidk és fiiggvények

B A-feladatok

60.

Azs={(k,n) e N*[n=k+6}={(kk+6) € N*| k € N} relacio
egy (k,k+6) eleme pontosan akkor tartozik hozza az v relacidhoz, ha
k + 6 oszthato k-val. Ez csak ugy lehetséges, ha k = 1,2, 3 vagy 6,
ezért TNs ={(1,7), (2,8), (3,9), (6,12)}. M

ros={(x,(2x+1)?) eR*[xeR}. B

Mivel A x B = {(0,1), (0,2), (1,1, (1,2)}, ezert

P(A x B) = {V), {(0, 1)}, [{(0,2)}|, {(1,1)}|, |{(7,2)}],

{(0,1),(0,2)}, {(0,1), (1, 1)}, [{(0,1),(7,2)]

’{(0,2), (1, D)}, {(0,2), (1,2)}, {(1,1),(1,2)},
{(0,1),(0,2), (1,1}, {(0,1),(0,2),(1,2)},
{(0,1),(1,1),(1,2)}, {(0,2),(1,1),(1,2)},

((0,11,(0,2),(1,1,(1,2)}}

b

A vastag betdtipussal szedett relacidk fliggvények, a tobbi nem az. A
bekeretezett relaciok — és csak azok — az invertalhatd fliggvények. M
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63.

Az A x B relacio akkor és csak akkor fiiggvény, ha B egyelemi halmaz.
Az A x B relacié pontosan akkor invertalhato fiiggvény, ha az A és a
B is egyelemd halmaz. B

Az allitds nem igaz. Nem invertalhaté fliggvényeknél fordulhat eld
ilyen eset. Ha peldaul f(x) := x? (x € R), akkor a C := {2} halmaz f
altal létesitett képe az

fIC] ={f(x) |x € C} ={4}
halmaz. Ennek az f 4ltal létesitett dsképe azonban az
4] = {x € Dr [ f(x) € 4)} = {x e R |’ =4} = {-2,2}

halmaz, ami nem egyenls A-val. Bl

B B-feladatok

65.

Halmaz fiiggvény altal létesitett képének a definicioja (1. 32. oldal)
szerint

f[C] = ][0, 1]]
={f(x) eR|x e [0,1]}
={3x2—2eR|0<x <1}

Minden x € [0,1] szamra 3-0—2 = -2 < 3x2—-2<3.1-2= 1, ezért
fIC] C [-2,1]. A forditott irdnyu tartalmazas megvizsgalasa végett
vegyiink egy tetszéleges y € [—2,1] szamot. Ekkor 3x> —2 =y, ha

x =++/(y+2)/3. Mivel \/(y +2)/3 € [0,1], és f ezen a helyen éppen

y-t vesz fel, ezért y € f[C] is fennéll, azaz [—2, 1] C f[C]. Megmutattuk
tehat azt, hogy f[C] = [-2,1].

Az 6skép meghatérozasihoz is a definiciot (1. 32. oldal) hasznéljuk:

f1[Cl =f"[[0,1]]
={x € D¢ | f(x) € [0,1]}
=(xeRI0O<IHK—2< 1}

f71[C] tehat a 0 < 3x2 —2 < 1 (x € R) egyenldtlenség-rendszer

megoldashalmaza, ezért f~1[C] = [\/5,1]U [—1,—\/%_

pro
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68.

(Erdemes a koordinéta-rendszerben szemléltetni az f fiiggvényt, és a
megfelels tengelyeken a C, az f[C] és az f1C] halmazt.) W

Feltehetjiik, hogy C # (). Ha x € C, akkor f(x) € f[C], és ebbdl
x e f! [f[C]] kovetkezik, tehat C C ! [f[C]] valéban fennill minden
f fliggvény és minden C C A halmaz esetén.

Most megmutatjuk, hogy egyenléség akkor és csak akkor teljestil
minden C C A halmagzra, ha f invertalhato.

El6szor tegyiik fel, hogy f invertalhato, és legyen x € £~ [f[C]].
Ekkor f(x) € f[C], és ebbdl f invertalhatosaga miatt x € C kovetkezik,
tehat 1 [f [C]] C Cis fennall. A megoldas elsé részének felhasznalasa-
val kapjuk, hogy [f[C]] =C.

Ezutén tegyiik fel, hogy minden C C A esetén f~! [f[C]] =C, de
az allitdssal ellentétben f nem invertalhato. Ekkor van olyan u,v € A,
u # v, amelyre f(u) = f(v). Jeloljik ezt a kozos értéket y-nal, és
legyen C := {u}. Ekkor f[C] = {y} és ! [f[C]] D {u,v}, igy w #v
miatt C # ! [f[CH, és ez ellentmondas. W

(a) A definicié kozvetlen kovetkezmeénye. B

(b) Azt mutatjuk meg, hogy
(i) f'[D;uUDy] Cc DU [Dy] és
(ii) f'[D7] U f'[Dy] C D7 UDyl.

(i) Elég azt az esetet vizsgalni, amikor a bal oldalon nem az
tires halmaz all. Legyen f-1[D; U D3] #0ésxe f~1[D; U D3] tetszés
szerinti. Ekkor f(x) € Dy U D3, azaz f(x) € Dy vagy f(x) € Dy. Ez
azt jelenti, hogy x € f71[Dq] vagy x € f'[D,]. Tehat x € f~1[D;] U
Uf~'[D,l, igy f[D;UD,] € f1[Dq] U f1[D2] valéban teljesiil.

(ii) Elég azt az esetet vizsgalni, amikor a bal oldalon nem az iires
halmaz 4ll. Legyen fIDJUf 1D #Besx € £ 1D JUf Dy egy
tetszéleges elem. Ekkor x € f~1[D;] vagy X € 1 [D,], azaz f(x) € D;q
vagy f(x) € Dy, amibdl f(x) € Dy U Dy kivetkezik. Ez pedig azt
jelenti, hogy x € 1 [D1UD3], ezért f1 [D4] uf? [Dy] C 1 [D;UD3]
is igaz. W

(c) és (d) a (b)-hez hasonléan bizonyithato. B

(a) A definicio kozvetlen kovetkezmeénye.
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(b) Megmutatjuk, hogy
(i) f[Cq U Cy] C f[Cq] U f[Cy] és
(ii) f[C1] UF[C2] C f[Cq U Cal;

és ez azt jelenti, hogy a (b) éllitas valoban igaz.
Mind a két tartalmazasi relacio igazolasakor elegends a C; U Cy # ()
esetre szoritkozni: ebben — és csakis ebben — az esetben (b) mindkét
oldalan nemdtires halmaz all.

(i) Legyen y € f[Cy U Cy]. Ekkor van olyan x € C; U Cp, hogy
f(x) = vy, azaz van olyan x7 € Cj, amelyre f(x1) =y, vagy pedig
van olyan x2 € Ca, amelyre f(x2) =y teljesiil. Tehat y € f[Cq] vagy
'S f[Cz], vagyis y € f[Cq] U f[C3]. Ezért f[C71 U Cy] C f[Cq] U f[C3l.

(ii) Legyen y € f[Cq] U f[Ca]. Ekkor y € f[C4] vagy y € f[C2l.
Létezik tehat olyan x7 € Cy, amelyre f(x1) = y, vagy pedig létezik
olyan x; € Cj, amelyre f(x2) = y. Igy van olyan x € C; U Ca,
hogy f(x) = y, ami azt jelenti, hogy (f(x) :)y € f[CUCy. Az
f[C1] U f[C3] C f[Cq U Cy] relacié tehat valoban fennall. W
(c) Ha f[Cy N Cal = 0 (azaz C; N Cy = 0), akkor az allitas nyilvan
igaz. Az f[C1 N Ca] # 0 esetben legyen y € f[C1 N Cyl. Ez azt jelenti,
hogy van olyan x € Cq; N Ca, hogy f(x) = y. Igy mind x € Cy,
mind x € Cy fennall, tehat y = f(x) € f[Cq] é&s y = f(x) € f[C)]
egyarant igaz, amibdl az kovetkezik, hogy y € f[Cq] N f[Cy], tehat
fIC1 N Cyl C fI[Cq] N f[C3] valoban teljesiil.
A C jel helyett altaldban nem irhatjuk az = jelet. Valéban, ha van
olyan x1 és x2(# x1) eleme az f fliggvény értelmezési tartomanyanak,
hogy f(x1) = f(x2) (azaz ha a fiiggvény nem invertalhato), akkor a
Cq := {x1}, C2 := {x2} valasztas mellett f[C; N Cyl = 0 # {f(xq)} =
=Tf[C{]NA[C,]. N

(d) a (c)-hez hasonléan igazolhato. B
Az invertalhatosag igazolasa. Jeloljiik f-fel a megadott fliggvényt.
Nézziik meg el6szor azt, hogy az f(x) = f(t) egyenldség milyen értel-
mezési tartomdnybeli x és t esetén teljesiil:
fx) =f(t) <= x2—2x+3=t?-2t+3
= (x—t)ix+t—-2)=0 & x=t vagy x+t=2.

Ha x,t € D¢, azaz x < 0 ést <0, akkor x +t < 0, ezért Vx,t €
€ Ds esetén f(x) = f(t) & x = t, ami azt jelenti, hogy f invertalhato.
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Az inverz fiiggvény elgallitdasa. Meg kell hataroznunk a Dg 1
halmazt. Ez Re-fel egyenls. Konnyen kialakithatjuk azt a sejtést,
hogy R¢ = [3,+00). (Abrazoljuk pl. f-et a derékszogii koordinata-
rendszerben.) Ezt az egyenlGséget igy bizonyithatjuk be: ha x € Dy
(azaz x < 0), akkor f(x) = x? —2x +3 > 3, azaz R¢ C [3,+00).
Forditva:

3,+00) CRf <<= Vye€l3,+00) elemhez dx € Df : f(x) =vy.
Ez azonban igaz, mert
flx)=y < x*—2x+3—-y=0 S xip=1+vVy—2,

ésy > 3 miatt x =1 —/y—2 < 0. Megmutattuk tehat azt, hogy
Re¢=Ds1 = (3, +00).

Az inverz fiiggvény definicioja alapjan minden y € D1 esetén £~ (y)
az az egyértelmiien meghatarozott x € Dg érték, amelyre f(x) = y
teljesiil. A fentiek szerint igy ' (y) = 1—v/y — 2. Az inverz fiiggvény

tehat az
f1:[3,400) 2y — 1—y/y—2

fliggvény. W
Tegyiik fel, hogy f invertalhato, és az allitassal ellentétben
fIATTNf[AZ] # 0.

Ekkor az f[A;] N f[A,] halmaznak van (legalabb) egy y eleme, igy
y € fl[Aq] és y € fl[A;]. Ez azt jelenti, hogy Ix; € Aj ugy, hogy
f(x1) =y és Ixz € Ay agy, hogy f(x2) =y. Mivel A1 N Az =0, ezért
X1 # X2, és ez ellentmond annak, hogy f invertalhato.

Az allitas megforditasanak igazolasdhoz tegyiik fel, hogy f[A1] N
Nf[A2] = (0. Megmutatjuk, hogy az adott feltételek mellett f invertal-
hat6. Legyen x,t € A, x # 1. A kivetkezs esetek lehetségesek:

(i) xeAjésteAy,

(i) xeAzéste Ay,

(iii) x € AjésteAs.

Az elsé és a masodik esetben az f|5, és az f|5, invertalhatosdgdbol
kovetkezik, hogy f(x) # f(t). A harmadikban az f(x) # f(t) azért
igaz, mert f[A7]NT[AZ] =0. B
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71.

Abrazoljuk az f fiiggvényt a derékszogi koordinata-rendszerben. Azt
a szemléletesen nyilvanvalo tényt, hogy f invertdlhatd, az el6z6 feladat
eredményének felhasznalasaval bizonyitjuk be. Legyen Aq := (—o0,0]
és Ay = (0,4+00). Ekkor AjUA, =R =D és A1 N A, = (), tovabba
az f|a, és f|a, fliggvények invertalhatok (miért?). Mivel

flAl ={f(x) e ReIx € Ay} ={x € R[x < 0} = (—00,0],

fJA ={f(x) e Re|x € Axt={x+1€R|x>0}=(1,+00),
ezért f[A7] N f[A2] = (—00,0] N (1,400) = 0, és ez azt jelenti, hogy f
invertalhato.

Az inverz fiigguény elédllitdsdhoz elészor £~ értelmezési tartomanyat
kell meghatarozni. Tudjuk azonban, hogy Dy 1 = R¢. Kolcsonos
tartalmazassal egyszeriien bizonyithato, hogy

R¢=(—00,0] U (T,+00) = D¢ 1.

Az inverz fiiggvény definicioja alapjan minden y € Dy 1 esetén £~ (y)
az az egyértelmien meghatarozott x € D¢ érték, amelyre

X, ha —co<x <0
y=f(x) =
x+1, hald<x<+4o00

teljesiil. Az y € Ry paraméter esetén ennek megoldasa x = y, ha
—co<y<0ésx=y—1 hal<y<+oo. Az inverz fiiggvény tehat

y, ha —co <y <0

D1 = (—00,0lU (1, +0), —
w1 = (o0, AU %), Y {y—], hal<y<+oco. R

Jelolje 71 : Ry — Dy az f inverz fiiggvényét, és legyen D C Ry egy
tetszbleges halmaz. Ennek f altal 1étesitett Gsképe:

{x € Df| f(x) € D}.

Mivel R¢—1 = D és minden x € Ry = Ds esetén x = f'(y) &
& f(x) =y, ezért a D halmaz £~ fiiggveény altal létesitett képe pedig:

fy)eRe lyeDl={xeDs|3yeD, 'y =x} =
={xeD¢|JyeD, flx) =y} ={x e D¢|f(x) € D}
A széban forgd két halmaz tehat valoban megegyezik. B
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Az f o g kompozicio képezhetd, mert Ry = [0,+00) (igazoljal) és
D¢ = (—oo,1] miatt D NRg = [0,1] # 0. Mivel f o g értelmezési
tatomanya

(x €Dyl g(x) €D} ={x e R|x* <1} =[-1,1],

ezért
fog:[-1,113x— f(g(x)) = V1 —x2.

A g o f kompozici6 is képezhets, mert R¢ = [0, 1] (igazoljal) és
Dy =R miatt RN Dy # 0. A gof fiiggvény értelmezési tartomanya

{x € D¢ | f(x) € Dg} ={x € (=00, 1] | V1 —x € R} = (—o00, 1],
ezert
gof:(—00,113xm g(f(x)) = (VI—x)*=1-x.

(Figyelje meg, hogy fogs#gof.) B

Legyen u:= (fog)ohésv:=fo(goh). Az u fiiggvény az f o g kiilss
és a h bels6 fiiggvény komporzicidéja. Az f o g kiils§ fiiggvény szintén
osszetett fiiggvény, amelynek Dyog értelmezési tartoménya Ry C Dy
miatt Dg-vel egyenlé: Dig = Dy. Ez tartalmazza Rp-t, amibdl
u definicioja alapjan kovetkezik, hogy D, = Dp. Teljesen hasonld
okoskodassal az is belathaté, hogy D, = Dy, vagyis Dy = D,. Més-

részt, barmely x € Dyp(= Dy, = D,) esetében az Osszetett fliggvény
értelmezése alapjan azt kapjuk, hogy

u(x) = ((fog)oh)(x) = (fog)(h(x)) = f(g(h(x))),
v(x) = (fo(goh))(x) =f((goh)(x)) = f(g(h(x))),

vagyis u(x) = v(x) (x € Dy = D,), ami azt jelenti, hogy u = v, és
ezzel az allitast bebizonyitottuk. W

(a) Az £~ értelmezése szerint Vx € R (= Ds) esetében pontosan
egy olyan y € D1 (= R¢) elem van, amire x = f~'(y) teljesiil. Ez az
y = f(x) elem. Az ! fiiggvény tehat invertalhato, és

(FN D= R,  xery, amelyre f'(y)=x,
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vagyis x-hez (f_])_] éppen f(x)-et rendeli hozzéa. Ez azt jelenti, hogy
(FH) '=f m

(b) Mivel R¢ = D¢-1, ezért D¢—1,¢ = D¢. Legyen x € Ds és y := f(x).
Ekkor f~'(y) = x miatt

(fFlof)x)=f(fx)) =f "(y)=x  (x€Dy),

ami azt jelenti, hogy f~'of =id ip,- 1

(c) Mivel R¢1 = Dy, ezért Deyp-1 = Dg1 = Ry Legyeny € Ry
és x .= f1(y). Mivel f invertalhato, ezért f(x) =y, tehat

(fof N =FfFf"W)=fx)=y  (yeRy,
ami azt jelenti, hogy fo ™! =id R, W

(Az f és a g fiiggvényeket érdemes Venn-diagramokkal is szemléltetni!)
Az Ry C Dy feltételiinkbdl kovetkezik, hogy Diog = Dy.

Igazoljuk, hogy az f o g fliggvény invertalhato. Tegyiik fel, hogy
valamely X,y € Dfog esetén (fo g)(x) = (fog)(y), azaz f(g(x)) =
= f(g(y)). Mivel f invertalhato, ezért ez csak dgy lehetséges, ha
g(x) = gl(y). Mivel g invertalhato, ezért ebbdl az kovetkezik, hogy
x =y. Igy f o g valéban invertalhato.

Az Ry C Dy feltételiink miatt Dg,q)-1 = Rfog = f[Rgl. A g~ Tof
kompozicid képezhets, mert

qu ﬂ'ng = Dmeg = Rg 7'5 (b,
tovabbé
Dy-1op1 = {x € Ds1 | f_1(x) € 7.7971}
={x € Re| f(x) € Ry}
={fly) e R¢ly € Ry}
:f[Rg])

Vo 71 egyenldség két oldalan allo fiiggvények

tehat az (fog)™ ' =g~
értelmezési tartomanyai megegyeznek.

Most megmutatjuk, hogy

) -1 1
(¥) YY € Digog)-1 = Dg-10¢-1 esetén (fog) '(y) = (g Tof 1) (y).
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Legyen Yy € D(goq)-1 €8 x 1= (f o g)_1 (y). Ez azt jelenti, hogy

(fog)(x) =f(g(x)) =v.

Mivel f invertalhato, ezért g(x) = f~'(y), amibdl g invertalhatosaga
miatt x = g~ (f*1 (y)) = (g*‘ ) f*])(y) kovetkezik, ezért () valéban
igaz.

A feladat allitasasait tehat bebizonyitottuk. W

B C-feladatok

78. s pontosan akkor rendezési relacio, ha f injektiv, és akkor és csak akkor
teljes rendezés, ha f: A — B bijekcio. B

79. A definiciok alapjan

fC] = O} = {£(x) € R| x € {0}) = {F(0)}
-2

fNICl={xeR|f(x) e C}={x e R|f(x) € {0}}
=xeR|f(x)=0}={xeR|[2—x—x*>=0}
={1,-2}.

Az f[A] halmaz pontosan akkor egyelemt, ha A egyelemtd. Az f~[A]
egyelemii halmaz akkor és csak akkor, ha A = {%}. |

80. Halmaz fliggvény altal létesitett képének a definicioja (1. 32. oldal)
szerint

abs [[-1,2)] ={abs(x) e R[x € [-1,2)} =
(M eR|-1<x<2}

Mivel minden x € [—1,2) esetén 0 < |x| < 2, ezért abs[ -1,2 )] C

C [0,2). A forditott iranyt tartalmazas is igaz, mert ha y € [0, 2 ) egy
tetszbleges szam, akkor —1 <y < 2 és y = |[y| miatt y € abs [ }
is fennall, tehat [0,2) C abs [[ 1,2)]. Ezért

abs [[—1,2)] =10,2).
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A soron kovetkezd halmazt ismét a definicié (1. 32. oldal) alapjan igy
irhatjuk fel:

abs ™' [(1,4)] ={x e R||x| € (1,4)} = {x e R |1 < |x| < 4.

Ez utobbi halmaz tehat az 1 < [x| < 4 egyenl6tlenség-rendszer megol-
dashalmaza: (—4,—1)U (1,4). Ezért

abs ™' [(1,4)] = (—4,-1) U (1,4).

Hasonléan igazolhaté, hogy
abs ' [[-1,2]] = [-2,2l.

(Abréizolja koordinata-rendszerben az abszolutérték-fiiggvényt, és a
megfelel§ tengelyeken is szemléltesse a kapott intervallumokat.) W
1Dl =[1,1]. m
Halmaz fliggvény altal létesitett képének a definicioja (1. 32. oldal)
alapjan

f[la,b]] ={f(x) e R|x € [a,b]} ={3x+ 1 € R|x € [a,b]}.
Ha a < x <b, akkor f(a) =3a+1<3x+1<3b+1="F(b), ezért

f[la,b]] C [f(a), f(b)]. Forditva: hay € [f(a),f(b)] = [Ba+1,3b+1],
akkor 3x + 1 =y alapjan x = y—g] Mivel

3a+1-1 y—1 3b+1-1
¢ 3 -7 73 =7 3

ezért y € f[[a,b]] is teljesiil, igy [f(a),f(b)] C f[[a,b]] is igaz. Azt

kaptuk tehét, hogy

b,

f[[a,b]] = [f(a),f(b)] =[3a+1,3b+ 1] minden a < b esetén.

Az [a,b] C R halmaz f altal létesitett Gsképe:

f1[[a,b]] ={x € Ds| f(x) € [a,b]} ={x e R|a <3x+1<b}
a—1 b—1
=l
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A 68. feladat (c) allitasa szerint az f[Cq N Ca] C f[Cq] N f[C] relacio
minden f: A — B fiiggvényre és minden Cq, C2 C A halmazra teljesiil.
Azt kell tehat megmutatni, hogy a forditott tartalmazés akkor és csak
akkor igaz, ha f invertalhato.

Legyen f invertalhato és y € f[Cq] N f[Ca] # (). Ekkor y € [Cq]
és y € f[Ca]. Mivel minden y € B esetén legfeljebb egy olyan x € A
létezik, amelyre y = f(x), ezért van olyan x € C; N C; elem, amelyre
y = f(x) teljesiil, ami azt jelenti, hogy y € f[C; N Cy]. Ezért

f[C1] NAICa] C fIC1 N Cal.

Az allitds megforditasat indirekt modon bizonyitjuk. Tegytiik fel,
hogy minden Cy,Cz C A halmazra f[C;] N f[C2] C f[C; N Cyl, de az
allitassal ellentétben f nem invertalhato. Ekkor van olyan u,v € A,
u # v, amelyekre f(u) = f(v) teljesiil. Jeldljiik ezt a kozos értéket
y-nal, és legyen Cq := {u}, C2 := {v}. Ekkor f[C; N C3] =0 és f[C;] N
Nf[Cy] = {y}, ezért ezekre a halmazokra nem teljesiil az f[C1]Nf[C,] C
C f[C1 N Cy] feltétel. M

Ha f[f*] [D]] = (), akkor f[f*] [D]] C D nyilvan teljesiil. Ha D C B és
f[f_1 [D]} # (), akkor
yef[f'D]] = 3Ixef D] gy, hogy f(x)=y =
= y="f(x) €D, azaz f[f '[D]] c D
valéban fennéll minden D C B halmazra.

A feladat masodik része igy irhat6: ha f : A — B tetszéleges fliggvény,
akkor
VD C Besetén f[f'[D]] =D &= R¢=B.
Legyen D := B. Ekkor f~1[B] = Dy és f[D¢] = R¢. Az egyenlség
erre a D halmagzra is teljesiil, ezért f [f*1 [B]] = B = R valéban fennall.
A feladat els6 része miatt elég megmutatni azt, hogy
VYD C B(=R¢) esetén D C f[f'[D]].
Feltehets, hogy D a B halmaz egy tetsz6leges nemiires részhalmaza.
Ekkor
yeDCB=R¢ = dx € D¢, amelyre f(x) =yeD =
=xecf'[D] = f(x)ef[f'[D]], és
y = f(x) miatt y € f[f'[D]] is fennall, azaz D C f[f '[D]]. W
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86.

A definicié szerint
f IR = {x € Ds| f(x) e R{} = {x e R|f(x) > 0}.
Mivel
{xeR|[f(x) >0} =R <= Vx€Resetén f(x) >0,
ezért azokat az o € R szamokat kell meghatarozni, amelyekre az
f(x) = (o + 1)x* + (20 + 3)x + 1> 0

egvenl6tlenség minden x valds szdmra fennall.

Ha a(ax + 1) # 0, azaz o« # 0 vagy o # —1, akkor x-ben masod-
foka egyenlGtlenségrsl van sz6. Az x-ben masodfokt polinomfiiggvény
minden valés x-re akkor és csak akkor nemnegativ, ha a képe olyan
feliilrdl nyitott parabola, amelynek legfeljebb egy kdzos pontja van az
x tengellyel. FEz azt jelenti, hogy a f6egyiitthatéja pozitiv, és nincs
két kiilonboz6 valés zérushelye. Ez utébbi azzal ekvivalens, hogy a
diszkriminénsa nempozitiv. Azokat az o € R\ {0, —1} szamokat kell
tehat meghataroznunk, amelyekre

ala+1)>0  és (2oc+3)%> —4da(ox+ 1) < 0.

Ennek az egyenlétlenség-rendszernek a megoldasa: o < —%.

Ha o = 0, akkor a 3x + 1 > 0 egyenlGtlenséget kapjuk. Ez
nem minden x € R esetén teljesiil, tehat &« = 0 nem megoldasa a
feladatnak.

Ha o = —1, akkor az x + 1 > 0 egyenlStlenséget kapjuk. Ez
nem minden x € R esetén teljesiil, tehat « = —1 sem megoldasa a
feladatnak.

A feladat megoldasa tehdt o — % |
Azt kell bebizonyitani, hogy az f(x) = f(t) egyenlség a (—1,1) inter-

vallumbeli x és t szdmokra akkor és csak akkor teljesiil, ha x =t. Ha
x,t € (—1,0], akkor

X _ t X t
T—x  1—[t T+x 1+t
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Ha x,t € (0,1), akkor
X t X t
f(x) = f(t = — = =1
I=f) & 7oy F T e O %

Ha x € (—1,0] és t € (0,1), akkor f(x) = f(t) nem allhat fenn. Az f
fliggvény tehat invertalhatd. W

89. Jeloljiik f-fel a megadott fiiggvényeket. Elég megmutatni azt, hogy
Ds-nek van két olyan kiilénb6z§ pontja, amelyekben a fliggvényértékek
megegyeznek.
(a) Mivel X2 —7x +12 = (x — 3)(x — 4), ezért f(3) = f(4) = 0 és
3,4€Ds. N
(b) Mivel X2 =5 = t> =5 & x = t vagy x = —t, ezért peldaul
f() ( 1V=—4é—-1,1e¢Ds. R
(c) f(1) =f(-1)=v8és1,-1Ds. N
(d) f(0)=f(1)=0¢és0,1€Ds. A

90. @)‘ —2(yeR). &
b fT:Ray— (1—(y—23"". =

2y +1

© RISy o D

(d) Invertdlhatosdg: Legyen x,t € (—1,1). Ekkor

x—1\2 t—1 x—1 t—1
=0 ()= (20 = i -
) =10 = (7% T+t Txl 1T+t

Mivel x,t € (—1,1), ezért

x—1 1—x t—1 1—t

— | = 0) ¢& — = 0

1+x‘ Tx O s T G0
18y 1 1—t

J— X —
f(x) =f(t — =t,
) (t) T4+x 14+t = x=

ami azt jelenti, hogy f invertdlhato.
Az inverz elédllitdsa: Nyilvanvald, hogy f(x) > —1 (x € (—1,1)). Nem

nehéz kialakitani azt a sejtést, hogy R¢ =

(—1,4+00) (ui. ha x ,kozel”

van (—T1)-hez, akkor f(x) ,nagy”). Vegyiink tehat egy tetszéleges y €
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€ (—1,400) szamot, és vizsgaljuk meg, hogy ehhez van-e olyan x €

€ Df = (—1,1), hogy f(x) =y. Neézziik:

x—1\2 x—1 x
=y = (355) 1=y [ | = vue
xe(-1,1) 1 —x T—vy+1
=/ = x= — .
TSR RV
Mivel y € (—1,400), ezért
1 — VU4
_]<X:7y—f—]<]
T+vy+1

is teljesiil, ui. ez egyenértékd a nyilvidnvald
A= Vy+T<1—Vy+T<T+y+1
egyenlGtlenség-rendszerrel. Megmutattuk tehéat azt, hogy
Ri=(—1,4+00) =Ds 1.

A fentiek alapjan f inverze az

_ T—vVy+1
fli(=1,00)3y —» —Y2—
Fhed 2y AT
fliggvény. W
3y+5
(e) Dp1 =[-4,1], ym— )
g—h ha2<y<1 W
y, ha —co <y <1

() D1 =R, y—= VY hal<y<16
vo hale <y < +4oco. R

3
(a) Vegyiik észre, hogy
X3B+6x?+12x=(x+2)>—-8 (x€eR).
Ezt felhasznalva mar nyilvanvalo, hogy
Vx,t € De(=R) esetén f(x) =1(t) &
= (x+2°-8=(t+2P-8 = x=t,

és ez azt jelenti, hogy az f fliggvény invertalhato.

€(-1,1)
—
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Az inverz fliggvény meghatarozasahoz az f értékkészletét kell megal-
lapitanunk. Konnyen kialakithatjuk azt a sejtést, hogy R¢ = R
(Képzeljiik el pl. az f fiiggvény képét a derékszogi koordinata-rend-
szerben.) Most igazoljuk ezt az éllitast. Nyilvanvalo, hogy R¢ C R.
A forditott irdnyud tartalmazis igazolasahoz vegyiink egy tetszGleges
y € Rszamot. Az f(x) = (x+2)>—8 =y egyenldség x = /y + 8—2 €
€ R(= D) esetén teljesiil, ami azt jelenti, hogy y € R¢. Ezért R C Ry.
Igazoltuk tehat azt, hogy R¢ =R, igy Ds1 = R(= R¢). Mivel

Yy € Ds1 esetén Ty =x &= flx)=y <= x=3y+8-2,
ezért f1(y) = Yy + 8 — 2. Az f fiiggvény inverze tehat az

fT:Roym— Jy+8-2

fliggvény.

(b) Az x3—3x2+3x+4 = (x—1)3+5 (x € R) azonosséag felhasznalasaval
hasonl6 médon lathatjuk be, hogy

fTT:Roy—= /y—5+1.1

Minden «, p € R és x,t € Df = R esetén
flx) =f(t) &= oaox+p=at+p < ax—1t)=0.

Ebbél kovetkezik, hogy o« = 0 esetén a fiiggvény nem invertalhatd, és
ha o # 0, akkor f invertalhato.
Ha o € R\ {0}, akkor egyszertien igazolhato, hogy

£ Raywyiﬁ
104

Most megvizsgaljuk azt, hogy milyen «, p € R paraméterekre teljesiil
az f~1 = f egyenl6seg. Mivel Df = Dy = R, ezért
f=f & VxeR esetén f(x) =1 (x)

& Vx €R esetén (Xx—l-[?):%

= VxeR esetén (o —1)x = —B(1 + «)
—a=—1¢é PeR vagy a=1 és B =0.
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Osszefoglalva: Az f fiiggvény akkor és csak akkor invertalhato, ha

o € R\ {0}, és ekkor fT(y) = % (y € R). Az f = f! pontosan

akkor all fenn, ha ao =—Tés P eRvagyax=1¢és3=0. A

(a) Az els6foku fiiggvenyek jol ismert tulajdonsagaibol kiindulva alakit-
hatunk ki elképzelést kiilonb6z6 o« paraméterek esetén az f fliggvény
viselkedésérsl. Ez azt sugallja, hogy az R paramétertartomanyt cél-
szerii az aldbbi hdrom részre felbontani:

o =0, ax € (0,+00) &8 o€ (—00,0).

Ha oo = 0, akkor az f fliggvény nem invertalhatd, mert ekkor a
[0, 1] intervallum minden pontjaban ugyanaz a fliggvényértek.

Legyen o« > 0. Egyszertien igazolhato, hogy fjjp 1 és f|(1 2) invertal-
hato, tovabba

f[[O,]]]:ﬂJ—I—cx] és f[(],Z]]:[oc—Z,oc—U.
A 70. feladat alapjan f akkor és csak akkor invertalhato, ha
f[[0,1] nf[(1,2]] =0, azaz [, 1+aNfx—2,x—1)=0.

Ez o > 0 miatt pontosan akkor teljesiil, ha c—1 < 1. Igy o € (0, +00)
esetén az f fiiggvény akkor és csak akkor invertalhato, ha 0 < & < 2.
Ekkor az inverz fiiggvény:

Div=Re=la—2,a—1) U1, T+ «,
Re1 =Ds=10,2] és
() a—y, hayela—2,a—1)

fly) =4 y-—
) %, hay e [1,1+ «f.

Ha o € (—00,0), akkor f|jo ) invertalhato, és f[[O, 1]] =1+ «1].
Az f|y ) fliggvény is invertdlhato, és f[(1,2]] =la—2,a0a—1). Az f
akkor és csak akkor invertalhato, ha

f[l0, 1] nf[(1,2]] =0, azaz O +o,N[x—2,a—1)=0.

Ez o < 0 miatt pontosan akkor teljesiil, ha «—1 < a+1, és ez minden
o-ra igaz. Igy az f fiiggvény minden o € (—oo,0) paraméter esetén
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invertalhaté. Ekkor az inverz fliggvény:

Di1 =Re= [ —2, 00— 1) U1+ «,1],
Re1 =Dg = [0,2] és

() ax—y, hayela—2,a—1)

Tl y) =4 y-—
) ya], hay e [1+ «,1].

Osszefoglalva: f akkor és csak akkor invertalhato, ha o € (—oo, 0] U
U(0, 2], és az inverz fiiggvény (x), illetve (k).

(b) Hasonl6 médon igazolhatjuk azt, hogy az f fliggvény akkor és csak
akkor invertalhato, ha o € (—o0,0) U [1,4+00). Ha « € [1,+00), akkor
az inverz fliggvény:
'qu =Ri=1[0,] URox— 1,20, 'qu =D¢=1[-1,1] és
_ 20—y, hayea—1,2«
' (y) = {

vy/a, hayel0,qo.

Ha o € (—o0,0), akkor az inverz fiiggvény:

D =Re=[,0lURx—1,2a], R 1 =Ds=1[-1,1] &s
-~ 20—y, haye2a—1,2a
f ‘(y)z{ Sy

v/y/«, hay € [x,0].

(a) (fog)(x) =1-x (x€[0,+00));
(g0 1)) = VIR (xe 1,1,
(b) fog=gof=Abs.
g 1, ha x € (0, 4+o00)
(¢c)fog=g f.—R\{O}BXI—){_], ha x € (—00,0).

(d) f(9(x)) =0 (x €R); g(f(x)) =g(x) (xeR). W

Ha x < 6, akkor g(x) = g_’;:1—7%x<1,igy

6—x

(fog)lx) =2-—

—1 (x < 6).
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Ha x > 6, akkor g(x) = (1 + 1)6 < (] + ;)6 < 4. Az utolsé lépésnél a

1 1
(1 -I—Tll)n <4 (n €N, n > 1) becslést alkalmaztuk (1. a 30. feladatot).

Mésrészt, g(x) = (1 + 1)6 > 19 = 1. Kovetkezésképpen

(fogllx)=2  (x>6).

Osszefoglalva,

28X —1, hax<6
2, hax>6 N

Mivel

0 <x < 1esetén g(x) =0,

1 < x < 2esetén g(x) = - = g(x) € (;,1], és g itt minden értéket

felvesz,

1
X

2 < x < 3 esetén g(x) = % = g(x) € (%,1], és g itt minden értéket
felvesz, ez alapjan kénnyen lathato, hogy

k <x <k=1esetén g(x) = ]?j = g(x) € (k—i],]], és ¢ itt minden
értéket felvesz,

ezért Rg,, ={0}U (3,1].
Ha x < 0, akkor [x] < x < [x] 4+ 1 miatt [—’j > 1. Ha —1 < x < 0, akkor

1
gx) = 0 tehat g(x) € [1,400), és itt g minden értéket felvesz.
Ezért Rg, = [1,400). A g fiiggvény értékkészlete tehat az

Rg =1{0}U (4, +0)

halmaz.

Az f o g fiiggvény értelmezési tartoméanya pedig a
Dfog = 9_1 [Rg N Df} = 9_] [(%) ])] = [] ) +OO) \N

halmaz. B



3.

3.1.

99.

100.

101.

A valos és a komplex
szamok struktaraja

A valds szamok Dedekind-féle

axiOmarendszere

A c szam szétvalasztja az A és a B halmazt, ha
Vac A é VbeB esetétn a<c<b.

c nem valasztja szét A-t és B-t, ha

Jae A hogyc<a, vagy dbeB,hogyb<c. B

A testaxiomdk (1. a 41. oldalt) A-ban teljesiilnek; 0 a nullelem és 1
az egységelem.

T egy linedris rendezés A-n, azaz fennallnak a 42. oldalon a II. 1-ben
megfogalmazott tulajdonsagok (R helyett persze A-val). A rendezést
és a miveleteket Gsszekapcesold I1. 2. (i) nem igaz x := 0,y := 1 és
z:= 1 esetén. II. 2. (ii) azonban igaz.

A teljességi axioma teljesiil A-n. B

Ahhoz, hogy X-ben a testaxiomak teljesiilnek, elég belatni azt, hogy
minden X-beli elem (—1)-szerese, 0-t6] kiillonbozd X-beli elem reciproka,

két X-beli elem Osszege és szorzata is benne van X-ben.

Gondolja meg, hogy Q C X, de Q # X, mert példaul v2 € X és
V2 & Q; tovabba X # R is igaz, mert példaul V3 e R és V3 ¢ X. B
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3.2.

A teljességi axiéma kovetkezményei

B A-feladatok

105.

106.

107.

(a) Vy € H szamhoz 3x € H, hogy x > vy, azaz a halmaz tetszleges
eleménél van nagyobb halmazbeli elem. W

(b) Yy € H szamhoz 3x € H, hogy x < y, azaz a halmaz tetsz6leges
eleménél van kisebb halmazbeli elem. B

(a) VK € R szamhoz 3x € H, hogy x > K, azaz tetszsleges K valos
szamot véve a halmaznak van ennél nagyobb x eleme. W

(b) Vk € R szamhoz 3Ix € H, hogy x < k, azaz tetszGleges valos k
szamot véve a halmaznak van ennél kisebb x eleme. B

(¢) Vagy az igaz, hogy VK € R szamhoz 3x € H, hogy x > K, vagy
pedig az, hogy Vk € R szamhoz dx € H, hogy x < k. (Ez azzal
ekvivalens, hogy VK > 0 szamhoz 3x € H, hogy [x| > K.) &

(a) Ez két dolgot jelent. Egyrészt azt, hogy

(i) & felss korlatja H-nak, azaz Vx € H esetén x < &,
mésrészt pedig azt, hogy

(ii) & a H halmaz legkisebb fels§ korlatja, azaz minden &-nél
kisebb szam mar nem fels§ korlatja H-nak. Tehat Vo < & szdmhoz
dx € H, amelyre x > «. (Ezt még a kovetkezSképpen is irhatjuk:
Ve > 0 szamhoz Ix € H, amelyre x > & — ¢ teljesiil.) B
(b) (i) Vx € Hra & <x és

(ii) Vo > & szamhoz 3x € H, amelyre x < « (vagy Ve > 0
valos szamhoz 3x € H, amelyre x < £ +¢). B
(c) Vagy az igaz, hogy

(i) & nem felss korlatja H-nak, azaz 3x € H, hogy x > &,
vagy pedig az igaz, hogy

(ii) & nem a legkisebb felss korlatja H-nak, azaz 3 < &, hogy
Vx € Hesetén x < . B
(d) Vagy az igaz, hogy

(i) & nem also korlatja H-nak, azaz 3x € H, hogy x < &,
vagy pedig az igaz, hogy
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(ii) & nem a legnagyobb also korlatja H-nak, azaz o > &,
hogy Vx € H esetén x > . W
108. Az infimumra és a szuprémumra vonatkozo tételeket alkalmazzuk (1.
a 49. oldalt).
A H halmagz infimuma 0, mert
(i) 0 egy also korlatja H-nak, ui. 0 < TlL és0<2— % minden
n € N esetén;
(ii) 0 a legnagyobb als6 korlatja H-nak, ui. V& > 0 szamhoz
Jdx € H, amelyre x < «; legyen ui. x := Tll (n € N) olyan szam,
amelyre Tll < o teljestil. Ilyen n természetes szam az archimédészi
tulajdonsdg miatt létezik.
H-nak nincs minimuma, mert inf H =0 ¢ H.
A H halmaz szuprémuma 2, mert
(1) 2 egy fels6 korlatja H-nak, ui. Tll <2és2— Tll < 2 minden
n € N esetén;
(ii) 2 a legkisebb fels§ korlatja H-nak, ui. Ve > 0 valos
szamhoz 3x € H, hogy x > 2 — ¢; legyen ui. x := 2 — rlu ahol n
olyan természetes szam, amelyre Tll < ¢ teljesiil. Ilyen n létezése az
archimédészi tulajdonsag kévetkezménye.
H-nak nincs maximuma, mert supH=2¢ H. B
109. Az allitas nem igaz. A

He={IineNju

egy végtelen halmaz, supH = 2, és 2-nek példaul az % sugard kérnye-
zetében a halmaznak csak egyetlen eleme van. B

B B-feladatok

110.

A halmaz szuprémumat elGszor meg kell sejteniink, majd a sejtésiinket

be kell bizonyitanunk. A nehézséget az okozza, hogy H elemeinek a

nagysaga a megadott é’z:[é alakbol nem lathat6. Egy egyszeri észrevé-
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tel segiteni fog: végezziik el a kovetkezd atalakitést:
2x+2  5(B3x+5—-3-54+2
3x+5 3x+5 B (*)

1
> —1).
3x+5 (x = )

Wil N

4
3

A jobb oldalon valtozé mar csak a nevezsben szerepel, és ebbdl mar
vildgosabb képet kaphatunk a halmaz elemeinek a nagységérol. Va-
l6ban, mivel x > —1 esetén 3x +5 > 0, ezért (x)-bol rogton adodik,
hogy H feliilrsl korlatos, és % egy fels6 korlatja. (%) jobb oldalabél
azonban az latszik, hogy elég nagy x értékekre a halmaz elemei %—
hoz akarmilyen kozel keriilhetnek. (Ha x nagy, akkor az 3%% tort
nevezGje is nagy, a tort értéke tehat kicsi pozitiv szam.) Ezek alapjan
alakithatjuk ki azt a (megalapozott) sejtést, hogy

2
supH = 3

A bizonyitds: (i) % felsg korlatja H-nak, mert

(ii) Megmutatjuk, hogy % a legkisebb felss korlatja H-nak, azaz
%—nal kisebb szdm mar nem fels§ korlat. Ez azt jelenti, hogy
2 4 1 2

2 > - . — — &.
(#x) Ve >0 szgamhoz Ix > —1, hogy 373 3x—|—5>3 £

Mivel
2 4 1 >E—a<:)11 L<£<:)1<i—5><x
3 3 3x+5 3 3 3x+5 3\3¢ ’

ezért pl. x := %(> 0 > —1) valasztassal H-nak egy (%—s)—nél nagyobb
elemét kapjuk. A supH = % egyenlGséget tehit bebizonyitottuk.

Lattuk azt, hogy a halmaz mindegyik eleme kisebb %—nal. Mivel
supH = % ¢ H, ezért a halmaznak nincs maximuma. B
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111. Mivel vx+ 1 — 4/x > 0 minden x > 0 val6s szamra, ezért H alulrol

korlatos, és O egy also korlatja. A legnagyobb alsé korlat (tehat az
infimum) megéllapitasahoz azt kell tudnunk, hogy mekkorak a halmaz
elemei. FEz a megadott v/x + 1 — y/x alakbdl azonban nem latszik.
Vegyiik észre, hogy a

T Vx+T+vx 1
<X+ f) VXFTHVX Vx+T+X

dtalakitds (,gyoktelenités”) utan mar vilagosabb képet kapunk a hal-

maz elemeinek a nagysagarol. Ez a tort (ami a halmaznak egy eleme)
nagy x értékekre 0-hoz kozeli érték. A (megalapozott) sejtésink tehat
az, hogy

inf H=0.

A bizonyitds: (1) Azt méar lattuk, hogy 0 egy alsé korlat.

(ii) Annak igazolasdhoz, hogy ez a legnagyobb also korlat, azt kell
megmutatni, hogy

Ve >0 szamhoz Ix >0, amelyre H> vx+1—x<e.

Ez azonban kovetkezik az aladbbi ,triilkkos” egyenlétlenséghdl:

1 1
A= ST A SR

Megmutattuk tehat azt, hogy inf H = 0.
Mivel inf H =0 ¢ H, ezért H-nak nincs legkisebb eleme. B

1
< €, ha X>?

Az iménti megoldasban felhasznalt (és az analizisben gyakran alkalmazott) , triikk-
h6z” az alabbi megjegyzéseket fiizziik. A kérdés az volt, hogy adott ¢ > 0 szdmhoz
vajon van-e olyan x > 0 szam, amelyre

(%) Vx+1—yvx<e

teljesiil. Erre valaszolhatnank dgy is, hogy megoldjuk ezt az egyenlGtlenséget
(hogyan?). Ennél lényegesen egyszertibb utat kovettunk A | triikk” lényege az
volt, hogy a fenti egyenl6tlenség bal oldalat noveltiik —-re és a mar igen egy-
szerden megoldhato

1

— <

V-
egyenlGtlenséget tekintettiik. Azokra az x-ekre, amelyekre ez fennall (tehat az
1/¢%-nél nagyobbakra) nyilvan (*) is teljesiilni fog.
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112.

113.

114.

Ha sup A < inf B, akkor inf B az A halmaz egy fels§ korlatja, ezért
a < inf B minden a € A esetén. Viszont inf B a B halmaz als6 korlatja,
ezért inf B < b minden b € B esetében. Igy a < b valéban fennall
Vae A ésVb € B esetén.

Ha a < b az A, illetve a B minden a, illetve minden b elemére,
akkor minden b az A egy fels§ korlatja, ezért sup A < b minden b € B-
re. Fz azt jelenti, hogy sup A a B halmaz egy also korlatja, és igy
supA <infB. &

Tegyiik fel, hogy A C R és B C R olyan nemiires halmazok, hogy
minden a € A és minden b € B esetén a < b is teljesiil. Ekkor A
feliilrél korlatos is, ezért a szuprémum-elvbél kbvetkezik, hogy A felsd
korlatai kozott van legkisebb. Jeldljiik ezt a szdmot &-vel. Igazoljuk,
hogy

VaeA és YVbeB esetén a< &< b teljesil.

Valoban, mivel & fels6 korlatja A-nak, ezért a < & (a € A). Masrészt
minden b € B felsé korlatja A-nak. & azonban A legkisebb fels kor-
latja, ezért & < b (b € B) is fennall.

A feladat allitasat tehat bebizonyitottuk. M

Vegyiink R-nek két olyan nemiires A és B részhalmazat, amelyre még
az is teljesiil, hogy minden a € A és minden b € B esetén a < b.
Azt kell igazolnunk, hogy az archimédészi és a Cantor-tulajdonsigbol
kovetkezik, hogy létezik az A és a B halmazt elvilaszt6 & € R elem,
azaz

JE R, hogy Vae AésVb €B esetén a <& < b.

Ilyen elvalaszto elem létezését egy alkalmasan konstrudalt intervallum-
rendszer kozos pontjaként fogjuk megkapni.
A konstrukeio elsé lépéseként vegyiik az A és a B halmaz egy-egy tet-

sz6leges aj € A és by € B elemét. Tekintsiik az [aq,bq] C R (korlatos
aj + by

és zart) intervallumot. Legyen ¢y ennek a felez6pontja: c¢q 1= >

Vilagos, hogy két eset lehetséges.
1. eset. A cy egy A-t és B-t elvdlasztd elem. Ekkor legyen [ay, ba] :=
= [ay,c1]. (A maésikat is vehetnénk!)
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2. eset. A c1 nem wvdlasztja el az A és a B halmazt. Ez azt jelenti,
hogy
(a) vagy 3b e B:b < ¢y,

(b) vagy Ja € A:cy; < a.

Az (a) esetben legyen [az, byl := [aq, c1], a (b) esetben pedig [ay, byl ==
= [c1,b1q]. Mas szoval, valasszuk ki az [a7,bq] intervallum felezése 4l-

tal keletkezett félintervallumok kozill azt, amelyik tartalmaz A-beli
b] — a1

vagy B-beli elemet. Vilagos, hogy b, —a, =

Ezt az eljardst folytatjuk. Ez azt jelenti, hogy ha va]armlyen n ter-
mészetes szamra az [an, byl intervallumot mar meghataroztuk, akkor
az imént leirt médon megvalasztjuk az [an41, bny1] intervallumot.
[gy minden n természetes szdmra kapunk olyan (korlatos és zart)
[an, bn] intervallumot, hogy

[anJr] ) bn+]] C [an, bnl,
[an, byl tartalmaz A-beli vagy B-beli elemet és

bn—an
bn—H — Qn41 = f

A Cantor-tulajdonsaghdl kévetkezik, hogy

J¢ e ﬁ [an, bnl.

n=1
Igazoljuk, hogy ez a & egy A-t és B-t elvalaszto elem, azaz
VaeAésVbeBesettn a<&<b.

Ezt az allitast indirekt modon latjuk be. Tegylik fel, hogy & nem
elvalaszto elem. Ez azt jelenti, hogy

(i) vagy 3 a € A, hogy & < a,

(ii) vagy 3 b € B, hogy b < &.
Csak az (i) esettel foglalkozunk, mert (ii) hasonloan kezelhets. A

konstrukcié miatt

an < & <b, minden n e N,
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115.

Az indirekt feltétel miatt
£ <aq,

s6t ismét a konstrukecié miatt a < by, is fennéll minden n természetes
szamra. Ezért
b] — a1
n

0<a—&<bp—an< (n e N),

ami azt jelenti, hogy
nfa—§& <(bg—aj) (neN).

Ez ellentmond az archimédészi tulajdonsignak. & tehat valéban elva-
lasztd elem. W

Az A halmaz nem tres (ui. 0 € A) és feliilré] korlatos (ui. 2 példaul
egy felss korlatja), ezért a szuprémum-elv szerint & := sup A létezik.
Megmutatjuk, hogy i2<2652< 62, amibdl £2 = 2 kovetkezik.

Vegyiink egy tetszéleges 0 < e < & szamot. Mivel & — ¢ nem felss
korlatja A-nak, ezért van olyan x € A elem, amelyre 0 < § — ¢ < x,
azaz (§ —e)2 <x?<2 teljesiil. Mivel

2> (E—e)? =82 —2fe+ &% > E7 - 2k,
ezért a &2 — 2 < 2&e minden ¢ € (0,£) szamra fennall, ami csak ugy
lehetséges, ha 2_2< 0, vagyis i2<2.

A forditott iranyu egyenlétlenség igazolasdhoz vegylink egy tetszéleges
e € (0,1) szamot. & a legkisebb felss korlatja A-nak, tehat & + € egy
A-hoz nem tartozo felsé korlat, azaz (& + €)% > 2. Mivel

2<(E+e) <B4 2ie+ el <EX4e(2E41),
ezért 2 — &2 < €(2& 4+ 1) minden ¢ € (0,1) esetén. Ez csak tgy
lehetséges, ha 2 — &2 < 0, azaz 2 < &2 is fennall.
A &% =2 egyenldséget tehat bebizonyitottuk.
Indirekt médon igazolhat6, hogy v/2 egy irracionalis szam.

V2 tizedesjegyeit a kovetkezs intervallumfelezési eljdrdssal hataroz-
hatjuk meg: Induljunk ki az [a7,az] := [1,2] intervallumbol. Mivel
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116.

1€ Aés2¢&A, ezért V2 € [1,2]. Felezziik meg ezt az intervallu-
mot, és legyen c1 a felezGpont. Mivel c% = 1,52 > 2, ezért V2 €
€ laz, byl = [a,cq] = [1;1,5]. Az [az, by] intervallumot is megfelez-
zik. A ¢cy:=(141,5)/2 =1,25 felezépontban c% =1,25% < 2, ezért
¢y € A, tehat V2 € [a3, bs] := [c2,ba] = [1,25;1,5]. Ezt az eljarast
folytatva olyan egyre sziikebb intervallumokat kapunk, amelyek mind-
egyike tartalmazza v2-t. A sziikséges lépésszam meghatarozasahoz
vegyiik figyelembe, hogy az n-edik 1épésben kapott [an, byl interval-

lum hossza 2“%‘ |

(1) Elészor a & szam egyértelmiiségét latjuk be. Vilagos, hogy
ha 0 < & < &, akkor & < &} is teljesiil, ami azt jelenti, hogy
legfeljebb egy olyan & € RSL szam létezik, amelyre £™ = «.

(2) Most a & szam létezését igazoljuk. Mivel az o = 0 esetben
& = 0 megfeleld, ezért elegendd pozitiv «-val foglalkozni. Legyen tehat
o > 0, és vezessiik be az

A=xeR|x"<«}

halmazt. Mivel 0 € A, ezért A # (0. Az A halmaz feliilrsl korlatos is,
ugyanis o« < 1 esetén az 1 szam, o > 1 esetén pedig az « szam egy
fels6 korlatja A-nak. A szuprémum-elv szerint & := sup A létezik. Be
fogjuk bizonyitani, hogy & = «.

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy &™ < «. Vegyiink egy tetszbleges
0 < e < & szamot. Mivel £—e nem felss korlatja A-nak, ezért van olyan
x € A elem, amelyre & — ¢ < x teljesiil, amibdl a (§ — )" < x" < «
egyenlGtlenség is kivetkezik. A Bernoulli-egyenl&tlenség miatt

E\n €

E—e)"=8"(1—-2) 2&M(1—-<
E-or=en( - e

tehat o > (§ — )™ > EM— & n, azaz £ — « < &£ 'n. Ez az
egyenlétlenség minden (elég kicsi) € pozitiv szamra fenndll, amibdl azt

kapjuk, hogy &™ — o« <0, azaz & < «.
A forditott irdnyu egyenlétlenség igazoldsahoz felhasznaljuk a tel-

n)=§&"— e& In,

jes indukci6val egyszertien bizonyithatd

(T+e)" <143 (0<e<1, neN) (%)
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117.

egyenl6tlenséget. Vegyiink egy tetszbleges € € (0,1) szamot. A-nak
& egy felss korlatja, ezért (& + €)™ > . A (%) egyenlStlenséghdl azt
kapjuk, hogy

(&+ e)n: an(] + g)n< E’n(] _1_371%) _ Eyn_i_sn&z_’nf]‘
tehat o < (& + &)™ < EM+3MeE™ 1 Igy az oo — E™ < 3™eE™ ! egyen-
16tlenség minden (elég kicsi) € szamra fennall, amibél az kovetkezik,
hogy o < &™. Ebbdl és a fentebb igazolt £™ < « egyenlétleségbdl az
kévetkezik, hogy a & szémra valoban fennall a &™ = « egyenlség.

A feladat allitasat tehat bebizonyitottuk. H

Mivel a teljességi axioma ekvivalens a szuprémum-elvvel, ezért elég
azt igazolni, hogy Q-ban nem igaz a szuprémum-elv, azaz 3A C Q
korldtos halmaz, hogy az A halmaz Q-beli felsé korldtjai kozott nincs

legkisebb.
Legyen példaul

A={reQt|r?<2} ¢ B:={seQt|s?>2.

Az A C Q halmaz feliilrél korlatos, és egy K € Q1 szam A-nak akkor és
csak akkor fels6 korlatja, ha K € B. Megmutatjuk, hogy a B halmaznak
nincs Q-beli minimuma, vagyis minden B-beli s elemnél van kisebb B-
beli sg elem. Legyen s € B egy tetszbleges elem. Ekkor az € > 0 szam
megvalaszthaté agy, hogy az sp := s — ¢ szam benne legyen B-ben.
Mivel

2

sy = (s —¢)?

=% —2se +e2>s2—2se > 2,
2 . ) P :
ha € < 52;2 (< s), ezért az ilyen € szammal so € B és 0 < sp < s is

teljesiil. W

B C-feladatok

118.

maxHj; =supH; = %, Hi-nek nincs minimuma, és inf Hy = —1.
minHy =inf Hy = 0, maxHy =supH, = %

max Hz = sup H3z = 1, H3-nak nincs minimuma, és inf H3; =0. W
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119. El6zetes megjegyzések. A feltett kérdésekre a valaszokat elészor

meg kell sejteniink, majd a sejtéseinket be kell bizonyitanunk. A sejtés
kialakitdsahoz a halmaz elemeit megado kifejezést (ha ez sziikséges)
gy alakitjuk dt, hogy abbél mar vildgosabb képet kaphassunk a hal-
maz elemeinek a nagysagarol.

(a) Alkalmazza a

8x+3 S65x+4)-%.443 8 17 1
5x+4 5x +4 5 5 5x+4

(x >0)

egyenl@séget. Ezt felhasznalva igazolja, hogy a H halmaz korlétos,
minH =infH = 4, H-nak nincs maximuma, és supH =z. ll

(b) A H halmaz korlatos, maxH = sup H = j, H-nak nincs minimuma,
¢sinfH=1. M

(c) Veégezziik el az

Ix|—2 - 4
x| +2 x| + 2

(x € R) ()

atalakltast Ez alapjan a sejtésiink (|x| névelésével "~ értéke csokken,

\X\Jr

azaz 1 ——— értéke nd; a H halmaz legkisebb elemét x = 0 vélasztéssal

Ix+2 |+
kapjuk) az, hogy

minH = —1 =inf H.
A bizonyitds:

Ix\—Z_] 4 4

=1— >1— —— =—1
Ix| +2 x| + 2 0+2

minden x € R esetén és —1 € H.

A szuprémumra vonatkozo sejtésiink pedig az, hogy
supH =1.

A bizonyitds: (i) 1 fels6 korlatja H-nak, mert az

4
[x| + 2

<1 (Vx€R)

egyenl6tlenség nyilvan igaz.
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(ii) Barmely 1-nél kisebb szdm mar nem fels6 korlatja H-nak,
mert Ve > 0 szdmhoz 3x € R 1gy, hogy

>1—c¢.

x| 42
Ez az egyenl6tlenség teljesiil, ha [x| > 4/¢ — 2.
Mivel supH =1 € H, ezért H-nak nincs maximuma.

Osszefoglalva: H alulrol korlatos, van minimuma, és min H = inf H =
= —1; feltilr6l korlatos, nincs maximuma, de supH =1. B

(d) Elsszor atalakitjuk a halmaz elemeit megado kifejezést: ha x >
> —%, akkor
1 —x? (1T—x)(1+x) 1—x 1 5 1

(+) x+3)x+ 1) x+3)x+1) 2x+3 2172 x+3

A H halmaz korldtos, mert minden x > —% esetén

1.5 1 _ 1.5 1 3
2 2 2 2x+3~ 2 2 2.(_% +3 4

)
A H halmaznak van legnagyobb eleme: maxH = %, ui. 3/4 € H (L
x =—1/2), és 3/4 egy felss korlat is. Ezért

maxH =supH = ;‘

Igazoljuk, hogy a H halmaz infimuma —%.

(1) Azt mar lattuk, hogy —% egy also korlat.
(ii) Megmutatjuk, hogy ez a legnagyobb also korlat, azaz

1
Ve > 0-hoz Ix > 5 hogy

() 1—x2 1 5 1 1
x+3)x+1) 272 mx+3~ 27t%
Mivel
5 1
2T T 3 g3t
1,5
— x>§(2—£—3),

ezért (*x) pl. az x := 4%(> 0> —%) valasztassal teljesiil.
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120.

A halmaznak nincs minimuma, mert inf H = —% ¢ H.

Osszefoglalva: H korlatos, van maximuma, és maxH = supH = %;

nincs minimuma, de inf H = —%. |

(e) Legyen x € Z. Ekkor
2x+3  303x+1)—%+3

_ 2.7
3x+1 3x+1 33

1
3x+1°

Figyeljiink itt arra, hogy x € Z esetén ﬁ pozitiv és negativ egyarant
lehet!

Ha x > 0, akkor 0 < 575 < 1. Ezért
2x+3 2 7
<Z4L=3
1373
és x = O-ra %:ﬁ = 3. Ez azt jelenti, hogy a H halmaznak van mazi-

muma, és max H = 3, kdvetkezésképpen sup H = 3.

Ha x < 0, akkor 3%“ < 0, ezért % + % . 3%“ akkor a legkisebb, ha

ﬁ a lehetd legnagyobb, azaz akkor, ha x = —1. Formaélisan tehéat:
2 n 7 1 S 2 . 7 1 1
3 3 3x+173 3 3-(—1)+1 2
Ez azt jelenti, hogy min H = 2, ezért inf H =minH = —%.
Osszefoglalva: H korlatos, van maximuma, és maxH = supH = 3;

van minimuma is, és min H = inf H = —%. |

(f) A H halmaz alulrél korlatos, nincs minimuma, és infH = 1. A
halmaz feliilrsl nem korlatos, ezért sup H = +co. B

(g) A H halmaz korlatos, max H = sup H = 1, H-nak nincs minimuma,
deinfH=0. &

(h) A Hhalmaz korlatos, nincs minimuma és nincs maximuma; inf H =

:—ﬂéssupH:ﬁ. [ |

(a) A feladat mindkét allitasa az alabbi ekvivalencia egyszerd kovet-
kezménye:

VxeR és VyeR esetén x<y& —y < —x.
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121.

Valéban, ebbdl kdvetkezik, hogy k € R az A halmaznak akkor és csak
akkor egy also korlatja, ha —k a —A-nak egy felsé korlatja. Igy —A
pontosan akkor feliilrsl korlatos, ha A alulrél korlatos.

Legyenek ki,ky € R, k1 < ky az A halmaz alsé korlatjai. Ekkor —k;q
és —kp a —A felsd korlatjai és —k, < —kq. Mivel inf A az A halmaz
legnagyobb als6 korlatja, ezért —inf A a —A halmaz legkisebb felsd
korlatja, azaz —inf A =sup(—A). B

(b) A bizonyitas (a)-hoz hasonlo. B

(¢) supA = 400 & az A halmaz feliilrsl nem korlatos & a —A halmaz
alulrol nem korlatos & inf(—A) = —co.

inf A = —o00o & az A halmaz alulrél nem korlatos & a —A halmaz
feliilr6l nem korlatos & sup(—A) = +co. B

(a) Legyen o« :=supA € R és 3 :=supB € R. Azt kell megmutatni,
hogy o« 4+ a

C:={a+blaeA & becB}
halmaz legkisebb fels§ korlatja.

(i) Mivel minden a € A és minden b € B esetén a < « és
b < B, ezért a+b < a+ B, ami azt jelenti, hogy o + 3 a C halmaz
egy fels6 korlatja.

(ii) Azt a tényt, hogy o + 3 a C halmaznak a legkisebb felsd
korlatja, gy igazoljuk, hogy belatjuk a kévetkezdt:

Ve >0 valos szamhoz Jco € C, hogy co > (ax+ pB) —e.

Viélasszunk egy tetszés szerinti € > 0 valos szamot. Az « és a f
definicidja szerint léteznek olyan ap € A és bp € B szamok, amelyekre

ao>oc—§ és bo>f5—§ teljesiil,

és ez azt jelenti, hogy C 3 co:= ap+bg > (ot + B) — e. Igy az allitas
elsé részét igazoltuk.
Az infimumra vonatkozé egyenlség hasonléan bizonyithats. M

(b) Legyen ac:=supA € R, f:=supB € R és

C:={ablae A é beB}
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122,

Azt kell megmutatni, hogy «f3 a C halmaz legkisebb fels6 korlatja.

(1) Mivel minden a € A és minden b € B esetén 0 < a < « és
0<b <P, ezért 0 < ab < afy, ami azt jelenti, hogy «f3 a C halmaz
egy felss korlétja.

(i) Azt a tényt, hogy (0 <)xf a C halmaznak a legkisebb felss
korlatja, gy igazoljuk, hogy belatjuk a kovetkezdt:
Ve >0 valos szamhoz dcog € C, hogy co > of3 —e.

3
o+

Lassuk be elGszor azt, hogy ¢* = valasztéssal

(x—e")(B—e") = af —e.

Vegyiink most egy tetszés szerinti € > 0 valos szamot. Az « és a f3
definicidja szerint van olyan ag € A és by € B, amelyekre

ap>a—¢e* és bo>p—¢* teljesil,
és ez azt jelenti, hogy
Coco:=apbg> (x—€*)(p—¢") > af —e.

Megmutattuk tehat azt, hogy «f3 a C halmaznak valéban a legkisebb
felss korlatja. Igy az allitas elss részét igazoltuk.
Az infimumra vonatkozé egyenldség hasonléan bizonyithato. W

(a) A ket allitas igazolasa hasonld lépéseket igényel, ezért csak a ma-
sodik egyenléséggel foglalkozunk.

Tegyiik fel, hogy pl. max{sup A,sup B} = sup A; a masik lehetGség
ugyanigy targyalhatd. Ekkor barmely x € A UB esetében vagy x € A,
és ekkor x < sup A, vagy x € B, és ekkor x < supB < sup A. Tehét
sup A egy fels§ korlatja az A U B halmaznak.

Legyen ¢ € R tetszés szerinti. Mivel sup A az A halmaz legkisebb
fels korlatja, ezért van olyan y € A (egyben y € A UB), hogy y >
> supA — e. Tehat sup(AUB) =supA. R

(b) Ha x € AN B, akkor x € A és x € B. Mivel x € A, ezért
x > infA, de x € B is teljesiil, ezért x > inf B is fennall. Tehat
x > max{inf A, inf B} minden x € ANB esetében, ami azt jelenti, hogy
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max{inf A, inf B} egy als6 korlatja az A N B halmaznak, ezért az ANB
infimuma ennél a szdmnal csak nagyobb vagy vele egyenld lehet.

A masodik egyenl6tlenség hasonlé médon igazolhato.
Van olyan A és B halmaz, amelyekre
max{inf A, inf B} < inf(ANB) <
< sup(A N B) < min{sup A, sup B}.

Legyen pl. A:={0,2,3,4} és B:={1,2,3,5}. &

(c) Ha x € A, akkor x € B is, ezért x > inf B. Tehat inf B egy also
korlatja az A halmaznak. Ezért az A halmaz als6 hatara (inf A) csak
nagyobb vagy egyenld lehet a B halmaz also hatardnal (inf B-nél).

A masodik egyenl6tlenség hasonléan lathatd be. B

3.3. A komplex szamtest

123. Az allitasok a definiciok kozvetlen kovetkezményei. B
124. Az allitasok a definiciok kozvetlen kovetkezményei. B

125. (a) Legyen z = a + ib. Ekkor |z = v a?+ b? nyilvidn nemnegativ.
|lz| = 0 akkor és csak akkor all fenn, ha a® +b? = 0. Minthogy a és b

valds szamok, ez pontosan akkor lehetséges, ha a =b =0, azaz z = 0.
|

() [zw]? = (zw) - (zW) = zzZwW = |z|? - [w|%. Mivel az abszolut érték
nemnegativ, ezért ebbdl [zw| = |z| - [w| adodik. B

(c) Az el6z6 feladat allitasait felhasznalva kapjuk, hogy
z4+wW)? = (z4+W)(Z4+ W) = 2Z+ WW + zWw + WZ =
= |z|* + Wl + 2Re (zW) <
<zl + wl* + 2lzw] =
2
= [z + W|* + 2Iz| - w| = (2] + w])~.

Ebbél az abszolut érték nemnegativitdsara hivatkozva adodik, hogy
z+w| < [z[+[w]. B
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(d) A (c) rész alapjan

zl = |(z—w) +W| < lz—w| + W],

Wl = |(w—2)+z| < [w—1z|+]z|.
Mivel |z —w| = |[w — z|, ezért
—lz—=w[ < z[ = w| < [z =

is fennall, amibél a bizonyitandé ‘Iz\ — |WH < |z — wl| egyenlGtlenség
adodik. W
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4.1.

A

127.

Szamsorozatok

A valés sorozat fogalma.
Elemi tulajdonsagok

-feladatok

(a) VK € R szamhoz dn € N, hogy an, > K. B

(b) Vk € R szamhoz I3n € N, hogy an, <k. B

(¢) 3n € N, amelyre an > any7 teljesiil. B

(d) 3n € N, amelyre an41 > an teljesil. W

(e) Vagy az igaz, hogy VK € R szamhoz dn € N, hogy an > K, vagy
pedig az, hogy Vk € R szdmhoz 3n € N, hogy a, < k. &

(f) 3my € N, amelyre an, > an,+1 €s Iy € N, amelyre an, 11 > an,.
|

B B-feladatok

128.

A Fibonacci-sorozat. Fogadjuk el azt (az intuicionk alapjan nyil-
vanvald, de a tobblépéses rekurzidkra vonatkozd rekurzidtétel alapjan
formalisan is bebizonyithato) tényt, hogy a fenti feltételek egyetlen
sorozatot hataroznak meg. T&bb &tlet felhasznéilasaval meg fogunk
adni az n fiiggvényében egy ilyen sorozatot, igy ez csak a Fibonacci-
sorozat lehet.

Az alapétlet az, hogy elGszdr az ap, a1 kezdértékek figyelembevétele
nélkiil csak az an = an—1 + an_2 (n=2,3,...) rekurzios formulara
koncentralunk, és az 1,q,q?,... alaka geometriai sorozatok ko6zott
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kereslink olyanokat, amelyek kielégitik ezt az Osszefiiggést. Tegyiik
fel, hogy q egy ilyen valés szam. Ekkor q™ = q"™ ' + q™ 2, azaz
q2=q+1. Ebbal

1+V5 1—5
= es =
q1 7 4z 5
adodik. Vilagos, hogy az 1, q1, q%, ...es1,q2, q%, ... sorozatok mind-
egyikére teljesiil a szoban forg6 rekurziv Gsszefiiggés.
A kovetkezs (igen egyszertien bebizonyithato) észrevétel az, hogy en-
nek a két sorozatnak tetsz6leges linedris kombinécidja, azaz minden «
és B valos szam esetén az xn = xqi*+pqy (n =0,1,2,---) sorozat is
kielégiti a rekurziv Osszefiiggésiinket. Az (xn) sorozatok kezdértékei:
Xo=&+ P és x1=aq1+ Pqz. Az
1+v5 15
atp=0— agt+Ppp=a—"—+p——=1
egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van: o = % és B = —%. A
fentiek szerint ezekkel a paraméterekkel képzett
1 [(1+v5\" [1=v5\"
Xn = —— — (n=0,1,2,...)
V5 2 2
sorozat a feladatban megadott kezd&értéket és a rekurziv dsszefiiggést
is kielégiti, ezért ez a Fibonacci-sorozat. W
129. Az
Qo 8nt3 S55m+4)—4-243
TUbm+4 5n+4 -
8 17 1
5 5 5m+4
atalakitasbol mar lathato, hogy
8-1+3 11 8
5714 9 =m=5 (neh)
ezért a sorozat korlatos. Mivel
8§ 17 1 8§ 17 1

5T 5 14 5 5 Smntl)rd o

minden n € N szamra igaz, ezért (an) szigorian monoton novekeds.
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130. Amikor a gonosz man6 megnyujtja a szalagot, a csiga altal megtett

131.

és hatralevé ut aranya nem valtozik. A csiga tehét ﬁ—ad hosszt
maszik az elsd, zioo—adot a masodik, ﬁ—adot a harmadik percben és igy
tovabb. n perc utan a megtett Gtnak a szalag hosszahoz viszonyitott

RIVATR S B
100\1 2 3 n)’

aranya tehat

A csiga akkor éri el a szalag végét, ha ez az arany 1. A kérdés tehat
az, hogy van-e olyan n természetes szam, amelyre az

T 1 1 1

T2t 3 Ty
Osszeg legalabb 100. Hogyan viselkedik ez az 6sszeg, ha n ng? Nyil-
vanvalo az, hogy szigorian monoton ndvekszik, de az, hogy eléri-
e vagy tullépi-e 100-at, méar nem latszik. Szamitégépes kisérletek
segithetnek abban, hogy képet alkothassunk az Gsszeg viselkedésérsl.
Azt a sejtést lehetne kialakitani, hogy a fenti dsszeg nem korldtos (a
kévetkezd megoldasban megmutatjuk, hogyan lehet ezt bizonyitani).
Ha n = 10*, akkor 99,5884-et, n = 10 esetén pedig 101,891-et
kapunk. A csiga tehat beér a célba, igaz, ugy 10* perc (ami 2 - 10%°
évezred koriil van) maszas utan. Ekkorra a gumiszalag t6bb, mint 1027
fényév hosszu lesz, még a benne levé molekuldk is jo messze keriilnek
egyméastol. (A kovetkezd feladat megoldasaban a szoban forgo Gsszegre
egy becslést is mutatunk, melynek felhasznélasaval szamitogép segit-

sége nélkiil is valaszolhatunk a feltett kérdésre.) B

(a) A sorozat nyilvin monoton névekeds. A korlatossagot pedig igy

igazoljuk:
L N B B
21 2.2 3.3 n-n -
k=1
S L R
- 1.2 2-3 m—1)-n
1T 1 T 1 1T 1 1 1
()G G ) -
:2—lg2 (n € N)
n



188 4. Szdmsorozatok
(Erdemes megjegyezni az alkalmazott étletet: Az KkE 1) alaku tor-
tet két ,egyszertibb szerkezetd” tort kiilonbségeként lehet felirni

1 ] 1 )
k(k+1) k k+1°
(b) A sorozat nyilvan monoton névekedd. Az, hogy feliilrél nem kor-
latos, azt jelenti, hogy
no
(+) VP € R szamhoz 3no € N, hogy Zl>P
) k M
k=1
A fenti 6sszeg trivialis also becslése (mindegyik tag helyett a legkiseb-
bet véve) nyilvan ,nem j6”, ennél ,finomabb” alsé becsléssel igazol-
hatjuk csak (x)-ot.
Adott P szamhoz ng = 2™ *! alaka index létezését latjuk be. Az
o
alapotlet a kovetkezs: a ) 1k Osszeget {gy csoportositjuk:
k=1
1+1+<1+1)+(1+ +]>+< ] + 1+ ! )-I—
2 3 4 5 8 2k +1 2k 4 2k
1 1
tot (gt e )
Mivel
1 . 1 T 1 S 9k 1 1
241 0 2k 42 2k 42k =7 2k ok
ezért mindegyik zardjelpar kozotti 6sszeg > % gy minden ng = 2mo+!
esetén
Mo
1 1
ZE > 1 +m°2+ , ésez >P, hamg>2P—3.
k=1
(Ilyen mp € N szam létezése az archimeédeszi tulajdonsagbol kovetke-
zik.) A (x) allitast tehat bebizonyitottuk. W
132. 1. megoldas. Mivel n novekedésével a tényezsk szama né, ugyan-

akkor mindegyik tényez6 cstkken, ezért sem a monotonitas, sem a
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korlatossag nem latszik kozvetleniil a sorozat definiciéjabél. Egy , ter-
mészetes” elindulési lehet6ség a binomidlis tétel alkalmazasa:

14l n—i M1 hen
n) k) nk '
k=0
Mivel k =1,2,...,n esetén

ny1  nl 1T nan-1-(n—(k=1) 1
<k>nkk'(n k) nk nk K
- n—1 n-2 n—-(k-1) 1
on n ' n Kkl

ezért

an:<1+l>“:1+;<1_l) <1_fl><1_k;1>]1,

A sorozat (n + 1)-edik tagjat is igy irjuk fel:

Onetl = (‘ * n+1> =

n+1 —
Bl )2 (-5

Ezekbdl az alakokbél az 1—% < 1_T<kH egyenl6tlenségek felhasznalasa-
val mar azonnal adodik, hogy (an) monoton (s6t szigortan monoton)
noévekedd.

A monoton novekedés miatt a; = 2 egy also korlatja (an)-nek. A
sorozat azonban feliilrél korlatos is, mert minden n-re

o= (1) = (=D 0-D - (-5 <

_ T
1 1 1 1 1 1
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133.

2. megoldas. A feladatot megoldhatjuk a szamtani és a mértani
kézép kozotti egyenlStlenség alabbi trikkds alkalmazasaival:

A monoton névekedés bizonyitasahoz ezt az egyenlétlenséget alkalmaz-
zuk az (n+1) darab 1,(1+ 1), (1+ 1), ..., (1 + Tll) szamra

n n

an:<1+l>n=1.(1+l)(1+l)---(1+l)g

1
PR YIRS VA R A B
=\ n+1 - n+1 - Al

A korlatossag igazolasdhoz a szamtani és a meértani koézép koézotti
egyenlétlenséget az (n + 2) darab %,%,(1 + %), (1+ %),...,(1 + TlL)
szamra alkalmazzuk:

b3 (R =R D0 )

n+2
. (2-;+n(1+;)> .

n+2
Ebbél kovetkezik, hogy

1 mn
an:<1—|—n> <4 (neN),

ezért a sorozat feliilr6l korlatos. A monoton novekedés miatt nyilvan
alulrél is korlatos. W

Alkalmazza (n + 1) darab (1 + Tll) szamra és 1-re a harmonikus és a
mértani kozép kozotti egyenlstlenséget. W

B C-feladatok

134.
135.

Az 4llitas teljes indukcioval igazolhatd. W

A sorozat els§ néhany tagjanak felirdsa utan konnyen megsejthetd,
hogy

n—2
an:Anqoc—l—BZAk (n=23,...),
k=0

amit teljes indukciéval lehet bebizonyitani. B
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136. (a) an:(_”n?”n (neN). m
(b)an:n(nT_]) (meN). ®
(©) an;(5+(;_);> (neN). m

139. Vegye figyelembe, hogy

apta+---t+antanyy artaxt+---+an

On41 —O0n = - =

n+1 n
—a]—az— -+ — an +Nan4] .
- nn+1)
_(ann—a (i —a) et (@ —an) o g
nmn+1)
140. Mivel

ﬁ»
1 R
(+=3)

és az (1 —I—ﬁ)n (n € N) sorozat monoton csokkens (1. a 133.

feladatot), ezért (an) monoton névekeds. M

4.2. Konvergens és divergens sorozatok.
Sorozatok hatarértéke

B A-feladatok

142. 3¢ > 0, hogy Vng € N indexhez I3n > ng, amelyre |an, + %I > e,

Egy ilyen sorozat is lehet konvergens. Példaul (0,n € N) konvergens,
és a hatarertéke nem —1/2 (hanem 0). W
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143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

Az, hogy az (an) valds sorozat nem konvergens (azaz divergens) azzal
ekvivalens, hogy

VA € R szamhoz d¢ > 0, hogy Vno € N indexhez
In > ng index, amelyre |a, — Al > e.
A ((—1)™) sorozat nem konvergens. Tetszéleges A € R szam esetén
tekintse ennek (példaul) az 1 sugart kornyezetet. B

Nem. A ((—1 mne N) sorozat divergens, de az A = 1 szadm minden
kérnyezete tartalmazza ennek a sorozatnak végtelen sok (minden paros
indexii) tagjat. W

Az (ay) sorozatra felirt tulajdonsiag pontosan azt jelenti, hogy a sorozat
no-nal nagyobb indexti tagjai mind A-val egyenl6ek. Béar ennek a
sorozatnak is A a hatarértéke, azonban mas, példaul az (A + %)
sorozatnak is A a hatéarértéke. Az 4llitas tehat nem igaz. B

(a) Nem. (b) Nem. (c) Igen. B

Az, hogy az (an) valos sorozatnak nincs hatarértéke, pontosan azt
jelenti, hogy

VA € R elemhez 3¢ > 0, hogy Vno € N szamhoz
In > ngp index, amelyre an, & ke(A).

Felhivjuk az Olvaso figyelmét arra, hogy itt an & k¢(A) helyett nem irhatjuk azt,
hogy lan — A| > €. Ezt csak akkor tehetnénk meg, ha A véges, azaz A € R.

Legyen lim(an) = A € (0,+00). A 66. oldal tételét az ¢ := 5 > 0

szamra alkalmazva kapjuk, hogy

N[>

A
dno € N, hogy Vn >mng indexre ‘an—A} < 5

Ez pedig azt jelenti, hogy 0 < % < an < %A teljesiil minden n > my
természetes szamra. W

n

Az allitds nem igaz. Tekintse példaul a (n € N) sorozatot. B
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B B-feladatok

150. (a) Azt kell igazolni, hogy minden ¢ > 0 valds szamhoz létezik olyan
no természetes szdm, hogy minden M > ng indexre

3n—l—4_§ e
n—-1 2 '

()
Legyen € > 0 egy rogzitett valos szam. Ekkor minden n € N esetén

n+4

3 11 1 /11
7——‘<£ — <t &= | =—+1])<n,
n—-1 2

22n—1) 2\ 2¢

ami azt jelenti, hogy a (x) egyenl6tlenség minden

n>ng:= B(;l—H)]—I—]

termeészetes szamra teljesiil. (Itt [x] az x szdm egészrészét jeloli.) A
(b) Most is azt kell megmutatni, hogy minden ¢ > 0 valds szdmhoz

létezik olyan Mg természetes szdm, hogy minden n > ng indezre

3

nBo1n+1 1
A ——7)
(8) Wrmie2 21°°¢

Mivel minden n € N esetén

n3—12n+1_1’_’ —7n? — 24n ’_ 7n? 4 24n
2n3+7n24+2 21 12(2n3+7n2+2)1 2(2n3+7n2+2)’

ezért (A) ekvivalens a

7n? + 24n
22n3+7n2 42

)<£

egvenlGtlenséggel. Ennek megolddsa méar nem egyszerd, ezért a ko-
vetkezd§ dtletet alkalmazzuk: egy, a bal oldalnil nagyobb kifejezésrol
fogjuk megmutatni, hogy még az is kisebb e-nal bizonyos indextdl
kezdve.

A bal oldalt példaul igy novelhetjiik:

7n? + 24n < 7n? + 24n? B ﬂ
22n3 +7n2+2) — n3 N
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Legyen tehat ¢ > 0 egy tetsz6leges valos szam. Mivel % < ¢, ha
n >ng:=[31/e]l + 1, ezért tetszbleges € > 0 esetén az

nd—12n+1 1

55— 5| <E

n34+7m2+2 2
egyenlGtlenség is fennall minden n > ng természetes szamra. FEz pedig
azt jelenti, hogy a sorozat hatarértéke % |

(c) Azt kell bebizonyitani, hogy minden P € R szdmhoz létezik
olyan ng € N, hogy minden n > ng indexre

n243n+1

> P.
n+3

Legyen P egy rogzitett valés szam. Feltehets, hogy P > 0. Most
a bal oldalnal kisebb kifejezésrél fogjuk megmutatni, hogy még az
is nagyobb P-nél bizonyos indextdl kezdve. A bal oldal példaul igy
csokkenthetd:

n?43n+1 - n? n
n+3 n+3n 4

(ez minden n € N esetén igaz).

Mivel 7 > P, han > ng = [4P] + 1, ezért tetsz6leges P > 0 esetén

2 1
%>P, ha nZnO)
n—+3
2
n-+3n+1
tehat li _— | = .
eha 1m< ni3 ) “+00

(d) Azt kell igazolni, hogy minden P € R szdmhoz létezik olyan
no € N, hogy minden 1 > ng indezre

—3n242

<P
n+1

Legyen P egy rogzitett valos szam. Feltehetd, hogy P < 0. Most a
bal oldalnal nagyobb kifejezésrél fogjuk megmutatni azt, hogy még
az is kisebb P-nél bizonyos indext&l kezdve. A bal oldal példaul igy
novelhetd:

—3n?+2 —3n?2+2n? —n? —n? n
< = < =—— (n € N).
n—+1 n+1 n+1 n+n 2
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151.

(Gondoljon arra, hogy negativ torteket hogyan lehet névelnil) Mivel
—5 < P(<0),han>mno=[-2P] +1, ezért tetszbleges P < 0 esetén a

—3n242
n—+1

egyvenl6tlenség is fennéll minden n > ng természetes szamra. Ez azt
jelenti, hogy a sorozat hatarértéke —oo. W

<P

Erdemes jol megjegyezni a fenti feladatokban bemutatott médszert (ez mar tobb,
mint , triikkk”).

Sorozat hatarértékének a vizsgalatanal azt kell eldonteni, hogy egy egyenl&tlenség
fennéll-e valamilyen indextdl kezdve. EgyenlStlenség megoldasa azonban igen sok
esetben nem egyszerii feladat, ezért gy jartunk el, hogy az adott kifejezést egy
egyszeriibbel becsiiltiik (sziikség szerint alulrél vagy feliilrél). Ha erre egy index-
t8l kezdve fenndll a megkivint egyenlGtlenség, akkor ez az eredeti kifejezésre is
teljesiilni fog.

A becslések modjarol altalaban csak a kovetkez6t mondhatjuk: Az adott kifejezés-
ben igyeksziink megtaldlni a ,dominans” tagokat. Ezeket megtartjuk, a tobbit
azok felhasznalasaval becsiiljiik.

Az a kérdés, hogy a sorozat nagy indext tagjai kdzel vannak-e valami-
lyen R-beli A elemhez. A megadott alakokbol ezt nehéz latni. Erdemes
olyan atalakitdsokat keresni, amelyek elvégzése utan mar vilago-
sabb képet kaphatunk a sorozat viselkedésérsl. Ebbsl egy sejtést
alakithatunk ki magunknak a hatarértékrsl, amit persze be is kell bi-
zonyitanunk.

(a) Most osszuk el a szamlalot és a nevezGt egyarant n’-tel (a tort
értéke ekkor nem valtozik):

1

a2 ]
2 1
S+ +2
n n

an = (n eN).

Nagy n-ekre a szamlald 1-hez, a nevez§ 2-hoz, a hanyados tehat 1/2-
hez van kozel. Ez alapjan a sejtésiink az, hogy
1+n? 1
noteo 24+ 2n2 2
Bizonyitas: Legyen € > 0 tetsz6leges valos szam. Ekkor minden
n € N esetén
1+ n? 1 n n

P T e e I Tt ¢ <E,
24n+n? 21 22+n+2n?) nZ2 n esems e
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han > ng:=[1/e]+1, ami a definici6 szerint valoban azt jelenti, hogy

IR . SO
no4o0 24+ n+2n2  2°

(b) Most pedig ,,gyoktelenitsiink”, azaz:

an:=¢n+1—\/ﬁ=(m—¢a)m:

1
RV IR

Ez alapjan a sejtésiink:

(n € N).

lim (vn+1—+/n) =0.

Bizonyitas: Legyen ¢ > 0 tetsz6leges valos szam. Ekkor minden
n € N esetén

1 1
Vn+l—yn|l=———— < — <,
| | Vntl+yn yn
ha n > ng := [1/e%] + 1, ami a definicié szerint valoban azt jelenti,
hogy

lim (Vn+1—yn)=0.1

n— +0oo

(¢) Mivel minden n természetes szamra

ezért a sejtésiink az, hogy a sorozat konvergens, és

) nZ4+n+1
hm 27:]
n—+00 n-+2

Bizonyitas: Legyen & > 0 tetszlleges valos szdm. Ekkor minden
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n € N esetén

nPan4l ) VnZ+n+1—vnZ+2
TL2—|—2 o n2_|_2

V2 n+1-vnZ4+2 VvnZ4n+1+vn242
n?2+2 VnZ+n+1+vn2+2
n—1 n 1

— < =—, ésez <g,
vnZ+2(vnZ4n+14+vnZ+2) nonon

han > ng:=[1/e]+1, ami a definici6 szerint valoban azt jelenti, hogy

2
TR Ao L
n— +00 ns—+2

152. Indirekt modon igazoljuk, hogy A > 0. Tegyiik fel, hogy lim(an) =
= A < 0. Ekkor a definicié alapjan az

A
€= ‘2—| >0 szdmhoz dmp € N, hogy
Vn > ngp indexre an € kja (A).
2
Azonban
|A| |A] 3A A
an € ka2(A) &= ane (A_T’AJFT) = (7,5) C (—00,0),

és ez azt jelenti, hogy an < 0 minden n > ng esetén, ami ellentmond
az an > 0 (n € N) feltételiinknek. Tehat A > 0 valoban igaz.

A konvergencia bizonyitasahoz végezziik el a kovetkezs dtalakitdst
(,,gyoktelenitsiink”):

A (e JA). Ve VA
Van— VA= (Vi VA) VD

1
B van + \/K
Ha lim(a,) = A > 0, akkor ebbdl azt kapjuk, hogy

(an—A) (neN).

[Van—VA| < Zlan—Al  (neR),
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Mivel lim(an) = A, ezért Ve > 0 szamhoz Ing € N, hogy Vn >
> no indexre |an — Al < &. Kovetkezésképpen Ve* 1= ﬁ pozitiv
valds szdmhoz 3ng € N; hogy az

€
an— VA| < — =¢"
Van VA < &
egvenl6tlenség minden n > mg index esetén fenndll, ami éppen azt

jelenti, hogy 1im(\/an) =VA.

Tekintsiik az A = 0 esetet. Ekkor Ve > 0 szamhoz dng € N, hogy
Vn > ng indexre |an| = an < €. Ezért /an < /¢ minden n > ng
esetén, ami azt jelenti, hogy lim(y/ay,) = 0.

Tegyiik most fel, hogy lim(an) = +o00, azaz
VP eR szdmhoz d3ng € N, hogy Vn > ny indexre an > P.

Ekkor VP € R szamhoz Ing € N, hogy Vn > ng esetén /an > VP,
ezért lim (y/an ) = +oo. A

B C-feladatok

153.

154.

Az an = x4+ (n—1)d (n € N) szamtani sorozatra (itt « és d adott
valos szamok) a kovetkezdk teljesiilnek:

(a) a sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha d = 0, és ekkor
lim(an) = «;

(b) ha d > 0, akkor lim(an) = +oo;

(¢) ha d < 0, akkor lim(an) = —oco. W

(c) Mivel
2 2_ 1
an:5n33+2n LI nn (n eN),
4 n+1 2+ L+ 5%

ezért a sejtés az, hogy lim(an) = %
Bizonyitas: Legyen € > 0 egy tetszéleges valos szam. Ekkor

5nd+2nf—1 5 |4n2 — 5n — 7
T flcee= =
n3+n+1 2 22n3 +n+1)
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Mivel
4n? —5n—7  4n?+5n?*+7n? 4
< =—<g,
22n3+n+1) — 4n3 n

han > ng:=[4/e]+1, ezért az |an—5/2| < € egyenlétlenség is teljesiil

minden n > ng indexre, ami valéban azt jelenti, hogy lim(a,) = 5/2.
A sorozat tehat konvergens, és 5/2 a hatarétéke. B

(d) Mivel

o = nd+n?— n n+1-2 (meN).
n— T12+3 ]_|_3

ezért a sejtés az, hogy lim(an) =

Bizonyitas: Legyen P > 0 egy tetsz()’leges valds szam. Ekkor

a _\/n3—|—n2—2n \/n3+n(n—2) han > 2 n3
n — —_— —_—_—nmm

Vv

nZ+3 nZ+3 nZt3n2
/A

AL
2~

han>mngy:= max{ 2,4P? }, és ez azt jelenti, hogy lim(an) = +o00. A
sorozat tehat divergens, de lim(an) = +oo. B

(f) Végezziik el a kovetkezs atalakitasokat:

-G () B

B n—2 B vn——=
V2n+14+vn+3 \/2+%+\/1+%

Ez alapjan a sejtésiink az, hogy a sorozat divergens, de

lim <\/2n+1 —\/n+3) = +o00.

n— +oo

Bizonyitas: Legyen P > 0 egy tetszéleges valos szam. Ekkor
V2n+1l—vn+3=

. TL—Z ha;>4 Lzl >
C V2nt1+vn+3 VIn+1+vn+
. 2 2 _vn
VIn+2m+vn+3n 4\F 8"’
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155.

156.

4.3.

és Y > P han > (8P)2. Azt kaptuk tehat, hogy minden P > 0 valos
szam esetén

VIn+1—vn+3>P,  han>no=max{5,[64P% +1},

és ez azt jelenti, hogy lim(v2n+1—+vn+3) = +oco. W

A 152. feladat megoldasahoz hasonlo. Itt alkalmazza az
a™—bm=(a—b)(a™ '+a™ b+ +ab™2+b™ ") (a,b€R)
azonossagot. W

Tegyiik fel, hogy lim(a,) = 400, azaz VP € R szamhoz 3ng € N, hogy
V1N > ng természetes szamra an > P. A (by)-re vonatkozo feltételbsl
kovetkezik, hogy by > an > P isigaz, han > max{ o, N } Ez pedig
azt jelenti, hogy lim(by) = 4o00.

A —oo hatarértékre az analog allitas: ha lim(an) = —oco és IN € N,
hogy by, < an minden n > N esetén, akkor lim(by) = —co. B

Sorozatok konvergenciajanak és
hatarértékének a vizsgalata

B A-feladatok

163.

165.

Az sllitas az Hanl — |A|‘ < |an — A| haromszog-egyenl6tlenség és a
konvergencia definici6janak kozvetlen kdvetkezménye.

Az &llitas megforditdsa nem igaz, 1. példaul a ((—1)“) sorozatot. W
Tegyiik fel itt végig azt, hogy lim(by) = 0 és b, #0 (n € N). A
reciprok sorozatra az alabbi harom egymaést kizar6 eset lehetséges:

(i) lim (ﬁ) = +o00, ha példaul b, = Tll (n € N). Egyszertien
bebizonyithaté azonban az is, hogy

1
lim (b> =400 & AN €N, hogy by >0 ¥Vn > N esetén.
n
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166.

167.

168.

(ii) lim (é) = —oo példaul akkor, ha by = —Tll (meN). Az is
igaz, hogy

1
lim (b> =—00 & AN €N, hogy by <0 ¥Vn > N esetén.
n

(iii) Az (é) sorozatnak nincs hatarértéke. Ilyenre egy példa a

bn = P% (n € N) sorozat. Ez az eset akkor és csak akkor all fenn,
ha a (by)-nek végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ tagja is van.
[
Legyen

(i) an:=;, bn= L (meN);

(il) an:= rlu brni=—2 (neN);

(i) an==%, bu:=1 (neN, ceR);

(iv) an:= (_T]l)n, bn = Tll, vagy by = % (neN). i

(a) Igaz: Ha (an) konvergens, akkor (—ay) is az. Az (an + by) és
(—an) konvergens sorozatok sszege, tehat a (bn) sorozat is konver-
gens. W

(b) Nem igaz. Legyen példaul an = Tll (n € N) és b, := (—=1)"
(neN). R

(c) Igaz. Ezt indirekt modon latjuk be: ha az (an + byn) konver-
gens lenne, akkor ennek és a szintén konvergens (—an) sorozatnak az
osszege, vagyis (by) is konvergens lenne. B

(d) Nem igaz. L. pl. az an := 1 meN)ésby:=(—1)"(neN)

n
sorozatokat. W

(e) Nem igaz. L.pl. az an:= (—1)" (n € N) és by, := (—1)™! (n € N)
sorozatokat. W

(f) Nem igaz. L. pl. az an:= (1) (n € N) és by, := (1) (n € N)
sorozatokat. W
Legyen

(i) an:=n? bp:=-n (meN),
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(ii) an:=mn, bn:= —n? (neN);
(iii) an:=mn+c, bn:=—" (neN,ceR);
(iv) an==n+(—1)" br:=—m (meN). B

169. Legyen

170

171

172

173.

(i) an:= %, by i=n2 (n e N);

i) an:=—1, bp:=n? neN)

(
(iii) an=5, bpi=n (neN,ceR);
( = p=n neN). B

iv) an
Legyen
(i) an==m? bp:=n (neN)

(ii) an:=cn, bp:=n (neN, ¢ >0);
an:=n, bp:=n? (neN);

(i) an:==2n+(—=1)™n, bp:=n (MmeN). R
Az (an) sorozat pontosan akkor nem Cauchy-sorozat, ha

Je >0 valos szam, hogy Vnp € N szamhoz

Im,n > ng indexek, amelyekre |an, — am| > €
teljesiil. M

Ha (an) Cauchy-sorozat, akkor az ¢ = 1 szamhoz van olyan ng € N,
hogy minden n, m > ng indexre |an, — am| < 1. Ezért minden n > ny
esetén

lan| =|(an— any) + any| < Jan — ang |+ |an, | < T+ |an, |-
Ebbél kévetkezik, hogy minden n > ng szamra
|an| < max{|ai],lazl,..., lan,+1l, T+ lan, }.
(an) tehat valoban korlatos. W

Nincs +oo-hez tarté Cauchy-sorozat. Valéban, ha lim(an) = +oo,
akkor (an) nem korlatos; és az el6z6 feladat alapjan minden Cauchy-
sorozat korlatos. l
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B B-feladatok

174.

175.

A mértani sorozat. Legyen || < 1. Ha q = 0, akkor az allitas

nyilvanvalo. Ha 0 < |q| < 1, akkor az
1
Tal
azt kapjuk, hogy

ﬁ > 1 szamot irjuk fel az

=1+h (h > 0) alakban. A Bernoulli-egyenl&tlenséget alkalmazva

1 1 1
mn
= = <
O<lal™ =% = 7" = T3 hn
Iql

1
— N).
— (neN)

IN

A jobb oldalon all6 sorozat 0-hoz tart, ezért a kdzrefogasi elv alapjan
lim(q™) = 0.
Ha q =1, akkor az (1,n € N) konstans sorozatot kapjuk, ami konver-

gens, és 1 a hatarértéke.
Legyen q > 1. Irjuk fel ezt a szamot ¢ = 1+ h (h > 0) alakban. A
Bernoulli-egyenl&tlenség alapjan

g"=(14+h)">1+nh>nh (n e N),

amibdl mar kovetkezik, hogy lim(q™) = +o0.

Ha g < —1, akkor a (q“) sorozat paros, illetve paratlan indext
részsorozatainak kiillonbozé a hatarértéke (a paros indexti részsorozat
hatarértéke +oo, a paratlan indext részsorozaté pedig —oo), ezért a
(q™) sorozatnak nincs hatarértéke. B

(a) (i) Tegyiik fel elgszor azt, hogy a > 1 rogzitett valos szém, és irjuk
fel az /a (n € N) szamokat

alakban. Elég azt igazolni, hogy (hyn) nullasorozat. A Bernoulli-
egyenl6tlenség alapjan

a=(T+h)">1+hun (n e N),

ezért :
0<hn§a% (neN).

A jobb oldalon 4ll6 sorozat O-hoz tart, ezért a kozrefogasi elv miatt
lim(hy) =0, tehat lim Ya=1.
T

— 400
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(i) Ha a = 1, akkor az (1,n € N) konstans sorozatot kapjuk,
aminek 1 a hatarértéke.

(iii) Ha 0 < a < 1, akkor %1 > 1, ezért (i) és a konvergens soroza-
tokra vonatkoz6 mtveleti tétel alapjan

—_—

a = —1 (n— +o00). A

()"

(b) Irjuk fel az Y¥/n szamokat

Yn=1+h, (hqa>0, neN)

alakban. Mivel hy, > 0, ezért a binomialis tétel alapjan

o= (0 (e (e (i

> <T21>h121 — TL(HT_”hi (n e N).

Rendezés utan azt kapjuk, hogy

2

0<hn<y/—
n—1

n=23,...),

amibdl kovetkezik, hogy (hn) egy nullasorozat. Ezért lim({/n) = 1.

|
(c) Elszor teljes indukcioval igazoljuk az
(%) Nz ()" men

egyenl6tlenséget: Az allitas n = 1 esetén igaz. Tegyiik fel, hogy egy
n € N szamra is igaz. Ekkor

n+])n+1
4

)

M+ =nim+1) = () m+1) = (

ui. (1+ Tll)“ < 4 minden n természetes szamra (1. 132. feladatot),
azaz az egyenlGtlenség (n + 1)-re is teljestil.

A (%) egyenl6tlenségekbdl azt kapjuk, hogy vn! > % (n € N),
ezért lim Vn!=+oo. A

n— +oo
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176.
177.

178.

1. Megjegyzés. Az (a) allitds (i) részét a szamtani és a mértani
kézép kozotti egyenlétlenség alabbi | triikkkos” alkalmazéséaval is bi-
zonyithatjuk:

l<va=VaTid d<dn=l_ a1 o,
n n

(A masodik gyokjel alatt az 1 tényezs (n — 1)-szer szerepel.) Ebbdl a
kozrefogasi elv felhasznaldsaval adodik az allitas.

2. Megjegyzés. A (b) allitast a szamtani és a mértani kozép kozotti
egvenl6tlenség alabbi , trikkos” alkalmazasaval is bizonyithatjuk:

1<y :“\/ﬁ.\/ﬁ.1.1...1§
2yn+n-2 2 2
=1——+— .
o n+\/ﬁ (neN)

(A masodik gyokjel alatt az 1 tényezs (n — 2)-szer szerepel.) Ebbdl a
kozrefogasi elv felhasznéalasaval adodik az allitas. B

L. a 132. feladat megoldasat. B
A 133. feladat alapjan a sorozat monoton csékkend. Mivel
1\ n+1 T\n 1
(+2) =(+2) - (1+5) mem,
n n n
tovabba

ezért

lim (1 + l)nH =e

n— 400 n

valéban fennéll. W
El6szor teljes indukciéval igazoljuk, hogy

(+) (E)"<ni<an()” (e

(1) A bal oldali egyenldtlenség igazoldsa: Ha n = 1, akkor J; <1,
ami igaz. Tegyiik fel, hogy az egyenlStlenség fennall n-re. Ekkor

M+ =nln+1)> (%)n(n+]) > (L-H>n+1)

mert e > ()™ = (1+ 1)™ (1 a 176. feladatot).
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(i) A jobb oldali egyenldtlenséy igazoldsa: Han =1, akkor 1 < 4-%,
ami igaz (1. a 132. feladatot). Tegyiik fel, hogy az egyenlGtlenség
fennall n-re. Ekkor
1\ n+1
(4 Di=nn+1) <an(C) 1) <am+ ()"
mert e < (“TH)TLH =(1+ Tll)“ﬂ (1. a 177. feladatot).
A (%) egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy
e n
< <e (n e N).
Vam = )
. . m _ ) " L. . o
Mivel lim( V4n) = 1, ezért a kozrefogasi elv alapjan nl_l)IJIrloo v = ©
[
179. Segédtétel. Tegyiik fel, hogy az (xn) : N — R™ egy olyan sorozat,

Xn+1

amelyre az (n € N) sorozat konvergens és

n

0< lim o,

n—+o00 X

Ekkor (xn) egy nullasorozat.

A segédtétel bizonyitasa. Legyen A = lim(xn41/xXn) < 1. Ve-

gyiink egy (A, 1) intervallumba esé q valds szamot, és tekintsiik az
X

A pont € := q — A sugart kornyezetét. Mivel lim(;i“) = A, ezért

n

ehhez az € szamhoz létezik olyan ng € N index, amelyre

X
O<n—+1<q (Vn > ng,n € N).
Xn
Ezért
X 1 X 2 X 3 Xn+1
e <g, M= <q, 0 <q, L., == <q (n=n).
Xny Xngy+1 Xng+2 Xn

Ezt az (n — ng) darab (n+ 1 = ng+ 1 + n — ng) egyenlGtlenséget
0SsSzeszorozva a

X
0<xn < q%q“ (Vn >mng, neN)
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egyenlGtlenségeket kapjuk. Mivel 0 < q < 1, ezért lim(q™) = 0. A
kozrefogési elvbdl kovetkezik, hogy lim(xn,) = 0. A segédtételt tehat
bebizonyitottuk. W

Az (a) allitas igazolasa. A segedtételt az xn = 2—: (n € N)

sorozatra alkalmazva kapjuk, hogy

(n+ 1)k
o< Tl L VT (nbTyel
Xn n n a
an
T\k1 1
:(1+—)——>—<1 (N — +o0),
n/ a «a
4 . . k
ezért lim(xn) = ngrfw =0 N

A (b) allitas igazolasa. Ha q = 0, akkor az allitas igaz. Ha
0 < |g| < 1, akkor a segédtételt az x, := n¥|g|™ (n € N) pozitiv taga
sorozatra alkalmazva azt kapjuk, hogy

Xn41 _ (n+ ])k|q‘n+1

0< =
Xn Tlk|q|n

:
:q-(1+a)k—>|q| (n — +o00),

m (n¥g™ = 0. Ebbsl lLm (nkq™) = 0 is

ezért lim(xn) = 1
n——+oo n— —+oo

kovetkezik. B

A (c) allitas igazolasa. Ha a = 0, akkor az allitas nyilvan igaz.
Ha a € R\ {0}, akkor a segédtételt az xn := % (n € N) sorozatra
alkalmazva kapjuk, hogy

|a|n+1

!
oot DL ol (o),
Xn lal n+1
nl
azaz lim(x,) = lim % =0, de akkor lim % =0 is teljestil. W
n— 400 : n—-4oo
A (d) allitas a nyilvanvalo

n! 1
n n

egyenl6tlenség kozvetlen kovetkezménye. M
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B C-feladatok

180. 1° Az 6sszegre vonatkozo Allitas igazolasa. Emlékeztetiink arra,
hogy ha A, B € R, akkor az A + B dsszeg akkor van értelmezve, ha

(i) A,B € R;
R
(il) A = +o0 és B{e ésekkorA+B:{+oo
= 400, +00;
e R -
(iii)A:ooésB{ ésekkorA—I—B:{ >
= —0Q0, —00;
(iv)AeRésB:{+oo ésekkorA+B:{+oo
—00, —00.

(Tehat csak (+o00) és (—oo), valamint (—oo) és (4o00) Osszegét nem
definidltuk.)

Az (i) esetben az dllitas a konvergens sorozatok Osszegére vonat-
kozo tételbdl kdvetkezik.

Az (ii) eset igazolasa. (a) Tegyiik fel elszor azt, hogy
lim(ap) =A =400 és lim(b,) =B ecR.

Megmutatjuk, hogy ekkor lim(an+bn) = +00. Mivel (by) konvergens,
ezért korlatos (alulrol is!), azaz

IM eR, hogy by >MVneN esetén.
A lim(an) = 4o feltételbsl pedig az kovetkezik, hogy
VP eR szamhoz dnp €N, hogy an>P—M Vn >ngy indexre.
Ezért VP € R szamhoz dnp € N, hogy
an+bn>P—-M+M=P Vn >ny indexre,

és ez valoban azt jelenti, hogy lim(an, + by) = +00.
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(b) Tegyiik fel, hogy lim(an) = lim(by,) = +o0. Ekkor
P
VP eR szamhoz dn; €N, hogy an > 5 ¥Vn > ng indexre,

P
VP eR szamhoz dny; € N, hogy bn > 5 Vn > n, indexre,

tehat

P P
VP e R szamhoz dng € N, hogy an+bn>§+§zp

teljesiil minden n > ng := max{nj,ny} index esetén, ami azt jelenti,
hogy lim(an + by) = +o00.

Az (iii) és az (iv) eset hasonléan igazolhato.

2° A szorzatra vonatkozo allitas igazolasa. Emlékeztetiink arra,
hogy ha A,B € R, akkor az A - B szorzatot akkor értelmeztiik, ha

(i) A,B e R;
>0 valds +o0
<0 vald —

(ii)) A=+o0 és B YOS s elckor A - B = >
= +oo 400
= —0Q, —0Q;
>0 valds —00
<0 vald

(iii) A = —oo 65 B valos o ekkor A-B—={ T °°
=+o0 —00
= —0Q, +OO,
>0 valds +o0

(iv) B=+4o00 és A és ekkor A - B =
< 0 valos —00;

0 vald —

(v) B=—00 és A ZU VS ekkor A-B={

<0 valos +o0.

(Tehat csak O-nak (+o00)-nel és (—oo)-nel valo szorzatat — és forditva
— nem értelmeztiik.)

A szorzatra vonatkozo tétel tehat 13 allitast tartalmaz. Az A,B € R
eset a konvergens sorozatok szorzatara vonatkozd tételbsl kdvetkezik.
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A fennmarado 12 allitas koziil csak kett6t igazolunk, a t6bbit hason-
l6an lehet belatni.

(a) Tegyiik fel, hogy lim(an) = 400 és lim(by) = B > 0 valos
szam. Megmutatjuk, hogy ekkor lim(anby) = +oo.
Mivel lim(by) = B > 0, ezért a 5>0 szamhoz 3In; € N, hogy
bn > %(> 0) fennall Vn > ny természetes szamra. A lim(an) = +oo
feltételbsl pedig az kovetkezik, hogy VP € RT szamhoz 31, € N, hogy
an > BL;2(> 0) Vn > n; esetén. Igy

P
VP e Rt szamhoz Ing €N, hogy anbn > B2 -(B/2)=P(>0)

teljesiil minden n > ng := max{ny, n,} indexre, ami valéban azt je-
lenti, hogy lim(anby) = +o0.

(b) Tegyiik fel, hogy lim(an) = lim(by) = +oo. Ekkor VP €
€ R" szamhoz dn; €N, hogy an>P(>0) Vn>n; indexre,
ésaz 1szamhoz dn; € N; hogy bn,>1(>0) Vn >n;, indexre.
Ezért

VP eR'Y szamhoz 3dng e N, hogy anbn>P

teljesiil minden n > ng := max{n,ny} index esetén, és ez azt jelenti,
hogy lim(anbyn) = +00.
3° A hanyadosra vonatkozo allitas igazolasa. Most is emlékezte-

tiink arra, hogy A, B € R esetén az A/B hanyadost akkor értelmeztiik,
ha

(i) A€ R,B € R\ {0};

A
(ii)AeRésB{ oo és ekkor = = 0:

= —0Q,

(iii) B € R\ {0} és A = {_+°° és ekkor
= —00,
400, haB>0és A=+
A J—oo, haB<0é A=+o00
B —00, haB>0és A =—0
400, haB<0és A=—c0.



4.83. Sorozatok konvergencidjanak és hatdrértékének a vizsgdlata 211

181.

182.

Vegyiik észre azt, hogy

(52) = (@) (52)

(azaz (g—z) az (an) és az (é) sorozat szorzata). Ezért a szorzat-

ra vonatkozo allitds miatt elég igazolni a kovetkez6t: ha lim(by) €
€ {+o00, —o0}, akkor lim(&) =0.

Tegyiik fel pl. azt, hogy lim(by) = +00. Ekkor

1
Ve >0 szamhoz dng €N, hogy bn> 5 Vn >ngy indexre.

Ebbél az kovetkezik, hogy

1
Ve >0 szamhoz dnp € N, hogy (0 <)b— <& Vn >mng indexre.

n

Ezzel a lim(by,) = +00 esetben megmutattuk, hogy lim(ﬁ) =0. A

lim(by) = —o0 esetben az allitas hasonloan igazolhato. W
2 a1 43 1
n-+3n—1 5+ 76— n7
(b) an = =1 1 50 (Mn— +oo); M
TS5 1+ L+ 5
1—n3 L —n
(d) Un= 5.7~ ;‘:_iz — —00 (N — +oo); A
T
P+m-103 1+ +a-1)7°
() an = D" +m-1) :( n) +(0-5) alapjan a sorozat

n3+1 1+ 5L
mn
hatarértéke 2. W

(a) Végezziik el a kovetkezs atalakitést:

K1

X0
P(n):nk(ock—l- —i—---—I-ﬁ).

Mivel lim (Tll) = 0, ezért a konvergens sorozatokra vonatkozo miveleti
tételek alapjan

K1

. X0
lim (ock—l- -I--"—I-ﬁ):(xk.

n— -+oo

Vegyiik figyelembe, hogy lim(n) = 400, és alkalmazzuk a mtveletek
és a hatarerték kapcesolatara vonatkozo tételt (1. a 75. oldalt).
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184.

(b) Legyen a két polinom

P(x): = ouex®+ o1 x4 o,
Qx) = Burx' + Broxt T -+ + Bo,
ahol i, B5€ R (1=0,1,...,k; j=0,1,...,1) és a1 # 0. Ekkor
Kk —
L NS e A S N
Q) T T
Vilagos, hogy a
o + =t 44 K
Cri=nkt és dn = b B“1 gk (neN)
it B+t B
sorozatokra lim(d.) = s és
P
1, hak=1
lim(cn) =< 400, hak>1
0, hak<l

teljesiil. Ezért a mtiveletek és a hatarérték kapcsolatara vonatkozo
tétel (1. a 75. oldalt) alapjan

%, hak=1

1

0, hak <l

+00, hak>1és 81gn(

lim(qn) = 5
Br
Xk

—o00, hak>1és sign (6—) =—1. 1

(a)
Vn24+3n—1—-2n=

Vn2 14 V4n2
— 21 3n—1— Tnz)- nS+3n—1+vans
vVn?+3n—1+ v4n?

. —3n?43n-—1 B
VnZ 4 3n—1+V4n2
—3n+3-1

= — —00 (n— +o0); B

V12 -5 +2



4.83. Sorozatok konvergencidjanak és hatdrértékének a vizsgdlata 213

185.

(c) Minden n € N szamra

L VAFT—VA VRl —vA VaFT4va
TR VAT VR vVaT VAt ltyn
- 1 vn+vn—1
WA TV —VR—T) VRt V=T

7ﬁ—|—\/n—171+ 1—3
CVnAF B 1.1
nETHyvn iyl

Mivel lim (%) =0 és lim <\ /11— l) = 1, ezért a konvergens soroza-

tok hatarértékére vonatkozd tétel alapjan a szamlaléban levd sorozat
hatarértéke 2. Hasonloan: a nevezdében levs sorozat hatarértéke is 2.
A hanyadosuk hatéarértéke 1, tehéat lim(ay,) =1. B

(e) Az a®> — b3 = (a — b)(a? + ab + b?) azonossag alapjan

en I

(VA1) + Y+ 1)+ (V)
(V1) + /mm+ 1)+ (V)

1

= 5 5 =0 (n— +oo). A
(Vn+1)"+ /nn+1)+ (In)

~ (VT ).

(bn) korlatos, ezért létezik olyan K > 0 valos szam, amellyel —K <
< byn < K teljesiil minden n € N esetén. Nyilvan feltehetjiik, hogy K
egy természetes szam. A feladatbeli sorozatra tehét az

(%) . <ar <ay  (neN)

becslés érvényes. A lim(an) =1 feltételbsl és a konvergens sorozatok
szorzatara vonatkozé tételbdl kovetkezik, hogy az (a]fl,n € N) és az
(a;K,n € N) sorozat hatéarértéke is 1 (itt hasznéltuk fel azt, hogy

K € N). A (%) egyenl6tlenséghdl a kozrefogasi elv alapjan kapjuk a
bizonyitandé lim(ad") = 1 egyenlsséget. M
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186.

187.

188.

Legyen A > 1, és vegyiink egy g € (1, A) szamot. Mivel lim(a,) = A,
ezért q-hoz létezik olyan ng € N, hogy an, > q minden n > ng indexre
(gondolja meg, hogy ez miért igaz). Igy

n n

an>q"  (n>mng).

g > 1 miatt a jobb oldali geometriai sorozat +o0o-hez tart, ezért ez
igaz a nala nagyobb sorozatra is (1. a 156. feladatot).

Ha |A] < 1, akkor egy q € (|A|,1) szamot valasztunk. A lim(a,) = A
feltételiinkbdl most az kovetkezik, hogy létezik olyan ng € N, hogy
|an] < g minden n > ng természetes szamra. Ezért

0<lan"<q™ (n>mnyp).

A 0 < g < 1 valasztds miatt a jobb oldalon levé geometriai sorozat
0-hoz tart, amibdl lim(\anI“) = 0, kovetkezésképpen lim(aﬁ) =0
adodik.

Az A =1 esetet illetGen tekintse a kovetkezd példakat:

an:=Yc (neN), ce(0,+0);
an:=¥n (neN)j

S 1, han=1,3,5,...
"l V2, han=2,46,...1

Legyen lim(ay) =t A > 0. Ekkor az € := A/2 > 0 szamhoz Ing € N,
hogy Vn > ng indexre % < ap< %. Ezért

n\l%ﬁ Van < n\/37A (TLZTL()).

Mivel lim( {‘/&) = 1 minden « > 0 valds szam esetén, ezért a kozre-
fogasi elv alapjan lim( Y/ an) =1. 1

(a) Két hasonlo nevezetes sorozatot” is ismeriink:

lim(/n) =1 és lim( Vn!) = +o0
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(1. a 175. feladatot). Ebbdl rogton kévetkezik, hogy olyan (an)
sorozatot is meg lehet adni, amelyre az (,“/an) sorozatnak nincs ha-
tarértéke. Példaul:

s vn, han=1.3,5,...
Tl VR, han=24,6,...

(a paratlan indext részsorozatnak 1, a paros indextinek pedig +oo a
hatérértéke).
Azt is egyszerii észrevenni, hogy olyan (ay,) sorozat is van, amelyre az

( Y an) sorozatnak egy el6re megadott ¢ > 1 valds szam a hatarértéke.
Ha példaul

an:=c" (neN), akkor lim(¥/a,)=c.

(Itt a ¢ > 1 feltetelbol kovetkezik, hogy lim(an) = +o00.)

Egy kérdés maradt még: ha (P/an) konvergens, akkor lehet-e 1-nél
kisebb szam a hatarértéke. A lim(a,) = +oo feltételiinkbdl kivetkezik,

hogy
dnpg €N, hogy Vn >mng indexre an > 1,

ezért a, > 1 minden n > ng esetén. A rendezés és a hatarérték
kapcsolatara vonatkozo tétel miatt lim( Y an) > 1 teljesiil.

Osszefoglalva: Az ( m) sorozat lehet konvergens, de ekkor a hatér-
értéke > 1; és minden ¢ > 1 szamhoz van olyan (an) sorozat, amelyre
lim( *\l/aTL) =c. Az ( *\I/CTTL) sorozat hatarértéke +oo is lehet. Van olyan
(an) sorozat is, amelyre az (‘Q/Tn) sorozatnak nincs hatarértéke.

(b) Ha lim(an) = 0, akkor az (*\‘/ﬁ) sorozat lehet konvergens,
de ekkor a hatarértéke a [0, 1] intervallumban van. Minden ¢ € [0, 1]
szamhoz van olyan (an) nullasorozat, amelyre az lim( Q/cTn) sorozat
hatarértéke a ¢ szdm. Van olyan (an) sorozat is, amelyre az (’Q/aTL)
sorozatnak nincs hatarértéke. H

189. Tekintsiik az
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190.

191.

atalakitast. Mivel (1 + %)nz (n € N) az e-hez tarto (1 + Tll)“ (n e N)
sorozat egy részsorozata, ezért annak hatarértéke szintén az e szam. A
187. feladat eredményét alkalmazva kapjuk, hogy a kérdezett sorozat
konvergens és 1 a hatarértéke. l

(a) A sorozat tagjait megado kifejezést dtalakitjuk:

1 2n+1 -I 2n ]
() =(+m) (5) mem

Az (1 + %L)Zn (n € N) az e-hez tarto (1 + Tll)“ (n € N) sorozat (paros

indexti) részsorozata, ezért a hatarértéke szintén e. A masik tényezs
n — 4oo esetén I-hez tart, ezért a konvergens sorozatok szorzatara
vonatkozo tétel alapjan a feladatbeli sorozat hatarértéke az e szam. B

(b) Most a kovetkez6 dtalakitdst célszeri elvégezni:

(S REYLESA L R B
o) TN e e

1

Az el6z6h6z hasonléan kapjuk, hogy a kérdezett hatarérték % |
Vegyiik az o, € R szam [an] egészrészét. Ekkor
[on] <an<[on] +1 (neN).

Mivel lim(an) = 400, ezért az yn := [&n] (n € N) sorozat is +o0o-hez
tart. Nyilvan feltehetjiik, hogy oy > 1 (n € N), ezért

<1+ L )ynH
y“+1] <(1+oll)““<(1+y1n)y“-(1+;1).

Yn+1

1+

A kozrefogasi elv és

nl—i>rJIrloo(] + U1n> - nE)IJrrloo(] + yn1—|— ]) =1

alapjan elég belatni azt, hogy a természetes szamok tetszbleges +o0o-
hez tarté (yn) sorozatara

1 Yn
(%) lim (] + ) =e.

n— +o00 Yn
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192.

Ezt az allitdst igy bizonyitjuk be: Az (1 + Tll)n (n € N) sorozat az

e szamhoz konvergal (1. a 176. feladatot), azaz Ve > 0 szamhoz
dnp € N, hogy

(r02)

Mivel lim(yn) = +o0, ezért ng-hoz I3n; € N, hogy minden n > ny
esetén yn > ng. Tehat

] Yn
‘ (1 + ) —e
Yn
és azt jelenti, hogy (x) valdéban igaz. B

(a)

G = [0+ 5) T () 2 e

el <e Vn > ng indexre.

<€ VYn > ng esetén,

(d) 1. megoldas:
3

= () = () ) = () ") e

Mivel

lim (i>n:O és lim (1—1—4]—“)T:e,
3

n—-+oo \5 n— —+oo
ezért lim(a,) = 0.
2. megoldas. Az alap nagy n-ekre g—hoz van kozel, ui. hm(4T51::3)
= g‘. Ebbél | sejthets”, hogy a sorozat egy egynél kisebb hanyadost

geometriai sorozattal feliilrsl becsiilhet6, amibdl kovetkezik, hogy a

4n+3 )

sorozat nullasorozat. A pontos bizonyitds: Mivel lim( o

dnp € N, hogy

5, ezért

In+3 <7
5n — 10

(Ezt az ng szamot a fenti egyenlStlenségbdl meg is lehetne hatérozni,

0<

ha n > ny,.

de ez nem sziikséges.) Igy
4n+3\n 9\m
= < (= > .
0<an ( 5n ) —(10) (n 2 mo)
Mivel lim((9/10)n) =0, ezért lim(ayn) = 0 is teljesiil. W
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193. (g) A sejtés kialakitasa itt nehezebb, mint a bizonyitasa. A sejtés

az, hogy a sorozat hatérértéke 3 (ui. nagy n-ekre a gyck alatt 3™
koriili szam &ll). A bizonyitdshoz a kozrefogasi elvet alkalmazhatjuk:
a sorozatot alulrol és feliilrél becsiiljiik 3-hoz tart6 sorozatokkal. (Ha
eddig eljutunk, akkor innen mar minden egyszert.) Mivel

3< V34 2n< V2.3n=3V2 (neN)

és lim( '\1@) =1, ezért a megadott sorozat valéban konvergens és, 3 a
hatarértéke. W

(h) Alkalmazza a kovetkezs becslést:
3 _ !
v2 o V2

(m) Tekintsiik a kovetkezs atalakitasokat:

In< Y3n—-2n<3 meN). ®

3n+4 1\ént5 1
n= (3n—|—2) - <3n—|—2>6n+5 -
3n+1
1 1

(1 3n]+1>3n+]}Z (1+ 3n]+1>3‘

)3TL+1 (

Az (1 —I—ﬁ n € N) sorozat az e szamhoz tartd (1 _|_Tll)“ (n eN)
sorozat részsorozata, ezért a hatarétéke e. Mésrészt lim(] —|—#+]) =1,
ezért lim(an) = e 2. M

(n) A sorozat tagjait most igy alakitjuk &t:

B (4n+1)n—5: (4(n—|—3‘)>n—5: (4)n—5(n+l>“—5

an =

5n+3 5(n + %) 5 n+ %
Mivel lim (%)n—S = 0 (geometriai sorozat!) és a masik tényezd kor-

n— 400

latos (ui. (n+1/4)/(n+3/5) < 1 minden n € N esetén), ezért
lim(an) =0. W
(p) an-re zart alak nem varhato, ezért becslésekkel probalkozunk. A

,trividlis” also, ill. fels6 becslést (mindegyik tagot a legkisebbel, ill. a
legnagyobbal helyettesitjiik) alkalmazva azt kapjuk, hogy

L S T U S |
M (2n)2 —n?2  (n+1)? (2n)2 = n2 n
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194.

195.

196.

minden n € N esetén, kovetkezésképpen lim(an) = 0. (Figyeljiikk meg
azt az érdekes tényt, hogy ez az 6sszeg nagy n-ekre — annak ellenére,
hogy a tagok szdma né — kicsi marad.) B

(q) A ,trivialis” also, ill. fels6 becslést alkalmazuk. Mivel minden
n € N esetén

Jion 1 1
V2 2n — yn n+1 n - vn

n
ezért lim(an) = +oco. A

ﬁ
3

Legyen A := lim(an). Ekkor lim(a,41) = A. Ha A # 0, akkor a
hényados sorozatra vonatkozé tétel miatt

. Qnyd lim(an1) A
1 = =—=1.
1m( an ) lim(an) A

Tegyiik most fel, hogy lim(a,) = 0. Ekkor lehet, hogy az (a;hq)

n
sorozat nem konvergens. Ilyen sorozatra egy példa a kdvetkezs:

24 (=)™
an = M (neN).
n
Ha lim(an) = 0 és (%) konvergens, akkor ez utobbi B-vel jeldlt

hatarértékére [B| < 1 iTglazolhat() (pl. indirekt modon). St min-
den B € [—1,1] szamhoz megadhat6 olyan (a,) nullasorozat, amelyre
lim(ag—:‘) = B. Tekintsiik az (TlL), (%) és [B] < 1 esetén az (nB™)
sorozatokat. W

(a) Feltehetjiik, hogy a < b és b > 0. Ekkor a
b= Vo< Var+bn < Vb 4+b"=bV2 (neN)

egvenl6tlenségekbdl a kozrefogasi elvet alkalmazva kapjuk, hogy az
( Van+ b“) sorozat konvergens, és max{a, b} a hatarértéke. l

Az

n(an—\/cnz—bn—i-z) —

Ven2 —
:n(an— ﬁnz_bn%_z)_an—i— cn bn+2:
an+ven? —bn+2

(az—c)nz—bn—l—Z B (az—c)nz—bn—l—z

an++venZfbn—2 at,/en+o 2
n n
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198.

atalakitast felhasznalva mutassa meg, hogy a feladatbeli egyenlGség
pontosan akkor teljesiil, ha a?—c =0 =Db és a+ /c =2, ami azzal
ekvivalens, hogy a=c=1¢ésb=0. &

Legyen lim(an) = A € R. Azt kell megmutatni, hogy lim((rn) =0,
azaz lim(cfn — A) = 0. (Vagyis: a |on — A| kiilonbség tetszélegesen
kicsi, ha n elég nagy.)
Irjuk fel ezt a kiilonbséget a

ajt+ax+---+an

n

(a1 —A)+(az—A)+---+(an—A)
n
alakban. Mivel lim(an) = A, ezért Ve > 0 valés szamhoz dng € N,
hogy |[an—A| < & Vn > ngindex esetén. (Vagyis: |an—A| akidrmilyen

kicsi lehet, ha n elég nagy.)

Most egy kis dtletet alkalmazunk. Vesziink egy € > 0 szamot, és
a hozza tartozé no koszobindex alapjan a fenti Osszeget két részre
osztjuk:

((11—A)-I-"'—i—((ln(),]—A)+(an0—A)+"'+((1n—A)
n n '

on—A =

(Ebb&l mér lathato, hogy |on — A| akarmilyen kicsi lehet, ha n elég
nagy: az els§ tagra ez az n nevezd miatt igaz, a masodiknal meg a
szamlaloé mindegyik tagja kicsi.)

Ezek alapjan tehat

K (n—mnge

‘Gn—A‘SEJr < e+¢e=2¢,

ha n > max{ no,%}, ahol K az |a; — A[, ..., lan,—1 — A| szamok
maximuma, és ez azt jelenti, hogy lim((rn — A) =0.

Az an = (—1)" (n € N) divergens, de a szamtani kozepeinek (O‘n)
sorozata 0-hoz konvergél.

Tegyiik most fel, hogy lim(an) = 400, azaz VP € Rszamhoz dng € N,

hogy an > P Vn > ng esetén. Ekkor
a .. a e n—n ]
On = 14t ane F —I—an> OP>7P, ha n > 2ny,
n n 2

tehdt lim(oy) = 4co. W
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199.

200.

201.

4.4.

Alkalmazza az el6z6 feladat eredményét az (ain) sorozatra.

(a) Tekintse el6szor a lim(an) > 0, majd a lim(an) = 0 esetet.

(b) Ha lim(an) = +o00, akkor lim(cg—n) = 0, tehat lim(h]—n) = 0, azaz
lim(hy) = 4+c0. A

Hasznalja fel az el6z6 két feladat eredményét, valamint a harmonikus,
a mértani és a szamtani kozepek kozotti egyenlStlenségeket (1. a 20.
feladatot). W

A (by) sorozatra alkalmazza az el6z6 feladat eredményét. B

Rekurziv sorozatok hatarértéke

B A-feladatok

204.

205.

A 86. oldal tétele alapjan példaul az

1 2
ay =2, Anil = = <Gn+ ) (Tl € N)
2 an
egy olyan sorozat, amelynek v/2 a hatarértéke. Nyilvanvalo, hogy
ennek mindegyik tagja racionélis.

A 2 kezdgérték helyett bdrmely mas pozitiv raciondalis szdmot véilaszt-
va egy masik, de ugyancsak v/2-hoz konvergalo racionalis sorozatot
kapunk. H

A konvergens sorozat definicijanak (1. a 66. oldalt) kozvetlen kivet-
kezménye. B

B B-feladatok

206.

A 85. oldal megjegyzésében vazolt utat kévetjiik.

Irjuk fel a sorozat elsé néhany tagjat:

V2, \/272 \/2\/272.
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Monotonitas. A sejtésink az, hogy az (an) sorozat monoton
novekedd.

Bizonyitds: teljes indukciéval.

() n=1re (a1 =)V2 < V2V2(=a2) & 1< 2, ezért az allitas
n =1 esetén igaz.

(i) Tegyiik fel, hogy valamilyen n € N szamra an < an41. Ekkor

(ans1 =) \/zan < \/20—n+1(: An2) & an < ang,

ezért any1 < ang2 is igaz. Az (ayn) sorozat tehat valoban monoton

novekedds.

Korlatossag. A sorozat tagjait figyelve alakulhat ki az a sejtés,
hogy az (an) sorozat feliilr6l korlatos, és 2 egy fels6 korlatja, azaz
an <2 (neN).

Bizonyitds: teljes indukciéval.
(i) n = T-re a; = V2 < 2 miatt igaz az allitas.

(ii) Haegy n € N szamra an, < 2, akkor an4+1 = v2an < V2-2=
= 2 is teljesiil, ezért a sorozat feliilrsl korlatos.

Konvergencia. Mivel (a,) monoton névs és feliilrsl korléatos,
ezért konvergens. Jelolje A a sorozat hatarértékét. A sorozat tagjai

ny1 = V2an (meN)

rekurziv dsszefliggésben vegyiik az n — 400 hataratmenetet. Ekkor
lim(any1) = A és lim(v/2an) = V2A felhasznalasaval azt kapjuk,
hogy A = v2A. A sorozat hatarértéke tehat megoldéasa az

koézott fennélld

AZ—2A=A(A-2)=0

egyenletnek. Ennek gySkei 0 és 2. A monoton novekedés és a; = /2
miatt (an) minden tagja > v/2, igy 0 nem lehet a sorozat hatarértéke.
Ezért lim(an) = 2.

Osszefoglalva: Az (a,) sorozat konvergens, és 2 a hatarértéke. W
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207. A monotonitasra vonatkozé sejtés az els6 néhany tag alapjan az,
hogy (an) monoton névekedd.

Bizonyitds: teljes indukcidval.
(i) n=1-re (a1 =)0 < %(: az) miatt igaz az allitas.

(ii) Tegyiik fel, hogy valamilyen n € N szamra an < anq1. Ekkor

3 3
a _an—|—1<an+]+]_
n+1 — 2 >~ 7 = Qn+2,

ezért a sorozat valoban monoton novekedd.

Egy fels6 korlat keresése: A rekurziv osszefiiggésbdl és az
els6 néhany tagbodl sok esetben nem egyszerd feladat egy alsoé vagy
fels6 korlat meghatarozasa. Egy korlat ,,megsejtésére” a kovetkezd
otletet alkalmazhatjuk: Feltételezziik azt, hogy a sorozat konvergens,
és A = lim(an). Ha (an) példadul monoton novekedd, akkor A =
= sup{an | n € N}, ami azt jelenti, hogy a sorozat hatarértéke egyuttal
a sorozat egy fels korlatja is. Ha a rekurziv 0sszefiiggésben vessziik az
n — +oo hataratmenetet, akkor a lehetséges hatarértékre (azaz A-ra)
egy egyenletet kapunk. Ennek megoldasai koziil vilasztunk egyet, és —
pl. teljes indukcioval — megprobaljuk igazolni, hogy az a sorozatnak
egy felss korlétja.

Esetiinkben az an11 = 01312“ (n € N) rekurziv 6sszefiiggés alapjan azt
kapjuk, hogy ha (an) konvergens, és A a hatarértéke, akkor A = #,
azaz A gyoke az A3 —2A 4 1 = 0 egyenletnek. Az

a®~b*=(a—b)(a*+ab+b?)  (a,beR)
azonossag alapjan
AS—2A+1=A3—1P-2(A-1)=(A-T1)(A?+A 1),
+5

ezért az egyenlet gyokei 1,%, ami azt jelenti, hogy ha az (an)

sorozat konvergens, akkor a hatarértéke csak az el6bbi hdrom szam
valamelyike lehet. Nyivanvalo, hogy an > 0 minden n € N esetén,

ezért —5  hem lehet hatarértéke a sorozatnak. A masik két gyok
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208.

kozott a < 1 relacio all fenn. Probaljuk meg igazolni azt, hogy

a kisebbik szam mar fels6 korlatja az (ay) sorozatnak, azaz

V5 —1
2

an < (n e N).

Bizonyitds: teljes indukciéval.

i)n=Tre0< @ miatt igaz az allitas.

(ii) Ha an < ‘/52*1 valamilyen n természetes szamra, akkor

L@l (5T VA
n+1 — 2 > 2 = 7 )

ezért ‘/32*] valoban egy fels6 korlatja az (an) sorozatnak.

Konvergencia. Mivel (a,) monoton novs és feliilrsl korlatos,

ezért konvergens. A fentiek szerint a hatarértéke csak \/52_1 vagy a

nala nagyobb 1 szam lehet. Mivel \/?’2*1 a sorozatnak egy fels§ kor-

latja, ezért 1 nem lehet a hatarértéke. Kovetkezésképpen a sorozat
V51
>

hatéarértéke

V51
2

Osszefoglalva: Az (a,) sorozat konvergens, és a hatarértéke.

Teljes indukciéval egyszertien bebizonyithatd, hogy mindkét sorozat

monoton novekeds. Ha konvergensek, akkor az A hatéarértékiikre az

A= AS]Jgso egyenl@ség teljesiil. Ennek megoldasai —5, 2 és 3. Ebbdl

mar rogton kovetkezik az, hogy a (by) sorozat nem konvergens (b =
= ]%5 > 5). Teljes indukcioval egyszerd bebizonyitani, hogy az (an)
sorozatnak 2 egy fels6 korlatja. Kovetkezésképpen ez a sorozat 2-hoz

konvergal. W

B C-feladatok

209.

(a) A monotonitasra vonatkozo sejtés: az (an) sorozat monoton
novekedd.

Bizonyitds: teljes indukciéval. Nyilvanval6, hogy

a1:\/§§ \/3+2\/§:a2.
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210.

211.

Tegyiik fel, hogy an < any1. Ekkor

ant1 = \/3 + 2an < \/3 +2an11 = Ana2,

a sorozat tehat valoban monoton novekedd.

Egy fels6 korlat keresése: tegyiik fel, hogy (an) konvergens, és
lim(an) = A. A rekurziv osszefiiggésben az n — +oo hataratmenetet
elvegezve kapjuk az A = /3 + 2A egyenletet. (Koézben felhasznaltuk
azt, hogy lim(any1) = A és lim(v/3 + 2an) = V3 + 2A.) Az egyenlet
egyetlen megoldasa A = 3. Ha a sorozat konvergens, akkor csak 3

lehet a hatérétéke. A sorozat azonban monoton noévekedd, ezért ha
feliilrsl korlatos, akkor 3 egy fels6 korlatja is.

Sejtés: A sorozat feliilrdl korlatos, és 3 egy fels§ korlatja.

Bizonyitds: teljes indukcioval. n = 1-re a; = V3 < 3 nyilvan igaz.
Tegyiik fel, hogy an, < 3 egy n € N indexre. Ekkor

Uns1 = V34+2an <V3+2-3=3,

amibdl az kovetkezik, hogy (an)-nek 3 valoban egy felss korlatja.

Konvergencia. Mivel (an) monoton niévekeds és feliilrsl korlatos,
ezért konvergens. Fentebb megmutattuk azt, hogy az A-val jelolt
hatarétékére az A = /3 + 2A egyenlet teljesiil. Ennek egyetlen gydke
3. A sorozatnak a hatarétéke tehat 3.

Osszefoglalva: a sorozat konvergens, és 3 a hatarétéke. W

Teljes indukcioval egyszertien belathaté az, hogy minden o € [0, 1]
esetén az (an) sorozat monoton novekedd.

Ha az (an) sorozat konvergens, akkor a hatarértéke vagy 1 +
+v 1 — «, vagy pedig 1—+/1 — a. Teljes indukci6val egyszerten belét-
hato az, hogy minden « € [0, 1] esetén az (an) sorozatnak 1—+/1 — «
egy felsG korlétja.

Ezek alapjan a sorozat minden « € [0, 1] paraméter esetén kon-
vergens, és lim(an) =1T—v1 —a. B

A monotonitas vizsgilatdhoz vegye a sorozat két szomszédos tagjanak
a kiilénbségét.
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212.

213.

Ha 0 < « < ay, akkor az (an) sorozat monoton csokkens, és « egy
also korlatja.

Ha a; < «, akkor az (an) sorozat monoton novekeds, és o egy felss
korlatja.

Mindkét esetben a sorozat hatarértéke oc. W

Minden o > 0 esetén az (an) sorozat monoton névekedd, és

14++vV1+4x
2

egy felss korlatja. Ez a szam egyuttal a sorozat hatarértéke is.

Mivel an > 0 és by, > 0 (n € N), ezért a sorozatok ,,jol definialtak”.

Az els6 néhany tagbol kiindulva alakithatunk ki szemléletes képet a
sorozatokrol:
ar=a<p =Dby

és

a1:oc<a2:\/oc[3<“;B:bz<b1:[3.

(Ttt egyrészt az o < P szamok szdmtani és mértani kozepeik kozott
fennallo egyenlStlenséget hasznaltuk fel, mésrészt pedig azt a nyilvan-
valo tényt, hogy ezek a kozepek az o és 3 szamok kozott vannak.)
Ebbél az kovetkezik, hogy [az, ba] C [a,by], s6t a kivetkezs tagokat
is figyelembe véve kialakithatjuk azt a sejtést, hogy

... Clasz, b3] C laz, bal C [ag, byl = [o, Bl
Ez pontosan azt jelenti, hogy minden n = 2,3, ... esetén
an+Db
X=a1 < 0an < apy1 = \/anbn<%:bn+1 <bn<bi =8,

amit teljes indukciéval lehet bebizonyitani.

Azt kaptuk tehat, hogy az (an) sorozat (szigorian) monoton névekeds
és feliilrsl korlatos, a (bn) pedig (szigortan) monoton csokkend és
alulrél korlatos. Ezért mindkett§ konvergens. Legyen

lim(an) = A és lim(b,) =: B.
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4.5.

Mivel by 1 = % (n € N), ezért az n — 400 hataratmenetet véve
B = AT*B, azaz A = B adddik. A feladat allitasat az o < 3 esetben
tehat bebizonyitottuk.

Az allitas igaz akkor is, ha o« > 3. B

Sorozat limesz szuperiorja és
limesz inferiorja

B A-feladatok

214.

215.

216.

217.

218.

Ha a minden tagja pozitiv, akkor nincs negativ szdmhoz tart6 rész-
sorozata, kivetkezésképpen lim a > 0. Mivel 0 < lim a < lim a = 0,
ezért lim a = lim a = lima = 0, tehat az a sorozat konvergens, és 0 a
hatérértéke. W

A sorozatnak van hatarértéke, és ez +oo, mert +oo = lim a < lim a <
< 400 miatt lim a = lim a = +oo = lima. W

Ningcs ilyen Cauchy-sorozat. A lim a = —oo feltételbdl ui. kivetkezik,
hogy a (alulrél) nem korlatos, kivetkezésképpen nem Cauchy-sorozat
(1. a 172. feladatot). W

Az (1 + Tll), a (2 + Tll) és a (3 + Tll) sorozatok hatarértéke rendre 1, 2
és 3. Ezeket , 6sszefésiilve” kapjuk az

14+ 5, han=3k+]1
an=<2+ 5, han=3k+2 k=0,1,2,...
3+ ¢4, han=3k+3

sorozatot. Ennek pontosan 3 stirtis6dési helye van: 1,2 és 3.

Van olyan a sorozat, amelyik stirtisédési helyeinek halmaza N-nel
egyenls. Minden rogzitett k € N esetén a (k + TlL,n € N) sorozat k-
hoz konvergal. Ebbé6l a megszdmldlhato sok sorozatbél a ,Cantor-féle
atlos eljarassal” egyetlen a sorozat képezhets. Erre Hq = N teljesiil.
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Nincs olyan a sorozat, amelyikre Hq = Q, ui. ha lenne ilyen sorozat,
akkor annak minden irracionalis szam is stirtisédési helye lenne. (Em-
lékeztetiink arra, hogy minden nemelfajulé intervallum tartalmaz raci-
ondlis szdmot és irracionalis szamot egyarant. )

Van olyan sorozat, amelyiknek minden valés szam stirtisodési helye.
A racionélis szamok halmaza a ,,Cantor-féle 4tlos eljarassal” sorozatba
rendezhetd (roviden: Q megszamlalhato). Erre az a sorozatra Hqg = R
teljesiil. W

B B-feladatok

219.

220.

4.6.

(a) Ho={-1,1},lima=—1,lima=1. W

(b) He={1,3},lima=1,lima=3 N

@)+
T+ 4%

ha a sorozat egy részsorozatanak van hatéarértéke, akkor ez csak —1

vagy 1 lehet. Ezért Ho ={—1,1},lima=—1,lima=1. M

(c) A sorozat an = (n € N) alakjabol kovetkezik, hogy

<d> Ha:{o»+m},ma:0,ma:+m, [ |

sup(an) = lim (an) = 1, de a sorozatnak nincs legnagyobb tagja.

min(an) = inf(an) = —2(= a1), ezért a; a sorozat legkisebb tagja,
azonban lim (ay) = —1.

Mivel lim (an) # lim (an), ezért a sorozat nem konvergens. W

Komplex tagt sorozatok
konvergenciija

B A-feladatok

225.

Az allitasok a definiciok kozvetlen kovetkezményei.

226. Alkalmazza a definiciot. B
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227,

228.

Hasznalja fel a Hznl — ‘WH < |zn — W haromszog-egyenlGtlenséget.

Az 4llités megforditasa nem igaz, 1. pl. a ((—1)™) sorozatot. M

Az &llitasok a definicidk kozvetlen kévetkezményei. Ml

B B-feladatok

229.

230.

Legyen |q| < 1. Ekkor a (|q™) (valos!) geometriai sorozat konvergens,
és 0 a hatarértéke (1. a 174. feladatot). Mivel ’q“‘ = g™ (n € N),
ezért a 226. feladat alapjan a (q“) komplex sorozat is 0-hoz tart.

Ha q =1, akkor az allitas nyilvanvalo.

Azt kell még belatni, hogy az Gsszes tobbi esetben (tehat akkor, ha
lql > 1 vagy q az egységkorvonal 1-t61 kiilonb6z6 pontja) a (q”) soro-
zat divergens.

Ha |q| > 1, akkor a (Iq\“) valés sorozat hatarértéke +oo (1. a 174.
feladatot), ezért a (q“) sorozat nem korlatos, kovetkezésképpen nem
is konvergens.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor q az egységkorvonal 1-t61 kiilon-
b6z6 pontja, azaz |q| =1é q # 1. A zp:=q" (n € N) sorozat di-
vergenciajat indirekt modon latjuk be. Tegyiik fel, hogy lim(z,,) = A.
Vegyiik a (zny1) elestsztatott sorozat és a (zn) sorozat kilonbségét!
Ennek hatéarértéke

lim(znﬂ — zn) = lim(an) — lim(zn) =A—A=0,

ezért ‘Zn_H — Zn| — 0, ha n — +o00. Ez azonban ellentmond a g-ra
tett feltételekbsl adodo

zni1 —za| = [a™ —q"| =la™lg—1/>0 (neN)
egyenlGtlenségeknek. W

A 182. feladat megoldasahoz hasonlé. Az egyetlen kiilénbség a (cn)
alakt sorozatok hatarértékénél van. Vegye figyelembe, hogy minden 0-
t6l kiilonbo6z6 komplex ¢ szam esetén a (cn) sorozatnak a hatarértéke
oco. B
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B C-feladatok

231. (a) Mivel z,, = H%— n—iH (n € N), ezért a valos részek sorozata 1-hez,

a képzetes részekénpedig 0-hoz tart. A sorozat tehat konvergens, és a
hatarértéke T+1-0=1. W

1 .
(0) z = 255
T+ig
nevezében levs pedig 1-hez tart. A hatéarérték és a miiveletek kap-
csolatara vonatkozo tétel alapjan (zn) konvergens, és 2i a hatarértéke.
|

(¢) A g = 1—1 hanyadosi geometriai sorozatrél van szo. Elegendd

(n € N). A szamléaloban lev6 sorozat 2i-hez, a

meghatarozni ¢ = 1 — 1 abszolut értékét. A g szam valds része 1,

képzetes része —1, igy |q] = /124 (=1)2 = V2 > 1, ezért a (zn)

sorozat divergens (1. a 174. feladatot). W
(e) Vegyiik figyelembe, hogy minden n € N esetén

1,  han =4k,

i,  han=4k+1
—1, han=4k+2
—1, han=4k+ 3,

ahol k € N. A (z,) sorozatnak van legalabb két (s6t 4) olyan rész-
sorozata, amelyeknek a hatarértéke kiilonbo6z§, ezért divergens. Vila-

gos, hogy

Zak — 1, Zak, — i, Z4k42 — -1, Z4k4+3 — —i, ha k— +occ. R
)2

(g) A (zn) olyan geometriai sorozat, melynek a hanyadosa q = @

Mivel |q| = % < 1, igy (zn) konvergens, és 0 a hatarértéke. l
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5.1.

Szamsorok

Val6s szamsor konvergenciaja és
osszege

B A-feladatok

232.

233.

234.

A részletosszegek sorozata: —1,0,—1,0,..., és ez nem konvergens. H

(a) A sort generalo (V/0,1) sorozat hatarértéke 1 (L. a 175. feladatot),
tehat nem nullasorozat. A sor tehat divergens. H

() =) -y

n—1

(b) Mivel

(1+n_1> R

ezért a sort generalo sorozat nem nullasorozat. Igy a feladatban meg-

(n — 400),

o=

adott sor divergens. W

Nem lehet, és ezt indirekt modon igazoljuk. Ha Y (an + byn) konver-
gens lenne, akkor ennek és a szintén konvergens > (—an) sornak az
Osszege, azaz a y_ by sor is konvergens lenne. Ez ellentmond annak a
feltételiinknek, hogy > by divergens. B
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235.

Két divergens sor dsszege lehet divergens, de lehet konvergens is. Pél-
dédul a > (—1)™és > (—1)™ divergens sorok Osszege —a >_2(—1)™ sor
— divergens, a 3 (—1)™" és 5 (—1)™ divergens sorok osszege, a Y_ 0
sor azonban konvergens. Wl

B B-feladatok

236.

237.

A > q™ geometriai sor részletosszegeinek a sorozata:
n=0

1— qn+1

~————, hageR\{l
sn=1+qg+q°+--+q"=<¢ 1—q aaeRA
n+1, haqg=1

(n e N).

Ha q =1, akkor (sy) divergens, ha q # 1 valos szém, akkor a (q“‘q)
geometriai sorozat pontosan akkor konvergens, ha |q| < 1, és ekkor 0
a hatarértéke (1. a 174. feladatot), tehat

00

1
Zq“:hm(sn):1_ (lal<T1). m
n=0 q

Mivel
1 ] 1

nn+1) n n+l (n €N,

ezért a megadott sor n-edik részletosszege

]
A T IR o SR S R ey i

-3+ G-1 6D o)

Ez egy ,teleszkopikus” Gsszeg: az egymast kovets tagok —%—t()’l %—ig
1

kiejtik egymast, ezért sn = 1—17. A feladatbeli sor tehdt konvergens,

és az Osszege:

+o00 1 . ] 1
Z e :hm(sn) :11m(1 — m) =11

n=1
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238. (a) 1. bizonyitas. A Tll harmonikus sor részletdsszegeinek a

n=1
sorozata
LI O DU B
ShmITTS no "

monoton novekedd és feliilrsl nem korlatos (1. a 131. feladatot), ezért

nem konvergens, tehat »_ rl1 divergens.
n=1

2. bizonyitas. Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy a >_ 1

n
n=1
konvergens, és jeloljilk A-val az Osszegét, sn-nel pedig az n-edik rész-

letosszegét. Ekkor
lim(son — sn) = lim(spn) — lim(sp) = A — A =0.

Vizsgéljuk meg az
1 1 1
R By EL )
kiilénbséget. A jobb oldal cs6kken, ha barmely benne szerepld tag
helyébe %‘—et irunk. Igy
1

SZn—sn>n-2—:z (n e N).

Ebbél pedig kovetkezik, hogy lim(SZn - sn) = 0 lehetetlen. W
(b) A Y L sor részletosszegeire az
n=I1 vn

1 1
sn=T4 2+ 2+ t—=>
" V2 V3 vn

1 1 1
) R I
> +2+3+ +n (n eN)

becslés érvényes. A jobb oldal feliilr6l nem korlatos (1. a 131. felada-
tot), ezért (sn) sem az, kovetkezésképpen az (sn) sorozat — tehat a
> —L sor — divergens. W

n=1 v

1 ) . .
(c) A 21 oz sor részletosszegeinek az
n=

1 1

=1t nty

sorozata nyilvan monoton novekedd és a 131. feladat alapjan feliilrél
korlatos, ezért konvergens. W

1
++—  (meN)
n
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239.

240.

Az €l6z6 feladat szerint a > _ Tll harmonikus sor divergens. Mivel min-
n=1
den o < 1 valés szamra TlL < % (n € N), ezért a >_ % sor rész-
n=1

letosszegeinek sorozata feliilr6l nem korlatos, ezért divergens.

Legyen o« > 1. Megmutatjuk, hogy a >_ % sor részletosszegeinek a
n=1

sorozata feliilr6l korlatos. Ennek igazoldsdhoz kettéhatvanyok kozotti

csoportokat képeziink. Egy ilyen csoportra az

1 . 1 - 1 <9k 1 _( 1 )k
(2k 4 1) (2k 4 2)x (2k 4 2k)x =7 (2kje  \ Qa1

egyenlGtlenség teljesiil. Mivel o« > T miatt 20% <Tl,ezérta )_ (Za%l)k
k=0
geometriai sor konvergens, kovetkezésképpen

o IR +]<+i( 1 )k— ] (neN)
Sn = Qo 3 n« — Ja—1 _]72“171 n :

(sn) tehat valoban feliilrsl korlatos. Mivel monoton névekedd is, ezért

konvergens. A )_ % sor tehat minden o > 1 esetén konvergens. W
n=I1

El6szor azt jegyezziik meg, hogy a > % sor konvergencidja a minden
n=0
n € N esetén érvényes

1 1 1
S F LU SR
- 1.2 2.3 (n—1n n

egyenlétlenségekbdl és (sn) monoton novekedésébdl kovetkezik (1. 237.
feladatot).

Joval nehezebb annak az igazoldsa, hogy a sor Gsszege az e szam. Azt
kell tehat belatni, hogy az

Xy = (1 +%)“ (neN)

és az 1 1 1
Un221+1+2*!+§+"‘+a (neN)

sorozatok hatarértéke megegyezik.
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Az alapvetd észrevétel az, hogy fennallnak az

(%) xn<yn<e (neN)

egyenlétlenségek.

(*) bal oldali egyenlétlenségének igazoldsa. A binomidlis tétel alapjan
" & /) /1) & n! 1
— ] —_— pu— — pr— —_— s ———,
n < +n) ké(k) (n) kZ_Ok!(n—k)! nk

Az Osszeg tagjait k =1,2,...,n esetén igy alakitjuk &t:

n! T nn-1n-2)---n—k+1) 1
Kn—k)! nk nk Tk
n—1 n-2 n-—-k+1 1
= - =

(-2 - e

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

azaz (*) bal oldali egyenlStlensége valoban teljesiil.

(%) jobb oldali egyenlétlenségének igazoldsa. Rogzitsik az n € N szé-
mot, és legyen m egy n-nél nagyobb tetszdleges természetes szam. Az
el6z6ek alapjan

= (1) =R 002 055

Ennek az (m + 1) taga osszegnek mindegyik tagja pozitiv, ezért ezt
csokkentjiik, ha csak az els6 (n 4 1) tagjat tartjuk meg, azaz

N S (R (= PN Rl PR ES)
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Vegyiik az m — +oo hataratmenetet! Ekkor a bal oldalon levé sorozat
e-hez, a jobb oldalon 4ll6 pedig (itt rogzitett szama — pontosan (n+1)
— tag van!) yn-hez tart. Ezért

e 2 yTL (Tl, 6 N))

tehat (x) jobb oldali egyenlGtlensége is fennall.

(%)-bol a kozrefogasi elv és lim(xn) = e felhasznalasaval kapjuk a
bizonyitandé
~+oo 1
lim(yn) = Z e
k=0

egyenlGséget. M

+00
241. (a) Az eloz6 feladat alapjan > % = e, ezért minden n € N esetén

k=0
n 1 +OO.] n 1
O<e=) y=) iy 21y~
k=0 k=0 k=0
1 1 1

M+ m+2) (n+3)!

] ] ]
“ Iy (1 a2 T it 3) +> =

e (i ) () ) -

B 1 1 ] nmn+2)
(m+1)! 1—1#2_1141! (m+1)2
1 242 1
_ n +4in < m

n-n nN2+2n+1 n-nl

(b) Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy e racionalis szam, azaz

e= E’ ahol p és q relativ prim természetes szamok. Alkalmazzuk az

a)-beli egyenl6tlenséget az n = g szamra:

d 1

0O<e— f:z (1+1+21,+ +—‘)<
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Ebbél azt kapjuk, hogy

1
0<(p—(1+1+
q

1
_ .ql =
2'+ +q!>>q ql=B<1.

B nyilvan egész szam, és ez ellentmond a fenti egyenlGtlenségnek, ezért
e valéban irracionalis.

A feladat (a) része és az el6z6 feladat alapjan e-re az alabbi also és
fels6 becslés adhato meg:

() Zl<e<zl+ ! (n € N).

n = 6 esetén adoddik a bizonyitand6 egyenlGtlenség. W

(*)-ban egyre nagyobb n-eket véve az e szamnak egyre pontosabb racionalis koze-
litését kapjuk. Erdemes meggondolni azt, hogy az e szam — mondjuk — elsé hisz
tizedesjegyének a meghatarozasahoz mekkora n-et kell valasztanunk.

B C-feladatok

242.

243.

Nem. A ) Tll harmonikus sor divergens, de erre teljesiilnek a feladat-
n=1
beli relaciok. (Hasonlitsa dssze a feladat feltételét a sorokra vonatkozo

Cauchy-féle konvergenciakritériummal!) W

(a) A sor két geometriai sor Osszege: Z (zn n) Z v + Z -
—1

n=1
A jobb oldali két sor mindegyike konvergens hiszen mertam sorok ab-

szolut ertekben 1-nél kisebb hanyadossal. A mértani sor dsszegképlete

szerint Z 5w = —7 — 1. (Itt fontos volt, hogy a bal oldalon az index
=1
csak 1- tol fut, igy a mertanl sor Osszegképletébdl az 1 = 0-hoz tartozod
+0o0
tagot le kell vonni: Z x = (2 zin) — Zio = 17l .) Hasonl6an
n=1 n=0 2
+00
kapjuk, hogy > 3% = ]_% — 1, ezért
n=1

+oo
1 1 3

n—=

—_
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> () s ()

n=1 n=1

:<]_](_}))—1>+4<] ]5—1>

© A im +] sornél ismertetett trikkot alkalmazzuk. Az
tortet két tort osszegére bontjuk:

O‘\\UT

1
n(n+2)

1 1 (1 1 >
nm+2) 2\n n+2/
Ezt felhasznalva a vizsgalt sor n-edik részletdsszege igy irhato:

1 1 1 1 1 1
+ 5 a6 Tt moimen Tamy2

(-4 QD G-D (-
- G-)

Ez egy ,teleszkopikus” 6sszeg. A 3,4,...,1n nevezdji tortek kiejtik

egymast, ezért
1 1 1 1
sn_§(1+f————) (n € N).

A sor sszege tehét

+o0 1

- 1 N 3
Z;Mn+g:hm@022@+z)=4l

(f) Az m tortet is fel lehet bontani egyszertibb nevezsji

tortek Osszegére:

! ,(l_gLﬁglff
nm+1)n+2) \n n+1/n+2
1 1

nm+2) Mm+Hn+2)
1

:;<r11njl—2)<nl—1nl—2>zrztnl—1+n—zk[

1
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Ezt felhasznalva irjuk fel a sor n-edik részletosszegét:

1

2.3.4"3.4.5

1 . 1 B

m—Tmm+1) nm+N)(n+2)
1 1

L AU V(2 1.2
“\iT2s) T 2Tsty) T 3Tt ) T
> 1,3 ;] >
o n—1_ﬁ+n—|—1 + E_n—|—1+n—|—2 ’
Ebben az 6sszegben szdmos tag , teleszkopikusan” kiejti egymast. Fi-

gyeljiik meg példaul az els6 harom zéardjelpar kozotti, 3 nevezdjd

tortet. Végiil azt kapjuk, hogy

_I_

1
T3

S —

1 1 1 1
= '] LA 2 4
- 2__42__2 2
=172ty T wrr tar Elh
ezért
+00 1 1
=1i =—. 1
nZ_1 A mr) - ) =3
(g) Alkalmazza a
2n+1 1 1
Rt D) n et MEN
azonossagot. W
(h) Alkalmazza a
2n+1 1 1
n =———— (MmeN)

nZm+1)2 n2 (n+1)2

egyenlGségeket. M
+oo

(i) Mivel a 240. feladat alapjan ) —; =e és

n=0

n B m+1)-1 _
T;(n—l—ﬂl_; m+1) nl ](n—I—U!’
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ezért
400 n
——=(e—1)—(e—1-1)=1.1
2wy =Nl )
n=1
(j) Vegye figyelembe, hogy n?+3n+1=n+1)(n+2)—1 (n € N),
400
sy L=ec
n=0
244. A zart alak megtalalasahoz alkalmazzuk a kovetkezé trikkdt. Legyen
SN = ZT]\L; ng", és tekintsiik az sy — qsn kiilonbséget:
SN —dSN =
= (q+29*+3q>+---+Ng")—
—(®+2¢3+ -+ (N=1)gN + NgN1) =
=(@+a’+---+a") —Ng™' =
1—gN N
= — NgN!
45 q a
ha q # 1. Ebbdl
q N N+1
sN=7—3(1—a7)—+—Nq (N eN)
(1—q)? 1—q
adodik. A 174. és a 179. feladatok alapjan egyszertien belathato,
hogy a )_nqg™ sor akkor és csak akkor konvergens, ha |q| < 1. Ebben
az esetben az Osszege
+o00 q
Z ngqt=—--. N
—= (a—1)
245. Veégezziik el az alabbi atalakitédsokat:

n—1 ™! "
- X)) -
n=1 n=1 n=1

=2n() 226

Az els§ sor az el6z6 feladat alapjan konvergens, és az Gsszege 2

A masodik egy % hényadost geometriai sor. Ennek &sszege

feladatban megadott sor Gsszege tehat 3. B
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246.

9.2.

W A-

248.

249.

250.

Vegyiik észre, hogy

1
M+ Dyn+nyntl
B 1 n+l—yn
A+ DVt T+yn) Vatl-van
1 1

S yn n+1

A feladatbeli sor N-edik részletdsszege tehat egy , teleszkopikus” Gsszeg:

1

1
(n+1)\/ﬁ+nm:]_\/Nj+1 (N € N).

M=

A sor tehat konvergens, és az osszege 1. B

Nemnegativ tagi sorok.
Leibniz-tipusa sorok

feladatok

s (—n+ : 1
Ilyen példaul a >_ —— végtelen sor. Mivel az (n) sorozat monoton
n=1
csokkend, ezért a sor Leibniz-tipusd. De lim(%) = 0 is igaz, igy a

> CDM sor konvergens (1. a 102. oldalt). Az abszolut értékekbdl

n=1

képzett 21%1 harmonikus sor divergens (1. a 238. feladatot), ezért
n=

(_] ]n+1

2

n=1

valéban egy feltételesen konvergens sor. l

A sor abszolut konvergens, mert a )_ % sor a 238. feladat alapjin
konvergens. Ebbégl kivetkezik, hogy a feladatban megadott sor kon-
vergens. l

Tekintse példaul az an := —Tll és by = % (n € N) sorozatokat. B
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251. Mutassa meg, hogy az

han=2k—1

ap = (k € N)

, han=2k

= &I

n+1

sorozat egy nullasorozat, de a > (—1)™""'a, sor divergens. W

n=1

B B-feladatok

252. (a) A sort generélé (5*7) sorozat nem nullasorozat (% a hatarértéke),

ezért a sor divergens. W

(b) Nézziik meg, hogy a hédnyadoskritérium vajon alkalmazhato-e. Mi-

vel
22 22n+1

mEn 2% g T (no oo

(I. a 179. feladatot), ezért a hanyadoskritérium alkalmazhato, és ez
alapjan a szoban forgd sor konvergens. ll

(¢) A sort generalod sorozat azt sugallja, hogy a gyokkritériummal
érdemes probélkozni:

2 1
)™ = ()™ = e e

Az els6 tényezs hatarértéke %, a masodiké 1. A harmadik tényezd

1 n n n+1
—_— =7 <t <n7:1
V2 \/n—l—n_ \/n—H ~ Vn+1 nenN)

és V2 — 1 (n — 4o00) miatt szintén 1-hez tart. Ezért

N n o\ nZ4n+l 1
i ()
n=+4oo n+1 e

A gySkkritérium alapjan tehat a sor konvergens.
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253.

(d) Gondolja meg, hogy itt sem a hanyados-, sem a gyokkritérium
nem hasznélhato. Nézziik az 6sszehasonlité kritériumot! Ennek al-
kalmazasdhoz azonban egy sejtést kell kialakitanunk a konvergenciét
vagy a divergenciat illetden. (Ett6l fiigg ugyanis, hogy alulrdl vagy
feliilr6l becsiiljiik az adott kifejezést. Ha konvergenciat sejtiink, akkor
fels6 becslést kell adnunk, divergencia sejtése esetén pedig alulrél kell
becsiilniink.) A sejtés kialakitasdhoz a ,domindns” tagokat kell meg-

talalnunk. Itt egyszerii a dolgunk: i)

koriil van. Igy a Z% divergens sort kapjuk. A sejtésiink tehat az,

nevez@je nagy n-ekre n

hogy a megadott sor divergens. A bizonyitds ezek utan mar egyszerti:
mivel

1 > 1
nn+1) n+l

(n €N,

tovabba a )_ %H sor divergens (1. a 238. feladatot), ezért a minorans
kritérium alapjan a >_ \/ﬁ sor divergens. W

(e) Itt ismét az 6sszehasonlito kritériummal probalkozunk. A sejtésink
3/2 nagysag-
rendd, ésa )_ # sor konvergens). A bizonyitds: mivel mindenn € N

az, hogy a sor konvergens (ui. a nevez$ nagy n-ekre n

esetén

1 1
< b
n(1+n2) ~ n3?

tovabba a >_ ﬁ hiperharmonikus sor konvergens (1. a 239. felada-
tot), ezért a majorans kritérium alapjan a feladatban megadott sor
konvergens. ll

(f) Mivel az (\%1) sorozat monoton csokkend (igazoljal), ezért Leibniz-
tipusi sorrél van sz6. De a sorozat nullasorozat is, és ebben az esetben
a Leibniz-tipust sor (tehat a megadott sor is) konvergens. l

(a) A sor minden x € R esetén értelmezve van. Nézziik most meg
az % tort nagységrendjét. A geometriai sorozattal kapcsolatos
ismereteink (1. a 174. feladatot) alapjan a nevezdben a ,dominans”
tag 1, ha [x| < 1, és x*™, ha |x| > 1. Eazt figyelembe véve egyszerd
geometriai sort kapunk mind a két esetben. Azt a sejtést alakithatjuk
tehat ki, hogy a sor [x| < 1 és [x| > 1 esetén is konvergens.
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A bizonyitds: Tegyiik fel, hogy |x| < 1. Ekkor

2n
X
- S in‘
1+ x4

A Y x?™ geomertiai sor [x| < 1 esetén konvergens, ezért — a majorans
kritérium alapjan — ilyen x-ekre a feladatban megadott sor is konver-

XZn <X2n_ 1 n
T+xM = xm = \x2)

Mivel X]—z < 1, ezért a Z(Xiz)“ geometriai sor, kovetkezésképpen a

gens.

Ha |x| > 1, akkor

feladatbeli sor is konvergens.
Ha x =1 vagy x = —1, akkor >_ % divergens sort kapjuk.

Osszefoglalva: a megadott sor x € R\{—1, 1} pontokban konvergens,
x =1 és x = —1 esetén pedig divergens. l

(b) A sor minden x € R esetén értelmezve van, mert 3x? + 8x + 6
diszkriminansa (82 —4 -3 - 6) negativ, ezért 3x% + 8x + 6 > 0 minden
x valds szamra.

Elég ,természetes” kiinduldépont a gyokkritérium alkalmazasaval pro-
balkozni. (Vehetnénk persze a hanyadoskritériumot is.) Mivel

L] n2n 1 B
n+1 3x2+8x+6m

2vm 1 2
. —
Vn+1 3x3+8x+6  |3%x2+8x + 6

(n — 4+00),
és

0 <1&&=0<3x*+8x+4

< —
I3%2 + 8x + 6|
&= x € (—o0,—2)U(—2/3,4+00),

ezért a gyokkritérium alapjan ilyen x-ekre a sor konvergens.

Mivel

R >16=0>3x24+8x 44 < x e (—2,-2/3),

ezért ezekben az esetekben a sor divergens.
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Ha x = —2 vagy x = —%, akkor a

n2"™ 1 n
PR D M
n=I1 n=1

sor adodik, ami divergens, mert az ( ) nem nullasorozat.

T
Osszefoglalva: a megadott sor az x € (—o0, —2)U (—%, +00) pontok-
ban konvergens, az x € [—2, —%] pontokban pedig divergens. B

255. Hasznalja fel, hogy
ar+(az+az)+---+(apn+-F+apa ) <ar+2ax+---+ 2%,

illetve
ar+az+(az+ag) +--+(am-19+--+am) >
1

1
> car+az+2ast---+2" ay

3 ar+2az;+4a4+---+2"am

5(

257. 1. megoldas.

2,3 21 302
0,2321 = 10 (102 103+W>+ 7+*+*)+'”_

( 103 106+")+7“r
1 1 1
o1 g Hige t ) =
2+3 1 +2 1 "
10 "102 7 _ 1 "793 7 _ 1 T 104 1
107102 117103 17— It 0t 1L
2,30 02 1 1
10 999 0 999 10 999
2:999+300+20+1 2319 773
N 9990 © 9990 3330°

2. megoldas. Legyen A :=0,2321. Ekkor 103A = 232,1321. Vegyiik
észre azt, hogy ha ebbdl A-t levonunk, akkor az ismétléds szakaszok
kiesnek, és egy véges tizedes tortet (azaz raciondlis szdmot) kapunk:
999A = 231,9. Ezért

2319 773

T 9990 3330°
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B C-feladatok

258. (c¢) Legyen an == Zn . Mivel

hm<‘ an D _hm(2—|—4n>_4<]’

ezért a sor a hanyadoskritérium alapjan konvergens. W

(i) A gyokkritérium alapjan a sor konvergens, mert

1 n T\"
2 n
(m) A sor divergens, mert az n-edik tag nemnegativ és alulr(’)l becsiil—

het§ egy divergens sor n-edik tagjaval: ﬁ =1. ﬂ%ﬁm >1 n 2, ha

1 1 1
—2+E—>i<], h&%‘{’oo..

n

n

n > N, alkalmas N > 1 kiiszobindexszel (amely létezik, mert Yn — 1,
han — +oc0). W

(p) Az osszehasonlité kritériumot érdemes alkalmazni. Ehhez egy

sejtést kell kialakitani arrél, hogy a sor konvergens-e vagy sem. Az

1 . 1 ) B 11os 1
ﬁ tort ,nagy n-ekre \/% = . nagysagrendd”, tovabba a )}

sor divergens, ezért a sejtés az, hogy a megadott sor divergens. Ezutan

méar a bizonyitas igen egyszerd: mivel
n+1 < n 1
VA4 2n243 T VntE2nf 30t Ve n

valamint a Z% sor (meg persze a y_ ﬁﬂ sor is) divergens, ezért a
n+

n=1 /¥ 2n2+3

(q) A gyokkritériumot alkalmazzuk:

W1 N T\t 1 TN
3t \n+1 3 n 3 n

2

T
Mivel 0 < £ <1, ezérta ) | 4 %(ﬁ) sor konvergens.

(neN),

minorans kritérium alapjan a )_ sor divergens. W

(n — +o0).

w| o

(r) Legyen **'V/2 =1+ hy. Ekkor a Bernoulli-egyenlétlenség szerint
1

2 > 14 (2k + 1)hy. Ebb6l az kévetkezik, hogy hy < 1 azaz

2k+1/5 1 B 2k
2= V=T > il ksl
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n
2k 1
Kovetkezésképpen | | (2— *2) > ) ——. Mivel hy < — is
ol Zk 1 2k

igaz, ezért a fenti gondolatmenet alapjan

n n
2k —1
g 2k 2) > k=1
[T(2-"V2) =TT
k=1 k=1

A két becslés kombinacidjabol azt kapjuk, hogy

n n n 1/2
H (2_ 2k+\1/z> > 2k —1 ' 2k _ 1 .
2k ool 2k +1 V2n+1

k=1

Innen az Gsszehasonlité kritérium szerint a sor divergens. W

259. (e) A sor minden x € R\{—1} esetén értelmezve van. Az x = 1 pontban
nyilvan konvergens; ha x € R\ {—1, 1}, akkor a hanyadoskritériumot
alkalmazzuk:

‘ 2111—1— 1 (:;i) "
i)

(A gyokkritériumbdl is ugyanezt kapnank.)

2n—111—x 1—x
‘ ‘ (n — +o0).

Tl rxl T Ex

A hényadoskritérium szerint az x € R\{—1} pontban a sor konvergens,

ha
1—x 1—x
‘<1 = <<l
1—x 1—x
= —]<7xé87<1

= l—l—x/ T+x
= x>—16s (x >0vagy x < —1)
— x>0;
és divergens, ha
1—x

%o vagy T8 <
T+x vagy

1+

T+x

‘>1<:>

& x € (—1,0) vagy x < —1.
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260.

261.

262.

263.

264.

Ha x = 0, akkor a )_ (2:3_]1]1 sort kapjuk. Az (ﬁ) sorozat monoton
csdkkenve tart 0-hoz, ezért ez a Leibniz-tipusta sor konvergens.

Osszefoglalva: a megadott sor konvergens az x € [0, +00) pontokban
és divergens, ha x € (—o0,0) \{—1}. &

A T10™ 11 65 10™—1 kizott azon természetes szamok szama, amelyek
nem tartalmazzak a 7 szamjegyet 9™ —9™ 1. Ezért a kérdezett Gsszeg
kisebb, mint

9—-1 +92—9+93—92
1 10 102

+...=80. m

Mivel a Y an sor konvergens, ezért lim(a,) = 0, tehat 1étezik olyan
no € N, hogy 0 < an < 1 minden n > ng természetes szamra. Fzekre
az indexekre akkor 0 < CLTZl < an is teljesiil. Az allitas tehat a majorans
kritérium alapjan igaz. Az &llitds megforditiasa azonban nem igaz,

mert példaul a >_ % sor konvergens, de a Y 1 sor divergens. Az

an > 0 feltétel sem hagyhato el, mert a )_ (?/1?):1 sor konvergens, a

> Tll sor azonban divergens. W
Nem. Legyen példaul

an == (_\/]%n, = =" + 1 (n € N).

Gondolja meg, hogy » an konvergens, } by divergens és az (g*)
sorozat aszimptotikusan egyenld, azaz 1-hez konvergal. B

(a) A0 < lim(g—:) < +oo feltételbdl kovetkezik, hogy léteznek olyan
c1,C2 pozitiv szamok és ng € N, hogy

c1bn < an < cyby minden n > ng esetén.

Alkalmazza most a majorans kritériumot. l

A ) an sor konvergens, ezért a sorozatokra vonatkozé Cauchy-féle
konvergenciakritérium alapjin Ve > 0 szdmhoz 3ng € N, hogy

lan+ans1+--+am|<e  Vn>ng esetén.
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265.

269.

Az (ayn) sorozat monoton cstkkenve tart nulldhoz (igy an > 0 is tel-
jesiil minden n € N szamra), ezért

e>lan+- -t am|=an+--F+am>nam  (n>ng),
és ez azt jelenti, hogy lim(2nay,) = 0. Hasonléan igazolhatd, hogy
lim((2n+ 1)azny1) = 0, tehat lim(nay) = 0 valéban fennall. M
A Dirichlet-féle konvergenciakritérium. Jeldljiik sp-nel a ) an
sor n-edik részletosszegét:

Sni=ar+ax+---+an.

A feladat 4llitasat a sorokra vonatkozé Cauchy-féle konvergenciakritéri-
ummal fogjuk bizonyitani. Azt kell tehat belatni, hogy Ve > 0 valos
szdmhoz Inp € N, hogy Vp € N és Vn > ng esetén

n+p

(%) ‘Z akbk‘ < €.

k=n
Ennek bizonyitdsahoz az in. Abel-féle atalakitast hasznaljuk fel:

n+p n+p
Z ayxby = Z sk (bx — bit1) — (Sno1bn — Snipbnipr1).
k=n k=m
A feladat feltételei szerint
sn < KMeN), ésby>by>--->by>---— 0, han — +oo,

ezért
n+p n+p
>~ @b <K(D(bk—bri1) + bt Dripir) < 3Kbp <e
k=n k=n

ha n > ng:=[¢/(3K)] + 1, azaz (*) valoban fennall. B

(b) A sor konvergenciéjat illetGen 1. a 238. feladatot. Az els6 4 tagot
Osszeadva sS4 = % adodik. sg eltérését a sordsszegtsl példaul igy
becsiilhetjiik:
+o00 1 4 1 +o00 1
0< — — — = — <
Ll Ll

n=>5
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+o0 400
1 1 1
<Zn(n—1) _Z (n—] n) B
n=5 n=>5
N
. 1 1 . 1 1 1
=dm 2 (11—1_11) =N (4_N> “r
n=>5
Mivel a részletosszegek sorozata szigortian monoton névd, ezekbdl azt
kapjuk, hogy
+o0
1 205 205 1 205 241 . .
— ——F =) ==, 1,42361; 1,67361).
;n2€<144’144+4> <144’144>C( !  1,67361)
Megjegyezziik, hogy Z 7 pontos értéke = e ~1,64493. B
270. (c) Az (%) sorozat monoton cstkkend, igy Leibniz-tipust sorrol van

sz0, ami ebben az esetben konvergens, mert az (%) nullasorozat.

400 n
Legyen A = )_ (7131!“. A Leibniz-tipust sorokra vonatkoz6 hi-
n=I1
babecslés alapjan
n k+1 1
A=l = A kZ |
Mivel n+1 ;<1074 = 10000’ han > 7 (ui. 8! =40320), ezért
177
=0, 632142857
77 280

mar 10~%-nél (s6t é = ﬁ—nél) kozelebb van a sor A Osszegéhez:

1

S7+8'

1
Ac [37 2 ] C [0,632118; 0, 632167,
Az s7 kozelités tehat legalabb 4 tizedesjegyig pontos. (Egyébként meg-
mutathaté — hogyan? —, hogy a sor dsszege 1 — %) |
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5.3.

Miiveletek szamsorokkal

B A-feladatok

272.

273.

274.

A Y (azn+ axny1) sor a ) an sor egy zarojelezett sora, ezért a zaro-
jelek elhelyezésére vonatkozo tétel alapjan, ha Y an konvergens, akkor
> (azn + azn1) is az. Az allitas megforditasanak az igazolasahoz
ellenérizze, hogy teljesiilnek a zaréjelek elhagyasara vonatkozé tétel
feltételei. A

AzT—14+1—T41+--- gor divergens, az (1—1)4+(1—1)+--- pedig
konvergens. W

Van ilyen sor. Legyen ) an az

1-0+(+1-1-PrGrieied-d-i-1-

"'+(Zik+2%ﬂ+"'+m_zik_z%ﬂ_"'_m>+”'
sorbo6l a zardjelek elhagyasival kapott sor. Ezt nyilvan egy nulla-
sorozat generdlja, tovabba > an-nek a fenti zarojelezése konvergens.
Azt kell még megmutatni, hogy > an divergens. Valéban, a ) an sor
részletosszegeinek van olyan részsorozata, amelynek mindegyik tagja
nulla. Méasrészt

T U o L hen
2k T2k 4] 2k 42k 1 26 T 2

miatt a )_an sor részletosszegeinek van olyan részsorozata is, ame-
lyiknek mindegyik tagja > % Ez pedig azt jelenti, hogy a részletossze-
gek sorozata nem konvergens, azaz a ) _ an sor divergens. ll

B B-feladatok

275.

(a) A két sor Cauchy-szorzata a definicio (1. a 113. oldalt) szerint a

_ (=" (=1) _
=D T T o

i+j=n

:(_1)ni L 1 (m=0,1,2,...)
,:Oi+1 n+1-—1i B
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276.

sorozat altal generalt valtakozo6 elGjeld sor. Ha megmutatjuk, hogy a
(‘cn‘) sorozat monoton cstkkenve tart 0-hoz, akkor a Leibniz-tipusa
sorokra vonatkozo tételbsl (1. a 102. oldalt) mar kovetkezik a bi-
zonyitando allitds, ti. az, hogy Y cn konvergens.

Vegyiik észre, hogy cq a kiovetkez§ alakban irhato fel:

— (-1 ! ! 1 1 =
:(_1)n2<1+;+]+ +])
)

3 +1

- 11 1
mivel 19 = w2 (k + o)

A (\Cn\/Z) sorozat tehat a (O, 1, %, %, .. ) sorozat szamtani kozepeibdl
képzett sorozat. Kz egyrészt monoton cstkkend, masrészt a 198. fel-
adat alapjan nullasorozat. Igy tehat a Y cy szorzatsor valéban kon-
vergens. Hl

(b) A két sor Cauchy-szorzata a
Z R Gl P
Vi + \/J +1

iH=n

n ] —
=(-1) %\/Hh/nﬂi (m=0,1,2,...)

sorozat altal generalt sor. Mivel

n+1 1 n+1

- 1
|C“|:§¢i+1\/n+1 Zﬁﬁ ZHH ’

ezért (Cn) nem nullasorozat, kovetkezésképpen a ) cq sor nem kon-
n=0
vergens. ll

AY

adatot) Vegydk észre azt, hogy ez a sor végtelen sok pozitiv és végte-

sor valoban egy feltételesen konvergens sor (1. a 248. fel-

len sok negativ tagot tartalmaz, tovabba a pozitiv tagokbél képzett

T
b =1
> +] ststs+
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sor divergens, és az Osszege +00, azaz

N +00
NIHH—I}—IOO Z b =400 = Z bn.
n=1 n=1

A negativ tagokbol képzett

sor Osszege pedig —oo. (Egyébként érdemes meggondolni, hogy ezek
nemcsak a fenti sorra, hanem minden feltételesen konvergens sorra is
teljesiilnek.)

A sornak egy alkalmas atrendezését igy adhatjuk meg: Valasszunk a
> by sorbdl annyi pozitiv tagot, amig az dsszeg 12-nél nagyobb lesz

b1—|—bz-|—"'—|—bk1 > 12,

de
b1 +by+ -+ by, 1 <12

+0o0

(Mivel Y by = 400, ezért ilyen kg index nyilvan létezik.) Ehhez
n=1

az Osszeghez a ) cyn sorbol annyi negativ tagot adunk, hogy 12 ala

keriiljiink
b1+ +by, Fer -+, <12
de
b+ -+ by, +er 4+ ey > 12
+00
(Llyen jq index is van, mert ) cn = —00.) Gondolja meg, hogy ez az

n=I1
eljaras hasonlé moédon folytathaté.
Annak igazolasahoz, hogy az ilyen modon atrendezett sor Osszege
val6ban 12, mutassa meg, hogy |sn, — 12| nem nagyobb, mint az sp-ben
szerepl6 utols6é pozitiv tag és az sp-ben szereplé utolsé negativ tag
abszolut értékének a maximuma.

A feladatban megadott sor atrendezhetd tgy is, hogy az Gsszege +o00
legyen. Vegyiink most egy tetszsleges, +oo-hez tarto szigorian mono-
ton névé (pn) sorozatot. Valasszunk ki a )by pozitiv tagi sorbdl
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annyi tagot, amig az Osszeg nagyobb lesz py + %—nél (—% a ) Cpn sor
elss tagjal)

1
by +by+ -+ by, > p1 —|—§.
Vonjunk le ebbél %—et. Folytassuk ezt az eljarast. B
277. A ) " geometriai sor énmagaval vett Cauchy-szorzata a

n=0
=) qq"t=n+1q" (=012,

sorozat &ltal generalt sor. Mivel |q| < 1 esetén a Y_q™ geometriai sor
abszolut konvergens, ezért a Cauchy-szorzatuk is abszolut konvergens,
és az 0sszege

S en= Y= (S o) (Za) - (1)

n=0 n=0 n=0

400
A ) nqg™ sor Gsszegét a

n=1
+oo
Z nqg™" Z n+1)q Z q"
n=1

egyenl6ség felhasznalaséval szamithatjuk ki. (Ezt az Gsszeget a 244.
feladatban mas modszerrel hataroztuk meg.) W

B C-feladatok

278.

A | Cantor-féle atlés eljarassal” igazolhatd, hogy a racionélis szamok
halmaza sorozatba rendezhetd, azaz létezik egy () : N — Q bijekcio.
Legyen

ap =0,
a i=rm7q,

Ap i= T — Th_1 n=23,...).
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Ekkor a

Z an = Z(Tn —Tn-1) (r1:=0)
n=0

n=0
sor rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Ezt igazolandd mutassa meg
a kovetkezdket:
(i) Tetszoleges & € R elemhez van olyan (t,) : N — Q injektiv
sorozat, amelyikre lim(t,,) = « teljesiil.

(ii)) A (tn) sorozat barmelyik atrendezése konvergens, és a hatar-
értéke o.

(iii)) A (tn) sorozatnak van olyan &trendezése, amelyik az (1)
sorozatnak egy (vy) indexsorozat altal generalt részsorozata.

(iv) A Y an sor (vn) indexsorozat altal meghatarozott zardjelezése
konvergens, és az Osszege o«. W

279. A Cauchy-szorzat definicioja szerint
— _ 1 _ 1
«=2(3) 5) -2 () -(G) 5
i=0 i=0 i=0

amibdl latjuk, hogy ha n paratlan, akkor ¢, = 0, mig ha n péaros,

I\"™ 1 1\2n
akkor cn = (3) " Igy X nocn=2n0(3)" -
Masrészt a mértani sorok Osszegképleteibsl

N A E
n—0<3> :1_3%25’

tehat valéban

() (E0) e

: 3 3_9
leelz'j—g..

Megjegyzés. Mivel két abszolut konvergens (mértani) sor Cauchy-
szorzatarol van szo, a feladat allitdsa az abszolit konvergens sorok
Cauchy-szorzatara vonatkozo tételbdl eleve kovetkezik. Ezt tehat most
a tételtsl fliggetleniil ellendriztiik. W
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280.

282.

Jelolje S . _ocna d o2 n, ésay o> n, sor Cauchy-szorzatat. A

n 21. 31’1 i

Cauchy-szorzat definicidja szerint cn =) ;"4 57 - - Elgsz6r meg-

mutatjuk, hogy cn = % Valéban, alkalmazva a binomialis tételt

5™ = (2 4 3)™re, és felhasznalva, hogy (TI‘) = kapjuk, hogy

1_’(11 1)1

1 Ll e o ;
2 3 = - v, 3“_1)
e M EEEE P
ez utoébbi kifejezés viszont éppen cn-nel egyenls. Tehat

2n 3n 5m
(Z ) () -2
n= n= n=0
ahol x a Cauchy-szorzast jeloli. A Cauchy-szorzat mindkét tényezéje
abszolut konvergens (ami példaul a hanyadoskritériummal lathato),
ezért az abszolut konvergens sorok Cauchy-szorzatara vonatkozo tétel
alapjan a Cauchy-szorzat 0sszege egyenld a tényezs-sorok Osszegének
a szorzatéval, azaz a

(X () -X5
egyenléség valoban teljestil. W

Kezdjiik a megfelel§ sorok konvergencidjanak a vizsgalataval. Egy-
szeriien megmutathatjuk azt, hogy a

(ax)® ax™
A I <
E " és a E TR (lal <1,x| < 1)
k=1 n=1

sorok abszolut konvergensek. Valoban, a bal oldali sornak az
1 K
T p 2]
k=1

egy majorans sora, és ez utébbi az |ax| < 1 héanyadosi konvergens

geometriai sor. (Itt felhasznaltuk még azt is, hogy [x| < 1 esetén
T —x* > 1 — x| teljesiil minden k = 1,2,... szamra.) A jobb oldali
sorndl pedig alkalmazzuk az

x|™

‘ ax™ ‘ lal
1T —ax™l — 1—]ax|

egyenlGtlenséget.
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A folytatas mar nem ilyen egyszertd. A megoldas kulcsa az, hogy az

ﬁ és az ﬁ tortet geometriai sor Gsszegeként fogjuk fel:

1
T = X T ()
(k< T,k=1,2,...),
o = e o (ax™)P o (@)

(laf <1, xl<1T,n=1,2,...).

Ezek alapjan a feladatbeli bal oldali &sszeget igy:

k=1 "
=a(x+x2 4+ + )+l AP+ )+ .

+a? (P + ()2 (3P )+

a jobb oldali 6sszeget pedig igy frhatjuk fel:
+oo n
ax
Ji= Z 1—ax™
n=1

= [(ax) + (ax)? + (ax)* + -+ | + [(ax?) + (ax?)? + (ax?)® + - ]+
+H(ax?) + (@) 4 (ax)PP 4 )+

()

A geometriai sor dsszegképletét hasznalva igazolhato, hogy
+o00

N N N
B= NLII—ri-loo kZ ak<Z(Xk)n) - NEI—EW kZ Z(ax“)k,

=1 n=1 =1n=1

illetve
N 400 N N
= lim ( ax™ ) = 1 ax™
I N— 400 Z( Nir_{lm Z Z
n=1 k=1 n=1 k=

ezért a B =] egyenl@ség valéban fenndll. W

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a (xx) dsszeg els6 tagjat ([- - -1) agy
kapjuk meg, hogy (%) jobb oldalan szerepld tagokban (a(- > )) az elso
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tagokat ,,0sszeadjuk”, azaz: (*) jobb oldalan a zéardjeleket elhagyjuk,
majd a tagokat atrendezziik. A feladat allitasat bebizonyithatjuk agy
is, ha megmutatjuk azt, hogy ezek a miiveletek valoban elvégezhetsk.
Megjegyezziik, hogy ez az allitds nemcsak a fenti geometriai sorokra,
hanem joval altalanosabban minden abszolit konvergens sorra is tel-
jesiil; és éppen ezt allitja az Gan. nagy dtrendezési tétel. B

5.4. Komplex tagn sorok

283. A bizonyitds ugyanaz, mint a valos esetben (1. a 236. feladatot).
Itt persze a komplex geometriai sorozat konvergencidjara vonatkozo
eredményt (1. a 229. feladatot) kell felhasznalni. W

284. (c) Szétbontva a tortet valos és képzetes részre (a szokasos modon: a
v/n — 1 konjugalttal bévitve)

v ]
vyn+i n+1 n+1

adodik. Az eredeti sor divergens, mert a valds része és a képzetes része
egyarant divergens (hiszen a tagok nagysagrendje %1, illetve rll) [ |
(d) A sort generald n(zz%)n (n € N) sorozat nem nullasorozat (vegyiik
ugyanis a tagok abszolut értékét), ezért a sor divergens. l

(e) Mivel

1 1
SBrir o N

1
‘n(3 +1i)n

T \n
és a E (\/—TO) geometriai sor konvergens, ezért az Osszehasonlito

kritérium alapjan a feladatbeli sor abszolat konvergens. W

285. (a) A [z—7| = 0 esetben a sor nyilvan konvergens. Ha |z —7| # 0,
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286.

akkor a hanyadoskritériumot (1. a 95. oldalt) alkalmazzuk:

|z — 7|t . (2n? —5n)4" B
2+ 1)2=5n+ 1)) 4nt! |z —7|m
- _

: ‘Z - 7| — |Z 7‘ )
(1+1) 4

n

5
=—- n ha n — o0,
5

420+
ezért |z—7| < 4 esetén (vagyis a 7 kozépponti, 4 sugaru nyilt korlapon)
a sor konvergens, |z — 7| > 4 esetén pedig divergens.

A 7 kézéppontu 4 sugartt korvonal pontjaiban a hényadoskritérium
nem alkalmazhato, itt kiilon vizsgdlatra van sziikség. Ha z ezen a
kérvonalon van, akkor a sorunk (szerencsére!) abszoliut konvergens,
tehat konvergens is, mert a

\Z —7/™ 1
Z |2n2 — 5nj4n nZ_1 |2n2 — 5n|

sor konvergens (ui. ennek a Z konvergens sor egy majorans sora).
n

A hanyadoskritériumbol kovetkezik, hogy a sor |z] < 1 esetén kon-
vergens, ha |z| > 1, akkor pedig divergens. Az egységkor keriiletén
a konvergenciat a Dirichlet-kritériummal (1. a 265. feladatot) lehet
vizsgélni. Elgszor gondolja meg, hogy a széban forgé allitas igaz akkor
is, ha a ) an sor komplez, és a (by) valds sorozat monoton csokkenve
tart nulldhoz. Ezutan mutassa meg, hogy |z| = 1 és z # 1 esetén a
kritérium feltételei teljesiilnek, ezért a sor ezekben a pontokban kon-
vergens, a z = | esetben pedig divergens. l
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