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Az olvasohoz

Ezt a konyvet a szerzd azzal a szandékkal irta, hogy fontos matemati-
kai fogalmakat a koézépiskolasok és a laikusok széles rétege szamara
érdekessé és érthet6vé tegyen.

Ha az olvaso eddig csak az iskolaban talalkozott a matematikaval, ak-
kor figyelmébe ajanljuk, hogy matematikakényvet nem lehet gyorsan
olvasni. Nem varhato, hogy els6 olvasasra mindenki mindent megeért.
Szabad a bonyolultabb részeken atugorni, majd késébb visszatérni
rajuk; gyakran egy bizonyitast az utana kévetkezd megjegyzes tesz vi-
lagossa. Masrészt, az ismert anyagot tartalmazo fejezeteket nagyon
gyorsan el lehet olvasni.

A matematikat legjobban problémak megoldasaval lehet tanulni,
ezert kdnyviinkben is vannak feladatok. Ha az olvas6 megszokja,
hogy matematikakényveket papirral €s ceruzaval a kezében olvasson,
akkor egyre t6bbet fog jelenteni szamara a matematika.

A kiadé
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Mit kell tudnunk az analizis tanu-
lasarol?

A matematikaban Ujra és Ujra meglepédhetiink azon, hogy felte-
sziink egy egyszert1 kérdést — olyan egyszerit, amirdl azt hihetnénk,
feltenni sem érdemes —, azutan kidertil, hogy a valasz igen sok Uj, ér-
dekes kutatasi tertilet el6tt nyitja meg a kaput, és hatasos eszkdzok-
hoz jut, aki megeérti.

Igy tortént az analizis esetében is. Az analizis kezdetét az a latszolag
egyszerU és artatlan kérdés jelentette, hogy mi a sebesség és hogyan
lehet kiszamitani. Ez a kérdés elégge természetes modon vetédott fel
az idészamitasunk utani 1600-as évek tajan, amikor a testek mozga-
sat tanulmanyozni kezdték — az égitestektél kezdve az ingaig. Ekkor-
tajt kezdték meg az anyagi vilag intenziv tanulmanyozasat, ezekbdl a
vizsgalodasokbdl fejlédott ki a modern vilagkép — a csillagok és ato-
mok, a gépek és gének, minden jo és rossz ismerete. Azt varhatnank,
hogy a sebesség vizsgalata csak nagyon korlatozott tertileten alkal-
mazhato — gépeknél, targyak esésénél, égitestek mozgasanal. A valo-
sag azonban mast mutat. A tudomany és a matematika 1600 és
1900 kozott elert eredmeényei gyakorlatilag mind kapcsolatban van-
nak az analizissel. Ebbdl az egyetlen gytkérbdl a legvaratlanabb mo-
don minden iranyban 1j ismeretek fejlédtek ki. Az analizis alkalma-
zasait megtalalhatjuk a gravitacio, a hé, a fény, a hang, az elektromos-
sag, a magnesesség elméletében, a viz aramlasanak leirasaban és a
repulégépek tervezésében. Az analizis segitségével josolhatta meg
Maxwell, a fizikusok els6é eredményes kisérletei el6tt htisz évvel, a ra-
diot. Az analizisnek alapvetd szerepe van Einstein 1916-ban felallitott
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elméletében is, tovabba szazadunk huszas éveinek Uj atomelmeéletei-
ben. Eltekintve ezektdl és sok mas tudomanyos alkalmazastol, az
analizis el6segiti a tiszta matematika érdekes Uj againak megjelenéseét.
Szazadunkban a matematikanak kevés olyan agat dolgoztak ki,
amelyben ne jatszott volna szerepet az analizis, de még ez a kevés is
keveredett valamiképp az analizissel. Nagyon hatranyos helyzetbe ke-
rilne az, aki az analizis ismerete nélkiil akarna tanulmanyozni az
elébb emlitett targykoroket, mert olyan eredményekkel talalkozna,
amelyek az analizis tételeibdl kévetkeznek. Aki komolyan szandékozik
matematikaval foglalkozni, annak meg kell ismerkednie a matemati-
kai analizissel.

Az analizis igy mind a tiszta, mind az alkalmazott matematikaval fog-
lalkozok szamara nélktilozhetetlen, holott az analizis egy egészen egy-
szerl fogalombol, a sebesség fogalmaboal fejlédott ki. (Tiszta mate-
matikanak az alkalmazasra nem kertil6, maganak a matematika-
nak a kedvéért miivelt matematikat nevezzilk. Az alkalmazott
matematika a valosagos vilag — termeészettudomanyok, mtiszaki tu-
domanyok, orvostudomany, kézgazdasagtan, térténelem stb. — prob-
lémaihoz kapcsolodik. Az elmult korok legnagyobb matematikusai —
éppugy, mint korunk nagy matematikusai — mind a tiszta, mind az
alkalmazott matematika irant érdeklédtek.)

Régen az emberek gyakran kiildnlegesen nehéznek tartottak az ana-
lizist. Késébb, kiulléndsen Angliaban, a tanarok kezdték felismerni,
hogy sok mindent lehet az analizisbdl tanitani tigy, hogy sokkal egy-
szerubb és joval érdekesebb legyen, mint az algebra barmelyik aga.
Az angol kézépiskolakban a tanulok két vagy harom évig foglalkoz-
hatnak analizissel. Ugyanakkor némelyik matematikus szerint ez
nem jo; az analizis valojaban joval bonyolultabb annal, mint amilyen-
nek latszik, és csak nagyon jol képzett matematikusok tanithatjak.
Hol van az igazsag ezek ko6zott az ellentmondo tények kozott?
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Probaljuk a fentieket egy hasonlattal megyvilagitani. Egy csendes falu-
ban €l egy id6s nd, aki minden vasarnap egyedul vezeti kocsijat a
templomig. Kérdezziik meg téle, konny(1-e autot vezetni. Bizonyara
azt fogja valaszolni, hogy: ,O, persze, nincsenek muiszaki ismereteim,
és egészen egyszerunek talalom.” Kevésbé talalna egyszertinek, ha
New York legforgalmasabb titvonalan vezetne, vagy nehéz kamionnal
kelne at a Sziklashegységen. De mindez nem cafolja meg azt, hogy az
idés holgy tud autot vezetni. Es ha egyszer nagy forgalomban kellene
kocsit vezetnie, vezetési gyakorlata valamelyest hasznara volna. Nem
lenne annyira reménytelen a helyzete, mintha sosem vezetett volna.

Igy vagyunk az analizissel is. Az elemi analizis olyan, mint az elemi
kocsivezetés. Nem nehéz megtanulni, és képessé tesz arra, hogy sok
olyasmit csinaljunk, amit egyébként sosem tudnank. De ha az anali-
zis utjan messzebbre kivanunk eljutni, akkor bonyolultabb dolgokkal
talalkozunk.

Hogyan tanitsuk tehat az analizist? Riasszuk el a kezdét olyasmikkel,
amik csak sokkal magasabb szinten fontosak? Igy megzavarnank:
nem latna, hogy mi sztikség van ezekre. Ha pedig nem igy teszlink,
akkor a matematikusoknak nem fog tetszeni, hogy ,.becsapjuk” az if-
jusagot.

Ugy vélem, az a helyes megkozelités, ha egyszerre csak egyfélét csina-
lunk. Ha valakit egy forgalomtol tavol es6 titon tanitunk autoét vezetni,
akkor eldszor azt tanitjuk meg, hogy melyik a gazpedal, melyik a fek,
hogyan kell kormanyozni, és hogyan lehet megallni. Felesleges volna
azzal megzavarni, hogy elmondjuk, mit tegyen nagy forgalomban, ho-
gyan vezessen jeges Uton. Ugyanakkor jol tesszik, ha felhivjuk a fi-
gyelmét arra, hogy ilyen helyzetek is vannak, és ne gondolja, hogy mar
mindent megtanult.
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Ha megkiséreljtik a teljes igazsagot elmondani neki, valoszinlileg nem
fog egyszerre mindent felfogni. Es ami még fontosabb: mi magunk
sem tudjuk a teljes igazsagot. Tanulovezeténk fiatal. Talan 6 lesz az
els, aki a Marson jarmuivet fog vezetni. Es ki tudja, milyen vezetési
technikara lesz sziikség a Marson?

llyen a matematika is. Ahogy elérehaladunk benne, mindig 4j é€s va-
ratlan dolgokkal talalkozunk, és meg kell valtoztatnunk addigi néze-
teinket. Az alkalmazott szabalyokrol, a bebizonyitott tételekrdl elére
nem lathato gyengeségek dertilhetnek ki. Ha valaki azt kérné télem,
hogy irjam fel egy papirlapra azokat a kijelentéseket, amelyek igazsa-
gaban abszolut biztos vagyok, azokat a kijelentéseket, amelyekrél tgy
gondolom, hogy mindig és mindentitt igazak maradnak, akkor Uire-
sen hagynam a papirt.

Ezt a kényvet az analizis legegyszertibb elemeivel kezdem, a vidéken
valo autovezetéssel. Nem foglalkozom a kellemetlen kivételekkel. Le-
nyegében oly modon targyalom, mint a matematikusok a XVIIL. sza-
zadban, az analizis kialakulasa idején. Az a tapasztalatom, hogy a
matematika irant érdeklédd tanulok az analizisnek ezt a targyalasat
minden ktiléndsebb nehézség nélkiil kévetni tudjak. A kényv végeén,
az Intuicié és logika cim1 fejezetben szerepel néhany olyan példa,
amely megmutatja, hogyan valik az analizis a nagyvarosi forgalom-
ban torténé vezetéshez hasonlova. Ezek figyelmeztetnek a kés6bb fel-
merulé bonyodalmakra. Ne higgytik azonban ezekrol, hogy egysze-
rien nehézségek volnanak. Ez korantsem igy van, a bonyodalmak
némelyike nagyon furcsa, varatlan és érdekes.

Most pedig beszéljink arrdl, milyen eléismeretekre van sziikség a
kényv olvasasahoz. A kévetkezd ismeretekre fogunk tamaszkodni:

(1) Aritmetikai alapismeretek. Tisztaban kell lennie az egész sza-
mok, a tortek és a tizedes tortek dsszeadasaval, kivonasaval,
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szorzasaval és osztasaval. Szerepelnek majd hatvanyok, ame-
lyekrdl tudni kell, hogy példaul 4> a 4 ¢ 4 ¢ 4 « 4 « 4 roviditése.

(2) Algebrai alapismeretek. Ismerni kell a bettijelolést, az egysze-
rubb algebrai kifejezések 6sszeadasat, kivonasat, szorzasat és
osztasat. Kell tudni formulaba behelyettesiteni, példaul, ha x
helyébe 3-at irunk, akkor az x2-1 kifejezes értéke 8 lesz. Negativ
szamokkal — mint példaul -5 — is fogunk talalkozni.

(3) Grafikonok. Ismermi kell a grafikonok keészitésének modjat.
Sok grafikont fogunk késziteni, és emlékezni kell arra, hogy
milyenek voltak ezek. Példaul az y=x és y = 2x+ 1 grafikonjai
egyenesek, migaz y = x2és y = 1/xgrafikonjai nem egyenesek.

Kuléno6sen fontos, hogy az algebrat ne csupan szabalyok 0sszessége-
nek tekintstik, hanem legyen valami elképzeléstink arrol, hogyan fej-
16détt ki az algebra az aritmetikabol, és hogyan hasznalhato arra,
hogy segitségével aritmetikai dolgokrol beszéljink. Néhany példan be-
mutatjuk, mit jelent ez.

Példaul, az alabbiak aritmetikai kijelentések:

o 32 értéke 1-gyel nagyobb, mint 2  4;

o 42 értéke 1 -gyel nagyobb, mint 3 ¢ 5;

o 52 érteke 1-gyel nagyobb, mint 4 ¢ 6.

Ezek a kijelentések azonban azt sugalljak, hogy ,minden egész szam
négyzete 1-gyel nagyobb, mint az el6tte és utana allo két szam szor-
zata.” Igy példaul sejtjiik, hogy 872 is 1-gyel nagyobb, mint 86 ¢ 88. Az
altalanos eredmeényt az algebra nyelvén fogalmazzuk meg. Ha njelenti
az ,Lakarmelyik szamot”, akkor az ,elétte allé szam” n— 1, az ,utana
allo szam” n+ 1 alakban irhato fel.

A fenti mondat helyett azt irhatjuk, hogy ,n? értéke 1-gyel nagyobb,
mint

(m-1)mn~+1J,
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vagy tisztan jelekkel
=1+n-1)(n+1).

Ez az egyenlet, amely minden n egész szamra teljestll, azt fejezi ki,
amit az egyes aritmetikai kijelentések alapjan sejtetttink. Ezenkiviil
lehet6séglink nyilik annak bizonyitasara, hogy sejtéstink helyes. A
szorzast elvégezve latjuk, hogy a két oldal mindig azonos.
A szimbolikus jel6lés tehat sejtéstink megfogalmazasakor is, és a ki-
jelentés helyességének bizonyitasakor is hasznos.
Az algebraban gyakran talalkozunk olyan specialis eredményekkel,
amelyekbdl joval altalanosabbak kévetkeznek. Példaul, ha

(X+3)(X+4)=x2+7x+12
és az

(X+5) (x+6)=x>+11x+30
egyenletek szorzasat elvégezziik, akkor valoszinlleg észrevesziink
valamit. Az els6 példaban azt talaljuk, hogy a jobb oldalon szerepl6 7
a bal oldalon allo 3 és 4 6sszege €és a 12 a 3 €s a 4 szorzata. A maso-
dikban ugyanez a helyzet: a 11 az 5 és 6 6sszege, a 30 az S €s 6 szor-
zata. Azt sejthetjik, hogy barmilyen szamok allnak is a bal oldalon,
mindig ugyanez térténik. Az algebra nyelvén fogalmazva meg sejte-
sunket: az (x + a) (x + b) szorzast elvégezve, az x egytitthatoja mindig a
+ blesz és ablesz az allando tag. Sejtéstinket egyenlettel a kévetkezd-
képpen irhatjuk fel:

(X +a) (x +b) =X+ (a+b)x + ab.

Most mar kénnyen igazolhatjuk, hogy sejtéstink valoban igaz. llyen
tipusu okoskodast gyakran fogunk alkalmazni koényvinkben.
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OsszegyUjtiink néhany nyilvanvalo tényt. Megvizsgaljuk ezeket. Meg-
probalunk valamilyen altalanos formulat felallitani.

Ehhez sziikséglink van a szabalyok felismerésére és algebrai jelekkel
torténd felirasara. Példaul, ha a kévetkezd tablazatot latjuk:

x|0|1(2|3|4

y|0|2|4|6|8

akkor kénnyen felismerjik a mogotte allo szabalyt. Az als6 sor min-
den szama kétszer akkora, mint a f6lotte allo6 szam. A tablazatban
rejld szabaly az y = 2x. Ugyanigy, az

x|0[1(2|3| 4|5

y|0|1]4|9|16|25

tablazat mogott az y = x> szabaly all. Az alsé sor minden szama a fe-
lette allo szam négyzete.

A szabalyt nem lényeges szavakban is megfogalmazni. Joval koény-
nyebb latni, hogy mit jelent az y= 3x>-— 2x + 7 formula, mint szavak-
kal kifejezni. A formulakkal kapcsolatos okoskodasok legalkalma-
sabb nyelve az algebra. Az algebra nyelvén a formula kis helyen elfer.
A formulat révidebb leirni, kénnyebb olvasni, gyorsabban lehet el-
mondani, és egyszeribb megeérteni, mint a szavakban kifejezett meg-
felel6 mondatot. Ha meg szeretnénk gy6zddni arrol, hogy valaki meg-
értett-e egy formulat, akkor nem azt kérem, hogy mondja el szavak-
ban, hanem azt, hogy készitsen hozza tablazatot. Ha helyes tablazatot
keszit, akkor biztos, hogy megértette a formulat.

A tablazatok sorai kézott nem mindig lehet elséfokt 6sszefiiggést ta-
lalni. Példaul, ha az
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x|0[1|12 (3 |4 |5

y|0|3|12|27|48|75

tablazat mogott allo szabalyt kell megkeresntink, akkor lehet, hogy
nem talaljuk meg régtén. Lehet, hogy egy vagy két hibas sejtés utan
jutunk el a helyes megoldashoz. Némi szerencse is kell a sejtéshez. De
ha kitartoak vagyunk, akkor idével talalunk olyan 6svényt, amelyen
haladva célhoz értink. Ha észrevesszik példankban, hogy az also sor
mindegyik szama oszthato 3-mal, akkor latjuk, hogy y értékei valoja-
ban a kévetkezok:

3-szor O,
3-szor 1,
3-szor 4,
3-szor 9,
3-szor 16,
3-szor 25.

Most mar felismerhetjik a O, 1, 4, 9, 16, 25 négyzetszamokat, és lat-
juk, hogy a szabaly y = 3. (Vegylk észre a 3x2 és (3x)? kifejezések
kozott kiilonbseget. A 3x2 kifejezésben a négyzetre emelés csak az x-
re vonatkozik; vagyis vesziink valamilyen szamot, négyzetre emel-
juk, és azutan megszorozzuk 3-mal. A tanulok gyakran elébb meg-
szorozzak az x-et 3-mal, és az eredményt emelik négyzetre. Pedig ezt
az eljarast a (3x)? jellel fejezziik ki. Igy x = 10 esetén 3x?2 értéke 3 ¢ 102
= 3 * 100 = 300, mig (3x)? értéke (3 * 10)2 = 302 =900.)

Az y = 3x2 képlettel a késObbiekben meég talalkozunk kényviinkben.
Sziikségiink lesz majd arra, hogy tablazat alapjan felismerjik ezt a
szabalyt.
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Vannak modszerek arra, hogyan lehet egy tablazat szabalyat felis-
merni, ezeket nem részletezziik. Csak egyszerti szabalyokkal fogunk
foglalkozni, amelyek esetében elegendo lesz a sejtés is.

Konyviink célja és korlatai

Egy ilyen bevezet6 konyv nem lehet sem ,,szakacskényv”, sem egysze-
ruen tetelek és bizonyitasok gytijteménye. Mindkeét tipusu kényv tavol
tartja a tanulot a matematikatol.

A ,szakacskonyv” csupan bizonyos tipusu problémak megoldasara
szolgalo szabalyok jegyzeke. Azt varjuk, hogy a tanulé megtanulja a
szabalyokat. De miért érvényesek ezek a szabalyok? Hogyan jutottak
el a felfedezéstikhoz? Mit lehet kezdeni egy olyan problémaval, ame-
lyikre egyik szabaly sem alkalmazhato?

A tétel-bizonyitas-tétel-bizonyitas tipusu konyv bizonyos korlato-
zott értelemben megmagyarazza a matematikat. Az els6 tételt leg-
alabb az elsé tétel bizonyitasa kéveti, ami némileg megvilagitja, hogy
miért érvényes az elso tétel. De sok minden rejtve marad. Milyen ala-
pon hatarozta el a szerzd, hogy éppen ez a tétel legyen az els6? Milyen
alapon hatarozta el, hogy melyik tételeket veszi be kdnyvébe és melyik
tételeket hagyja el? Mi a célja e konyvnek? Milyen gondolatmenet rej-
lik a kényv mogott? Hogyan fedezték fel ezeket a tételeket? Mit csinal-
jon a tanuld, ha 6 maga is szeretne ilyen tételeket felfedezni? Talan
éppen a legutolso kérdés a legfontosabb. Igen furcsa, hogy sok kivalo
matematikus, aki tgy gondolja, hogy az élet egyedtili értelme 11j ma-
tematikai tételeket felfedezni, gyakran olyan kdényveket ir, amelyek
semmiféle utalast nem tartalmaznak arra vonatkozoan, hogy az ol-
vaso hogyan probalkozhat azzal, hogy 6 maga is tegyen ilyen felfede-
zéseket.
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A matematikai tételek elsajatitasanak legalabb négy feltétele van.

(1) Vilagosan latni és érteni kell, hogy mit allitunk. Nem elég
bizonyos szavakat memorizalni. Tudni kell, mit jelent a tétel.

(2) Ossze kell gytijtentink olyan tényeket, amelyek alatamasztjak
tételtinket. Erezntink kell, hogy tételink 6sszhangban van ed-
digi matematikai ismereteinkkel.

(3) Tudnunk kell, mire alkalmazhato6 a tétel. Lehet, hogy felhasz-
nalhaté a tudomanyokban, de az is lehet, hogy egyszertien a
tiszta matematika mas, érdekes tételeihez vezet. Illik tudni, mik
ezek a tételek.

(4) Tudnunk és értentink kell a tétel bizonyitasat.

Szeretném leszdgezni, hogy ebben a kényvben egyetlen tétel bizonyi-
tasa sem szerepel A (4). feltétellel egydltaldn nem foglalkozom, az
egész kényvben az (1), (2) és (3) feltételekre szoritkozom. Szeretném be-
mutatni, hogy az analizis fogalmai egészen természetes modon kelet-
keztek, és szeretném, ha az olvasok maguk fedeznék fel ezeket a fo-
galmakat. Ha egytitt volnank egy teremben, nekem csak kérdéseket
kellene feltennem, és az az érzés alakulna ki a hallgatosagban, hogy
olyan fogalmak tisztazasaval jutottak el az analizishez, amelyeket hal-
vany és bizonytalan alakban mar ismertek. Egy konyv keretei kézott
sajnos ezt a modszert nem lehet kévetni, de megkisérlem annyira
megkdzeliteni, amennyire csak lehet. Igyekszem eredményeket nem
kozolni. Felhivom az olvaso figyelmét bizonyos dolgokra, amelyeket
sajat maga kiprobalhat. Az ily modon 6sszegyujtott tények bizonyos
kovetkeztetéseket sugallnak majd. Ennél tébbet nem fogok kéve-
telni. Ugy vélem, ez a modszer megkdnnyiti az analizissel valo komoly
foglalkozas megkezdését. Ezek utan talan nem nehéz elképzelni, hogy
milyen iranyban fogunk haladni.

Az els6 hét fejezet némiképpen kiilénbodzik az utolsé6 haromtol. Az 1-
7. fejezetekben bizonyos fogalmakkal valamelyest részletesen
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foglalkozunk. Azt varom, hogy az olvaso ezeket a fejezeteket gondosan
elolvassa €s elsajatitsa. Az utolso harom fejezet joval kevésbe részlete-
zett. Azért szerepeltetjik mégis, hogy az olvaso lassa, az 1-7. fejezetek
ismerete utan is béven van még mit tanulnia. A 8. és 9. fejezet néhany
olyan kérdést kérvonalaz, amely az analizis tanulasanak els6 éveiben
merUl fel. A 10. fejezet még komolyabb kérdéseket tartalmaz; olya-
nokra hivja fel a figyelmet, amelyekrdl azt gondolnank, hogy el6 sem
fordulhatnak, és amelyek a valosagban mégis megtorténnek. A tanu-
lok egy része a konyvnek éppen ezt a fejezetét tartja a legérdekesebb-
nek.

A 8., 9. és 10. fejezet mintegy kitekintés a kés6bbi tanulmanyok felé.
Celjuk nem a teljes attekintés, hanem féleg az, hogy a tovabbi kérdeé-
sek természetére utaljon. Igy aztan senki se lepédjén meg azon, hogy
ezekben a fejezetekben egy sor megvalaszolatlan kérdeést talal.

A koényv az analizis néhany szakkifejezésének gytijteményével zarul.
Ezt a szotart akkor allitottuk 6ssze, amikor a kényv nagy része mar
elkészilt, ugyhogy a kényv megeértése szempontjabol nincs ra sziik-
ség. Mégis ugy éreztiik, hogy hasznos lehet, ha az olvas6 megismer-
kedik a kényvben szerepl6 fogalmak matematikai elnevezesével, €s ez
a szotar segitségeére lesz, ha formalisabb analiziskényveket fog olvasni.
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MASODIK FEJEZET - Ismerke-
dés a sebességgel

E fejezetben a sebességet vizsgaljuk, mégpedig mozgo testek sebesse-
gét. Hogyan tehetnénk vilagosan lathatova, hogy mi torténik, amikor
egy test mozog? Egyenes vonal mentén mozgo testrol filmet készithe-
ttink. Tegytk fel, hogy felvevogéptink minden tizedmasodpercben keé-
szit egy felvételt. HelyezzUik a felvételeket sorra egymas mellé tigy, aho-
gyan az 1. abran lathatok. Hogyan mozog ez a test? Minden tizedma-
sodpercben 1 centiméterrel feliebb kertil. Ugy latszik, hogy masodper-
cenkénti 10 centimeéteres allando sebességgel halad.

1. dbra — Mozgdsok
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Egy mas alkalommal a 2. abran lathato képekhez jutunk. Itt a mozgo
test minden egyes képe és az utana koévetkezd kozott 2 centimétert
haladt. Sebessége masodpercenként 20 centiméter.

cm

6|— @

5__.

2. ébra — Mozgdsok

Vizsgaljunk meg most egy valtozo sebességu testet. Tegytik fel, hogy
egy test gyorsul, mondjuk az elsé és masodik kép kozott megtett 1
centimétert, a masodik és harmadik k6zott 2 centimétert, a harmadik
és negyedik kozott 3 centimétert. A mozgasrol készilt felvételek a 3.
abran lathatok.

17. oldal



|
!

l | | ©
‘ |

|

|

|

|

| el |
i
|

jm
F 1 L] ey

3. dbra — Mozgdsok — gyorsulds

Maris megfigyelhetjiik, hogy a pontok (1) allando sebesség esetén egy
egyenesen, (2) gyorsulo mozgas esetén egy gérbén helyezkednek el.

1. feladat. Az 1. és 2. abraban a pontok allando sebességli mozgast
abrazolnak. Az abrak megfigyelése alapjan hogyan tudnank megalla-
pitani, hogy melyik test mozgott gyorsabban? Valaszunkban nem kell
szamoknak szerepelnie. Egyetlen szempillantas alatt megmondhat-

juk, melyik gyorsabb. Hogyan? (Minél meredekebb az egyenes, annal
gyorsabban mozog a test.)

i

I

0| @ ]
N

Maga a mozgo test is elkészitheti a mozgas képét. A 4. abran lathato
test a PQ egyenes mentén mozog felfelé és lefelé. A kdzvetlentil alatta
levé papirlap allandé sebességgel jobbrol balra mozog. A testet befest-
juk, hogy nyomot hagyjon a papiron. Ha a test sebessége allando, ak-
kor nyomvonala egyenes lesz.
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4. abra— A mozgds nyoma

2. feladat. Feleltesstik meg egymasnak az 5. abran lathato felvétele-
ket és az alabbi leirasokat:

(@) Gyorsan mozog felfele. ....(I)
(b) Lassan mozog felfelé. ...(II)

(©) Nyugalmi allapotban van. ...(V)
(d) Lassan mozog lefele. (IV)

(€) Gyorsan mozog lefelé. ....
(v (n) (i) (iv)

5. dbra — Mozgdsok
3. feladat. Feleltessiik meg egymasnak a 6. abran lathato felvételeket
és az alabbi leirasokat.
() Nyugalmi allapotbol indul, felfelé fokozatosan névekvd sebes-

séggel. ... (VII)
(g) Gyorsan halad felfelé, majd fokozatosan megall. ... (V])

(h) Nyugalmi allapotbdl indul, lefelé fokozatosan névekvd sebes-
séggel. ... (X)
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() Gyorsan esik lefele, majd fokozatosan lassulva megall. ... (VII)

/(N A
(n) (vi1) (vin) (1%)

6. abra— Gérbék

A mozgas és a gbrbe kdzotti kapcsolatot egyszertien szemléltethetjiik.
Megrajzoljuk a gorbét, majd egy keskeny rés moge illesztjik. Lényeg-
ében a 4. abrahoz hasonlo elrendezést kapunk. A résen keresztiil a
gbrbének csak egy kis részét latjuk. A papirt mozgatva az a benyoma-
sunk, hogy egy emelked6 és stillyed6 pontot latunk.

Van ennek egy muiszaki alkalmazasa. Ha olyan targyat akarunk ké-
sziteni, amely el6irt moédon viselkedik, akkor alkalmas vezerl6 emel-
tyit készitiink.

A 7. abran példaul a vezerlé emelty(1 egyenletes tempoban balra ha-
lad. Az AB palca nyugalmi helyzetben marad addig, amig a C pont
eléri B-t, ekkor névekvd sebességgel felfele halad, amig a D pont eléri
B-t. Amikor a DE egyenes szakasszal érintkezik, akkor a palca egyen-
letes sebességgel felfele halad, majd az EF gorbével érintkezve sebes-
sége egyre csOkken, véglil az FG szakaszt elérve Ujra nyugalmi hely-
zetbe kertil.

Az 5., 6. és 7. abrakon lathatéakhoz hasonlo gérbék megkonnyitik
szamunkra a mozgasok koézotti eligazodast. A gbrbe segitségével ha-
tarozottan el tudjuk képzelni a mozgast.
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vexérid emelevd
7. abra — Gorbék
Amit eddig csinaltunk, az mar az analizis vizsgalodasi korébe tartozik.
Az analizis a sebesség tanulmanyozasaval kezdddik. A sebesség vizs-
galata a fenti gérbékhez vezetett. Ezeket a gérbéket leirhatjuk a sebes-
ség fogalmaval. Peldaul, a (VIII) gbérbérdl azt mondhatjuk, hogy olyan
mozgast ir le, amelynek soran a test mind gyorsabban és gyorsabban
mozog felfelé. Igy az analizis nemcsak a mozgdsok leirasara, hanem a
gorbék alakjanalk leirasara is felhasznalhato. Valojaban mar a kezdet
kezdetén mindkét célra alkalmaztak az analizist. Kepler az 1609—
1619 kozott években felfedezte a Fold és a bolygok Nap kortili moz-
gasanak palyajat, valamint azt, hogy a bolygok sebessége hogyan val-
tozik keringestik soran. Isaac Newton az 1665 — 1687 kozotti években
mar bizonyitani tudta, hogy ha a Nap a tavolsag négyzetének reciprok
értekével aranyosan fejti ki vonzo hatasat, akkor a bolygoknak igy kell
mozogniuk. Igy az analizis segitségével szamot adott mind a sebessé-
gekrél, mind a gbérbékrdl. Igen nagy hatassal volt az emberekre az,
hogy a naprendszer bonyolult viselkedése visszavezethetd harom
vagy negy egyszeru feltevésre — a Newton-fele mozgastérvényekre és a
Newton-féle témegvonzasi térvényre. Newton térvényei és az analizis
csillagaszati alkalmazasai ktiléonods érdeklédésre tarthatnak szamot
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napjainkban, amikor nemcsak nézhetjik a Marsot, hanem lesznek
kozotttink olyanok, akik el is jutnak oda. Az analizis segitségével sza-
mithatjuk ki a Foldtél a Marshoz vezetd lehetséges roppalyakat és
donthetjlik el azt, hogy ezek koztil melyikhez kell a legkevesebb tizem-

anyag.

A sebesség kiszamitasa

Lassunk most néhany egyszerl szamitast. Hogyan hatarozhatjuk
meg egy test sebességet? Egy kocsi haladjon egy egyenes orszaguton,
mondjuk autopalyan. A kilométerszamlalo 2 6rakor 70 km-t, 5 drakor
220 km-t mutat. Tegytk fel, hogy a kocsi végig allando sebességgel
mozgott (ami a gyakorlatban nagyon valoszintitlen!). Milyen gyorsan
haladt? A kérdés nem nehéz. Ha a 220-bdl kivonjuk a 70-et, latjuk,
hogy a kocsi 150 km-t tett meg. Ha az 5-bol kivonjuk a 2-t, latjuk,
hogy ehhez 3 orara volt sziiksége. A 150-et 3-mal elosztva 50-et ka-
punk. Igy a sebesség 50 km /6.

E példanal nem annyira az eredmény kiszamitasa volt a cél, hanem
inkabb a mdédszer megismerése. Ezt a modszert felhasznalva szeret-
nénk formulat kapni a sebességre. Vezesstiink be néhany jel6lést. Le-
gyen a kilométerszamlal6 allasa t orakor s km. Igy t =2 azt jelz, hogy
az idd 2 ora volt, s =70 pedig azt, hogy az eddig megtett 6sszes tit 70
km volt. Az elébbi feladatban szerepld adatokat ilyen tablazatban ren-
dezhetjik el:

t| 2| S5

s| 70 | 220
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Szakadjunk el a 2, 5, 70, 220 szamoktol, keresstink olyan formulat a
sebességre, amely barmely keét idépontra és barmely két tavolsagra
alkalmazhato. Vezesstink be néhany tovabbi jelolést.

Altalanositott probléma

LA Kilométerszamlalo a érakor p km-t mutat. A kilométerszamlalo b
orakor g km-t mutat. A kocsi allando sebességgel mozog. Hatarozzuk
meg a kocsi vkm /6 sebességét.”

Ugyanazokat a lépéseket kell végrehajtanunk, mint az el6bbi példa-
ban, de az egyes szamokat a megfeleld jelekkel helyettesitjlik. Ahol az
elébb 2 allt, oda most a kertil; az 5 helyét a b, a 70 helyét a p, a 220
helyét a g foglalja el. Tablazatunk a koévetkezo:

tl a| b

S| pP|q

Az el6bb azzal kezdttik, hogy 220-bdl kivontunk 70-et: most vonjunk
ki gbdl pt A kocsi g-p km utat tett meg. Mennyi idére volt sziiksége
ehhez? Az el6bb 5-bdl kivontunk 2-t, most vonjunk ki b-bél a-t. A ko-
csi b-a oraig volt iton. A sebességet tigy kapjuk meg, hogy a megtett
kilomeéterek szamat elosztjuk az eltelt 6rak szamaval. Ebbdl a kdvet-
kez6t kapjuk:

'
b—a

Nem szabad megfeledkezniink arrdl, hogy formulank csak akkor érvé-
nyes, ha a kocsi végig ugyanolyan gyorsan haladt, azaz ha dllandoé
sebességgel mozgott.

(1) formula v =

23. oldal



Tegytik fel peldaul, hogy egy kocsi vezetdje egy ora alatt S0 km-t tett
meg. Ezutan harom orat étkezéssel, pihenéssel toltott, majd amikor
észrevette, hogy eltelt az id6, egy oran at 150 km/6 sebességgel veze-
tett, és ekkor balesetet okozott. Nem volna igaza, ha ezt mondana: ,,5
orat toltéttem titon és 200 km-t tettem meg, a sebességem igy csak
40 km/06 lehetett. A baleset tehat nem az én hibambodl tértént.” A bal-
eset pillanataban a sebességmeérd 150 km/6-t mutatott. Ezt a sebes-
ségmeérd altal egy adott iddpillanatban mutatott értéket értjik sebes-
ségen. Ha vezeténk példaul egy évig nem hasznalta volna kocsijat, ak-
kor azt is mondhatnank, hogy egy év alatt csak 200 km-t tett meg,
ami oranként 0,023 km-nek felel meg. Ezt az érvelést mindenki ne-
vetségesnek talalna. Azért hangsulyozom ezt, mert sok diak pontosan
igy gondolkozik, amikor az analizissel foglalkozik. Emlékszik az (1) for-
mulara, ami annyira egyszert, hogy meég olyan helyzetekben is ezt
alkalmazza, amikor egészen nevetséges eredményekhez vezet.

Az (1) formula csak akkor alkalmazhato, ha egy test allando sebes-
séggel halad. Ha a sebesség csak kicsit valtozik, akkor az (1) formula
nem adja meg ugyan a pontos sebességet, de elfogadhato becslést ad
ra. Ha egy kocsi sebessége egy masodperc alatt nem sokat valtozik, és
megmeérjuk az egy masodperc alatt megtett utat, akkor az (1) formu-
labdl elfogadhato becsléstkapunk a kocsi sebességere. Az analizisben
ilyen eljarast alkalmazunk. Féként olyan esetekkel talalkozunk, ame-
lyekben a sebesség allandoan valtozik. Ha egyszertien az (1) formulat
alkalmaznank, akkor teljesen rossz eredményeket kapnank. Az (1)
formulat ezért a sebesség becslésére alkalmazzuk, €s egyre révidebb
és rovidebb idékozoket véve probalunk valamilyen koévetkeztetésre
jutni.
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Negativ sebesség

Az (1) formulabol még allando sebesség esetén is kaphatunk furcsa
eredmenyt. Kepzeljik el, hogy a kocsi visszafelé megy. Kocsik esete-
ben ez ritkan vagy sosem fordul el6, igy peéldank némiképp irrealis. A
tudomanyokban azonban gyakran talalkozhatunk ilyen helyzetekkel;
példaul ha feldobunk egy kovet, akkor az egy ideig emelkedik, utana
lefelé esik. Amikor esik, akkor éppugy visszatér kiindulo helyzetébe,
mint amikor egy kocsi tolat. Tegytik fel, hogy egy kocsi tébb oran at
allando sebességgel tolat. Milyen lehet a kocsi mozgasanak tablazata?
Valami ilyesmi:

t| 3|5

s |80|60

A kocsi 3 6rakor 80 km-re volt garazsatol, 5 6rakor csak 60 km-re. Az
eltelt id6 2 ora, a kocsi ezalatt 20 km-t haladt visszafelé, tehat nyilvan
10 km /6 sebességgel tolatott.

Milyen eredményt ad az (1) formula? Helyettesitstik be az
a=3,b=5p=80,9g=60
értékeket. Igy a kdvetkezot kapjuk:

q n 60 — 80 ()
D = - = * 10).

D — a 5—3 2

-

Tudjuk, hogy a kocsi 10 km/6 sebességgel tolatott. A formulabdl a v
= -10 értéket kaptuk.

Kétfeéle allaspontra helyezkedhettink:
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(1) ,Lehetetlen, hogy negativ sebességet kapjunk. A sebesség nem
lehet nullanal kisebb. Ha a kocsi tolat, mas formulat kell alkal-
mazni. Az (1) formula erre az esetre nem alkalmazhato.”

(2) ,Az (1) formulat minden allando6 sebességgel mozgo testre alkal-
mazzuk. Ha az (1) formula negativ értéket ad, akkor tudjuk,
hogy a test visszafelé mozog,.”

A (2) allaspont sokkal jarhatobbnak latszik, mint az (1). Ha az (1) al-
laspontot kévetnénk, munkank megkeétszerezédne; killon szabalyt
kellene alkalmaznunk a felfelé és a lefelé mozgo testekre. A (2) allas-
pont lehetéve teszi, hogy egyetlen formulaval dolgozhassunk. Ha a ve-
gén negativ eredmény adodik, tudjuk, mit értstink azon. A gyakorlat-
ban az autok sebességmeérdje csak akkor mutat valamilyen sebesség-
értéket, ha a kocsi elére mozog. Amit most csinalunk, inkabb ahhoz
hasonlit, ami egy hajon térténik, ha a kapitany a ,teljes gézzel elére”
és teljes gézzel hatra” utasitasokat adja ki. Elképzelhetink persze
olyan kocsit is, amelynek sebességmérdje a nullan tal - 5 km/6-t mu-
tat, ha a kocsi 5 km/6 sebességgel tolat, — 10 km/6-t mutat, ha a
kocsi 10 km/6 sebességgel tolat stb. Kényviinkben azonban nem lesz
kiilénosebb jelentdsége a sebesség eldjelenek. A 8. abran peéldaként
kilénb6z6 mozgasokrol készult felvételek lathatok.

T

-}- 00 I.'.;;\‘(') +10 km/é 0 k'\a,u ——-10

8. dabra — Kiilénb6zb mozgdasokrol késziilt felvételek
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A valtozas mertékei

Az auto sebessége a kilométerek szama névekedésének meérteke. A
sebesség a megtett tavolsag valtozasanak mértéke. Az analizis azzal
foglalkozik, hogy milyen gyorsan valtoznak a dolgok. Nemcsak a ta-
volsag valtozhat. Kérdezhetjik azt is, hogy ,Milyen gyorsan gazdag-
szik meg egy ember?” vagy ,Milyen gyorsan telik meg egy kocsi tarta-
lya benzinnel?” Ezek valtozasok mértékei — a bankszamla valtozasa-
nak meértéke; a tartalyban levé benzin mennyisége valtozasanak mer-
téke.

A kényelem kedvéért a ,[..] valtozasanak mértéke’ kifejezésre be-
vezetlink egy réviditést. Igen egyszeru jelet fogunk alkalmazni, az ? je-
let. Ha valamilyen mennyiség mértéke £, akkor f azt jelenti, hogy ez a
mennyiség milyen mértékben valtozik (f-t ,fvessz6’-nek olvas-
suk).

Példaul, ha egy gyerek n éves koraban h cm magas, akkor h'azt je-
lenti, hogy milyen mértékben névekszik (h' egysége cm/év).

e Ha egy auto tora alatt skm-t tesz meg, akkor s'azt jelenti, hogy
milyen mértékben névekszik a megtett kilométerek szama; s'
valojaban az auto sebesseége (s'egysége km/0).

e Ha tmasodperc eltelte utan a tartalyban g liter benzin van, ak-
kor g'a tartaly toltédésének mértéke (g'egysége liter/sec.).

e Ha valakinek n éves koraban m dollarja van, akkor m' vagyona
novekedésének mértéke (m'egysége dollar/év).

Itt is megjegyezziik, hogy m’ nem ugyanaz, mint m/n. Ha valakinek
30 éves koraban 3000 dollarja van, akkor ebbdl egyaltalan nem ko-
vetkezik, hogy vagyona évente 100 dollarral névekszik. Csak akkor
kovetkeztethetnénk erre, ha tudnank, hogy sztiletése 6ta minden év-
ben ugyanannyi pénzt tett félre. Az is elképzelhet6 viszont, hogy 27
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éves koraig egy centje sem volt, és az utols6 harom évben 1000-1000
dollart tudott megtakaritani. Ebben az esetben m'értéke 1000 lenne.
Az is elképzelhet6, hogy az utobbi idében rossz az anyagi helyzete és
évente 500 dollar vesztesége van. Ebben az esetben m'=-500. m' azt
meéri, ami éppen most torténik.

Ha egy kocsi t ora alatt s kilométert tesz meg, akkor s'a kocsi sebes-
sége km/6-ban. Most sem igaz, hogy s'= s/t. Abbol, hogy 3 oraja ve-
zetek és 150 kilomeétert tettem meg, senki sem tudja megallapitani,
hogy ebben a pillanatban milyen gyorsan vezetek. Az s'értékét csak a
sebességmérdrol lehet leolvasni. Lehet, hogy éppen kilencvennel me-
gyek. Ebben az esetben s= 150, t= 3, s'=90. Lehet, hogy éppen meg-
alltam. Ebben az esetben s = 150, t =3, s'=0. Lehet, hogy 10 km/6
sebességgel tolatok. Ekkor s= 150, t =3, s'=-10.

Az eltelt id6 és a megtett it ismeretében semmit sem mondhatunk a
mozgas gyorsasagarol. Ezt azért hangsulyozzuk, mert az iskolaban
altalaban begyakoroltatjak, hogy ,sebesség egyenld ut osztva idével”.
Ez csak allando sebesség esetébenvan igy. Az analizis lényege azon-
ban a valtozo sebességek tanulmanyozasa: a fldre lees6 labda, a f61d-
6l indulo rakéta mozgasanak vizsgalata.

s'tehat az a szam, amelyet a sebességmeéro az egyes idopillanatokban
mutat.

Peldak. Forditsuk le az analizis nyelvére:

(1) Amikor 5 6raja utaztam, 250 kilométert tettem meg és 80 km/6
sebességgel vezettem.

Megoldas. Ha t = 5, akkor s =250 és s'= 80.

(2) Amikor két oraja vezettem, SO km/6-t, amikor 3 6raja vezettem,
45 km/o6-t mutatott a sebességmérd.

Megoldds. Ha t= 2, akkor s'=50, ha t= 3, akkor s'=45.
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(3) Az els6 két oraban allandoan 60 km/6 sebességgel vezettem.
Megoldas. Minden O és 2 kozotti tértékre s'= 60.

A sebesség meghatarozasa egyszerubb
esetekben

Bizonyos esetekben a sebességet aritmetikai titon is meghatarozhat-
juk. Ezek az esetek persze nem tualsagosan izgalmasak; érdekes ered-
meények olyan problémakbol adodnak, amelyekhez 11j modszerekre
van szikség. Az egyszer( esetek vizsgalata azonban alkalmat ad arra,
hogy megszokjuk az s'jelrendszert.

Tegytik fel, hogy kocsim kilométerszamlaloja nullardl indul és egy bi-
zonyos ideig éranként 10 kilométeres allando sebességgel vezetek. A
kilométerszamlalo allasat az egyes id6pillanatokban az alabbi tablazat
adja meg;

t|1oj 1123 4

s{0]10(20|30(40.

Itt a szabaly: s = 10t. Mekkora s? Azt mondtuk, hogy a sebességem
allandoan 10 km /6 volt és s'a sebességet méri. Igy

s'=10. Irjuk fel ezt formalisan.

A eredmény.
Ha

akkor
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s'=10.

Sebességem egész id6 alatt 10 km /6. Az s’= 10 formula nem egysze-
ruen azt jelenti, hogy egy adott idépillanatban s'= 10, hanem azt, hogy
s' értéke a mozgas folyaman minden idépillanatban 10. Az s = 10t
formula a mozgas szabalya: megtudjuk beldle, hogy a ktilonb6z6 idé-
pillanatokban hol talalhato a kocsi. Ha azt kérdezziik, hogy hol van a
kocsi 1 1/2 6ra mulva, akkora t = 1 1/2 helyettesitéssel az s = 10t
formulabdl az s = 15 értéket kapjuk. Az s'= 10 formula is ilyen sza-
baly, ebbdl azt tudhatjuk meg, hogy a kiilénboz6 idépillanatokban
mekkora a kocsi sebessége. A formula szerint a sebesség mindig 10.

Fenti példank az analizis egyik legelsd problémaja: adott egy formula,
amely minden idépillanatban megadja egy test helyzetét, keresstink
olyan formulat, amely minden idépillanatban megadja a sebességet.

Gyalkeorlatok

1. Kocsim kilométerszamlaloja indulaskor nullat mutatott. 20 km/6
allando sebességgel vezetek. Milyen képlettel irhato le a kocsi helyzete
a kulénbozd idépillanatokban? Mekkora a kocsi sebessége a kiilon-
b6z6 iddpillanatokban? Mindkét kérdésre egyenlettel valaszoljunk.
(Megoldas: s = 20t. s'=20.)

2. Kocsim helyzetét az s = 30t egyenlet irja le. Mit mutat a kilomeéter-
szamlalom, ha t=0?, hat=1 ?, hat =27, ha t = 3?2 Mekkora a kocsi
sebessége? Milyen egyenlet adja meg s'-t?

(Megoldas:

t|O| 1| 2] 3

s| 0130|6090

A sebesség 30 km/o6. s'= 30.)
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3. Kocsim helyzetét az s = 40t egyenlet adja meg. Irjuk fel a kocsi se-
bességét megado egyenletet! (Megoldas: s' = 40.)

4. Fejezztik be a kovetkezé mondatot: ,Ha s = 50t, akkor s'.." (Megol-
das: 50.)

5. Ha k tetszoleges rogzitett szamot jelent (az el6z6 példakban sorra k
=20, 30, 40, 50) és s = kt, akkor s’=... ? (Megoldas: k.)

Eddigi példainkban a kilométerszamlalé mindig nullardl indult. Ez
azonban nem lényeges. Tekintstik példaul az s = 10t+3 szabalyt. En-
nek tablazata a kévetkezo;

tjo|1 |2 |3 |4

s|3 (13 (23 |33 |43.

Itt a kilométerszamlalo indulaskor 3-at mutatott. A tablazat azt mu-
tatja, hogy a kocsi minden 6raban 10 kilométert tett meg. A sebesség
10 km/6, és igy s'= 10. Igy latjuk, hogy

B eredmeény.

Ha
s=10t+3,
akkor
s'=10.
Gyakorlatok

A fentiekhez hasonlé modon hatarozzuk meg a kévetkezd szabalyok-
hoz tartozo s' sebességeket:

(1)s=10t+5, (2)s=10t+7,(3)s=10t +9.
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Ha s = 10t + ¢, ahol c tetszdleges rogzitett érték, akkor mekkora az s'?
(Megoldas:

(1) 10 (2) 10 (3) 10.
Ha s = 10t + ¢, akkor s'= 10.)
Hatarozzuk meg a kévetkez6 szabalyokhoz tartozo s' értékeket: (4) s =
20t+ 3, (5) s=20t+ 5, (6) s=20t+ 7, (7) s = 20t + 9. Mire kovetkez-
tethetlink ezekbdl a példakbol?
(Megoldas:

(4) 20 (5) 20 (6) 20 (7) 20.

Kovetkeztetés: Ha s = 20t + ¢, akkor s'=20.)

Fel tudnank irni kdzvetlentil az alabbi szabalyokhoz tartozo sebessé-
geket: (8) s =30t +7, (9) s=50t + 9, (10) s =40t + 23, (11) s = 30t + 20,
(12) s = 50t + 150?

Ha az itt vizsgalt mozgasokhoz olyan grafikonokat készitenénk, mint
amilyenek az 1-8. abrakon lathatok, milyenek lennének ezek a grafi-
konok?

(Megoldas:
(8) 30 (9) 50 (10) 40 (11) 30 (12) 50.

A grafikonok egyenesek. Ha a skalat rogzitjiik, akkor minél nagyobb
az s'sebesség, annal meredekebb egyenest kapunk. Ha kiillénb6z6
szabalyok ugyanazt a sebességet adjak, mint az (1), (2) és (3) esetek-
ben, akkor az egyenesek parhuzamosak.)
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HARMADIK FEJEZET - A valtozo
sebesség legegyszerubb esete

Pillanatnyi sebesség

Az allando sebességli mozgas nagyon egyszerll. Az igazi probléma a
valtozo mozgas vizsgalata.

Hangsulyozzuk, hogy olyan v vagy s’ mennyiséget kerestink, amely
egy adott pillanatban méri a mozgas sebességet. A mindennapi élet-
ben ezt nagyon egyszertinek talaljuk: rapillantunk a kocsi sebesség-
meérdjére. Ha a mutato a 60 km/6-t jelez, akkor tudjuk, hogy ebben a
pillanatban 60 km/6 sebességgel haladunk. Ha elkezdjiik vizsgalni,
mit is jelent ez tulajdonképpen, akkor egy paradoxonba titkéziink. A
sebesség fogalma — ugy latszik — két idépontot tartalmaz, egy idokdz
kezdetét és végét. A mozgo test bizonyos id6 alatt megtett utjat figyel-
juk. Ha ez az id6 nulla volna, akkor a test altal megtett tt is nulla
volna. Barmilyen gyorsan is haladunk, az ugyanabban a pillanatban
keszitett ket felvételen ugyanott vagyunk. Ha az (1) formula segitsége-
vel gy probaljuk a pillanatnyi sebességet meghatarozni, hogy a és b
értékét azonosnak valasztjuk, akkor p €s gis azonos lesz és a sebes-
ségre 0/0 adodik — amivel nem sokra megytink.

» /

33. oldal




9. abra

Q

10. abra

A testek mozgasanak leirasara gorbéket is alkalmazunk. A gyorsan
mozgo testnek meredek vonal, a lassan mozgonak enyhébb emelke-
dést1 vonal felel meg (5. és 6. abrak). Igy kérdéstinket a gorbékre vo-
natkoztatva is megfogalmazhatjuk. ,Mekkora ebben a pillanatban a
sebesség?” helyett azt is kérdezhetjik, hogy ,Milyen meredek a goérbe
a Ppontban?” (lasd a 9. abrat). Ez ésszertl kérdésnek latszik. Egyet-
érthetiink példaul abban, hogy a 10. abran lathato gérbe az R pont-
ban meredekebb, mint a Q pontban. De képzeljiik, hogy a gorbét le-
takarjuk és csak a Q pontot latjuk (11. abra). Most fogalmunk sem
lehet, hogy Qpontban milyen meredek a goérbe. Mozditsuk el a gorbét
letakaro lapokat, hogy lathato legyen a gérbe Q kortli kis része (12.
abra).
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12. abra

Most mar latjuk, hogy a Q pontban milyen meredek a gérbe. Nem
szamit, hogy mekkora részt latunk a gérbébdl, csupan az a fontos,
hogy Q mindkét oldalan lassunk bel6le valamennyit.

Gyorsulo mozgas

Vizsgaljunk meg most egy specialis valtozo sebességli mozgast. Néz-
zUk meg, hogyan szamithato ki barmely id6pillanatban a mozgas se-
bessége. Az ilyen tipust mozgasokat rendszerint a mechanikai tanul-
manyok elején szoktak vizsgalni, és nagy jelentéségiik van a fizika-
ban. Igy mozog példaul a 13. abran lathat6 szerkezet.

kocsi

o= R

| nehezék

13. dbra — A kocsi mozgdsa

Ki lehet szamitani, hogy ha példaul a kocsi tomege 50 dkg, akkor a
nehezéknek 1 dkg-nal valamivel nagyobbnak kell lennie ahhoz, hogy

a mozgast a kdvetkezo tablazat ifja le.

t|0|1(2(|3| 4

s{0|1({4|9|16
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ahol az id6t masodpercekben, a megtett utat deciméterekben mértiik.
(Ezeket az értékeket Newton II. toérvénye alapjan kaptuk. Ha a kocsi
tdmege M, a suly tdmege m, és a surlodastal eltekintiink, akkor a ko-
csi gyorsulasa a = mg / (M+2m), ahol g =98,1 dm/sec?. A nehezék
témegeét akkor tudjuk pontosan megadni, ha ismerjik a surlodasi
egyutthatot is.) A tablazathoz nyilvan az

s=t
szabaly tartozik.

A tablazatbol latjuk, hogy a mozgas valoban ,gyorsul6”. Az elsé ma-
sodpercben t=0 és t= 1 k6zott a kocsi csak 1 dm-t haladt. A masodik
masodpercben t= 1 és t= 2 k6z6tt azonban mar 3 dm, t=2és t=3
kézott S dm (ugyanis 5 =9-4), t=3 és t=4 kozott 7 dm utat tett meg
(ugyanis 7=16-9). Ezek a szamok 6sszhangban vannak azzal az érzé-
stinkkel, hogy a kocsi gyorsul, a nehézségi eré hatasara egyre gyor-
sabban és gyorsabban mozog.

Probaljunk most becslést adni, mondjuk a t = 3 idéponthoz tartozo
pillanatnyi sebességre. A kivalasztott idépont el6tti masodpercben, t=
2 és t= 3 kozott a kocsi 5 dm utat tett meg, a kévetkezd masodperc-
ben, t= 3 és t=4 kdzott 7 dm utat tesz meg. Esszer(1 sejtésnek latszik,
hogy a t= 3 pillanatban a sebesség érteke S dm/sec és 7 dm/sec ko-
ZOtt van.

A tanulok gyakran megkérdezik, hogy ,Nem vehetnénk egyszertien
az S és 7 szamtani kézepét, nem mondhatnank, hogy a sebesség ér-
téke 6 dm/sec?” Barmennyire is szomoru, ez ebben a specialis eset-
ben helyes volna. Altalaban azonban az atlagszamitas helytelen ered-
meényhez vezet, joforman sosem adja meg helyesen a pillanatnyi se-
bességet, csak akkor, ha a mozgast leir6 szabaly

s=zat+hbt+c
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alaku. Késébb latmi fogjuk, hogy a s = t3 szabaly esetében az atlagolas
valoban hibas eredményhez vezet.

Ezek szerint el kell vetntink azt a sejtést, hogy a pillanatnyi sebesség
értéke példankban 5 és 7 kozott pontosan kdzépen van, csupan any-
nyit mondhatunk, hogy a sebesség értéke valahol S és 7 kozott van.

Hogyan szUkithetnénk ezt a rést? Korabban megegyeztiink abban,
hogy minél révidebb idékdzt vesziink, annal pontosabb becslést ka-
punk a sebességre. Jo otletnek latszik, hogy vegytink révidebb idéin-
tervallumot. A t = 3 el6tti és utani masodperc helyett probalkozzunk
meg a t = 3 el6tti és utani f€l masodperccel. Az s = t2 formulaba behe-
lyettesitve a kévetkezo kis tablazatot kapjuk:

t|21/2|3| 31/2

s|61/4[9[121/4

Mi hasznunk lehet ezekbdl a fél masodpercekbdl? At =2 1/2 és t=3
kozotti fel masodpercben s értéke 6 1/4-r6l 9-re névekedett, vagyis a
kocsi 2 3/4 dm utat tett meg. A két és haromnegyed deciméter 1/2
masodperc alatt 2 3/4 : 1 /5, vagyis 5 !/>dm/sec sebességet sugall.

A t = 3 utani fél masodpercben a kocsi 12 1/4 — 9, vagyis 3 1/4 dm
utat tett meg. A harom és negyed deciméter 1/2 masodperc alatt 3
1/4:1/2 vagyis 6 1/2 dm/sec sebességet sugall.

Igy azt gondolhatjuk, hogy a pillanatnyi sebességnek 5 1/2 dm/sec
és 6 1/2 dm/sec kozott kell lennie.

De miért ne vehetnénk egyre révidebb és révidebb intervallumokat,
hogy mind jobb és jobb becsléseket kapjunk?
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Ha a t = 3 id6pont el6tti és utani egytized masodperceket vesszik,
akkor az s = £ formula felhasznalasaval a koévetkezd kis tablazatot
kapjuk:

t| 29331

s|8,41|9(9,61

A t= 3 el6tti tized masodpercben a kocsi 0,59 dm-t haladt, a sebesség
ertékére igy 0,59:0,1 = 5,9 dm/sec-et kapunk. A t= 3 utani tized ma-
sodpercben a kocsi 0,61 dm-t haladt, itt a sebesség 0,61:0,1 = 6,1
dm/sec. Igy azt gondolhatjuk, hogy a pillanatnyi sebesség értékének
5,9 dm/sec és 6,1 dm/sec kdzott kell lennie.

Pontosan ugyanezzel a modszerrel a t= 3 el6tti €s utani szazad ma-
sodperceket véve, arra a meggy6zddésre juthatunk, hogy a pillanatnyi
sebességnek 5,99 dm/sec és 6,01 dm/sec kozott kell lennie. A ma-
sodperc ezredrészet véve azt talaljuk, hogy a pillanatnyi sebesség ér-
tékének 5,999 dm/sec és 6,001 dm/sec kozott kell lennie.

Eredményeinket a kévetkez6 tablazatban foglalhatjuk 6ssze:

Az alabbi idéin- Arra a meggydzddeésre jutottunk, hogy a v pillanat-

tervallumokat nyi sebesség dm/sec egységben mérve az alabbi
véve ket értek koze esik:

1 masodperc Sés7

0,1 masodperc |59 és 6,1

0,01 masodperc | 5,99 és 6,01
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0,001 masod-

5,999 és 6,001
perc

Az utolso becslésnél nagyon keskeny tartomanyba szoritottuk be v
értékét, hiszen 5,999 és 6,001 csak 0,002-del ktilénboézik egymastol.
De miért allnank meg a 0,001 masodperces idéintervallumnal? Ve-
hettink milliomod, vagy akar billiomod masodperceket, és igy v érté-
kére még pontosabb becsléseket kapunk. Valgjaban semmi sem kor-
latozza, hogy milyen pontos becslést adunk v értékeére. A fenti tablazat
nagyon szembeszokéen mutatja ezt. Ugy gondolom, most mar min-
denki tudja a tablazatot folytatni.

Gyakorlat

Becstiljiikk meg — szamolas nélkil — a v sebesség 0,0001 és 0,00001
masodperces intervallumokhoz tartozo értékeit. Sejtéseinket ellen-
Orizziik szamitasokkal.

Meggyézodésem, hogy senkinek sem jelent ktiléndsebb nehézséget a
tablazat folytatasa. Minden kévetkezd sorban eggyel tobb kilencest ta-
lalunk, a 5,99... 9-ben és eggyel t6bb nullat a 6,00... 01-ben. A becs-
lések egyre kozelebb és kozelebb kertilnek egymashoz. Minden egyes
becslés hagy valamennyi bizonytalansagot v értéke kortil, még akkor
is, ha ez a bizonytalansag nagyon kicsi. Ha azonban az dsszes becs-
lést figyelembe vessziik, akkor a bizonytalansag eltiinik. Csak egy
olyan szam van, amely akarhany kilencest irva is nagyobb, mint
5,999 ...9, és akarhany nullat irva is kisebb, mint 6,000 ...01. Ez a
szam a 6.

Igy, bar a sebesség becslésérdl beszEltiink, és a becslések rendszerint
tartalmaznak hibat vagy bizonytalansagot, itt a végeredményben mar
nincs bizonytalansag. Egyedtl a becslések altal jobbrol és balrol koz-
refogott 6 elégit ki minden becslést.
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Az aritmetikai szamitasok tehat azt mutatjak, hogy ha egy test az s =
£ szabaly szerint mozog, akkor a t= 3 id6pontban a sebessége v = 6.

Ugyanezzel az eljarassal most mar mindenki maga is ki tudja szami-
tania t=], t = 2, t = 4, t = 5 pillanatokhoz tartozo v sebességertékeket.
Az igy kapott értékeket megfigyelve valamilyen szabalyt vehetink
majd észre.

Biztosnak kell lennem abban, hogy az olvasé megértette ezt a mod-
szert, amellyel meg lehet hatarozni a tetszoleges adott t értékhez tar-
tozo v sebességet. Az iskolaban mindig vannak olyan tanulok, akik a
modszer lényegét azonnal megeértik, de akadnak olyanok is, akiknek
tobbszor kell elmondani. Ezért azoknak az olvasoimnak, akiknek
sziikséguk van ra, megprobalom vilagosabba tenni a modszert. Fon-
tos, hogy mindenki megértse ezt, mert munkank kévetkez6 szakasza-
ban csak ennek birtokaban fedezheti fel 6nalloan az analizis els6 ered-
meényeit; sokkal elégedettebb és magabiztosabb lesz az, aki maga fe-
dezi fel, mint az, aki t6lem tudja meg.

Mindenekel6tt vilagosan kell latnunk, hogy milyen gondolat rejtézik a
modszer mogott. Az (1) formula, a ,,sebesség egyenl6 it osztva idével”,
csak allando sebesség esetén alkalmazhato. Ha a sebesség valtozik,
akkor az ut és id6 hanyadosa csak az dtlagsebességet adja meg: A
valosagos sebesség barmelyik pillanatban az atlagsebességnél tobb is,
kevesebb is lehet. Ha egyre révidebb és révidebb idbintervallumokat
vizsgalunk, akkor a sebesség értéke egyre kevésbé tér el a valosagos
sebességtdl. A nagyon kis intervallumban vett atlagsebesség jo becs-
lést ad a valodi sebességre.

Masrészt jo, ha az olvasé maga is el tudja végezni a konkrét szamita-
sokat. Erdemes el6szor pontosan a 35-37. oldalakon leirtak minta-
jara at =2 idéponthoz tartozo sebesség értekét meghatarozni. Azutan
yjra kezdhetjik: most hatarozzuk meg a t = 4 idéponthoz tartozo v
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értéket. Természetesen nem szabad megelégedni a szamitasok puszta
elvégzesével, mindig végig kell gondolni, hogy mit csinalunk és mieért
csinaljuk.

Ha meghataroztuk a t=1,t =2, t =4 és t = 5 értékekhez tartozo v
értékeket, akkor egészitsiik ki a kévetkez6 tablazatot:

t|1(2|3(4|5

Vie|e|G|e]|e]e

A tablazat kitoltése utan megfigyelhetjiik, hogy a v és t értékek kozott
van valamilyen 6sszefliiggés, mégpedig a kévetkezo: v= ...

Azt ajanlom olvaséimnak, hogy ne olvassak tovabb a kényvet, amig
ezt a feladatot sikerrel nem oldottak meg.

A sebességre vonatkozo szabaly

Aki pontosan elvégezte a szamitasokat, a kévetkez tablazatot kapja:

t|1|12(3|4|5

v|2|4(6|8|10

A masodik sor minden szama pontosan kétszer akkora, mint a felette
allo szam. A szabaly tehat v = 2t 6sszefliggés. Ha a 28. oldalon beve-
zetett ' jelet alkalmazzuk, akkor vhelyett s-t irhatunk. Igy a 31. és 32.
oldalakon szerepld A és B eredmények mellé egy tjat irhatunk:

C eredmény. Ha
s=¢
akkor
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S'=2t

Ez az igen egyszerl megallapitas bonyolult szamitasok eredménye.
Rovidesen latni fogjuk, hogyan lehet ugyanezt joval egyszeribben
megkapni. A hosszadalmas szamolas azonban semmiképpen sem
volt felesleges, mert meg lehet érteni bel6le, hogy valojaban mi is tér-
ténik. Az analiziskdnyvekben erre az eredményre révid bizonyitasokat
szoktak adni, az olvasok gyorsan atsiklanak az algebra felett, és nem
értik meg teljesen, hogy voltaképp mit is olvastak.

Nézziik meg most, hogyan hasznalhatjuk fel az algebrat munkank
roviditésére, €és egyuttal hogyan teszi koévetkeztetéseinket meggy6-
ZObbeé.
Amikor azt vizsgaltuk, hogy az s = £ szabaly szerint mozgo test a t =
2,99 és t= 3 id6pont kozott mennyi utat tett meg, akkor az a kelle-
metlen aritmetikai feladatunk volt, hogy meg kellett hataroznunk
2,99 négyzetét. Ezt az algebra segitségével egyszertibben is megtehet-
juk. Az algebra kdzismert azonossaga szerint

(2) formula (a + b)?> = a2 + 2ab + b?.
Az a =3, b=-0,01 helyettesitéssel a+ b =2,99. Igy a (2) formulabdl a
kovetkezot kapjuk:

299°=3?+2+3+(0,01) +0,012=

=9-0,06+0,0001 =
= 8,9401.

Ezt a modszert alkalmazva kevesebbet kell szamolnunk, mint a szo-
kasos elemi aritmetikai eljaras esetén, és a hibalehetdség is kisebb.

Az algebranak azonban nagyobb haszna is van, mint a szamitasok
rovidebbé tétele. A 37. oldalon az 5, 5,9, 5,99 és 5,999 szamokbol allo
oszlopot vizsgaltuk, és megsejtettiik, hogyan folytathato ez az oszlop.
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Az algebra jeloléseit alkalmazva elkertilhetjiik a talalgatast. Ahelyett,
hogy egyenkeént vizsgalnank a

s 3és3+0,1 kozott,

3 és 3-0,1 kozott,

» 3és 3+ 0,01 kozott,

» 3és3-0,01 kozott stb.

intervallumokat, megfigyelhetjiik, hogy mindezek a
3 és 3 + h kozotti

intervallum specialis esetei. Az egyes eseteket gy kaphatjuk meg,
hogy h helyébe rendre a 0,1 - 0,1, 0,01, -0,01 stb. értékeket helyette-
sitjiikk be. Mivel h helyébe ugyanigy 0,000001 vagy 0,000000 001 is
helyettesithetd, dolgozhatunk milliomod vagy billiomod masodperces
intervallumokkal, vagy akarmilyen kicsikkel, mindezt egy csapasra,
egyetlen algebrai szamitassal.

Valositsuk meg ezt a gondolatot. Célunk a t = 3 idéponthoz tartozo
sebességerték meghatarozasa. Vizsgaljuk mega t=3 és t=3 + hkozott
intervallumot. Elészér meg kell allapitanunk, hogy hol van a mozgo
test ezekben az idépontokban. A test helyzetét az s = £ formula adja
meg. Hat=3, akkor s=9. Hat=3 + h,akkor s=(3+ hfP=9 + 6h +
h2. Igy a kévetkez6 tablazatot kapjuk:

*

4

*,

*

>

L)

CAR)

*,

,

t| 3 3+h

sl 9| 9+6h+h2

Ezutan az ,ut osztva idével” szabaly alkalmazasaval megkapijuk a se-
besség kozelitd értékét. Mennyi utat tett meg a test a vizsgalt idéinter-
vallumban? Szamitsuk ki az s soraban allo kifejezések kiilonbségét.
A test a vizsgalt idéintervallumban 6h + h? deciméterrel mozdult el.
Milyen hossza volt ez az idéintervallum? Szamitsuk ki a tsoraban allo
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kifejezeések kiilénbséget. Az intervallum hosszisaga h masodperc. A
U sebességre vonatkozo becslést osztassal kapjuk meg:

6h - h*
h

A kifejezést lehet egyszertisiteni. Mivel
6h+h2=h+(6+h),
ezért mindkeét oldalt h-val elosztva a kévetkezot kapjuk:

6h 4 h*
h

Gyakorlat

A fenti kifejezésben helyettesitstik be h helyébe rendre az 1,-1; 0,1, —
0,1; 0,01,-0,01 eértékeket, és ellendrizziik, hogy a kapott eredmények
megegyeznek-e a 37. oldalon talalhato értékekkel (h pozitiv értékei az
egyik oszlopot, negativ értékei a masik oszlopot adjak meg).

Amikor h pozitiv, akkor a t = 3 utan egy kis intervallumot vizsgalunk.
A becslés szerint v= 6 + h, ami csak egy kicsivel tébb, mint 6.
Amikor hnegativ, akkor a t= 3 el6tt egy kis intervallumot vizsgalunk.
A becslés szerint v ekkor csak egy kicsivel kevesebb, mint 6. (Példaul,
ha h=-0,01, akkor a becslés 6 + h, vagyis 6 + (-0,01), ami éppen 5,99;
egy kicsivel kevesebb, mint 6.)
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Minel kisebb intervallumot vesziink, becsléstink annal jobban meg-
kozeliti a 6 értéket. Igy arra a kévetkeztetésre jutunk, hogy

V=06.
Ily modon az algebra segitségével meghataroztuk a t = 3 idéponthoz
tartozo sebességet. De a 3 semmilyen kuilénleges tulajdonsaggal sem
rendelkezik, barmelyik mas szamra is elvegezhetnénk ezeket a szami-
tasokat. Most 4jbol segithet az algebra: bevezethettink egy ,tetszole-
ges szamot” jelentd jelet és igy meghatarozhatjuk a tetszdleges tértek-
hez tartozo v értéket.

Tegytik fel most, hogy a t = a idépontra szeretnénk meghatarozni a
sebességet, ahol a tetszéleges szamot” jelent. A szamitasokat ponto-
san a t= 3 eset mintajara végezhetjik el. Lépésrol lépésre ugyanazt
csinalhatjuk, mint az elébb, csak 3 helyett mindig a-t kell irnunk.

Gyakorlat
Miel6tt tovabbmennénk, probaljuk meg elvégezni ezt a szamitast.
A kovetkez6 tablazatot kapjuk:

tla at+h

S| 2|+ 2ah+ R

Az idéintervallum alatt megtett Uit az s soraban levo két kifejezés kui-
16nbsége; a megtett it 2ah + h? decimeéter. Az id6t a ¢t soraban levo két
érték kuilénbsége adja meg. Ez az id6 h masodperc. Osztassal a ko-
vetkezd becslést kapjuk a v sebességre:
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2ah 4 h*
h
Ezt egyszerusithetjuk:
2a+h.

Itt h a vizsgalt iddintervallum hosszuisagat adja meg masodpercek-
ben. Miné€l révidebb ez az intervallum, annal pontosabb becslést ka-
punk v értékére. Amint h egyre kisebb és kisebb lesz, 2a + h kozeledik
2a-hoz. Arra a kovetkeztetésre jutunk tehat, hogy

V=2a.

Igy ha t = g, akkor v =2a. Szavakban: ,Ha tbarmilyen szam, vkétszer
akkora, mint ez a szam." Eredménytink megegyezik a 40. oldalon sze-
repld sejtéstinkkel. Ott azonban csak az 1, 2, 3, 4, 5 szamokra mu-
tattuk meg ezt. Az algebra segitségével belathattuk, hogy t minden ér-
tékére v = 2t Természetesen a nemcsak egész szam lehet; az algebra
térvényei tortekre és irracionalis szamokra is érvényesek.

Bizonyara van, akiben felmertil a kérdés: miért volt sztikségtink az a
szam bevezetésére, miért nem irtuk a t = a, v = 2a kifejezések helyett
egyszeruien a v = 2tformulat?

Ennek oka az, hogy elészor at=a ést=a + h kozotti h masodperces
idéintervallumot vizsgaltuk. Ha el akartuk volna kertilni az a alkal-
mazasat, t =t és t =t + h kozott intervallumrol kellett volna beszél-
nunk, ami bizony elég furcsan hangzott volna.

Egy hasznos jelolés

A mozgasok elemzése soran gyakran hasznalunk olyan kifejezéseket,
mint ,hol van egy test egy adott pillanatban”, vagy mint az ennek
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megfelel6 ,mennyi egy adott tértékhez tartozo s érték” algebrai kifeje-
zés. Kényelmes volna, ha bevezetnénk erre egy roviditést. A ,t = a ér-
tékhez tartozo s értek” kifejezés roviditésére az s(a) jeldlést fogjuk al-
kalmazni. Igy példaul a

t|0[1(2|3

s{0[1(4(9

tablazatban a t = 3 érteknek az s = 9 érték felel meg; sok helyet meg-
takaritunk, ha ezt réviden s(3) = 9 alakban irjuk fel. Ugyanebben a
tablazatban s(0) =0, s(1) =1, s(2) = 4.

Amikor sebességeket vizsgalunk, a t=a és t = a + h kdzotti idéinter-
vallumot tekintjik. Azt vizsgaljuk, hogy hol van a mozgo test ennek
az iddintervallumnak a kezdetén és a végén. Helyzetét az s értéke adja
meg. A t= aidéponthoz tartozo s értéket most s(a) alakban, a t=a +
hidéponthoz tartozo s értéket s(a + h) alakban irhatjuk fel.

Igy ebben az idéintervallumban a test sfa+ h)—s(a) utat tesz meg. Az
id6 (a+ h)— a= h masodperc. Ezek szerint ebben az intervallumban
az atlagsebesség

. s (a -+ h) — s(a)
(3) formula l
1

deciméter masodpercenkeént.
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Hogyan hatarozzuk meg a sebessé-
get?

Most mar le tudjuk irni azokat a lépéseket, amelyek alapjan megta-
laltuk a sebességre vonatkozo szabalyt. Az eljaras leirasaval az a cé-
lunk, hogy az s = £ szabalyon kiviil masokra is alkalmazzuk azt.
(1) El6szor t segitségevel megadtuk az s-et kifejezd formulat.
(2) Ezutan megyvizsgaltuk, hogy a t= aés t=a + hidépontok kdzotti
intervallumban mekkora az atlagsebesség. Igy a fenti (3) formu-
laban megadott

sta + h) — s(a)
h
kifejezest kaptuk.

(3) A kovetkezb lepésben h értekeét egyre kisebbre vettiik, igy hnul-
lahoz kozeledett. Ekkor észrevettiik, hogy az

sla -+ h) — s(a)

h

egy bizonyos értekhez kozeledett.
(4) Ugy tekintettiik, hogy ez az érték a t = aidéponthoz tartozo se-
besség.
Jeloléseinkkel ezt az értéket vja) vagy s{a) alakban irhatjuk, ugyanis
ez adja meg a t = aidéponthoz tartozo vvagy s'értéket.
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Negyedik fejezet - Magasabb
hatvanyok

Hosszu oldalakon at részletesen tanulmanyoztuk az s = £ szabalyt.
Ezt tettiik azért, mert s =8, s = t* vagy barmelyik magasabb hatvany
esetén pontosan ugyanugy lehet meghatarozni a sebességet. Remé-
lem, hogy olvasoim az alabbi gyakorlatok alapjan 6nalléan is meg tud-
jak hatarozni az s'-kre vonatkozo szabalyokat.

Gyakorlatok
1. Az s = #3 szabaly alapjan toltstik ki az alabbi tablazat tires rovatait.
t11,001 22,001 33,0014 4,001 55,001

S

A feladat egyszertibbé valik, ha csak harom tizedesjegy pontossaggal
szamolunk. A tablazat alapjan adjunk becslésta t=1, 2, 3, 4, S érté-
kekhez tartozo sebességértékekre. (Utmutatds. Mindegyik sebességér-
ték egész szam.) Milyen szabaly olvashato ki ezekbdl az értekekbol?
(Aki nem tudja kitalalni a szabalyt, lapozzon vissza a 15. oldalra.) K6-
vetkeztetés: ha s =8, akkor v=s'=...
(Megoldas:
t:

1 1001 2 2001 3 3001 4 4001 5 5001

S:
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1 1,003 4 8012 27 27,027 64 64048 125 125,
075

(Megoldas: Lasd a 48. oldalt.)

3. Hatarozzuk meg az s = t* szabalyhoz tartozo sebességet azzal a
modszerrel, amelyet kénnyebbnek talalunk. (Megoldas: Lasd a 48. ol-
dalt.)

4. Az s =12 sebesség szabalyat az el6z0 fejezetekben mar meghataroz-
tuk; aki valaszolt az 1., 2. és 3. kérdésekre, az mar tudjaaz s =t2, s =
t* szabalyokhoz tartozo sebesség szabalyokat is. Vizsgaljuk meg eze-
ket az eredményeket. Vajon milyen szabaly érvényes az s = tSesetre?,
az s = t6 esetre?, az s=t" esetre, ahol n tetszdleges egész szam? Sejte-
stink igaz-e az n= 1 esetre? (Megoldas: 5t%; 6t5; nt~1. Lasd a 49. oldalt.)

Az s = t" szabaly

Remélem, hogy az 1. feladatbol mindenki arra a kévetkeztetésre ju-
tott, hogy ha s= £, akkor s'=3t2. A 2. feladatban algebrai titon ugyan-
ezt az eredményt kellett kapnunk. Tablazatunk a kévetkezo;

tla ath

s| 8| ad + 3a?h + 3ah? + hs.

Igy v értékére az alabbi becslést kapjuk:

3a*h 4 3ah®* + W

h
Ha h kozeledik a nullahoz, akkor a 3ah és R is kozeledik a nullahoz.

Igy a fenti kifejezés értéke a 3a2 értékhez kizeledik. Ezért, amint var-
tuk, ha t = a, akkor v = 3.

— 3(]3 —t 3(1/'1 t- h'.l.
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A 3. feladatban az algebrai modszer joval kevesebb munkaval jar,
mint az aritmetikai. Az s = t* szabaly esetén a koévetkez6 tablazatot
kapjuk:

tl a ath

s| a?| a* + 4a8h + 6aPh? + 4ah’ + k2,

és ebbdl v értékeére a kovetkezo becslés adodik:

4a*h + 6a*h® -+ 4ah® + ,
—>}' — = 4g° 4 6a*h + 4ah® + K.
!

Ha h a nullahoz kozeledik, akkor a 4a3 kivételével mindegyik tag a
nullahoz koézeledik, igy helyes az a koévetkeztetés, hogy a t = aidépont-
ban a sebesség értéke: v = 4a3. Igy az s = ¢ szabalyhoz tartozo sebes-
séget az s'= 43 szabaly adja meg.

Gyujtstik 6ssze eddigi eredményeinket:

s szabalya: | £ | |t

s' szabalya:| 2t| 3| 46

Megfigyelhetjiik, hogy az s'szabalyaban a t kitevéje mindig eggyel ki-
sebb, mint az s szabalyaban. Példaul, ha s =t17, akkor az s'szabalya-
ban t16 szerepel. Altalaban azt varjuk, hogy s = t» esetében az s' sza-
balyaban t+! fog szerepelni. A formulaban szereplé masik szamot még
enne€l is kénnyebb megsejteni; latjuk, hogy s = t2 esetén s'= 2t s =86
esetén s'= 3t2. Az s'formulaban el6l szerepl6 szam éppen megegyezik
az skitevéjével. Igy ha s =t17 akkor azt varjuk, hogy s'= 17t16, Sejthet-
juk mar, hogy s = t*esetén s'= ntl.
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Ez a valasz a 4. feladatban feltett kérdésre. Eredménytink tehat a ko-
vetkezo:

(4) formula—Ha s =1t", akkor s' = nt™

A 4. feladatban arrdl is szo volt, hogy ellendrizziik sejtéstinket az n =
1 esetre. Ha n = 1, akkor t egyszertien ¢, és tudjuk, hogy s=taz 1
sebességgel mozgo test szabalya, tehat s'csak 1 lehet. Vajon ezt kap-
juk formulankbdl is? Ha nem, akkor sejtéstink hibas. A (4) formulabol
n =1 helyettesitéssel s'= 1 * # adodik. Ebben a formulaban #© szerepel.
Bizonyara vannak olvasoim ko6zott olyanok, akik tudjak, mit jelent ez,
de lehetnek olyanok is, akik nem tudjak, ezért jobb, ha réviden elma-
gyarazom. Tekintstik a kévetkezd kifejezéseket:

%468t 1, 14 142
Mindegyik kifejezés az el6z6bdl t-vel valo osztassal keletkezett.
De ha a kitevoket nézziik, a sor elején az 5, 4, 3, 2 szamokat latjuk. A
kitevok mindig eggyel csokkennek. Ez azt sugallja, hogy kifejezésein-
ket

o, 45,2, 11, €, t4, 2
alakban is felirhatjuk. Ebbél az latszik, hogy a tO kifejezés értéke 1 kell,
hogy legyen. Ekkor s'= 1 ¢ P értéke s'= 1*1 = 1.
A fenti okoskodassal értelmet adhatunk a #, ¢! ¢2 kifejezéseknek is.
Vajon érvényes-e a (4) formula ezekre a kitevokre is? Jo eredményhez
jutunk-e, ha mondjuk az n = 0 vagy n =— 1 értékeket helyettesitjiik
be a (4) formulaba? Ez csupan sejtés, de probaljuk ki.
A (4) formulabdl n = O helyettesitéssel a kovetkezot kapjuk: ,Ha s =19,
akkor s'=0 ¢ t1."Igaz-e, ez a kijelentés? Amint a fentiekben lattuk, t°

jelentése 1, tovabba t! jelentése 1/¢ de ezzel nem is nagyon érdemes
térédntink, hiszen nullaval szorozva ugyis nullat kapunk beléle. Igy
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az eredmeény nulla. (Felteszem, hogy tnem veszi fel a nulla értéket; ez
ugyanis mindenféle bonyodalmakhoz vezetne.) Allitasunk tehat a ko-
vetkezd: ,Az s = 1 szabaly esetén s'=0.”

Mit jelent ez? Az s’ =0 Osszefliggeés azt jelenti, hogy a test sebessége
minden pillanatban nulla, vagyis a test nem mozog. Mit jelent az s =
1 szabaly? Azt, hogy a test minden idépontban valamilyen rogzitett
helytdl 1 tavolsagra van. Ha kocsimat egész nap a garazs ajtajatol 1
decimeéterre tartom, akkor bizonyara nyugalomban van. Mozgasanak
grafikonja a 14. abran lathato. A grafikon nem emelkedik és nem
sullyed, meredeksége nulla: s'= 0.

&

O = o @
~

14. abra — Nincs mozgds

Mit mondhatunk az n= -1 esetrél? Ha az alabbi két sorozatot

¢ 66t 1, 1, 12

o888 0t t?
Osszehasonlitjuk, észrevessziik, hogy t! ugyanazt jelenti, mint 1/¢, és
t2 azt jelenti, mint 1/12. A (4) formulabol n =-—1 helyettesitéssel azt kap-
juk, hogy az s = t1 mozgas sebessége a kévetkezd: s'= (1) » t2. Ezt és
t2 jelentésének felhasznalasaval at lehet fogalmazni. Igy a kévetkezét
kapjuk: az s = 1/t (szabalynak az s'=— 1/t2 sebesség felel meg. Igaz
ez? Az s = 1/t grafikonja pozitiv tértékekre a 15. abran lathato. A gra-
fikon eleinte nagyon gyorsan stllyed, kés6bb egyre lassabban. Végig
csokkend, de egy id6 utan mar olyan apos”, hogy azt
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gondolhatnank, nem is valtozik. Osszhangban van-e ezzel a viselke-
désmoddal az s'-re kapott formula? A grafikon veégig cstkkend. Ez azt
jelenti, hogy s'értékének mindig negativnak kell lennie, és ez valoban
igy is van. Barmilyen tértéket valasztunk is, s'=-1/t2 mindig negativ
lesz.

s
| s = —=100

s = ——0,01
— }
10 t

15. abra — Cs6kkenés

A gorbe eleinte igen gyorsan csokken. Nézziik meg példaul a t = 0,1
értéket. Ekkor t2=0,01 és /2 =100. Igy ha t=0,1, akkor s'=-1/t2=
—-100, és ilyen meredeken csokkend grafikon esetében ilyen értéket
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varhattunk is. Késobb elérjik a t = 1 értéket. Ekkor s'=—-1/€=—1.
Ez mar, ahogyan vartuk, lassabb cstkkenést jelent. Még késobb elju-
tunk a t = 10 értékhez. Ekkor s'=-1/t2=-1/100 =-0,01. Ez pedig —
szintén varakozasunknak megfeleléen — alig észrevehet6 csokkeneés-
nek felel meg.

Sejteseink, uigy latszik, beigazolodtak. El6szor: t-t értelmezni tudjuk,
akkor is, ha n=- 1, n=-2, masodszor a (4) formula ilyen n értékek
esetében is érvényes. Sejtéseink alapjan elére meg tudtuk mondani,
hogy az s = 1/tgrafikonja kiillonb6zd helyeken milyen meredek, és igy
kapott eredményeink 6sszhangban voltak a valosagos grafikonnal.

A matematikaban gyakran alkalmazunk ilyen eljarast — tobbet felte-
teleztink, mint amennyire szigoruan véve jogunk van. Tudjuk, hogy
egy modszer bizonyos kérdlmények kézott alkalmazhato, aztan ki-
probaljuk, hatha mas koérilmeények kozott is ugyanugy alkalmaz-
hato; addig probalunk eljutni a szabalyunkkal, amig olyan sok esetet
fogunk at, amennyit csak lehet. Vigytik egy kicsit tovabb ezt az elvet.

Amikor a >, t4, t3,... sorozatot vizsgaltuk, mindegyik lépésnél t-vel osz-
tottunk. Mi térténik, ha ehelyett t négyzetgytkének egy hatvanyat ir-
juk fel és \t-vel osztunk tijra és Gjra? Ilyen sorozatot kapunk:

2ttt V1, 1AL 1A, .

A sorozatban szerepl6 tagok némelyikérdl tudjuk, hogyan irhatok fel
tn alakban. Irjuk fel ezt az informacionkat, és hagyjuk ki a még isme-
retlen tagok helyét:

£ |t |t (V|1 |1/ (17t
2. [t].|of... |t

Az als6 sorban egy-egy kihagyassal 2, 1, O, — 1 szamok szerepelnek.
Milyen szamok kertiljenek az tiresen hagyott helyekre? A felsd sorban
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szerepl6 szamok mindig ugyanazon muivelet eredményeképpen kelet-
keztek: osztunk t-vel, osztunk Vt-vel, osztunk \t-vel. Ez azt sugallja,
hogy az als6 sorban allo szamok is megkaphatok egy mutivelet ismételt
végrehajtasaval. A 2, 1, 0,-1 szamsorozat egyenlo lépésekkel csokken.
Sejtestink, hogy ez az ismeétlédé muvelet a kivonas legyen. Mit kell
kivonnunk minden egyes lépésben ahhoz, hogy az els6, harmadik,
6todik és hetedik helyeken 2, 1, O és — 1 legyen? Nyilvan 1/2-et, a
teljes sorozat ez lesz: 2,3/2, 1, 1/2,0,-1/2,-1. Ez a sejtés latszik az
ures helyek legegyszertibb és legtermészetesebb kitoltési modjanak.
Igy a kovetkezé tablazathoz jutunk:

et |t [Vt |11t 1/t

AR A A AR AR AR

Most mar tudjuk, mit jelentsen a t~ kifejezés, ha nhelyébea 3/2, 1/2,
— 1/2 értékek valamelyikét irjuk.

Probaljuk ki a (4) formulat az n = 1/2 érték esetében. Helyes ered-
ményt kapunk? A (4) formula szerint ha s=1t 1/2, akkor s'= (1/2)/-
1/2, vagyis ha s =\t, akkor s'=(1/2) (1/~) = 1/(2/\). Helyes ez az ered-
mény? Az s =t grafikonja pozitiv tértékekre a 16. abran lathato.

A grafikon alapjan mit varunk az s'sebességre? A grafikon végig emel-
kedik; azt varjuk, hogy s'minden pozitiv t érték esetén pozitiv lesz. Ez
igy is van, ha s'= 1/(2\t). A grafikon eleinte gyorsan emelkedik, ké-
s6bb lassabban, végiil meredeksége nagyon kicsivé valik. Igy sejtjiik,
hogy s'eleinte nagy lesz, késébb kisebb, véglil egészen kicsi. Az s'=
1/(2V4 formula 6sszhangban van ezekkel az elképzelésekkel. Ha pél-
daul a t = 0,0001 értéket vessziik, akkor vt = 0,01 és s'=50, hat=1,
akkor s'=1/2, végtil ha t = 100, akkor Vt = 10 és s' = 1/20 = 0,05.
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16. abra

Ugy latszik, hogy a (4) formulat alkalmazva akkor is helyes ered-
meényre jutunk, ha n tért vagy negativ szam. Ez valoban igaz, és be is
lehet bizonyitani. A bizonyitassal itt nem probalkozunk meg. Szigoru,
logikus bizonyitas esetén egészen mas sorrendben kozelitenénk meg
a dolgokat, mint ahogyan itt tetttik. Nem tapogatodzva haladnank az
X2 €s x3 hatvanyoktol az x! és x!/2 fele, hanem megadnank x*-nek egy
2vagy T értékekre. Ebbdl a definiciobél kellene levezetniink a (4) for-
mulat ugy, hogy egyszerre foglalkozunk az 6sszes lehetséges esettel.
Ez a bizonyitas felhasznalna az analizis bizonyos fogalmait. Az olvaso
valoszintleg nem latna a bizonyitas céljat, hacsak nem foglalkozott
mar korabban is analizissel. Mivel nem kivanunk pontos bizonyitast
adni, jobbnak latszik, ha nem mondunk olyan jol hangzo érvelést,
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amely bizonyitasnak latszik, de valojaban mégsem az. Jobb, ha nyil-
tan megmondjuk — felallitottunk néhany sejtést, és megprobaltuk
megmutatni, hogy sejtéseink helyes eredményekhez vezetnek. Sejte-
seink valoban helyesek. (A targy irant komolyabban érdekl6ddk sza-
mara le kellene irnom a bizonyitas gondolatmenetét. Az integralsza-
mitas segitségével definialhato a log x és ebbdl levezethetok a log x és
num log x tulajdonsagai. Ekkor x definicio szerint num log (nlog x).)

A kozépiskolai algebra anyagban a t/2 és t! jelolésekkel altalaban ak-
kor talalkoznak a tanulok, amikor az analizisrél még semmit sem hal-
lottak. A tortkitevoket és a negativ kitevoket igy meglehetésen értel-
metlennek és célszerGtlennek talalhatjak. Az eddigiekbdl lathatjuk,
miért fontosak az ilyen kitevok. A t2, 1/t, /t kifejezések teljesen kii-
16nb6z6 alakuak. Ha meg akarjuk hatarozni az ezekhez tartozo sebes-
ségeket, azt gondolhatnank, hogy harom, egészen kiilénbozé felada-
tot kell megoldanunk. De ha eleget tudunk a kitevékrol és felismerjuk,
hogy ezek a kifejezések t2, t1, t1/2 alakban irhatok, akkor a harom,
latszolag ktillénbozé kérdés egyetlen problémava egyesuil — mindegyik
specialis esete annak, hogyan hatarozzuk meg az s = t* szabalyhoz
tartozo s'sebességet. A (4) formula mindezekre valaszt ad: mindha-
rom probléma megoldasat egy csapasra megkapjuk. Igy a tortkitevok-
kel és a negativ kitevokkel kapcsolatos vizsgalataink hasznosnak bi-
zonyultak; megmenekiilttink attol, hogy erre a harom esetre harom
kiilénbo6z6 szabalyt kelljen megtanulnunk. Az analizisben sokszor le-
het ehhez hasonléan munkat megtakaritani.
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OTODIK FEJEZET - Eredménye-
ink kiterjesztese

Tekintstink vissza egy pillanatra, nézziik meg, mit tanultunk eddig.
Nem sokat! Vizsgalodasaink jorészt altalanos kérdésekhez kapcsolod-
tak — hogy az analizis a sebességgel, a névekedés meértékével foglalko-
zik; hogy milyen bonyodalmak mertilnek fel a valtozo sebesség tar-
gyalasakor; hogy a grafikonok segithetnek problémaink szemlélete-
sebbé tételeben. Ha azt kérdezziik, hogy mit tanultunk meg egzaktul
kiszamitani, akkor a valasz nagyon révid — eljutottunk a (4) formula-
hoz. Megtanultuk, hogyan kell kiszamitani az s = t* szabalynak meg-
felel6 s'sebességet. Ez minden.

Ritkan fordul el azonban, hogy olyan egyszeri szaballyal kell foglal-
koznunk, mint az s= t~. A matematikaban és fizikaban altalaban joval
bonyolultabbakkal talalkozunk. Mégis, az s = t* olyan épitdkocka,
amelynek felhasznalasaval sok bonyolultabb szabalyt lehet késziteni.
Példaul, a témegvonzas hatasara szabadon esd test mozgasat s = 5¢
formula ija le, ahol az id6t masodpercekben, az utat meéterekben
meérjuk. Ha egy kévet 12 m/sec sebességgel feldobunk, akkor magas-
sagat tmasodperc mulva az s = 12t — 52 formula adja meg, (Az s = 5t2
és s = 12t — 5 formulak valosagos kovek kisérleti megfigyeléseibdl
adodtak. A gyakorlatban bizonyos mas kisérleteket szoktak végezni,
ebbdl megsejtik a mechanika altalanos térvényeit, majd matematikai
modszerekkel levezetik ezeket a specialis eredményeket.) Ezekben a
formulakban nemcsak thatvanyai szerepelnek. Csupan a (4) formula
segitségével nem tudjuk meghatarozni az s'sebességet; tudnunk kell,
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mit csinaljunk a negativ elgjellel, az s = 12¢ - S£ formulaban szerepl6
12 és 5 szamokkal, az s = 5¢ formulaban szerepld 5 szammal.
Hogyan valaszolhatnank az olyan kérdésekre, mint ,Mi s, ha s = 55—
11t2- 8t + 97 Ilyen egyszeru kifejezések esetében kénnyen meg lehet
hatarozni az s'sebességet.

A 28. oldalon emlitetttik, hogy az s'az s ndvekedésének mértéke. Kép-
zeljunk el egy két részbdl allo rudat. Legyen az egyik rész y centiméter,
a masik z centiméter hosszusagu (17. abra).

17. abra

Ezek a részek esetleg kiilénbozd fémekbol készultek; a féemeket mele-
gitjuk, és igy mindegyik rész kiterjed. Milyen formulaval lehetne leirni
a hosszusag névekedésének merteket? Az els6 rész y centiméter hosz-
szasagy, jelolje névekedésének mérteket y' A zhosszusagu masodik
rész névekedésének meérteke pedig legyen z' Tegytik fel, hogy ismer-
juk az y'és z'értékeket. Hogyan hatarozhatjuk meg ebbdl a teljes rad
hossznévekedésének mértékét? Sokan az elsd pillanatban azt mond-
jak, hogy ,Ossze kell adni a két rész névekedésének mértékét”. Vagyis
a teljes hossziisag névekedésének meértéke y'+ z. Az egész ndvekedé-
sének mértékét meghatdrozhatjuk tgy, hogy osszeadjuk a részek
novekedésének mértékét.

Sokfeleképpen szemléltethetjiik ezt. Példaul, ha fel jeloljuk a Foldon
€l6 férfiak szamat, n-nel a nék szamat, akkor természetes modon f a
ferfiak szama novekedésének mértéke, n' a nék szama
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novekedésének meértéke. Ha az 6sszes ember szama e, akkor e = f +
n, €és e ndvekedésének meértéke e'= f + n'. Hasonloan mas példakat is
keészithetnénk.

Jegyezziik meg tehat:

Ha s=Yy-+ 2z

(5) formula : , :

) J akkor §' = y' 4 Z'.

De az isten szerelmére, nehogy valaki bemagolja ezt a formulat! Ha
néhanyszor végiggondoljuk ezt az utat, amelyen idaig eljutottunk, ak-
kor minden eréfeszités nélkuil emlékezni fogunk ra.
Alkalmazzuk ezt a gondolatot néhany példara. Mivel egyenl6 s, ha s
=12+ 32Itt skétrészbol all, a £ és a £ 6sszege. El6sz0r meghatarozzuk
e két rész névekedésének mértékeét. Tudjuk, hogy £ névekedésének
meértéke 2t 8 névekedésének mérteke 3t2. Az egész névekedésének
meértéke ezek 6sszege. Ily modon:

has=t+1t,
akkor s'=2t + 3.
Példak. Hatarozzuk meg s'-t a kovetkez6 esetekben.
(1) s=t2+t4

2)s=t3+1t°

(B)s=t2+t5+17.
[Az utolso feladatban nem alkalmazhatjuk kézvetlentil az (5) formulat,
egy lépéssel tovabb kell vinntink ugyanezt a gondolatot.|
Nagyon hasonlo gondolatot alkalmazhatunk a minusz jelet tartal-
mazo kifejezések esetén. Tegytik fel, hogy valakinek y dollar bankbe-
tétje, és ugyanakkor z dollar adossaga van. Vagyona ekkor y— z dol-
lar. Milyen meértékben névekszik a vagyona, ha bankbetétje
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novekedésének meértéke y'dollar naponta, adossaga csékkenésének
meértéke z' dollar naponta? A legtobben minden probléma nélkul el-
jutnak az y'— z'valaszhoz, és elfogadjak, hogy

Ha §=y — 2,

(5a) formula ’ , :
akkor §' =1y — Z.

Ehhez hasonléan foglalkozhatunk plusz és minusz jelet tartalmazo
formulakkal is. Példaul

has=t—t+t*+t2—1°
akkor s' = 2t — 32 + 4t3 + 5t* — 6t°.

Most mar tudjuk, mit tegylink, ha a £ + 8 — t” kifejezéssel talalkozunk,
de s = 5t2 vagy mas hasonlo kifejezés esetén nem tudjuk meghata-
rozni az s'-t. Foglalkozzunk most ilyenekkel.

Keépzeljink el egy névekvd viragot és helyezziink mellé egy lampat
ugy, hogy a virag arnyéka mindig a falra essen. Elhelyezhetjik a lam-
pat oly modon, hogy az arnyéek mindig 6tszordse legyen a viragnak
(18. abra). Ha a virag magassaga v centiméter, akkor az arnyék Sv
centiméter magas lesz. A virag névekszik, v névekedésének meértéke
v. Milyen gyorsan névekszik az armyék? Az arnyék mindig 6tszor ak-
kora, mint a virag. Ha a virag 1 centimétert né, arnyékanak 5 centi-
meétert kell ndvekednie. Latjuk tehat, hogy az arnyék pontosan 6tszor
olyan gyorsan névekszik, mint a virag. Névekedésének meértéke tehat
csak 5v'lehet. Igy a kévetkezét kaptuk:

62. oldal



18. dbra— A v’ névekedése, viragos példa
ha v novekedésének mérteke v/,

akkor 5v novekedésének meértéke 5v'.

Az 5 szamnak nincs semmi ktilénleges jelentésége. Ha a lampat ugy
helyeztiik volna el, hogy az arnyék haromszor akkora legyen, mint a
virag, akkor arra a kévetkeztetésre jutottunk volna, hogy

3 v novekedésének merteke 3v,
és a lampa helyzetét tovabb valtoztatva latjuk, hogy

2v novekedésének mértéke 2v'
4v novekedésének mérteke 4v'

7v novekedésének mértéke 7v.

Az aritmetikai kijelentéseknek ezt a sorozatat nyilvanvaloan helyette-
sithetjliik egyetlen algebrai kijelentéssel. Ha a tébbé-kevésbé talalomra
valasztott 5, 3, 2, 4, 7... szamok helyett a c algebrai jelet hasznaljuk,
akkor a fenti kijelentéseket egyszerre le tudjuk irni:

(6) formula — Ha v ndvekedésének mérteke Vv,
akkor c*v novekedésének mérteke c * v.
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Itt ctetszOleges rogzitett szam lehet, példaul 5, 3, 2, 4, 7 stb.

Most mar foglalkozhatunk azzal a kérdéssel, hogy ,Mivel egyenl6 s
ha s = 5t2?” Az 5 mindig 6tszor akkora, mint a £. Tudjuk, hogy #
novekedésének meérteke 2t, igy St2 névekedésének meértéke S5 o 2t,
vagyis 10t. Ezért ha s = 5t2, akkor s' = 10t.

Nézziink egy masik példat: mivel egyenld s) ha s = 7t*? Tudjuk, hogy
t* névekedésének mértéke 48, Igy 7t* névekedésének mértéke 7 ¢ 413,
vagyis 28t3. Ezért ha s= 7}, akkor s' = 28t3.

Gyakorlatok

Hatarozzuk meg s'-t, a kévetkezd esetekben. (1) s = 102, (2) s = 20t3,
(3) s =4t*, (4) s = 8tl0, (5) s =215, (6) s = 3t

(Megoldas: (1) 20t, (2) 602, (3) 1613, (4) 800, (5) 6t2, (6) 6t.)

A fentiekhez hasonl6 példakban s'meghatarozasa meglehetésen egy-
szerd mechanikus eljaras, amelyet majdnem mindenki kénnyen el
tud sajatitani. Nem is gondolunk a (6) formulara. Valgjaban sok olyan
kozepiskolas akad, aki a fenti feladatokat hibatlanul meg tudja oldani,
de sosem ismerné fel a (6) formulat, ha elébe tennénk.

Miért fogalmaztuk meg mégis ezt a formulat? Leginkabb azért, hogy
hivatkozni tudjunk ra; ha a késébbiek folyaman azt fogom mondani,
hogy ,a (6) formula szerint”, akkor ezen nem azt fogom érteni, hogy
irjuk le a (6) formulat és végezzink mechanikus behelyettesitést, ha-
nem az inkabb egy ilyen gondolatmenet roviditése lesz: ,,Emléksziink
a viragot és arnyekat abrazolo rajzra, €s arra, hogyan hasznaltuk fel
ezt a képet az S& névekedése mértékének meghatarozasara? Nos, al-
kalmazzuk most is ugyanazt az okoskodast.” Hasonloan az ,,(5) és (5a)
formula szerint” kifejezéssel arra utalunk, hogy az egymashoz illesz-
tett femrudakkal kapcsolatos gondolatmenet segiteni fogja a targyalt
probléma vagy folyamat megértését. Valojaban az egész

64. oldal



matematikaban a formulakat ilyen értelemben kellene hasznalnunk,
nem vakon alkalmazando receptként, hanem emlékeztetoként, hogy
egy mar tanult és megeértett problémaval kapcsolatos masik példaval
van dolgunk.

A gyakorlatban az (5) és (6) formulakat (vagy gondolatmeneteket)
rendszerint egyszerre alkalmazzuk. Példaul, mivel egyenld s, ha
s=5t+ 7t*?

Itt s két részre, az St2 é€s a 7t* részletre bonthato. A (6) formula meg-
adja, hogy milyen gyorsan névekednek ezek a részek; ezeket a néve-
kedési mértekeket a 60. oldalon mar kiszamitottuk. Az (5) formula
szerint s névekedésének meérteket a két rész névekedése mértekeének
Osszeadasaval kapjuk meg.

Okoskodasunkat a kévetkezéképpen irhatjuk fel:
(6) szerint 5t ndvekedésének mértéke 10t.

(6) szerint 7t* ndvekedésének mértéke 28t°.

Ezeket az (5) formula alkalmazasaval egybekapcsolhatjuk. Ezért 5t2 +
7t* novekedésének meérteke 10t + 28t3.

A gyakorlatban az ilyen névekedési mértékek meghatarozasa teljesen
mechanikus eljaras, amit sosem irunk le ilyen teljes részletességgel.

Gyakorlatok
Hatarozzuk meg s'-t a kdvetkezo esetekben:
(1) s = 10tz + 20t3,
(2) s= 26+ 3t2,
(3) s=5t"—-2¢¢,
(4) s = 5t7-2t4,
(5) s=10t2 + 20t3 — 5t*.
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(Megoldas: (1) 20t + 6082, (2) 6t2 + 6t, (4) 35t6- 813, (3) 35t6 + 8t3, (5) 20t
+ 60t2 - 20t3)

Tetszoleges polinom novekedésének
mertéke
Az olyan kifejezéseket, mint a 10t* + 7t3 — 3£ + 5t + 1 1, polinomoknak
nevezzUk. Az el6z6 gyakorlatban szerepld kifejezések mind polinomok

voltak. A (4), (5), (5a) és (6) formulak segitségéevel barmilyen polinom
novekedésének mértékét meg tudjuk hatarozni.

Erdekes, hogy a legegyszertibb rész okozza a legtdbb tévedést. A ta-
nulok legtdbbije kénnyedén szamol a magasabb hatvanyokkal. Orém-
mel fognak hozza:

e 10t* novekedésének mértéke 40t3,
o 7 novekedésének mértéke 2112,
o 3¢ novekedésének mértéke 6t.

Ezutan kezdédnek a bajok. Sok tanulot zavarba hoz az a kérdés, hogy
milyen gyorsan névekszik az 5t. Es az allando tag, a 11, mindennél
tébb bajt okoz.

A 2. fejezet ,A sebesség meghatarozasa egyszertibb esetekben” cimti
részében megyvizsgaltuk a ktilénféle egyszer1 kifejezések névekedése-
nek meértékét. Az A eredmeény szerint 10t névekedésének mértéke 10.
A 31. oldalon az olvas6 —legalabbis remélem — 6nalloan meghatarozta,
hogy 20t névekedésének meérteke 20, 30t névekedésének meértéke 30
stb. A 31. oldal 5. feladataban a korabbi feladatok eredményeit ilyen
algebrai alakban gy(jtottiik 6ssze: kt ndvekedésének mértéke k. Igy a
kérdéstinkben szereplé St ndévekedésének mértéke S.
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Az allando tag, a 11, mindennél egyszertibb. A 11 rogzitett szam. Egy-
altalan nem névekszik. Ha s = 11, akkor s'= 0. Ha visszalapozunk a
32. oldalra, latjuk, hogy a végeredményben az allando tag egydltaldn
nem szamitott. Hasonlitsuk 6ssze ezt a két megallapitast:

o Aeredmény: ha s = 10t akkor s'= 10.
e Beredmény: ha s= 10t + 3, akkor s'= 10.

Az s= 10t + 3 kifejezésben szerepl6 + 3 az s'meghatarozasakor semmi
valtozast sem jelentett. Ha az egyik kocsi az s = 10t szabaly szerint, a
masik az s = 10t + 3 szabaly szerint mozog, akkor a masodik mindig
pontosan harom kilométerrel az els6 elott lesz. A kett6 kdzotti tavolsag
nem valtozik. Ez azt jelenti, hogy ugyanakkora sebességgel haladnak.
Az s-et megado szabalyok az A és B eredményekben kiilénbdzok, az
s'szabalyai azonosak.

Ennek megfeleléen az s = 10t* + 7t3— 3t2 + 5t + 11 szabalyhoz tartozo
s'meghatarozasa részletesen a kévetkezéképpen torténik:

10t* n6vekedésének mértéke 40t3,
713 novekedésének mértéke 2112,
3t2 novekedésének mértéke 6t,

5t névekedésének mértéke 5,

11 névekedésének mértéke O.

Ilyen mértékben névekednek az egyes részek. Ha ezeket az (5) és (Sa)
formulak alapjan egybefoglaljuk, akkor a 10t*+713 — 3t2 + 5t + 11 no6-
vekedésének mértéke 403 + 212 — 6t + 5+ 0. Igy s' = 40t3 + 2112 - 6t
+ 5.

Egyszertibb, ha a kiillénb6z6 részek névekedésének meértékét az s for-
mulajanak megfelel6 része ala irjuk.

s=10t*+ 73-3t2+ 5t + 11
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408 2% 6t 5 0.

Ebbdl az s'formulajat ugy kapjuk meg, hogy az s formulajabol egy-
szertien lemasoljuk a megfeleld helyekre a plusz és minusz-jeleket:

s=10t*+ 73— 32+ 5t+ 11
S' =40t + 21t - 6t +5 + 0.

Termeészetesen az utolso helyen allé nulla a megoldas szempontjabol
nem szamit. A kezdék meégis jol teszik, ha kiirjak, egészen addig, amig
megfelel6 gyakorlatra nem tesznek szert. A leggyakoribb hiba az, hogy
a tanulok a 11-et az also sorba lemasolva az

S’=408 +21t2-6t+5+ 11

helytelen eredményt kapjak. Ez teljesen rossz. A 11 névekedésének
meértéke nem 11; a 11 szam mindig ugyanannyi marad, nem valtozik,
nem noévekszik; névekedésének mértéke ezért nulla.

Kisebb valoszintiséggel koévetjik el ezt a hibat, ha utanagondolunk
annak, amit csinalunk. Az s formulajaban szereplé minden egyes tag
ala azt irjuk, hogy az milyen mértékben novekszik. Ezekbol kapjuk
meg, hogy milyen mértékben névekszik az egész kifejezés. Az allando
szam, mint példankban a 11, régzitett nagysagu részt jelent. Ennek
novekedése nulla:

Ido, t O0(1|2(3|4

Arész nagysaga|11[11[11[11[11

Az 5t kifejezeés viszont névekvo részt jelent:

1d6, t o|1]2|3|4
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’A’rész nagysaga|0 (S5 [10(15(20

Okosan tessziik, ha eleinte lassan dolgozunk. Ne sajnaljuk az idét,
amikor azon elmeélkedtink, hogy mi a ktilénbség egy valtozo kifejezes,
mint 5t, és egy allando kifejezés, mint 11 kozott. Készitstink a fentiek-
hez hasonlo tablazatokat, vagy olyan abrakat, amelyeken egy 11 de-
ciméter hosszasagu rudat 6sszekapcsolunk egy S5t deciméter valtozo
hossziisaga ruddal. Mindig gy6zédjiink meg arrodl, hogy amit mon-
dunk, annak van értelme. Ahogy elérehaladunk, az olvaso helyes szo-
kasokat fog kialakitani, és anélktil, hogy észrevenné, munkajanak se-
bessége is névekedni fog.

Gyakorlatok

A kovetkezo feladatok mindegyikében hatarozzuk meg s'-t:

s=12;s=2t;s=2t+ 12.
s=7;s=13;s=t8+7.
s=8;s=3t;s=1t%s=1t2+3t+ 8.
s=5t3+4t+ 3.

s=5t2-4t + 3.

s =2t3-3t2- 10t + 100.

S =410 + 2t15-3t10 + 5t + 17.

s = 10t° + 12t5— 15t* + 20t3 — 30t2 + 60t + 60.
Megoldasok:

0;2;2

0. 3t2; 3tz

0;3;2t;2t+ 3

10t +4

10t-4

6t2-6t- 10

NSRRI

oSk W=
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7. 80t19 + 30t14 - 30t + 5
8. 60t> + 60t* - 60t + 60t2 - 60t + 60

Aki megeértette, hogyan kell megoldani az el6z6 feladatokat, az elsaja-
titotta ezt a témakort. Akarmilyen s polinomot adunk meg, fel tudja
irni az s polinom névekedésének s' merteket.

s' egy alkalmazasa

Az 56. oldalon mar emlitetttik, hogy ha egy kévet 12 m/sec kezddse-
besseéggel fliggbleges iranyban feldobunk, akkor magassagat —amig a
levegbben van —az s = 12t — 5t2 szabaly irja le. A gyakorlatbol tudjuk,
hogy a k¢ eleinte emelkedik, egy bizonyos id6 eltelte utan egy pillana-
tig nyugalomban van, azutan lefelé kezd esni. Ilyen kérdéseket tehe-
ttink fel: (1) Menynyi ideig emelkedik a k6? (2) Mikor és hol éri el pa-
lyajanak legmagasabb pontjat (ahol egy pillanatra nyugalmi helyzetbe
kerdl, miel6tt esni kezdene)? (3) Mekkora a sebessége 1 masodperc
eltelte utan? (4) Mekkora a sebessége 2 masodperc eltelte utan?

A kérdések némelyikére az analizis felhasznalasa nélkul is kénnyen
valaszolhatunk. Tablazat, esetleg grafikon készitésével némi probal-
kozas utan valaszt kaphatunk arra, hogy mennyi ideig emelkedik a
ko, és mikor éri el a legmagasabb pontot. A (3) és (4) kérdésekre, ame-
lyek a sebességgel kapcsolatosak, csak annak a meglehetésen bonyo-
lult eljarasnak a segitségevel tudnank valaszt adni, amellyel a korab-
biakban probaltunk a sebességre becslést adni.

Mind a négy kérdésnek van valami koze a sebességhez, igy természe-
tes segédeszkoznek latszik az analizis. (Vannak olyan tanulok, akik
mechanikai formulakra hivatkozva elkertilik az analizist; de mivel e
mechanikai formulak bizonyitasa legegyszerbben az analizis
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segitségevel torténhet, ez voltaképpen nem nagy kiilbnbség.) Az ana-
lizissel tortén6 megkozelités egyszert és igen kevés szamolast igényel.

Mindenekel6tt irjuk fel az s'sebességet. Mivel s = 12t — 52, ezért s'=
12 - 10t. El6szor a (2) kérdésre valaszolunk; mikor kertil nyugalomba
a ko, miel6tt palyajan lefelé indulna? Amikor a ké nyugalomban van,
akkor a sebesség nulla, vagyis s”=0. Mikor kévetkezik ez be? Mivel s’
= 12— 10t, ezért akkor, amikor 12-10t egyenlé nullaval. Igy a 12— 10t
= 0 egyenlethez jutunk. Ezt kénnyen meg tudjuk oldani: megoldasa
at= 12 érték. Ez azt jelenti, hogy a ké 1,2 masodperc mulva éri el
palyajanak legmagasabb pontjat.

(3) kérdes: Mekkora a sebesség 1 masodperc eltelte utan? Az algebra
nyelvén fogalmazva: mennyi s'értéke, ha t=1? Helyettesitstik be az s’
= 12— 10t kifejezésbe a t = 1 értéket. Azt talaljuk, hogy ha t = 1, akkor
s'= 2. Ez az s'megadja a ko sebességét 1 masodperc eltelte utan. A
sebesség ekkor 2 m/sec.

(4) kérdés: Mekkora a sebesség 2 masodperc eltelte utan? Az s'= 12 —
10t kifejezésbe a t = 2 értéket helyettesitve azt kapjuk, hogy s'= -8.
Mit jelent itt a minusz-jel? A 26. oldalon mar beszéltink a negativ se-
besség jelentésérdl. Pozitiv sebesség azt jelenti, hogy a ké emelkedik,
negativ sebesség pedig azt, hogy esik. Most mindkettével talalkoz-
tunk; ha t = 1, akkor azt tapasztaljuk, hogy s'=2, aminek jelentése: a
ko6 2 m/sec sebességgel emelkedik, ha t =2, akkor pedig mint lattuk,
s'=-8, ami azt jelenti, hogy a ké 8m/sec sebességgel esik lefele.

Ezek az eredmények ésszertiek. Ha a ké palyaja legmagasabb pontjat
t=1,2 masodperc alatt éri el, akkor azt varjuk, hogy t = 1,2 masodperc
el6tt allandoan emelkedik, t = 1,2 masodperc utan pedig allandéan
sullyed. Mivel t=1at=1,2 elétt. t =2 a t = 1,2 utan van, eredménye-
ink ésszert1 és kovetkezetes képpé allnak 6ssze.
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A t6bbi kérdés vizsgalata kézben valaszoltunk az (1) kérdésre is. A k6
at=0eést=1,2 masodpercidépontok k6zott emelkedik. Ez 6sszhang-
ban van algebrai ismereteinkkel. Az s'= 12 — 10t formulat s'= 10(1,2
— 1) alakban is felirhatjuk. Amig t kisebb, mint 1,2 addig s'pozitiv, €s
a k6 emelkedik.

Most egyszerti kérdéstink megoldasara egyszerti formulat hasznal-
tunk. A mechanikaban és a csillagaszatban is alkalmazzak az anali-
zist, de itt mar joval nehezebb problémakkal és joval bonyolultabb for-
mulakkal kell megbirkoznunk. De egyszert1 példank is jelzi, hogy a
termeészettudomanyokban milyen alkalmazasi lehetéségei vannak az
analizisnek.
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HATODIK FEJEZET - Analizis és
grafikonok

A korabbiakban mar lattuk, hogy szoros kapcsolat van a mozgasok
és a gorbék kozott. A mozgo test befestve tintanyomot hagyott maga
utan a papiron. Az igy kapott gérbe pontosan szamot ad a test moz-
gasarol. Ha a gorbét egy keskeny nyilas moégott mozgatjuk, Gjra latjuk
a pont emelked¢ és stllyedd mozgasat. Azt is megtehetjiik, hogy egy
vezerl6 emeltytit illesztiink a gérbéhez. (Lasd a 22. és a 23. oldalakat.)

A gbrbe a mozgas teljes felvétele. Minden, amit mondhatunk a moz-
gasrol, levezethetd a gérbe vizsgalatabol.

Eddig féleg a mozgas segitségével fejeztiik ki magunkat. Ugy tekintet-
tik, hogy s'egy mozgo test sebességének mértéke. De a test barmely
pillanathoz tartozo sebessége €s a megfelel6 gdrbe kozott kell hogy le-
gyen valamilyen 6sszefliggés. Ezért joggal gondolhatjuk, hogy s'leirja
a gbrbe bizonyos geometriai tulajdonsagait.

Ezt a kérdést kétszer mar érintetttik (1. a 22. és a 33. oldalakat). Arra
a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a test sebessége kapcsolatban van
a gbrbe meredekségével. Ezért s-nek mérnie kell a gérbe meredekse-
get. Az alapgondolat itt elég vilagos. Ha s’ nagy, mondjuk s’'= 100,
akkor a gérbe nagyon meredek; ha s’kicsi, mondjuk s'= 1/4, akkor
a gbrbe nem nagyon meredek, ha s'= 0, akkor a gérbe nem emelke-
dik. A ,nagyon meredek” és ,nem nagyon meredek” kifejezések azon-
ban eléggé hatarozatlanok. Masrészt viszont az s’ értékek teljesen
pontosak. Semmi hatarozatlansag sincs abban, amikor azt mondjuk,
hogy s' = 100 vagy s' = 1/4. Vajon nem lehetne-e egy goérbe
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meredekségét ugyanilyen tokéletes pontossaggal mérni? Hogy vala-
szolhassunk erre a kérdésre, nézziik at meég egyszer, mit végeztiink
eddig, és probaljunk meg minden lépést a mozgo testek helyett a gra-
fikonok segitségével megfogalmazni.

Egyenes meredeksége

A sebességgel kapcsolatos vizsgalatainkat az allando sebességgel
kezdtiik. Ha egy test allando sebességgel mozog, akkor a megfelelé
grafikon egyenes vonal lesz. Kévesstik most Gjra végig az (1) formulara
a 25. oldalon adott levezetést.

Ezzel a tablazattal kezdtiik:

tlal b

S| plq
A tablazat jelentése a 19. abra grafikonjan lathato.

.l

—_—— . —
O F G

le——————— p—

19. dbra — Egyenes meredeksége
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A CD-vonal a test mozgasanak felvétele. A grafikon Cpontjanak (a; p)
koordinatai azt mutatjak, hogy ha t=a, akkor s =p. Ugyanigy az, hogy
a grafikon atmegy a D ponton, azt mutatja, hogy ha t= b, akkor s= q.
Az (1) formula felirasakor a sebesség jeldlésére a v jelet hasznaltuk.
Mivel azota hozzaszoktunk az s'hasznalatahoz, az (1) formulat most
ilyen alakban irjuk fel:

, q-—p

b — a

S

Ezt az eredményt eredetileg annak alapjan kaptuk, hogy ,,sebesség
egyenld ut osztva idével”. Adhatunk-e fenti egyenletnek geometriai je-
lentést? Talalunk-e olyan g—p és b—ahosszisagu szakaszokat, ame-
lyek hanyadosat vizsgalhatnank?

Ez nem nehéz. Mivel OF = a és OG = b, ezért nyilvanvaloan FG = b—
a. Mivel FGEC téglalap, ezért a CE és FG szakaszok egyenlé hosszu-
saguiak. Igy mind az FG, mind a CE szakasz hossziisaga b— a. Ugyan-
igy a CF és EG szakaszok mindegyike p hosszusaga. Mivel DG = g,
ezert q—p=DG—- EG=DE.

Igy

g—-p DE

b—a CL
A DE és CE szakaszok hanyadosa valoban mértéke a CD egyenes
emelkedésének. Minél nagyobb ez a hanyados, annal meredekebb az

egyenes. Ennek megfeleléen ezzel a torttel valoban meérhetjik az
emelkedést, és ezt a vonal meredekségének fogjuk nevezni.
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Példa

Mekkora az y = 2x+ 1 egyenes meredeksége?

Az y = 2x + 1 grafikonja a 20. abran lathato. Valasszuk az egyenes
barmelyik két pontjat C-nek, illetve D-nek. Valasszuk mondjuk az (1;
3) és (2; 5) pontokat. Ekkor CE=1 és DE=2. Ezért DE/CE=2/1 =2.
Barmelyik masik pontpart kivalasztva ugyanezt kapjuk. Az egyenes
meredeksége 2.

D

-

e 2

- 2
20. abra — Egyenes meredeksége

76. oldal



Gyalcorlatok

Hatarozzuk meg a kévetkez6 egyenesek meredekségét: (1) y=x Q) y
=x+1,8)y=2xés @ y=3x

Megoldasok:
(1)1
() 1
(3) 2
4 3.
y 4 C
A
P D
A
9
\4 Y
o = a > ,
|- b >

21. abra — Egyenes meredeksége

A fenti példak mindegyikében pozitiv szam volt a meredekseg értéke.
A grafikon azonban olyan is lehet, mint amilyen a 21. abran lathato.
Ebben azesetben a=3,b=5,p=4,qg=2és
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q—p 2-—4 2

-

' 3
-

[’—tl 5 —

Igy az egyenes meredeksége —1. Azt mondjuk, hogy a 19. abra egye-
nese ,emelkedd”, a 21. abra egyenese ,sullyedd”. A ,sullyedd” egyene-
sek meredekségének értéke mindig negativ, éppen Ugy, mint ahogyan
esO test vizsgalatakor negativ sebességet kaptunk.

Gyakorlatok
Hatarozzuk meg a kévetkezd egyenesek meredekségeét:
B y=5-x
6) y=10-2x
Megoldasok:
(6)-1
(7) 2.

Gorbék meredeksége

A sebesség vizsgalatat a szamtanorakrol ismert egyszer1 eljarassal
kezdtiik: megnéztiik, hany kilométer utat tett meg a test, megnéztiik,
mennyi iddre volt sztiksége ehhez, és a kilométerek szamat elosztot-
tuk az orak szamaval. Réviden: ,sebesség egyenl6 ut osztva idével.”
Ezt fejezi ki az (1) formula:

q—p

b a
Lattuk azutan, hogy ezt a formulat nem tudjuk hasznalni, ha a test
szabalytalanul mozog, hol megall, hol elindul, hol lassabban, hol
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gyorsabban mozog, Az ilyen esetekben az 6sszes megtett kilométerek
szama elosztva az eltelt orak szamaval csak az atlagsebességet adja,
ami az utazas akarmelyik pillanataban nagyon is kiilénbézhet a pil-
lanatnyi sebességtél. Ugy probaltuk elkertilni ezt a problémat, hogy
az atlagsebességet egyre révidebb és révidebb intervallumokban vizs-
galtuk. Ha az intervallumokat csokkentettiik, akkor az atlagsebesség
bizonyos rogzitett értekhez kozeledett, és ezt az értéket az adott pilla-
nathoz tartozo valodi sebességnek neveztiik.

Ugyanigy jarhatunk el, ha egy gérbe meredekségét akarjuk meghata-
rozni a gdrbe egy adott pontjaban. Termeészetesebb, ha most az s, t
betik helyett az x, y bettiket alkalmazzuk, hiszen a koordinata-rend-
szerben inkabb ezeket szoktuk hasznalni. Tegytik fel, hogy gérbénk
atmegy az x= a, y = b, és x =p, y = q pontokon (22. abra).
D
Y A /T

|
{
|

=14 E
|
l | p
o s e |
N B Y X
l(—n————-——ub ____,1

22. abra — Gérbe meredeksége

A CD egyenes meredekségét a (g - p)/ (b— a) kifejezés méri. Ezt szavak-
ban is megfogalmazhatjuk. Mivel a D pont g magassagban, a C pont
p magassagban van, a q — p mennyiség a C és D pontok kozotti
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magassag-emelkedést méri. A b— amennyiség a CE szakasz hossza.
Ha a C pontbodl a D pont felé haladunk, akkor a CE hosszusag azt
adja meg, hogy mennyit menttink a papiron ,keresztben”. Ha Cés D
ket valosagos foldrajzi hely volna, akkor b —a azt a tavolsagot méme,
amit egy térképen latnank (mivel a térképet uigy készitik, mintha fe-
llr6l néznénk a tajat). A hely magassaga k6z6mbos abbdl a szem-
pontbdl, hogy a térképen hova kell rajzolnunk. Igy azt mondhatjuk,
hogy a (q — p) /(b — a) kifejezés ,,magassagvaltozas osztva a térképen
meért tavolsaggal”. Példaul, ha valaki 200 kilométert utazik és ekézben
a szintkulonbség 3 kilométer, akkor a (g — p)/(b — q) kifejezes értéke
3/200. Ez a tort a teljes szintemelkedést és a megtett utat tartal-
mazza, de semmit sem mond arrol, hogy egy-egy pillanatban milyen
meredeken haladtunk. Ugyanigy a 22. abran a (q—p)/(b—a) tért a CD
egyenes meredekséget adja meg, €s semmi kbze sincs a gorbének sem
a C, sem a D ponthoz tartozo meredekségehez.

Ha viszont a 22. abran lathato gorbe esetében a D pontot egyre jobban
kozelitjlk a C ponthoz, akkor a CD egyenes meredeksége egyre job-
ban és jobban megkdzeliti a gdrbe C ponthoz tartozo meredekségét
(lasd a 23. abrat). Valasszuk D pontnak sorra a D;, Do, D3 pontokat.

23. dbra
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Az abrabol észrevehetd, hogy minél kozelebb kertil a D pont a C pont-
hoz, annal kézelebb kertil a CD egyenes a gérbe Cpontbeli iranyahoz.
Abrankon azonban nem lehet tigy valasztani a D pontot, hogy a CD
egyenes valoban egybeessék a szaggatott vonallal. Olyan kozel kertil-
hettink hozza, amennyire csak akarunk, de sosem érhetjik el.

Yy A D
/T
(34-h)?
9
O Y > X
b 3 >| F G
34 h >
24. abra

Példaul, hatarozzuk meg az y = »2 parabola meredekségét abban a
pontjaban, amelyre x = 3 (lasd a 24. abrat). A C pont koordinatai (3;
9) igy OF = 3 és FC= 9. Vegytik fel a D pontot valahol a C kézelében,
legyen a D pont xkoordinataja x =3 + h. Egyel6ére nem rogzitjuik, hogy
h mekkora legyen. Mindenesetre meglehetésen kis értéket fogunk
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valasztani, hiszen azt akarjuk, hogy D kézel legyen a C ponthoz. Igy
OG= 3 + h. Mit mondhatunk a GD szakaszrol? Hogyan is rajzoltuk az
Yy = X2 gorbét? Felvettink valamilyen x értéket, négyzetre emeltiik, az
adta meg az y érteket, amit fliggblegesen felfele meérttink fel. A Cpont
esetében mar koévettiik is ezt az eljarast. Az FC tavolsagot 9-nek meér-
tiik, mert OF egyenld 3-mal, és 3 négyzete 9. Ugyanigy OG egyenl6 3
+ h -val, és igy a GD fiiggbleges tavolsagnak 3 + h négyzetével kell
egyenlének lennie. Igy GD = (3 + hP.

DE/ CE meghatarozasanak uitja most mar nyilegyenes:
CE=FG=0G-OF=(3+h)-3=h,
DE=GD- GE=GD-FC= 3+ hF-9=6h+ h?
Igy
DE 6h ! h*
CE h

A CD-egyenes meredeksége tehat 6 + h. Ez az érték olyan kozel lehet
6-hoz, amennyire csak akarom, ha h értékét elég kicsinek valasztom.
Példaul, ha azt akarom, hogy a meredekség 6,001 legyen, akkor va-
laszthatom a h = 0,001 értéket. Minél kisebb a h értéke, annal koze-
lebb lesz a CD egyenes meredeksége 6-hoz. Igy nyilvanvaloan csak a
6 adhatja meg az abran szaggatott vonallal meghtizott egyenes mere-
dekségeét. De azt sosem érhetjik el, hogy a CD egyenes egybeessen a
szaggatott vonallal rajzolt egyenessel. Ahhoz, hogy CD meredeksége
pontosan 6 legyen, a h = 0 értéket kellene valasztanunk. Ekkor 6 + h
értéke 6 lenne. De h = O azt jelenti, hogy D egybeesik a C ponttal, és
akkor mar egyaltalan nincs értelme annak, hogy CD egyenesrél be-
szeljunk, a Cpontot 6nmagaval 6sszek6td egyenes értelmetlenség.

= 06 -~ A.
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Az olvaso bizonyara megfigyelte, hogy azok a szamitasok, amelyekkel
most az y = x2 gérbe x = 3 helyhez tartozo meredekségét meghataroz-
tuk, pontosan ugyanazok, mint amelyekkel a 42. oldalon az s = t2
szabalyhoz tartozo sebességet hataroztuk meg t= 3 esetén. Egy test
mozgasa €s egy gorbe alakja ugyanannak a matematikai gondolatnak
ket ktilénb6zd megjelenési formaja. Ha valamilyen analizissel kapcso-
latos feladatot kell megoldanunk, alkalmazzuk ezek kozil azt, ame-
lyik kényelmesebb.

Felesleges mondanom, hogy a mozgasok vizsgalatakor kapott formu-
laink, amelyekben s és t szerepelt, ugyanugy alkalmazhatok az x és y
valtozokat tartalmazo grafikonokra. Ezért a (4) formulat, amely szerint

ha s =trakkor s'= nt*l, igy is irhatjuk:
hay = x", akkor y* = nx™!

Azokbol a peldakbol, amelyekben s'-t hataroztuk meg, kdzvetlentil
megkaphatjuk az y“re vonatkozo eredményeket.

Milyen informacio-tobbletet ad az
analizis?

Ha a szokasos elemi modszerrel keészitjik el az y = x2 gérbejét, akkor
olyan pontokat kerestink, amelyeken a gérbe atmegy. Igy példaul ha
x=3, akkor y =9, ami azt jelenti, hogy a gérbe atmegy a (3; 9) ponton.
Sejtelmtink sincs azonban arrol, hogy milyen iranyban halad at ezen
a ponton. Csak talalgatni tudunk annak alapjan, hogy mas pontokat
is felvesztink, és megnézziik, hogyan haladhat at a gérbe rajtuk.

Az analizis éppen ebben a kérdésben segit nekiink. Ha y =x2, akkor
tudjuk, hogy y'= 2x; x= 3 esetén y =9 és y'= 6. Igy a gbrbe a (3; 9)
ponton 6 meredekséggel halad at.
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A 6 meredekségli egyenes egy egységet jobbra haladva 6 egységet
emelkedik, ahogyan a 25. abran lathatjuk. Most nincs sztikségtink

ilyen hossz1 egyenes darabra, ennek egy kis része is megmutatja a
helyes iranyt.

25. dbra
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Igy ahelyett, hogy a (3; 9) pontot rajzolnank fel, megtehetjiik, hogy a
ponttal egytitt egy kis nyilat is rajzolunk, ahogyan ezt a 26. abran lat-
hatjuk. A gérbe a nyil altal meghatarozott iranyban halad at a (3; 9)
ponton.

Grafikonok készitésekor sziikségiink lesz mas meredekségeket meg-
ado nyilakra is. Ezekbdl lathatunk néhanyat a 27. abran:

— Meredekség 0

P [ ]
/
meredekség 1 /
/
o= 7 meredekség 4
/ /
/ 14

meredekség 2

meredekségz 1/2
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meredekség -1 | \
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" \ meredekség -4
\ \
\ \
\ \
meredekség -2
N

l\’q

~ \J meredekség -1/2

27. abra

Tegytik fel most, hogy az y = x2 grafikonjanak x =—2 és x = +2 kozott
részét szeretnénk megrajzolni. El6szor kiszamitjuk az alabbi tablaza-
tok adatait:

y=X2
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2xX

y

28. dbra

Ezutan az y tablazatat felhasznalva berajzoljuk a pontokat a grafi-
konba, és az y'-tablazat segitségével minden egyes ponthoz berajzol-
juk a megfeleld nyilat (28. abra). Ezutan 6sszekotjik a pontokat egy
gorbével; ennek a gérbének az iranya minden egyes pontban meg kell,
hogy egyezzen a ponthoz rajzolt nyil iranyaval.
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Ha egy ilyen tipusu feladatban azt latjuk, hogy a pontok egy goérbén
helyezkednek el, de a nyilak a 29. abran lathato modon

= - 4
/ A

A T

29. abra

atmetszik ezt a gorbét, akkor valoszintileg valamilyen hibat kévettiink
el. Ujra at kell nézni a szamolast, és azt, hogy j6 helyre rajzoltuk-e a
pontokat, helyes iranyba huztuk-e a nyilakat. Egyszerii problémak
esetében azt varhatjuk, hogy a pontok a nyilak iranyaban sima gor-
béve allnak dssze.

Meglehetésen unalmas sok gérbét felrajzolni. Az analizisben talan ép-
pen az a legszebb, hogy a gérbék legfontosabb tulajdonsagait anélkil
is megtudhatjuk, hogy felrajzolnank a gérbe néhany pontjat. Egy vagy
ket gbrbe megrajzolasa a fenti modszerrel persze hasznos lehet abbol
a szempontbol, hogy hozzaszokjunk y'meredekségmeéré szerepéhez.

Gyakorlatok

1. Ha y = 10x —x2, akkor y' = 10-2x. Rajzoljuk meg az y = 10x—@gra-
fikonjat x= 0 és x= 10 kozott a régi, elemi modszerrel, azaz csak x és
y értékeinek felhasznalasaval. Ezutan az y' értékek felhaszndlasaval
rajzoljuk be a nyilakat. Ellendrizztik, hogy érintik-e a nyilak a gérbét.
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2. Az y= x2 28. abran lathato grafikonjaba rajzoljuk be az x =-1/2 és
x = 1/2 értékeknek megfelel6 pontokat és nyilakat. Ellendrizztik, hogy
beleillenek-e ezek az eddigi abraba.

3. Vazoljuk fel az y = 4x — »2 grafikonjat az x =0 és x =4 értékek kozott
az ismertetett modszerrel, vagyis rajzoljuk meg elé6bb a pontokat és
nyilakat, majd kosstik 6ssze a pontokat egy sima gorbeével. (Itt felhiv-
juk az olvaso figyelmét egy sulyos félreértés lehetdségere. Megtortén-
het, hogy valaki modszertinkkel akarja felrajzolni az y = x2 grafikonjat.
Ko6zben megkapta az y' = 2x eredmeényt, megrajzolta ennek a grafi-
konjat, az y = 2x egyenest. Ekkor, mivel kézben figyelme elterel6dott
az eredeti feladatrol, abba a tévedésbe eshet, hogy a felrajzolt egyenes
az eredeti kérdés megoldasa: az y = x2 grafikonja. Ez a tévedés ket
modon is elkertilhetd. Egyrészt ne feledkezzink meg arrol, amit mar
tudunk, hogy az y = x2 képe parabola (tehat nem egyenes), masrészt
fontos, hogy mindig tudatosan dolgozzunk: szem el6tt tartva, hogy
miért, és mit csinalunk.)

Az y'= 2xegyenlet pontosan azt adja, amit ennek a résznek a cimében
igértem: informacio-tébbletet az y = X2 parabolardl. Az y' = 2xegyenlet
semmiképpen sem mond ellent az y = x2 egyenletnek. Az y = x2 egyen-
let 6Gnmagaban csak pontok rajzolasara ad lehetéséget. Az y' = 2x
egyenlet segitségével e pontokon at kis nyilakat rajzolhatunk, és ezek
a nyilak megmutatjak, milyen iranyban halad at a parabola az egyes
pontokon. A két egyenlet kiillonb6zd tipusu informaciokat ad. Az y azt
mutatja meg, hogy milyen magasan van egy pont az x-tengely f6lott,
az y'pedig a gorbe iranyat hatarozza meg. Ugyanezt a megk(ilénboz-
tetést mozgo testek esetében is megtehetjik. Itt is két egyenletiink
van, s = £ és s'= 2t. Az s mennyiség arra ad valaszt, hogy hol van a
test, az s'mennyiség pedig arra, hogy milyen gyorsan mozog. (Aggo-
dalmunk talan kissé tilzottnak tiinik. Joggal mondhatjuk, hogy meg-
lehet6sen valoszintitlen annak a tévedésnek az elkévetése, amelytol
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itt megovni probaltuk olvasdinkat. De semmi esetre sem felesleges a
figyelmeztetés Hiszen a tévedés, amelyet emlitetttink, olyan tipusu,
amely igen gyakori és altalanos. Ezért modszeres kiktiszobolése nagy
akadalyokat harit el a vilagos megértés és rendszeres haladas titjabol.
A matematikaban és azon kivill is gyakran elkévetett hibarol van szo.
Valamilyen problémat akarunk megoldani. A munka soran felmertil
Dkeérdés, melynek megvalaszolasa segitséget jelent A megoldasaban.
Igy elészor B kérdéssel foglalkozva, azt oldjuk meg. és a megoldast —
mivel kézben figyelmuink elterel6d6tt A+l — eredeti problémank meg-
oldasanak tekintjik.)

Sokan és sokszor elkdvetik ezt a hibat. A gondolkodas fejlesztésének
egyik fontos része annak megtanulasa, hogyan kertilhetjiik el ezt. So-
kan gyorsan akarnak valaszolni egy kérdésre, vagy gyorsan akarnak
megoldani egy problémat. Pedig miel6tt valaszolunk, jol tessziik, ha
pontosan rogzitjik, mi is volt a kérdés, lejegyziink egy-két, a kérdés
lényegére vilagito gondolatot, vagy rajzos vazlatot készitiink. Ha va-
lamennyire latjuk a megoldast, jegyezziik fel ezt is. Ezzel sok tévedési
lehet6séget kizarhatunk. Példaul, ezt a részt azzal kezdtiik, hogyan
segit az analizis az y =x2 grafikonjanak megrajzolasaban; mar tudunk
valamit az y =x2 grafikonjarol; tudjuk, hogy parabola, vagy legalabbis,
hogy nem egyenes, hanem olyanféle alakja van, mint az U bettinek.
Nos, akkor a megoldasnak is valami olyasminek kell lennie, mint az
U bet(, és ha a 2x linearis kifejezéssel talalkozunk, akkor esztinkbe
fog jutni, hogy a 2x grafikonja egyenes, és nem kertilink tévatra. Tud-
juk, hogy valami U alakut kell keresntink, nem pedig valamilyen
egyenest. A matematikaban igen nagy jelentésége van annak, hogy
elére elképzeljtik, amit kerestink; mindannyian tévedhetlink a szami-
tasokban és a gondolkodasban egyarant, és ez az elézetes halvany el-
képzelés segit minket abban, hogy felismerjik és kiktiszoboljik a hi-
bakat. Ha hibat kévettink el, akkor utana egy bizonyos szakaszban
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sokszor olyan nevetséges eredményeket kapunk, hogy biztosak lehe-
ttink benne: valahol hibaztunk.

Grafikonok pontok felrajzolasa nélkiil

A pontok bejelélese faradsagos dolog, €és még az sem sokkal jobb, ha
a pontokat nyilakkal egytitt rajzoljuk fel. Mint mar korabban emlitet-
tik, az analizis lehetéséget ad arra is, hogy az egyes pontok berajzo-
lasa és négyzetracsos papir hasznalata nélkul felvazoljuk egy formula
grafikonjat.

A modszer azon a korabbi megjegyzéstinkon alapul, hogy az y'mere-
dekség pozitiv, ha a gérbe az adott pillanatban emelkedik, nulla, ha
éppen vizszintes, és negativ, ha stllyed (30. abra).

e Y =0 /

a gérbe emelkeds, y' RN /
pozitly / \, 2 goérbe siillyed, y'
// \ negatlv
/ “\ /
’l/ .ﬂ\ //
/' -\ ’(.
/ \ /
/ N // 3 gorbe emelkeds, y’
J ~ M
, y' =0 oulnmen  POHV
30. dbra

Ezt jol mutatja a 28. abran lathato y = x2 grafikon. Itt y'= 2x, igy y’
negativ, ha x negativ; nulla, ha x nulla, és pozitiv, ha x pozitiv. Ez 6ssz-
hangban van gorbénk alakjaval, hiszen tudjuk, hogy parabolank
sullyedd, ha x negativ, egy pillanatra vizszintes, amikor x nulla, és
emelkedd, ha x pozitiv. Az y'= 2x egyenlet vizsgalataval egyszertien le
tudjuk irni a grafikon legfontosabb tulajdonsagait. Az y' elgjelét kell
csak megfigyelntink. Mikor pozitiv az y’? Csak akkor, amikor x pozitiv.

91. oldal



Igy a girbe csak akkor emelkedd, amikor x pozitiv. Mikor negativ az
y’?Csak akkor, amikor xnegativ. Igy a gérbe csak akkor stillyed, ami-
kor xnegativ.

Ez a modszer valojaban joval gytimolcs6zdbb, mint ha a gérbe abra-
zolasat pontok berajzolasaval végeznénk. A grafikont csak az x = -2
és x = +2 értékek kozott vazoltuk fel. Ett6l azonban ezen az intervallu-
mon kivill akarmi térténhet. Lehet, hogy mondjuk az x= 100 és x =
200 értékek kozott a gorbe nagyon bonyolultan csavarodik, kanyaro-
dik; a -2 és +2 kozotti értékek felvazolasa semmit sem mond arrol,
hogy mi torténik nagy x értékek esetén. Az analizis azonban valaszt
ad erre is: y' = 2x, és 2x minden pozitiv x értékre pozitiv. Igy egészen
biztosak lehetiink abban, hogy a gérbe mindvégig emelkedik, akar-
milyen messzire is megylUnk jobbra. Mindig emelkedik, mert y' az
egész tartomanyban pozitiv. Ugyanigy biztosak lehettink abban, hogy
a gorbe a kezd6ponttol balra minden pontban stillyedd, hiszen y'= 2x,
és 2xminden negativ x értékre negativ.

A gorbékkel kapcsolatban hasznaltuk az ,emelkedd” és ,stllyedd” ki-
fejezéseket. Ezeket mindig x névekedésének iranyaban gondoljuk,
azaz balrdl jobbra haladva. Korabbi abrainkon, amelyeken testek
mozgasat abrazoltuk, ugyanezt a megallapodast alkalmaztuk. A ko-
rabban térténtek bal oldalon, a késébb térténtek pedig jobbra voltak
lathatok. Igy a 31. abra egy felfelé mozgo test grafikonja.

31. abra
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Vizsgaljuk meg most az y = 100x - x2 grafikonjat. Ha a régi elemi mod-
szert alkalmazzuk, és meghatarozzuk az x = — 2 és x = +2 kozotti in-
tervallum néhany pontjat, akkor a kévetkezo tablazatot kapjuk:

x| 2| -1|0]1] 2

y|-204(-101|0]99| 196

Az y soraban allo szamok allandoan névekednek. Ha ennek alapjan
vazolnank fel a gérbét, azt hihetnénk, hogy végig emelkedik. Valoja-
ban a lényeges dolgok joval az elébb vizsgalt intervallumon kiviil tér-
ténnek. Az analizis valaszt ad arra, hogy hol térténik valami €és mi tor-
ténik ott. Azy = 100x —x2formulabdl azt kapjuk, hogy y' = 100 —2x. Azt
kérdezhetjik el6szor, hogy vizszintes-e egyaltalan ez a gbrbe valahol?
A gbrbe azon a helyen vizszintes, ahol y' értéke nulla. Igy azt kell meg-
néznunk, hogy van-e olyan x érték, amelyre y' nulla. Az x = 50 érték
éppen ilyen. Ez azt sugallja, hogy vizsgaljuk meg, mi torténik ettdl a
helyt6l balra és jobbra. Ha a nagyobb, mint 50, akkor 2a nagyobb
lesz, mint 100, és 100 — 2x negativ lesz. Igy a gorbe az x = 50 helytél
jobbra lefele halad. Ugyanigy lathatjuk, hogy y' pozitiv, ha x kisebb,
mint 50. Igy a gérbe az x = 50 értékig allandoéan emelkedik. Most mar
lehet némi elképzeléstiink a gérbe alakjardl. Foglaljuk 6ssze ismerete-
inket:

X értéke 50-nél kisebb S50 50-nél nagyobb
) nulla
y' értéke je-| pozitiva gorbe ) ) negativ a gorbe
lentése emelkedd a gorbe viz- stillyeds
szintes

Ebbdl arra a kévetkeztetésre jutunk, hogy a gérbe a 32. abran lathato
alaku.
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x == 50
32. dbra

Ez az abra megmutatja a gérbe alakjat. De maga a gbrbe valahol a
levegdben log. Egyaltalan nem latjuk az OX és OY tengelyeket. Ha
latni akarjuk, hogyan helyezkedik el a gérbe a tengelyekhez képest,
akkor hacsak réviden is, de vissza kell térntink az elemi modszerhez,
vagyis az eredeti, y-ra vonatkozo egyenletet nézziik, nem pedig az y'-
re vonatkozo analitikus eredmeényt. Felvesziink egy vagy ket kulcs-
pontot és atfektetjiik rajtuk a gérbét. Problémat jelenthet annak el-
dontése, hogy mely pontok felvétele adja a legtébb informaciot a gérbe
helyzetérdl anélkiil, hogy tilsagosan sokat kellene szamolnunk. Mivel
azy = 100x — x2 eredeti egyenlet y = x(100 — x) szorzatalakban is felir-
hato, természetesen adodik, hogy azt a két x értéket vizsgaljuk,
amelyre y = 0, nevezetesen az x = 0 és x = 100 értékeket. Az is terme-
szetes, hogy az x = 50 értéket is vizsgaljuk, hiszen itt van a ,hegy” te-
teje. Haa 0, 50 és 100 harom x értéket vesszlik fel, akkor a kévetkezd
kis tablazatot kapjuk:

x|/0| 50 |100

y|0|2500| 0
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Igy a gérbe harom jol hasznalhat6 pontjat kapjuk, A 33. abran mar
ezek felhasznalasaval vazoltuk fel a gérbét.

& 27 K%

s

‘\\

N
W
L
k\

33. dbra

Az is lehet, hogy rajzunk némi bizonytalan sejtést is tartalmaz. Az ed-
dig 6sszegy(jtott ismeretek a 34. abran lathato gérbére is raillenek. Ez
a gorbe is emelkedik, ha xkisebb, mint 50, és csd6kken, ha xnagyobb,
mint 50. Ez a gérbe is atmegy az elébbi harom ponton.
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Igy tehat a grafikon olyan alaku is lehet, mint a 34. abra, nemcsak
olyan, mint a 33. abra. Késébb targyalni fogunk egy olyan modszert,
amely kizarja annak lehetdséget, hogy gorbénk a 34. abran lathato-
hoz hasonlo legyen. Anélktil, hogy megvarnank ezt a modszert, ma-
gunk is meggydzddhetiink arrol, hogy gérbénk sokkal inkabb a 33.
abran lathatéhoz hasonlo, mint a 34. abran levéhoz. A 34. abran lat-
hato gorbe ,reszketegsége” azt jelenti, hogy a gdrbe meredeksége al-
landoan ingadozik, hol névekszik, hol csokken. A korabbiakban vi-
szont a gérbe meredekséget az y'= 100 - 2xformulaval irtuk le. Ebben
a formulaban a meredekség nem ingadozik. Ha xnévekszik, akkor 2x
is alland6an névekszik, kévetkezésképpen 100 — 2x allandoan csok-
ken.

A Y
l
|

| S \ S~ T A\
/10 X = 50 x = 100 \
\

34. abra
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Az y'érteke x= 0 és x = 50 kdzott 100-tol nullaig dllandéan csékken.
A gorbe meredekségeét y'méri, igy a gorbének ezen a szakaszan a me-
redekség allandoan csdkken. Ahogy mar korabban is mondtuk, egy
kis 6vatossag sosem art; lehetdleg ne keverjik 6ssze y-t az y'-vel. Az x
= 0 és x = 50 értekek kozott y névekszik, y'viszont csdkken. Kepzel-
junk el egy, grafikonunkhoz hasonl6 hegyet. Ha valaki a (O ; O) pontbol
el akar jutni az (50 ; 2500) pontig, akkor allandoan felfelé kell masznia.
Ez felel meg annak, hogy y névekvd. A maszas azonban egyre kony-
nyebb lesz. A hegy el6szor majdnem fliggbleges, az y' meredekség
100. A hegy teteje viszont mar egészen lapos, az y'meredekség nulla.
A 34. abran x= 0 és x=50 kozott felvaltva kovetik egymast a kénnyen
és nehezen megmaszhato szakaszok. A 34. abran lathato gérbének
ezen a szakaszan a meredekség nem lesz allandéan kisebb és kisebb,
igy ez a grafikon nem felel meg az y = 100x — X2 egyenletnek. Ugyanigy,
ha azt vizsgaljuk, hogyan valtozik a meredekség x = 50 és x = 100
kozott, akkor arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a 33. abra jobb ke-
pet ad a helyzetrél, mint a 34. abra. A grafikon tébbi, az abran nem
lathato részeivel kapcsolatban, vagyis negativ és 100-nal nagyobb x
értékek esetén ugyanilyen érvelést alkalmazhatnank.

Egyszert1 grafikonok esetében altalaban akkor jarunk el a legcélsze-
ribben, ha el6szor meghatarozzuk az y' meredekséget, és megnéz-
zUk, hogy ez milyen x értekek mellett lesz nulla. Ezutan megnézhet-
juk, mi torténik két-két ilyen x érték kozott.

Példaul, szeretnénk felvazolni az y = x3 — 12x grafikonjat. Ebben az
esetben y' = 3x2 — 12. Mikor lesz y' nullaval egyenl6? Irjuk fel a 3x2 —
12 = 0 egyenletet, és oldjuk meg. Az x = -2 és x = 2 értékeket kapjuk.
Igy a kovetkez6 informéaciéink vannak:
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X ... ] 2l......

y|...... O |...... Ol......

Most harom intervallumot kell vizsgalnunk. Milyen lesz y, ha x ki-
sebb, mint -2? Milyen lesz y' az x = -2 és x = 2 értékek kozott? Milyen
lesz y, ha x nagyobb, mint 2?

Termeészetes, hogy éppen ezeket az intervallumokat vizsgaljuk, hiszen
ha y'pozitivbol negativ lesz, akkor varhatjuk, hogy kézben valahol fel-
veszi a nulla értéket. Persze ez nincs mindig igy. Ha az y = 1/x2 grafi-
konjat akarjuk elkésziteni, akkor azt tapasztaljuk, hogy a gérbe nega-
tiv x értekek esetén emelkedd (' pozitiv) €s pozitiv x értékekre stillyedd
(' negativ) (35. abra). Igy, amikor x atmegy a nulla értéken, akkor y’
pozitivbdl negativ lesz. De y' sosem veszi fel a nulla értéket, a gérbe
sehol sem vizszintes. Az x = O helyen athaladva a gérbe nagyon mere-
deken emelkedébdl hirtelen nagyon meredeken stillyedd lesz.
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35. dbra—Azy = 1/x2 grafikonja

Ilyen ugrasok ezek szerint még olyan egyszer1 kifejezések esetén is
el6fordulhatnak, mint 1/x2. Az y =3\x2 kifejezés pedig olyan, hogy gra-
fikonja a meredeken stllyed6bdl hirtelen meredeken emelked6ve va-
lik anélkul, hogy kézben vizszintes lenne. A legegyszertibb algebrai ki-
fejezések, mint példaul y = x2vagy y =x3 - 12x, nem viselkednek ilyen
cstnyan. Igy, ha az y' meredekségét ilyen egyszer1 formula adja meg
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(vagyis a matematika nyelvén, ha polinomokkal van dolgunk), akkor
az értékek fokozatosan valtoznak. Ha y' pozitivbol negativ lesz, akkor
kozben fel kell vennie a nulla értéket; ugyanez igaz, ha y’ negativbol
pozitiv lesz.

36. dbra— Az y = 3Vx2 grafikonja

A keérdéstinkben szerepld y' = 3x2 — 12 igy viselkedik. Ezt igy is felir-
hatjuk: y'= 3(x2 - 4). Ha az x a 2-t6l jobbra, vagy a —2-t6l balra helyez-
kedik el, akkor »2 nagyobb, mint 4, és y'pozitiv. Igy a szElsé részeken
y'pozitiv. Azx = -2 és x = 2 értékek kézott azonban x négyzete kisebb,
mint 4. (Gyézédjiink meg errél.) Igy a kézépsd részben y'negativ. Igy
tablazatunkat az alabbiak szerint egészithetjik ki:

X | . 20 .. 2 | e

Yy pozitiv 0] negativ 0] pozitiv
jelen-| agorbe |agorbeviz-| agdrbe |agdrbeviz-| a gbrbe
tés emelked6 | szintes sullyed6 szintes | emelkedd
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Tablazatunk segitségével jol el tudjuk képzelni a gdrbe alakjat. Azon-
ban, mint korabbi példankban, most sem tudjuk, hogyan helyezke-
dik el a gorbe a tengelyekhez képest. Ezért helyes, ha kiszamitjuk és
felvazoljuk a gérbe néhany kulcspontjat. Igen hasznos lehet azoknak
a helyeknek — a hegyteték legmagasabb és a volgyek legmélyebb pont-
jainak —ismerete, ahol a gérbe vizszintes. Ezért kiszamitjuk azx =-2
és x = 2 értekekhez tartozo y értekeket. Az y = x3 — 12x egyenletbdl
kénnyen lathato, hogy a gérbe atmegy a kezd6ponton, ugyanis x = 0
helyettesitéssel y = 0 adodik. Vannak-e mas pontok is, amelyekre y =
0? Hol vannak ezek a pontok?

Példa. Folytassuk a fenti feladat megoldasat, és probaljuk meg felva-
zolni az y = x3 — 12x grafikonjat.

Ha egy ilyen jellegti feladat soran egymasnak ellentmondé eredme-
nyekhez jutunk, ha a pontok a megadott iranyokban csak kiilénlege-
sen bonyolult gérbével kotheték dssze, akkor okosan tessziik, ha Gjra
ellendrizziik szamitasainkat. A ktillénb6zo6 forrasokbol ered6 informa-
cioknak egyetlen egyszert1 gérbéhez kell illeszkednitik.

Megtorténhet, hogy hiaba kerestink olyan helyeket, ahol y'= 0. Te-
kintstiik példaul az y = x3 + x grafikonjat. Itt y'= 3x2 + 1. Amikor azt
keresstik, mikor lesz y' =0, akkor a 3x2 + 1=0 egyenlet megoldasaval
kell probalkoznunk. Ennek az egyenletnek azonban nem talaljuk a
megoldasat. (A komplex szamokat ismer6 olvasok szamara ez csak
annyit jelent, hogy nincs valos megoldas. Grafikonunkra nem tudunk
képzetes koordinataju pontokat rajzolni; igy a grafikus abrazolas
szempontjabol az egyenlet megoldasaként csak valos szamok johet-
nek szamitasba.) A tanulok ilyenkor gyakran tanacstalanul allnak,
nem tudjak, hogyan haladjanak tovabb. Pedig ennek a jelentése igen
egyszerd. A gbrbe sehol sem vizszintes; y' sehol sem nulla és sehol
sem valt eldjelet. Barmilyen x értéket valasztunk, y' értéke mindig
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pozitiv. Ez azt jelenti, hogy a gdrbe végig emelkedd, és valojaban a 37.
abran lathato gérbéhez hasonlo.

y' végig pozitly /
/

37. dbra

Semmi kiilénds sincs abban, hogy az y'= 0 egyenletnek egyetlen meg-
oldasat sem talaltuk. Valoban, ha megfigyeljiik a gérbe alakjat, na-
gyon meglepd volna, ha talalnank olyan x értéket, amely kielégitené
ezt az egyenletet. Ilyen x értékeknek a gérbén vizszintes helyek felel-
nének meg, ezen a gérbén pedig nincsenek ilyenek.

Az eddig vizsgalt példak mindegyikében csak hegyek tetején vagy vol-
gyek meélyén fordultak el6 vizszintes helyek, vagyis olyanok, amelyek-
ben y'=0. Van azonban egy masik lehetdség is. A 38. abra grafikonjan
a gorbe eleinte emelkedik, majd egy kis tétovazas utan ujra emelke-
dik. Igy y'elészor pozitiv, egy pillanatra nulla, majd Gjra pozitiv. A moz-
gas kifejezéseivel élve, gorbénk olyan gyalogos vagy elérehalado kocsi
mozgasat abrazolja, amelyet valami akadaly megallasra kényszeritett,
de amely azutan rogtén tovabbindul.
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y' pozitly / |
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38. dbra

Gyalcorlatok

1. Mutassuk meg, hogy az y = x8 grafikonja a 38. abran lathato
gbrbéhez hasonlo.

2. Vazoljuk fel az y = 6x— »2 grafikonjat.

3. Vazoljuk fel az y = x2 —6x grafikonjat.

4. Vazoljuk fel az y = 32— 2x— 8 grafikonjat.

5. Vazoljuk fel az y = x3— 652 grafikonjat.

6. Van-e olyan valos szam, amely kielégiti a 3x2—6x + 9 = 0 egyen-
letet? Talalunk-e olyan x értékeket, amelyekre 3x2 - 6x + 9 ne-
gativ? Keressiik meg az y = x8 — 3¢ + 9x kifejezésnek megfeleld
y-t. Van-e olyan hely a gbrbén, ahol y'nulla? Van-e olyan hely,
ahol y' negativ? Az y = x5 — 3x2 + 9x grafikonja 6 tulajdonsagait
tekintve a 30., 37. és 38. abrakon lathato gorbék valamelyiké-
hez hasonlit. Melyikhez? Eredménylink ellenérzésére készit-
stink tablazatot a -3 és 3 kozotti x értékekekhez tartozo y érte-
kekrdl, és vazoljuk fel a gérbét azokkal a modszerekkel, amiket
mar az analizis tanulasa el6tt ismertiink.
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(Megoldas: 3x2 - 6x + 9 = 3(x — )2 + 6, ami sehol sem nulla és sehol
sem negativ. Hay = x3— 3x2 + 9x, akkor y = 3x2—6x + 9. Igy y mindig
pozitiv. A gérbe emelkedd; emlékeztet a 37. abrara.)

7. Mutassuk meg, hogy azy—x*—-2x2+ 1 grafikonjan a (0; 1) pont-
ban hegycsucs, a (-1; 0) és (1; O) pontokban a volgyek legmé-
lyebb pontjai vannak. Vazoljuk fel a goérbét.

8. Egy paradoxon — ha y =1/x, akkor y’ =1/x2. Mivel x pozitiv €s
negativ értékei esetén x? mindig pozitiv, igy y' mindig negativ,
vagyis a gbrbe mindig stillyed, sosem emelkedik. Az y = 1/xgor-
béje atmegy a (- 1; — 1) és a (2; 1/2) pontokon, amint ezt kény-
nyen ellendrizhetjiik. Ha ezeket a pontokat felvazoljuk, azt lat-
juk, hogy a masodik pont az els6tdl jobbra és annal magasab-
ban helyezkedik el. De ha a gérbe mindig stillyed, ha jobbra ha-
ladunk, akkor azt kellene talalnunk, hogy pontjai egyre alacso-
nyabban helyezkednek el. Hogyan lehetséges az, hogy allan-
doan sullyed6 gorbe esetén magasabbra jutunk, mint ahonnan
indultunk? Ha azx =- 1 és x =2 pontok k&ézott gondosan meg-
rajzoljuk a gorbét, latni fogjuk furcsa eredménylink magyara-
zatat. [Az y' formulajat ugy kaptuk, hogy az y = 1 /x formulat y
= x1 alakban irtuk fel, és alkalmaztuk a (4) formulat. Hasonlit-
suk 6ssze ezt az 51. oldallal, ahol az s = 1/t formulahoz tartozo
s'-t vizsgaltuk.]

A dolgok legjobb elrendezése

Majdnem minden elemi analizis kényvben vannak ilyen feladatok:
~Lgy farmernek 100 m hosszusagu keritéshez van anyaga. Farmjat
keresztUl szeli egy folyo. A folyo partjan olyan nagy tertiletet szeretne
bekeriteni, amekkorat csak lehet anélkiil, hogy t6bb keritést
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vasarolna. Hogyan kell felallitania a keritést? A folyo egyenes, a bezart
tertiletnek téglalap alakunak kell lennie.” (Lasd a 39. abrat.)

iolyd

I — T —

—_—

e T — e =

& =

eSS 0

39. dbra

Hogy volt-e olyan farmer, akinek a valosagban ilyen problémat kellett
megoldania, azt nem tudom, de bizonyos, hogy ilyen tipusu probleé-
mak az ipari tervezésben eléfordulnak. Keresstik valami elintézése-
nek, elrendezésének leghatasosabb utjat. A valosagos problémak sok-
kal bonyolultabbak, és lehetséges, hogy megoldasukhoz muszaki
vagy tudomanyos ismeretekre is sztikség van. A farmer keritésének
problémajat barki kénnyen megeértheti; és ezt a feladatot uigy tekint-
hetjik, mint a problémak egy széles és fontos osztalyanak ktilonésen
egyszerd példajat, amellyel bemutathatjuk, milyen jellegti probléma-
kat oldhatunk meg az analizis segitségével.

Farmertinknek valgjaban csak azt kell eldéntenie, hogy milyen hosz-
sz legyen az AB szakasz. Ha példaul azt szeretné, hogy az AB sza-
kasz 10 m hosszusagu legyen, akkor CD is csak 10 m hosszusagu
lehet és igy a BCszakaszra 80 m kerités marad. A bezart tertilet ebben
az esetben 800 m?2.

A farmer két sz€ls6 eset kozott valasztja meg tetszése szerint az olda-
lak hosszusagat. Az egyik sz€lsd esetben az AB szakaszt nullanak va-
lasztja. Ekkor CD is nulla lesz és a 100 m hosszusagu kerités teljes
egészében a BC oldalra jut. Ez adna a leghosszabb partszakaszt, de a
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bezart tertilet nulla volna. A masik szélsé esetben ABés CD mindegyi-
két 50 m-nek venné, és ekkor BCre nem maradna semmi. A bezart
tertilet Ujra nulla volna. A legjobb elrendezésnek nyilvan valahol a két
eset kozott kell lennie, nem szabad sem a lehet6 leghosszabbra, sem
a lehet6 legszélesebbre valasztani a téglalapot, valamilyen egyensulyt
kell talalni a hosszuisag és a sz€lesség kozott.

Ezt a problémat az analizis felhasznalasa nélkiil, grafikon készitésével
vagy egyszeruen tablazat felirasaval is megoldhatjuk. Ktilénb6z6 AB
értékeket vehetnénk fel, kiszamitanank, mekkora tertiletértékeket
adnak ezek, és igy probalgatassal megkapnank a legjobb elrendezést.
Ha grafikont készitenénk, megkereshetnénk a grafikon legmagasabb
pontjat; ez adja meg az elérhetd legnagyobb tertiletet.

Az analizis azonban, amint lattuk, gyors modszert ad a grafikonok
keszitésére, anéelkill, hogy tablazat készitésével kellene bajlodnunk.
Igy az analizis nagyon szép megoldast ad erre a problémara.

Amint lattuk, a farmernek csak az AB hosszusagat kell megvalaszta-
nia. Tegytk fel, hogy az AB szakasz x méter hosszusagu. Ekkor CD
hossziisaga is x méter. Erre a két oldalra 2x métert hasznaltunk fel,
igy a BC oldalra 100 — 2x méter kerités marad. A bekeritett téglalap
ekkor 100 — 2xméter hosszusagu, xméter szélességul. Tertilete ennek
megfeleléen x(100 — 2x), vagy beszorozva, 10x — 2x2 négyzetméter. A
tertiletet y-nal jel6lve

y = 100X - 2X2

Azt szeretnénk, hogy y a lehet6 legnagyobb legyen, vagyis a grafikon
hegycsucsat szeretnénk megkeresni. Korabban alkalmazott modsze-
runk alapjan

y' =100 —4x.
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Igy y'az x = 25 érték esetén lesz nulla. Ha x kisebb, mint 25, akkor y'
pozitiv, ha nagyobb, mint 25, akkor y'negativ (40. abra).

40. abra

7 A
1250 |-
| | \
| S
| / | \
//, |
/ '
| / |
| / |
;/ X = 25
s = | e — — X
y' pozitiv | ' negativ
) SNl o 4 >
40. dbra

Igy a grafikon az x = 25 érték eléréséig emelkedik, az x = 25 értéknél
vizszintes, és ezutan sullyed6. Az x = 25 érteknél nyilvan hegycsucs,
maximum van. Ekkor AB és CD mindegyike 25 méter, BC pedig 50
meéter, €s a bezart tertilet 1250 négyzetméter. Ez a legnagyobb tertilet,
amit kaphatunk.

Mint korabban mar emlitettiik, sok ilyen tipusu probléma van. Majd-
nem minden elemi analizis kdnyvben szerepel a kévetkezo, jol ismert
probléma és megoldasa: milyen alaka legyen egy adott térfogata,
mondjuk egy literes konzervdoboz, hogy a doboz elkészitéséhez a
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lehetd legkevesebb fémre legyen sziikség? A konzervdobozokat azon-
ban szinte sosem keészitették ily modon optimalis alakura, még a ha-
boru alatt sem, amikor ktilénésen fontos volt, hogy minél kevesebb
femet hasznaljanak fel. Vannak, akik azt allitjak, hogy ha egyszertien
csak az anyagtakarékossag szempontjait vesszik figyelembe, akkor
nehezebb volna a konzervdobozok csomagolasa és szallitasa. Hogy
valoban igy van-e, vagy pedig a konzervgyarosok nem vették komo-
lyan az analizist, azt eddig nem sikertilt megtudnom.
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HETEDIK FEJEZET - Gyorsulas
és gorbiilet

Ha 4x8 + 5x%2 tipusu kifejezésekkel talalkozunk, akkor tudjuk, hogyan
hatarozhatjuk meg névekedésének meértéket. A fenti kifejezés néveke-
désének mertéke 12x2+10x. Ez az 4j kifejezés ugyanolyan tipusuy,
mint amilyenbél kiindultunk. Feltehetjilk most azt a kérdést, hogy
LMilyen mertékben noévekszik a 12x2 + 10x kifejezés?” A valasz nem
nehéz: a névekedés meértéke 24x + 10. A szamitas kénnyen elvégez-
hetd. De mi az értelme ennek? Mit ad meg a 24x + 10 kifejezés?

Vizsgalhatjuk ezt a problémat mozgasokkal és gérbék alakjaval kap-
csolatban. El6szor néhany, mozgassal kapcsolatos példat vesziink.
Kezdjtik azzal, amit a korabbiakban mar nagyon részletesen megvizs-
galtunk, az s = £ szaballyal. Ebben az esetben s'= 2t, ahol s'az s n6-
vekedésének mértéke, vagyis a test v sebessége. Mindegy, hogy ezt s
= 2tvagy v = 2talakban irjuk fel. Most azt kérdezziik, milyen gyorsan
novekszik a 2t kifejezés? Vagy masképp fogalmazva: milyen gyorsan
novekszik a v sebesség? Természetes jeldlesi modkent adodik v, ami-
vel v névekedésének mérteket jeloljik. Mivel 2t névekedésének meér-
téke 2, ezért v'= 2. Mindezt 6sszegyUjtve ezeket kapjuk:

s=t,

!

V=s=2t,
V=2
Az utolso egyenlet, a U = 2, azt adja meg, hogy milyen gyorsan névek-
szik a sebesség. A sebesség novekedésének meértékét gyorsulasnak
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szoktuk nevezni. A gyorsulast rendszerint a bettivel jelolik, mi is ezt a
jelet hasznaljuk.

Most mar harom mennyiségre kell gondolnunk, a megtett uitra, a se-
bességre és a gyorsulasra; minden kijelentéstinkben gondosan tigyel-
nunk kell arra, hogy az s, vvagy a mennyiségekrdl allitunk-e valamit.

Kocsiban tlve hova néztink, ha meg szeretnénk tudni s értékét? A
kilométerszamlalora vagy az ut mentén lathato kilométerkévekre. Az
s értéke arra ad valaszt, hogy kiindulasi helytinktél milyen messzire
jutottunk. Hogyan tudnank megmondani v érteket? Legegyszertib-
ben ugy, hogy leolvassuk a sebességmérdérol. Ha a sebességmeérd nem
mukodik, megfigyelhetjiik azt is, hogy milyen gyorsan névekszik a ki-
lométerszamlalo allasa, vagy az ablakon kinézve megfigyelhetjtik, mi-
lyen gyorsan suhannak el melletttink a kilométerkévek. A sebesség-
meérd kozvetlentil megadja a sebesség értékét (kivéve, ha nem muko-
dik), a to6bbi modszer viszont fligg attol, hogyan becstiljiik s'-t, a meg-
tett ut névekedésének meértékét. Nézziik, mit mondhatunk az a gyor-
sulasrol? Honnan olvashatjuk le a értékét? Legjobb tudomasom sze-
rint egyetlen kocsinak sincs olyan muiszere, amelyrdl kézvetlentil leol-
vashato a gyorsulas értéke. De mivel a = v'a sebesség névekedésének
meértéke, adhatunk becslést az a értékére, ha a sebességméré muta-
tojara néziink, és megfigyeljik, hogy milyen gyorsan mozog a mu-
tato. A gyorsulast nem tudjuk egyszertien leolvasni. Az a kocsi, ame-
lyik 100 km/6 egyenletes sebességgel halad, elég gyorsan megy, gyor-
sulasa meégis nulla, a sebességmeérd mutatoja a 100 km/6 jelnél nyu-
galomban van. Masrészt viszont egy egészen lassan mozgo kocsinak
is igen nagy lehet a gyorsulasa. Ha kocsink nyugalmi helyzetbdl indul,
a sebességméré mutatoja nullan all, nem sokkal késébb 5 km/o6-t,
majd 10 km/o6-t mutat stb. A sebesseég kicsi, de névekszik. Ha ege-
szen lenyomjuk a gazpedalt, akkor a sebesség igen roévid id6 alatt
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novekszik 5 km/6-rol 10 km/6-ra; ebben az esetben az a gyorsulas
igen nagy lehet, noha a sebesség még egészen kicsi.

Maskeépp is adhatunk becslést a gyorsulasra. Ha egy kocsi nagyon
hirtelen gyorsul, akkor az utasok ugy érzik, hogy valamilyen er6 az
ulés hattamlajahoz szoritja 6ket. Ha viszont a vezetd hirtelen ralép a
fekre, az utasok ugy érzik, hogy kireptilnek a szélvédén keresztiil.
Ezek szerint a gyorsulas érezhet6 és zavaro tényezo. A fékezés negativ
gyorsulast jelent. A nagy gyorsulas nagy erét jelent. Nem meglep6
ezért, hogy a mechanikaban a testre hato erét nem a test s helyzete-
vel, nem is annak v sebességével, hanem az a gyorsulassal mérik.
Foldtink Nap koértli palyajan mintegy 1600 km /perc sebességgel ha-
lad, de ezt nem érezztik. Csak akkor éreznénk, ha beletitk6znénk egy
masik égitestbe, és igy sebességlink hirtelen megvaltozna.

Hasznos, ha a ktilénb6z6 helyzeteket atgondoljuk, €s megnézziik, ho-
gyan irhatok le ezek s, vés a segitségével. Peldaul:

1. Defekt. A kocsi az it sz€lén all. A kilométerszamlalo allasa nem val-
tozik, vagyis s allando. A sebesség nulla. A gyorsulas is nulla. Egyen-
letekkel:

s =¢, ahol c allandd,
v=0,
a=0.

2. Allandé sebességti mozgds. A kocsi mondjuk 60 km /6 alland6 se-
bességgel halad egy kis forgalmu, egyenes uton. Az utat az s = 60?
szaballyal irhatjuk le. (Mas szabaly is szerepelhetne, példaul 60t + 100
vagy 60t — 30, attol fliggden, hogy mikortol mérjik az idét.) A sebesség
60. Mivel a sebesség allando, gyorsulas nincs.

s = 60t,
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v =60,
a=0.

Figyeljik meg, hogy mindegyik kifejezés a folotte allo névekedésének
meértekét adja meg, és itt jbol emlékeztetjiik az olvasot arra, hogy egy
allando kifejezés névekedésének meérteke nulla.

3. Gyorsulé mozgas. Egy kocsi egyre nagyobb sebességgel halad elére.
Most nem elemezziik a robbanomotor tulajdonsagait, hanem el6vesz-
sziik a névekvé sebességre vonatkozo allando példankat, az s= £ sza-
balyt. Ekkor

s=t
V=21,
a=2.

Itt a gyorsulas allando, ami azt jelenti, hogy a kocsit mozgato eré nagy-
saga allando. Er6sen kételkedem abban, hogy egy robbanémotor vi-
selkedhet pontosan ennek megfeleléen. Talan jobban tennénk, ha azt
feltételeznénk, hogy a kocsi tiresbe kapcsolva egy hossza, egyenlete-
sen lejtd uton lefelé gurul. Ebben a példaban jobban boldogulnank,
ha egységnek a métert és a masodpercet valasztanank. Nagyon keé-
nyelmetlen a gyorsulast ,.km/6 oranként” egységben mérmi.

4. Fékezés. A kocsi lelassit, majd megall. Sokféle szabaly irhatna ezt
le. Valasszuk az ilyen tipusu mozgast leiro szabalyok koéztl a lehetd
legegyszertibbet, legyen mondjuk: s= 10t—£at =0 és t= 5 kozotti
idéintervallumban. (Az alabbi vizsgalat megmutatja, hogy ez a mozgas
valoban lassulo.) A valtozasok mértékeét vizsgalva a kévetkezoket kap-
juk:

s=10t—t,
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v=10-2t
a=-2.

Ugy gondolom, a kézépsé egyenlet adja a legtisztabb képet arrol, hogy
mi torténik. Kezdetben t= 0 és v = 10, vagyis a fékezés kezdetekor a
kocsi masodpercenként 10 métert haladt. Ot masodperccel késébb ¢
= 5 és v =0, vagyis a kocsi nyugalmi helyzetbe kertilt. Ha kiszamoljuk
a kozbuls6 idépontokhoz tartozo v értékeket, a kovetkez6 tablazatot
kapjuk:

t| 0(1|2(3]|4|5

v[10|8|6(4|2|0.

Vagyis a kocsi sebessége szép szabalyosan csokken, v értéke minden
masodpercben 2-vel kisebb lesz. Es pontosan ezt mondja a harmadik
egyenlet, az a=-2. A fékezés kdzben mennyi a kocsi altal megtett tit?
Erre a kérdésre az elsd egyenlet ad valaszt. Ha t =0, akkor s=0. Hat
= 5, akkor s = 25. Vagyis a kocsi 25 meéter utat tesz meg, amig nyu-
galmi helyzetbe kertll; ez nagyon ovatos fekezésnek felel meg. Ha a
fenti egyenletbe a t = 6 értéket helyettesitjik, v = -2 adodik, ami azt
jelenti, hogy a kocsi visszafelée kezdett mozogni. Természetesen ez
helytelen okoskodas volna. A fékezés lassitja a kocsi mozgasat, de
semmiképpen sem eredmeényezi azt, hogy a nyugalmi helyzet elérése
utan az ellenkez6 iranyban kezd el mozogni. Az s = 10t — {2 szabaly
csak a fekezés ideje alatt, t =0 és t= 5 kozott irja le a kocsi mozgasat.
Nincs jogunk feltételezni, hogy akar t = O el6tt, akar t= 5 utan érvény-
ben maradna.

Elképzelhet6é azonban olyan helyzet is, amelyben ez a szabaly ugyan-
ugy alkalmazhato t = 5utan, mint t= 5 elétt. Tegytik fel, hogy a kocsi
egyenletesen emelkedd uton felfelé halad. A vezeté — hogy kimélje a
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feket — uigy dont, hogy tiresbe kapcsol, és megvarja, amig a kocsi a
gravitacios er6 hatasara magatol megall. Ha azonban elfelejti behtizni
a kezifeket abban a pillanatban, amikor a kocsi megall, akkor a kocsi
a lejtén vissza fog gurulni, és ha a vezetd ezt nem akadalyozza meg,
vissza fog térni arra a helyre, ahol a mozgast vizsgalni kezdttik. Ebben
az esetben az s = 10t — 2 szabalyt a t = Oést=10 kozotti idSintervallum-
ban alkalmazhatjuk a kocsira. A kdvetkezd tablazatban megtalalhat-
juk az ennek megfelel6 tt-, sebesség- €s gyorsulasértékeket:

Ido, t O|11({2|3|4|5]|6|7|8[9]10

Helyzet, s 0]19(16]21|24(25(24|21|16[(9| O

Sebesség, v 1018|642 (0|-2|4|-6|-8|-10

Gyorsulas,a |-2(2|2|-2|2[-2|2|2]|-2|2] -2

A tablazat mindegyik sora masféle informaciot tartalmaz. Az s sora
megmutatja, hogy hol van a kocsi az adott id6pontban. Figyeljik meg,
hogy ugyanott fejezodik be a mozgas, ahol elkezd6dott. A v sora meg-
mutatja, hogy a kocsi milyen gyorsan halad. Kezdetben masodper-
cenként 10 métert tesz meg; 5 masodperc eltelte utan egy pillanatra
nyugalmi helyzetbe kertil, a végén pedig visszafelé gurul ugyanolyan
gyorsan, mint ahogyan kezdetben felfelé haladt. A harmadik sorban,
az a soraban, végig ugyanazt a szamot, a -2-t talaljuk. Ez azt jelenti,
hogy a gravitacio mindig ugyanakkora erével htizza vissza a kocsit.

A fenti tablazatban az s, vés abetiikkel jel6ltiik a tavolsagot, a sebes-
séget és a gyorsulast. A v sebesség megmutatja, milyen gyorsan n6-
vekszik s, az a gyorsulas megmutatja, milyen gyorsan névekszik v. Az
analizis jel6lésével ez, amint mar korabban lattuk, igy irhato: v=s'és
a = v. Az a = V' egyenletben felhasznalhatjuk azt, hogy v = s’ Ha v
helyébe st irunk, akkor azt kapjuk, hogy a = s”. Ezt az utébbi
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egyenletet uigy fogalmazhatjuk meg, hogy amegadja snévekedése n6-
vekedésének meértékét. A tovabbiakban a tavolsag, a sebesség €s a
gyorsulas jelolésére s, v és a helyett az s, s’és s" jeleket alkalmazzuk.
A grafikonoknal pedig az y, y'és y"jelekkel talalkozunk. Az y'azt mu-
tatja meg, hogy milyen gyorsan névekszik az y; azy" pedig azt mutatja
meg, hogy milyen gyorsan névekszik az y' Adott formulak esetében y’
és y' meghatarozasa nagyon egyszeru. Peldaul, tegytik fel, hogy y =
x5. Mi lesz y' ? A korabbiakbol mar tudjuk, hogy x> névekedésének
meértéke 5x* Es milesz y' ? Az y' megadja az y' névekedésének mér-
tékét. De y'= 5x* Tudjuk, hogy 5x* névekedésének mértéke 20x3. Igy
y' = 20x3. Semmivel sem nehezebb y'-bdl y'-t meghatarozni, mint y-
bol yt— mar ami a szamitasok elvégzesét illeti. A koévetkezd felada-
tunkban értelmezziik ezeket a szamitasokat. Lassuk, mit jelent az y"
a grafikonokban. Azzal kezdjik, hogy 6sszegy(jtjiik a mozgasokkal
kapcsolatban az elébb vizsgalt négy példat. Mindegyik mozgastipust
leifjuk s, s'és s" segitségével; szavakkal is leirjuk ezeket; megadjuk a
megfeleld grafikont, és az s, s s" mennyiségekrol kapott informacio-
inkat megismeételjiik olyan formaban, hogy grafikonokra is alkalmaz-
hatok legyenek, vagyis y, y, y" segitségevel kifejezve. A kovetkezd tab-
lazatot kapjuk:

A mozgas Uut, s Grafikon Grafikon az y,
tipusa Sebesség, 5’ ¥, ¥’ mennyi-
Gyorsulas, s’ ségekkel ki-
fejezve
Nyugvo S = y =¢
test S =0 Mo 'y' = ()
¢’ = 0 41. dbra v’ = 0
41. ébra
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Allandé s = 601 / y = 60x

P
.\'chcss'égin .s‘t, = 60 // .y" = 60
mozgas 3" =0 42. ibra VAR §
42. dbra
Gyorsuld § = y X"
mozgas 3 =2 y' = 2x
= ' " / : T, ~
§' = 2 43. ibra y =4
43. dbra
Fékezés s =10t - 2 y = 10x — x*
s =10 - 21 y' =10 — 2x
§' = =2 44, dbra Y = =2
44. abra

Azt mar tudjuk, hogy y' mit jelent; az emelkedésrdl ad informaciot,
arrol, hogy milyen meredek a gérbe. De mit jelent y”’? Mindenekel6tt
lassuk, mit nem jelent. Egyes tanulok néha 6sszekeverik a dolgokat,
és azt mondjak, hogy ,Ha y"nulla, akkor a gérbe vizszintes”. Ez persze
nem igaz. A fenti tablazat els6 két grafikonja, a 41. és 42. abra esete-
ben y"mindvégig nulla. Igaz, hogy a 41. abra mindveégig vizszintes vo-
nalat mutat, de a 42. abran is nulla azy" , és ez a gérbe nyilvanvaloéan
emelkedd, nem vizszintes. Mivel y' mind a 41., mind a 42. abra ese-
tében nulla, ezérty" = 0 a 41. és 42. abrak valamilyen kézos tulajdon-
sagat kell, hogy jelentse.
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VIZSGALAT

Vazoljunk fel néhany grafikont, példaul az y=x y=2xy=2x+3; y
=0-2xYy=—xY=x+2x2 y=x+x5 y=x—x5 y =x2x2 grafikonjait.
Mindegyik esetben szamitsuk ki az y'-t.

GyUjtstik 6ssze grafikonjainkat a kévetkezd harom csoportba:

% A tipus - olyan grafikonok, amelyekre mindvégig y" =0.
¢ B tipus —olyan grafikonok, amelyekre y" mindvégig pozitiv.
% C tipus —olyan grafikonok, amelyekre y"' mindvégig negativ.

Az A tipusu grafikonoknak van egy olyan tulajdonsaga, amely meg-
kiilonbozteti 6ket a B és C tipusuaktol. Mi ez a tulajdonsag? Ugyanigy
a B tipusu grafikonoknak is van egy k6zos megktilonboztetd tulajdon-
saga; mi ez? Es végiil, milyen kézds tulajdonsaguk van a C tipusu
grafikonoknak? Aki jol valaszolt ezekre a kérdésekre, az ranézésre
meg tudja mondani az alabbi abran lathato grafikonrol, hogy A, B
vagy C tipusuak-e? Ha valakinek a fenti példak nem bizonyultak ele-
gendének ahhoz, hogy dénteni tudjon, folytassa a vizsgalodast to-
vabbi els6foku és masodfoku kifejezések grafikonjainak felvazolasa-
val, vagyis valasszon y = mx + kvagy y = ax + bx + calaku kifejezése-
ket. Magasabb foku kifejezések esetében olyan grafikonokkal fogunk
talalkozni, amelyek a fenti tipusok egyikébe sem illenek bele.

Osztalyozzuk a 45. abran lathato grafikonokat aszerint, hogy A, B
vagy C tipusuak-e.
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45. abra

Aki tudja, fejezze be ezt a vizsgalatot, miel6tt tovabb olvasna a kényvet.

Az A, B és C tipusu grafikonok megfigyelése soran bizonyara minden-
kiben legalabbis alapos gyanu tamadt azzal kapcsolatban, hogy mit
jelent az y". Most ugyanezt a kérdést mas tton fogjuk megkdzeliteni.

A" jel valamilyen mennyiség névekedésének meértékeét jeloli. Ha z va-
lamilyen mennyiséget jelent, akkor z'jelenti a z névekedésének mér-
tékét. Ha z pozitiv, akkor z novekvo, vagyis tigy valtozik, hogy mindig
valami hozzaadodik; a szo hétkéznapi értelmében névekszik. Ha z ne-
gativ, akkor z negativ értelemben névekszik, vagyis fogy, azaz csok-
ken. Az y' mennyiség az y'névekedésének mértékét méri. Ha y' n6-
vekszik, akkor y"' nem lehet negativ, ha y'cstkken, akkor y" nem lehet
pozitiv.

A 46. abran lathato gorbe el6szor vizszintes, a végen északkeleti ira-
nyu. Szamokkal kifejezve az elején y' =0, a végén y'= 1. Igy y'névek-
szik és y"pozitiv.

46. abra 47. abra
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48. dbra 49. abra

Ennek ellenkezdje torténik a 47. abran. Ez a gérbe északkeleti irany-
ban kezdddik és vizszintesen vegzodik. Itt y’érteke elészor— 1, a végén
pedig nulla. Igy y’ csdkken, névekedésének mértéke negativ, tehat y"
negativ.

A masik két példaval 6vatosan kell bannunk. A 48. abran a gérbe dél-
keleti iranyban indul és vizszintesen végzodik. A délkeleti irany a y'=
— 1 meredekségnek felel meg. Igy y'ennél a gérbénél -1-t8l nullaig val-
tozik. Novekedés ez vagy csokkenés? A -1-hez 1-et kell hozzaadnunk,
hogy nullat kapjunk, a— 1-tdl a nullaig eljutni névekedést jelent. (Gon-
doljunk példaul a hémeérsékletre.) Igy y'névekvé és y" pozitiv. Hason-
litsuk 6ssze ezt a B tipusu grafikonokkal, és igazoljuk, hogy emlékez-
tet rajuk.

Nézziik meg vegul a 49. abran lathato gorbét. Ez vizszintesen kezdd-
dik és délkeleti iranyban végzédik. Vagyis y' ennél a gérbénél nullatol
— 1-ig valtozik. Igy y' csékkend és y" negativ. Hasonlitsuk dssze ezt a
gorbét C tipusu grafikonjainkkal.

Ha most megvizsgaljuk A, B és C tipusu grafikonjainkat, akkor azt
hiszem, latni fogjuk, hogy mit értek azon, hogy y" a grafikon gérbtiletét
mutatja meg. Ha y" végig nulla, akkor egyenes vonalat kapunk, ami
egyaltalan nem gorbtil. Ha y" pozitiv, akkor kézépen megterhelt ge-
rendahoz hasonlo gérbét kapunk (50. abra). Ha y" negativ, akkora ket
végén megterhelt gerendahoz hasonlo gbérbéhez jutunk (51. abra).
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Valojaban a vasbeton szerkezetek tervezésénél és egyeéb mérnoki te-
rileteken y" éppen ebben a szerepben, a gbrbuilet mértekekeént jelenik
meg.

50. abra

Eddigi egyenleteink, amelyek alapjan A, B és C tipusu grafikonokat
rajzoltunk, elséfoktl vagy masodfokt egyenletek voltak. Ezekben y"
mindig allando volt. Példaul y = x + x2esetén y" = 2 adodott. Vagyis a
gorbulet iranya végig ugyanaz, az y = x + »2 gérbéje minden x értékre
ugy hajlik, mint a kézépen megterhelt gerenda. A harmadfoka gor-
béknél azonban nem mindig ugyanakkora a gérbuilet.

= — o
Z&\\\

51. abra
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52. abra

Mar talalkoztunk is ilyenekkel a 88. — 89. oldalakon, amikor az y =x3
— 12x grafikonjat vizsgaltuk. A grafikon végsé felvazolasat példaként
az olvasora biztuk. Az y' = 3x2 — 12 vizsgalatabol lattuk, hogy a grafi-
kon az x = — 2 értekig emelkedd, -2 és 2 kozott stllyedd, és az x =2
utan ygjra emelkedd. Ilyen grafikont lathatunk az 52. abran. Mit
mondhatunk ennek gorbuletérél? Ha a gbrbének a kezdéponttol
balra esé részére néziink, azt gondolhatjuk, hogy a gorbe C tipusu,
ha a kezd6ponttol jobbra es6 részt nézziik, B tipusu gorbére gondol-
hatunk. A kezdéponttol balra olyan tipusu gorbtiletet latunk (szélein
megterhelt gerenda), amelyhez negativ y" értéket kapcsoltunk, jobbra
viszont olyan gdrbuletth iv latszik (k6zépen megterhelt gerenda),
amelyre y" pozitiv. Ezt kapjuk a gérbe egyenletébdl is? Az y =x3— 12x
egyenletbdl y' = 3x2 — 12 adodik. Ebbdl az y' = 6x egyenletet kapjuk.
Marpedig 6x akkor negativ, ha x negativ, és akkor pozitiv, ha xpozitiv;
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igy y"' a kezd6ponttol balra negativ, a kezdéponttdl jobbra pozitiv. Ez
pontosan 6sszhangban van megfigyeléseinkkel.

A 33. abran y' viselkedése alapjan felvazoltuk az y = 100x — 2 grafi-
konjat. Lattuk, hogy a grafikon az x = 50 értékig emelkedik, azutan
stilllyed. Vajon honnan lehet tudni, hogy a gbérbén nincsenek-e olyan
kis kanyarok, mint a 34. abran lathato gérbén. Most mar valaszolha-
tunk erre a kérdésre. Mivel y = 100x — &, ezérty' = 100 - 2x ésy" =—
2. Igy y' mindig negativ, akarmekkora is az x. Ez azt jelenti, hogy a
gorbullet mindig azonos tipusy, ami kizarja a kanyarok lehetdségét.

Vizsgalataink soran csupan y" elgjelét figyelttik; megnéztiik, hogy y"
hol pozitiv, hol negativ, hol nulla. Ha y'és y" valodi értékeit vizsgaljuk,
akkor nemcsak azt hatarozhatjuk meg, hogy hogyan, hanem azt is,
hogy milyen gyorsan haijlik a gérbe. Azt mondhatjuk, hogy egy adott
pontban tigy gérbiil a grafikon, mint mondjuk a 3 egység sugaru kor;
egy masik pontban, ahol hajtikanyar van, olyan, mint a 0,1 sugara
kor.

A matematikanak egyik aga, a differencialgeometria az analizis mod-
szereit alkalmazza geometriai alakzatok, gorbék, feltiletek vizsgala-
tara. Az el6bb emlitett kérdés, a gérbtilet meghatarozasa, a differenci-
algeometria egyszeruibb feladatai kozé tartozik. A differencialgeomet-
ria feltilletek gérbuiletével is foglalkozik. A gérbe feltiletek vizsgalata ter-
meészetes modon vezet el a tenzor-analizishez, amelyet viszont a re-
lativitaselmeélet hasznal fel. Az olvasé bizonyara hallott mar misztikus
utalasokat a ,,gérbtilt téridore’. Ez jo példa arra, hogyan nyujt betekin-
tést az analizis mindenféle kutatas tertiletére. Abbdl indultunk ki, ho-
gyan tudunk kénnyen felvazolni goérbéket, egyik kérdés a masikhoz
vezetett, sikbeli, majd haromdimenzios gérbék, azutan feltiletek vizs-
galataval foglalkoztunk, fokozatosan Uj szamitasi modszerek, Uj jelek,
Uj fogalmak léptek fel, véglil pedig, amire sosem gondoltunk volna,
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olyan elmeélethez jutottunk, amely forradalmasitja a térrél, id6rél, gra-
vitaciorol és energiarol alkotott fogalmainkat.
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NYOLCADIK FEJEZET - A fordi-
tott problema

Az elemi aritmetikaban vannak bizonyos egyszertl direkt miiveletek:
az Osszeadas, a szorzas, a négyzetre emelés. Ezeketa O, 1, 2, 3, 4, ...
termeészetes szamok koérében mindig el lehet végezni. Mennyi 3 meg
4?Valasz: 7. Mennyi 3-szor 4? Valasz: 12. Mennyi 3 négyzete? Valasz:
0.

KeésOébb megtanuljuk a fenti mtiveletek megforditasat. Az 6sszeadas
megforditasa a kivonas. 3 meg mennyi 7? Valasz: 4. A szorzas meg-
forditasa az osztas. 3 mennyivel szorozva ad 12-t? Valasz: 4. A négy-
zetre emelést megforditva a gydkvonashoz jutunk. Melyik szam négy-
zete 9? Valasz: 3.

Ezek a forditott mtiveletek a szamfogalom kiterjesztéséhez vezetnek.
Ha megprobalunk valaszolni arra a kérdésre, hogy ,,8 meg mennyi
777, akkor el6szor azt mondjuk, hogy nincs megoldas, késébb rajo-
vink, hogy bevezethetlink egy 1jj fogalmat, a negativ szamok fogal-
mat, és akkor mar tudunk valaszolni: — 1. Ugyanigy az osztas elvezet
a tortszamok — valamikor Uj — fogalmahoz. Ahelyett, hogy azt monda-
nank, hogy a ,2-szer mennyi 1 ?” kérdésnek nincs megoldasa, elju-
tunk az 1/2 megoldashoz. A négyzetgyokvonas megint Uj fogalmak-
hoz vezet; az elemi aritmetikabdl ismert értelemben nem tudunk
olyan tortet irni, amelynek négyzete 2. Igy jutunk az olyan irracionalis
szamokhoz, mint példaul V2. Ha olyan szamot kerestink, amelynek
négyzete —1, akkor a komplex szamok, mint példaul V-1 még izgalma-
sabb fogalmahoz jutunk el.
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Az analizisben ugyanilyen névekedést figyelhetink meg. Ezzel a di-
rekt kérdéssel kezdtiik: ,Megadom egy test helyzetét minden pillanat-
ban leir6 szabalyt. Hatarozzuk meg a test sebességét.” Kénnyen meg-
fordithatjuk ezt a kérdést; megadom a sebességre vonatkozo szabalyt,
hatarozzuk meg ehhez a test helyzetét leird szabalyt. Jelekkel kife-
jezve: adott az s'szabalya, hatarozzuk meg az s szabalyat. Néha kony-
nyen tudunk valaszolni erre a kérdésre. Példaul, ha megadom az s'=
2t szabalyt, kdnnyen valaszolhatunk ra: s= €vagy s=£ +5vagy s =
£ — 3 vagy akarmilyen s = £ + Ctipusu formula, ahol Callando értek.
De az ilyen kérdések 4j tipusu formulakhoz is vezethetnek. Keresstik
példaul az s’ = 1/t szabalyhoz tartozo s szabalyt. Hogy valaszolhas-
sunk erre a kérdésre, ki kell dolgoznunk a logaritmus elméletét. Az s’
= 1/(1 — &) szabalyhoz tartozo s meghatarozasahoz a trigonometrikus
fhggvények, a sinus és cosinus elméletének felépitésére van sztikseg.
A koézépiskolaban a trigonometriat rendszerint a haromszogek geo-
metrigjan keresztiil kozelitik meg. Az analitikus megkdzelités egészen
mas, ugyanis az s'= 1 /(1 —t2) szabalyhoz tartozo s-et hatarozzuk meg.
Az analizis tehat algebrai modszerrel vezeti be a trigonometriat; ezen
azt értem, hogy nem abrakat rajzolunk, hanem egyenleteket irunk.
Az analizisen keresztull torténé megkozelités segit abban, hogy kiilén-
b6z6 matematikai ismereteink egységes képpé alljanak dssze. A trigo-
nometria nem kuilénallo témakoér, hanem egészen természetes mo-
don emelkedett ki az analizis fejlédése soran. Az analizis olyan isme-
reteket is ad a trigonometriarol, amelyekhez analizis nélktil csak na-
gyon nehezen lehetne eljutni. A tanulokban gyakran felmertil az a
kérdés, hogy hogyan szamitjak ki a trigonometrikus tablazatok ada-
tait. Erre is az analizisben talalhatjuk meg a valaszt.

A trigonometria csak egyike az ily modon keletkez6 témakdroknek.
Ha tovabb folytatnank annak a kérdésnek a vizsgalatat, hogy adott s'-
hoz s-et kerestink, akkor olyan tipusu gérbékhez jutnank, amelyek a
kozépiskolai matematika anyagban elé sem fordulnak.
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Maskeépp is juthatunk Uj tipusu szabalyokhoz. Az algebraban felirha-
tunk egyenleteket. Vizsgalatainkat nem korlatozzuk olyan egyszert
muveletekre, mint a négyzetgyokvonas. Kereshetjik példaul azt a
szamot, amelynek a négyzete 20-szal nagyobb, mint maga a szam.
Jelekkel felirva, meg kell oldanunk az

x2=x+ 20

egyenletet. Ezt persze nagyon kénnyen meg is tudjuk csinalni. Mas
egyenletek megoldasa nem ilyen egyszert1. Peldaul évszazadok teltek
el, amig a matematikusok meg tudtak oldani az

X°=x+20
tipusu egyenleteket.

Az analizisben is felirhatunk egyenleteket. Kérdezhetjiik példaul, hogy
van-e olyan s szabaly, amelyre

s'=2s/t

Erre a kérdésre kdénnyen valaszolhatunk. Megoldas példaul az s = £
szabaly. Ugyanis ha s = 2, akkor s'= 2t Ekkor 2s/t=2£/t=2t=5s.
Igy az s = £ szabaly rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Sok mas
megoldasa is van ennek az egyenletnek, igy s = 5t2, s = 7t2 és minden
s = kt2 alaku1 szabaly, ahol k allando érték, megfelel.

A fenti egyenletet szavakkal is megfogalmazhatjuk: s'tetszdleges id6-
pontban megadja a sebességet, s/, a teljes Ut osztva a megtételehez
sziikséges teljes idével, az atlagsebesség. Ezek szerint egyenletiink
szavakban a koévetkezéképpen fogalmazhato meg: ,Keresstink olyan
mozgast, amelynek sebessége barmely pillanatban pontosan kétszer
annyi, mint az addig megtett it atlagsebessége!” A mar jol ismert al-
lando6 gyorsulasu mozgas az s = k£, kielégiti ezeket a feltételeket.
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Vajon miért éppen ezt a problémat valasztottam? A valasz egyszerQ.
Nem kivantam hossza és nehézkes szamitasokba bonyolodni, igy
olyan problémat kerestem, amelyre konny( valaszolni. Az igazsag az,
hogy az s = £ megoldasbol indultam ki, és visszafelé haladtam, olyan
egyenletet kerestem, aminek ez a megoldasa.

Probléemankat geometriailag is megfogalmazhatjuk. Az x és y segitsé-
gével felirt megfelel6 egyenlet a kdvetkezo:

y'=2y/X

yA

53. dbra — Gorbe-grafikon

Tekintstik az 53. abrat. Tegytik fel, hogy a Plx; y) pont rajta van az AB
gbrbén. PTa gorbe Ppontbeli érintdje. Az OPR egyenes a kezdépontot
a P ponttal kéti 6ssze. PQ vizszintes, QRT fliggbleges egyenes. Most
mar értelmezhetjiik egyenletlinket geometriailag: y' természetesen a
PT érinté meredekségét adja meg, y/x az OP egyenes meredeksége.
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Az egyenlet éppen azt kivanja, hogy y'pontosan kétszer annyi legyen,
mint y/x, vagyis a PT érint6 meredeksége pontosan kétszer annyi le-
gyen, mint az OPszeld meredeksége. Ez azt jelenti, hogy a QT szakasz-
nak pontosan keétszer akkoranak kell lennie, mint a QR szakasznak.

Ezzel a tulajdonsaggal a gérbe minden pontjanak rendelkeznie kell.
Feladatunk tehat az, hogy olyan AB gtrbét keresstink, amelynek
minden pontjaban a PT érinté meredeksége pontosan kétszer akkora,
mint az OP egyenes meredeksége. A megoldas: minden y = k@ alaka
parabola rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Analizis nélkul kényel-
metlen volna a megoldast megtalalni. E probléma persze nem jelen-
tds; csupan azért valasztottuk ezt, mert konny(1 a megoldasa. Ehhez
hasonl6 problémak azonban gyakran el6fordulnak a mtiszaki és tu-
domanyos alkalmazasokban éppugy, mint a tiszta matematikaban.

A fenti probléma megoldasat egyszer(, jol ismert szabaly adta meg,
Semmi Uj gondolat nem mertlt fel az s = k2 vagy y = lo€egyenletekkel
kapcsolatban. A grafikus megfogalmazasban felismertiik, hogy a
gbrbe parabola. De igen kevés olyan gorbe van, amelyet név szerint
ismertink; az egyenes, a kor, az ellipszis, a parabola és a hiperbola —
a legtbbb ember szamara ez a teljes lista. Még ha valaki ktilondsen
érdeklédik a gérbék irant, akkor is valoszintitlen, hogy husznal tébb
nevet ismer. Ezer és ezer olyan gérbe van, amelyet nem ismeriink, és
amelyet nem ismernénk fel. Ezért valoszintitlen, hogy egy probléma
mar ismert gbrbéhez fog vezetni. Sokkal nagyobb az esélye annak,
hogy olyan gérbéhez jutunk, amelyet még nem ismertink. Nézztik
meg ezt egy példan keresztuil.

Tegytik fel, hogy olyan gorbét kerestink, amelynek minden P pontja-
ban a PT érinté 45°-os szoget zar be az OPR egyenessel, ahogyan az

54. abran lathato. Nem terhelem az olvasoét a szamitasok részleteivel,
de ez a tulajdonsag a kévetkezd egyenlettel fejezheto ki;

128. oldal



y'=X+y)/(xy)
Ezt az egyenletet azonban nem is fogjuk hasznalni, az eredeti, geo-
metriailag megfogalmazott tulajdonsag segitségével fogjuk kifejezni
magunkat. Kénnyu felismerni, hogy milyen tipusu az a gérbe, ame-
lyik rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Képzeljink el egy, az O
pontba helyezett fényforrast. A P pontban allunk, amyéekunk a PR
egyenesre esik. Tegyuk fel, hogy arccal PT iranyban allunk. Most in-
duljunk el, kézben azonban allandoan tigyeljink arra, hogy haladasi
iranyunk mindig 45°-0s szoget zarjon be arnyékunk iranyaval. Illy mo-
don sétank koézben a kivant tulajdonsagu gérbén haladunk. Gondo-
lom, az olvaso¢ latja, hogy igy valamilyen spiralist irunk le, kérbejarjuk
a féenyforrast, de mindig tavolodunk tdle.
54. dbra

y A |1 45° _~p

} )

\ /
O« > XK

Mechanikai eszkdzzel is eléallithatjuk ezt a goérbét. Itt OR valamilyen
rad. Az O pontot egy szoggel a papirhoz rogzitjik, de az OR rad
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foroghat az Opont koértil. A Ppontnal egy kis vezetécsuszka talalhato,
amely a radon szabadon csuiszhat. A csuiszka alatt egy €éles kis kerék
van, amely Ggy van rogzitve, hogy az OR ruddal mindig 45°-os szoget
zarjon be. A kerék éle belevag a papirba, és igy a P pontot csak a PT
iranyban engedi mozogni. Ha az OR rudat forgatjuk, P automatiku-
san a kivant modon fog mozogni, és ugyanugy leirja a goérbét, mint
el6z6 setautunk.

Amint lathattuk, maga a probléma megmutatta, hogyan szerkessziik
meg a gérbét. A kérdés voltaképpen az, hogy hogyan talalhatunk mas
modot a gérbe keresésére. Megtalalhatjuk grafikonjanak egyenletét;
ez joval kényelmesebb modja a gbrbe meghatarozasanak. Az el6bbi
feladatot megvizsgaltak ebbdl a szempontbdl is, de ez a gérbe elemi
aritmetikai mtiveletek segitségével nem irhato le. A gérbe egyenlete
nem lehet, mondjuk

y=x3+ 5x—2 alakd, de még olyan joval bonyolultabb kifejezéssel sem
irhato le, mint
Y3 - 17xy? + 11x*-3=0.
55. dbra
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E gorbe egyenletének felirasahoz sziikség van a logaritmus és a trigo-
nometria bizonyos fogalmaira.

Megfigyelhetjiik, hogy ez a probléma pontosan ugyanazokhoz a targy-
kérokhoz vezetett, mint amelyeket a 109. oldalon mar emlitettiink, a
logaritmushoz és a trigonometriahoz. Valojaban az elemi analizis egy
fontos fejezetének celja megmagyarazni, hogy mi a logaritmus és mik
a trigonometrikus fliggvények, valamint megmutatni, hogy milyen
problémak oldhatok meg ezek segitségével.

Bizom benne, hogy ennek a fejezetnek, amelynek cime ,A forditott
probléma”, a cé€lja mindenki el6tt vilagos. Célunk nem valamilyen
részeredmény megtanitasa volt. Sokkal inkabb az, hogy az olvaso
némi fogalmat alkothasson maganak a matematika fejlédésérél. A
mozgo test sebességének vizsgalataval kezdtiik; a megismert néhany
formula és az s s"jelolések lehetdséget adnak arra, hogy 1j proble-
makat fogalmazhassunk meg. A problémak némelyike a matematika
ismert tertileteihez vezet, a trigonometriahoz és a logaritmushoz. Mas
problémak viszont olyan tertiletekre vezetnének, amelyeknek valoszi-
nutileg még a nevét sem hallotta az olvaso. Amint mar korabban is em-
litettem, az elemi analizis fogalmai adjak azt a kulcsot, amely az 1600
és 1900 kozott keletkezett matematikai és természettudomanyos is-
meretek kapujat nyitja. Hogy hogyan, azt csak akkor érthetjik meg,
ha valéban attanulmanyozzuk ezeknek a szazadoknak a matemati-
kajat. Itt csupan nagyon halvanyan és altalanosan probaltam jelezni,
hogyan vezet az egyik fogalom a masikhoz.
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KILENCEDIK FEJEZET - Korok
és gombok, negyzetek és koc-
kak

Koényviinkben mindig az s, tés x, y bettiket alkalmaztuk. Az algebra-
ban természetesen az egyik bet(1 éppen olyan jo, mint a masik. Aho-
gyan az s = £ egyenletbdl s'= 2t és az y = x2egyenletbdl y' = 2x kdvet-
kezett, ugyanugy a p = ¢? egyenletbdl p'= 2qgvagy a J = u” egyenletbol
J' = 2w kovetkezik.

Mar az altalanos iskolaban talalkoztunk a kor tertiletére vonatkozo T
= 12 és a kor kertletére vonatkozo K = 2mr képletekkel, valamint a
gémb térfogatat meghatarozo V= (4/3) mrd és a gbmb felszinét meg-
hatarozo F = 4 képletekkel. Miutan mar foglalkoztunk analizissel,
felvetédhet valami érdekes kérdés ezekkel a formulakkal kapcsolat-
ban. Vegyuik példaul a T= m? formulat. Megkérdezhetjik, milesz T' ?
Az ¥ névekedésének mértéke 2r. De mit csinaljunk a regyttthatoval?
A 1 természetesen rogzitett értek. Ha a T = 3r2 egyenletbdl indulunk
ki, nyilvan a T' = 6r egyenlethez jutunk [lasd a (6) formulat és a 18.
abran a névekvo viragot]. A m értéke éppen csak egy kicsivel nagyobb
3-nal, és ezt is ugyanugy fogjuk kezelni. A T= 2 egyenletbdl a T' = 2nr
egyenlethez jutunk. Felismerhetjik, hogy 2rr éppen a kor kertilete.
lgy T= K

Egészen hasonlo eredményhez jutunk a gébmb esetén. A V= (4/3) ré
egyenletbdl F'= 4mr? adodik. Ez aligha lehet véletlen. Valojaban kony-
nyen lathato, hogy miért van ez igy. Tegyik fel, hogy van egy
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gdbmbunk és egy kicsit meg akarjuk nagyobbitani. Egyenletes mui-
anyag bevonatot fujunk ra, ami valamivel megvastagitja. Egyaltalan
nem meglepd, hogy az e mtivelet soran bekévetkezd térfogat néveke-
désének szoros kapcsolata van azzal a feltilettel, amelyet mtianyag ré-
teggel vontunk be.

Jegyezzlk meg, hogy gondolatmenetiinknek van egy veszélyes
pontja. Nagyon fontos, hogy a bevonat egyenletes legyen, a bevono ré-
tegnek mindentitt egyforma vastagnak kell lennie. (A térfogat néveke-
dését valojaban ugy becsuljiik, hogy a felszint megszorozzuk a réteg
vastagsagaval. Ez a becslés ,,€sszer(1”, ha a réteg elég vekony Alaposan
atgondolva meg lehet mutatni, hogy gondolatmenetiink valoban logi-
kus, és pontos eredményhez vezet.)

Teriiletek és térfogatok

Az a gondolat, hogy a testek bevonat készitésével névekednek, kérok
és gdbmbok nélkill is bemutathato. Az analizisben elért els6 eredme-
nyeink koézil kettét négyzetek és kockak segitségével is bemutatha-
tunk.

56. abra

133. oldal



Keépzeljiink el egy, a szoba sarkaban elhelyezett kockat (lasd az 56.
abrat), amely allandoan noévekszik, mert folyamatosan mtianyag be-
vonatot fijunk a kocka lathato lapjaira. Ezt tigy csinaljuk, hogy az A,
B, Cpontok masodpercenként 1 centimétert haladjanak elére. Ha a t
= 0 id6épontban egyaltalan nem volt kocka, és ha az A, B, C pontok a
fenti modon haladnak, akkor ¢t masodperc mulva a kocka éle t centi-
meéter hosszy, térfogata pedig V = 8 kébcentiméter lesz. Ez utobbirol
tudjuk, hogy névekedésének meértéke V'= 3£. Az abra mutatja, hogy
miért éppen 3t2 adodik. A kocka lathato feltilete harom négyzetlapbol
all, mindegyik tertilete £. Mindegyik lap egyenlé mértékben mozog, igy
a lathato lapok 3t2 tertilete a kocka miianyagbevonasabol ered6 n6-
vekedésének mértékét adja meg.

A kocka haromdimenzios alakzat. Hasonlo a helyzet két dimenziéban
is. Az 57. abran két mutatot latunk, amelyek az OX; illetve az OY egye-
nesek mentén mozognak egyenl6 egyenletes sebességgel. Képzelje el
az olvaso, hogy ceruzaval kezében gy kell bevonalkaznia a papirt,
hogy a rajz mindig négyzet legyen, és egytitt haladjon a mutatokkal;
a négyzetnek mindig el kell érnie a mutatok altal meghatarozott P és
Q pontot.
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57. abra — Abrdzolds kétdimenziéban

y A

—
Q

0] > X

O /1 P
Kezdetben igen kénny(1 ezt csinalni, de ahogy a négyzet oldalai n6-
vekszenek, egyre hosszabb és hosszabb vonalakat kell rajzolni. A ¢
idépontban a négyzet oldalai t centiméter hosszusaguak lesznek. A

tertlet T'=12, ésigy T = 2t Ceruzank keét oldal mentén fut vegig. Ezek
hossza 2t ami éppen megegyezik T értékével.

M
fn

o | (\T

58. abra
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Tegytik fel, hogy el6z6 abrankat kettévagtuk az OMvonal, az YOX szog
szogfelezdje mentén. Az 58. abran lathato ennek az also fele. A vonal-
kazott tertilet most (1/2)t2. Pelérehaladtaval a tertilet ndévekedésének
mertéke t. A haromszog tertiletének vonalkazasakor minden pillanat-
ban egy t hosszusaga PR szakaszt kell rajzolnunk. Ha a vonalkazott
haromszog tertletét T-vel jeloljuk, akkor T=(1/2)/2és T =t T meg-
egyezik a PR szakasz hosszaval.

Fontos, hogy az OMvonal egyenes legyen? Nem lehet ez a vonal olyan,
mint az 59. abran lathato? Itt OM az y = X2 parabola. Még egyszer, P
egyenletes sebességgel mozog, és az arnyékolt tertilet a PR egyenes
mentén térténd rajzolassal névekszik. A tidépontban az OP tavolsag
t. Az R pont abszcisszaja igy t Mivel R rajta van az y = x2 grafikonjan,
azért az Rpont ordinataja y = £. Igy a PR szakasz hosszisaga .

VX

59. abra
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Ha el6z6 eredményeink analogigja alapjan azt sejtjik, hogy a T'tertilet
novekedésének mértéke megegyezik a PR szakasz hosszusagaval,
vagyis, hogy T' = £ lesz, akkor a sejtéstink valoban helyes volt. A vo-
nalkazott tertiletet a T = (1 /3)f szabaly adja meg, és ebbdl T' = £.

Nem probalkozom meg a tertilet elmeéletének részletes targyalasaval.
Csupan azt szeretném megmutatni, hogy a sebesség fogalma hogyan
kapcsolodik a tertilethez. Sok esetben, amikor ismeretlen T tertiletet
kell meghataroznunk, azt talaljuk, hogy a tertilet névekedésének se-
bességét ki tudjuk szamolni, vagyis meg tudjuk hatarozni a T-t. Ek-
kor a forditott tipusu problémaval allunk szemben: adott a T-t meg-
hatarozo szabaly, milyen szabalyok adhatjak meg a T'tertletet?

Megfigyelhetjiik, hogy az y = x2 parabola alatti tertilet meghatarozasa
lényegesen kiilénbozik a haromszogekkel, paralelogrammakkal, tég-
lalapokkal kapcsolatos elemi problémaktol. Joval nehezebbnek lat-
szik azoknal. Az ilyen tertiletek meghatarozasara az analizis ad lehe-
téséget. A konkrét szamitas egészen egyszer(l is lehet. A részletek
akarmilyen elemi analizis tankdnyvben megtalalhatok.

A térfogatszamitas nagyon hasonlit a tertiletszamitashoz. Nyilvan
mindenki ismeri az r sugaru gdmb térfogatara vonatkozo V= (4 /3)rus
formulat. Es noha a formulat mindenki ismeri, nem valoszinti, hogy
sokan tudjak, hogyan lehet megkapni. A gbmb térfogatanak megha-
tarozasa val6jaban az analizis targykérébe tartozik. Erdekes lehet a
modszer révid felvazolasa.

Az 1 centiméter sugaru gdbmb térfogatat fogjuk vizsgalni. A 60. abran
lathato kor sugara egységnyi, kézéppontja az O pont.
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60. abra

Rajzunkon gémbét abrazolni tulajdonképpen nem tudunk. Képzel-
juk el, hogy a kért az OX-tengely kértil forgatjuk. A kor forgasa soran
a térben gdbmbét ir le. Ezt a gdmbot vizsgaljuk. Képzeljik ezt egy tires
femgdmbnek. Mindjart ki fogjuk tolteni. A DOCegyenes, amint az OX-
tengely kortl forog, egy korlemezt ir le. Képzeljik azt, hogy ez a kérle-
mez egy papirlap, amely a gdbmb belsejét két részre osztja. Most kezd-
juk el kitélteni a gobmbot. Vegyliink egy papirbol késziilt kérlemez so-
rozatot és rendre ragasszuk 6ket egymashoz. A koérlemezek sugarai
természetesen nem mind egyformak. Ha az abran vonalkazott részt
kitoltotttik, akkor a kévetkezd kérlemez sugaranak PR hosszusagu-
nak kell lennie. Ez a kérlemez a térnek azt a tartomanyat foglalja el,
amelyet a QPR szakasz ir le, mikdzben az OX-tengely kortil forgatjuk.
A kérlemezek helyett rétegesen felvitt miianyagot is elképzelhetiink.
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Akarhogyan is, a vonalkazott rész jobbra névekszik ugy, hogy az OP
tavolsag egyenletesen névekszik. Igy t masodperc mulva az OP tavol-
sag tcentiméter lesz. Az eljaras barmelyik szakaszan a kitoltott tarto-
many a gdbmbnek két parhuzamos sik altal hatarolt része.

Mindegyik Uj réteg egyenletes, minden pontban egyforma a vastag-
saga. Tovabba, a feltilet egyenletesen mozog elére. Igy, mint korabbi
példainkban, a térfogat névekedésének mertékét az a tertilet adja
meg, amelyet ez a feltilet bevon. Mennyi ennek a feltiletnek a tertilete?
A feltilet most egy PR sugaru kor. Ki kell szamitanunk a PR tavolsagot.
Ez nem lesz nehéz. Az OPR haromszog derékszogi. Mivel egységsu-
garu korbdl indultunk ki, ezért OR = 1. Amint az el6z6 bekezdésben
mar mondtuk, OP =t. A Pitagorasz-tételbdl azt kapjuk, hogy PR2=1 —
t2. Szerencsére ez nem maga PR, hanem PR négyzete, éppen az, amire
sziikségiink van. A PR sugaru kor tertlete i  PR2, ami most éppen
ml — £). Ha V-vel jeloljik azt a térfogatot, amelyet tid¢ elteltével kitol-
tottink, akkor

V=mr(1-1).

Itt Ujra a forditott problémaval talalkozunk. Tudjuk, milyen gyorsan
novekszik V, azt is tudjuk, hogy amikor t= 0, akkor V = 0. Ennyi in-
formacio elegendd ahhoz, hogy megadhassuk a valaszt:

: e
y = r{r - IJ
3

Megallapithatjuk, hogy nehezebb problémat oldottunk meg, mint
amit kitiztiink magunk elé. Ez a formula nem az egész gbmb térfo-
gatat adja meg, hanem a két sik kéze esd térfogatrészt. A t= 1 id6-
pontban azonban a Ppont eléri a B pontot, tehat kitoltétttik a gdmb
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felet. A fenti formulaba a t= 1 értéket helyettesitve azt kapjuk, hogy a
gomb felének térfogata il — 1/3), vagyis (2/3)rt. Az egész gbmb térfo-
gata ennek kétszerese, és igy eljutunk az egységsugaru gomb térfoga-
tara vart (4 /3)rt formulahoz.

Az rsugaru gdmb térfogatat hasonlé modszerrel kaphatjuk meg.
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TIZEDIK FEJEZET - Intuicio es
logika

Az eddigiek soran foglalkoztunk az elemi analizis néhany probléma-
javal, és néhol jeleztiik, milyen kérdések vezettek ezekhez a proble-
makhoz. Ezek ismeretében az olvaso sok analiziskényvet minden ne-
hézség nélkil megerthet. Lesznek viszont olyan analiziskényvek is,
amelyeket csak félig, vagy mar egyaltalan nem tud kovetni.

Ahhoz, hogy mégeértstik, miért van ez igy, tudnunk kell valamit a ma-
tematika toérténetérdl. Az 1600-1800-as évek kdzott az analizis na-
gyon sokféle problémaval foglalkozott és nagyon sokszor alkalmazta
azt a fajta okoskodast, amelyet kdnyviinkben lattunk. Késébb valsa-
gos idok kovetkeztek. Amint a matematikusok mind meélyebbre és
meélyebbre jutottak az analizisben, €és egyre bonyolultabb helyzeteket
vizsgaltak, egyszer csak kezdtek olyan eredményeket kapni, amelyek
nyilvanvaloan hibasak voltak. Gondolkodasmodjuk, amely egyszerti
helyzetek megoldasakor teljesen kielégitd volt, most megbizhatatlan-
nak bizonyult; sztikségessé valt a modszer nagyon alapos feltilvizsga-
lasa.

Az ilyen valsag egyaltalan nem szokatlan a tudomanyban, és semmi
restellnivalé nincs miatta, valojaban gyakran éppen az egészség jele.
A fejlédésben levd gyermek egyszerre csak azt latja, hogy régi ruhait
nem tudja felvenni— til nagy lett a ruhakhoz képest, Gjakra van sziik-
sége. Egy fejlod6 tudomanynak ugyanigy id6rél idére 1j gondolkodas-
modra van sziiksége, kinévi a régieket.

141. oldal




Ez természetesen problémat jelent a tanaroknak. Oltéztesstik-e az
analizisben meég jaratlan tanulot olyan ruhaba, amely az 1700-as
évek matematikusaihoz illett? Ekkor ugyanis az a veszély fenyeget,
hogy hozzaszokik ehhez az oltdézékhez, és késdbb tiltakozni fog az el-
len, hogy feln6tthéz ill6 kdntdsre cserélje fel. Masrészt viszont, ha nap-
jaink divatjat akarnank kévetni, tal hossziinak talalhatna a ruha uj-
jat és a nadrag szarat, ugy érezhetné, hogy teljesen megakadalyozza
a mozgasat.

Véleményem szerint a tanulok tébbsége szamara nem okos a leg-
ujabb és legdivatosabb modellel kezdeni. Jobb, ha szerényebb, de job-
ban ill6 Oltézetet valasztunk. De jo, ha felismerjiik, hogy nem kell
egesz €lettinkben ezt a ruhat viselntink.

Mik is ezek a kiilénbdzé gondolkodasmodok? Ha visszalapozunk
kényviinkben, latjuk, hogy sok fogalmat a mindennapi életbél vet-
tink — mozgo testek, sebesség, gyorsulas, meredekseég, tertilet, térfo-
gat. Nem probaltuk pontosan meghatarozni ezeket a fogalmakat; fel-
tételeztiik, hogy tobbé-kevésbé mindenki érti ezeket a szavakat; és ér-
veléseinket erre alapoztuk.

A matematikusok ezt intuitiv kozelitésnek nevezik. A mindennapi €let-
ben gondolkodasunk majdnem mindig intuitiv. Kevesen tudnak pél-
daul pontosan meghatarozni, mit jelent a kutya szo. De az utcan meg-
ismerjuk a kutyakat. El6fordulhatnak bizonyos hataresetek is — mi-
kor kutya egy allat és mikor farkas? — de nem érdemes tul sokat baj-
lodnunk ezzel. Az intuitiv gondolkodasmoddal egészen jol elboldogu-
lunk a mindennapi életben: kell, hogy ennek valamilyen egészséges
alapja legyen.

A XVII. és XVIII. szazadban, amint mar korabban emlitettiik, a mate-
matikusok nagyon sokat foglalkoztak természettudomanyos keérdeé-
sekkel. Meg akartak hatarozni a Nap korul keringd Fold palyajat, és
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azt, hogy kézben hogyan valtozik sebessége. Nem bocsatkoztak azon-
ban filozofiai fejtegetésekbe a sebességgel kapcsolatban. Biztosak vol-
tak abban, hogy a Féldnek van sebessége, és meg akartak hatarozni
az erre vonatkozo formulat.

Amint latjuk, az intuitiv gondolkodas soran keveredik a matematika
és a fizika. Ebben a konyvben gyakran szerepeltek ilyen példak. Okos-
kodasaink ilyenek voltak:

(A) A 35. oldalon, a 13. abran lathato kocsi az s = £ szabalynak
megfeleléen mozog,

(B) Ennek a kocsinak minden idépontban van sebessége.

(C) Szeretnénk kiszamitani ezt a sebességet.

Ezutan meg is talaltuk a sebességre vonatkozo s'= 2tformulat.

Neézziik csak meg a (B) kijelentést, amelybdl arra kévetkeztethetlink,
hogy ha egy test mozog, akkor kell, hogy legyen sebessége; valamilyen
sebességgel kell mozognia.

Nagyon természetes ez a feltevés. A legtébb ember, ha azt mondjak
neki, hogy valami mozog, akkor azt kérdezi, hogy gyorsan vagy lassan
mozog-e. Nagyon meglepédne, ha azt a valaszt kapna, hogy a test mo-
zog ugyan, de nincs sebessége.

A régi idék matematikusai sem vették figyelembe ezt a lehetdséget. A

XIX. szazadban azonban a matematikusok olyan formulakkal kertil-
tek szembe, ahol egy pont mozgott, de nem volt sebessége!

Ezt a latszolagos paradoxont maskeépp is megfogalmazhatjuk. Kény-
viinkben sok olyan abrat alkalmaztunk, amely valamilyen test moz-
gasat irta le. Ezeken az abrakon a test sebessége a gérbe meredeksé-
gének felel meg. Igy a gbrbe iranya a test sebességének felel meg. Ha
egy targynak nincs sebessége, az azt jelenti, hogy a gérbének nincs
Sy
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Ha az olvaso esetleg ezt nehezen tudja elképzelni, akkor sem kell két-
ségbeesnie, hiszen az emberiség legjobb matematikusai is csak tobb
mint két évszazad eltelte utan ismerték fel, hogy ilyesmi létezhet. To-
vabba, ha bemutatok ilyen példat, lehet, hogy az olvaso meégis ugy
fogja érezni, hogy tisztességes gorbe nem viselkedhet igy. Ez varhato
is; nyilvanvalo, hogy az a gbrbe, amelyik atmegy egy ponton, de ott
semmilyen iranya sincs, valami mas, mint amit az elemi algebraban
megszoktunk.

Hogyan mutathatnank be egy olyan gérbét, amelynek egy adott pont-
jaban semmilyen iranya sincs? Ha volna egy ilyen goérbénk, és meg
akarnank hatarozni a meredekségét ebben a pontban, semmilyen ér-
téket sem kapnank. Ezen nem azt értem, hogy nem tudnank kisza-
mitani a meredekséget, hanem azt, hogy nem volna meredekség, amit
kiszamithatnank. Hogyan johet létre ilyen helyzet? Hogy valaszolni
tudjunk erre, gondoljuk végig, hogyan jartunk el a 73.-76. oldalakon
a gérbe meredekségét mérd y' meghatarozasakor. Emlékezztink visz-
sza a 61. abran lathato rajzra. A gérbén felvetttik a D;, Do, Ds, ... pon-
tokat, és meghataroztuk a CD;, CDs, CDs;, ... egyenesek

61. abra — Gorbeiranyok

Y A

C a gorbe Irdnya a C pontban
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meredekségét. A vizsgalt példakban azt tapasztaltuk, hogy ezek a me-
redekségek valamilyen rogzitett szamot kozelitettek meg, és ezt a sza-
mot neveztlik a gérbe C pontbeli meredekségének. Nem bizonyitot-
tuk, hogy ezeknek a szamoknak egy rogzitett szamot kell megkozeli-
tenitik; néhany esetet vizsgaltunk, és azokban ez tértént. Tegytik fel
azonban, hogy ezek a meredekségek nem allapodnak meg valamilyen
értéknél, hanem vég nélkil vandorolnak. Megtérténhet ez? Ha igen,
milyen gbrbe esetében?

Keépzeljiink el egy, a 62. abran lathatohoz hasonl6 gorbét. A szaggatott
vonalak a vizszintessel 45°-os szoget zarnak be. A D;, Do, D3, D4, Ds,
De, ... pontokat egyre kozelebb és koézelebb valasztjuk a C ponthoz.
Meégis, a CD1, CDs3, CD:s, ... egyenesek meredeksége +1, a CDz, CDy,
CDs, ... egyenesek meredeksége —1. Igy ha a D pont kézeledik a C
ponthoz, akkor a meredekség értéke +1 és — 1 kozott valtozik. Tegytik
fel, hogy ez vég nélkil folytathato. Ez természetesen azt jelenti, hogy a
gbrbe a C pont kozelében nagyon bonyolult: Cszomszédsagaban veg-
telen sok hegy és volgy van. Es amint D kdzeledik a C ponthoz, a CD
egyenes folytonosan valtakozik a két szaggatott vonal k6zott, mere-
deksége sosem allapodik meg egyetlen értékneél. A gérbe megkozeliti a
C pontot, de nem tudjuk megmondani, hogy milyen iranybdl kozeliti
meg. Semmilyen jelentést sem tudunk adni a ,,gérbe meredeksége a
Cpontban” kifejezésnek.
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62. dbra

D\ U
Dy

Aki jaratos a trigonometriaban, kénnyen belathatja, hogy az y = xsin
(1/x) grafikonja az x = 0 pont kérnyezetében a fenti gérbéhez hason-
loan viselkedik. Szoval nem légbdl kapott feltevés, hogy egy pont ko-
zelében egy gorbe allhat végtelen sok hullambol.

A trigonometria felhasznalasa nélkiil is eléallithatunk ilyen gérbét. A
szerkesztés modja a 63. abra és a kovetkezd leiras alapjan nyilvanvalo
lesz. Legyen CA tetszdleges hosszusagu szakasz. Legyen Béppena C
és A kozott felaton. Az ABE derékszogli haromszognek A és Besucsa-
iban a szdgek 45°-osak. Igy az A és Bpontokat egy E kdzéppontil ne-
gyedkorré kothetjik 6ssze. A Gpont Cés Bkozott feluton van. A GFB
haromszog olyan, mint az AEB haromszog, de oldalai feleakkorak és
az AC szakasz ellenkez6 oldalan helyezkedik el. A Bés Gpontokat egy
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F kdézépponta negyedkorrel kotjik dssze. A GFB haromszoget felere
kicsinyitve kapjuk az IHG haromszoget. Itt egy H kdzéppont negyed-
kort rajzolunk. Eljarasunkat végtelen sokaig folytathatjuk, igy a CA
szakasz mentén felvaltva feltil és alul negyedkoéroket kapunk, ame-
lyek mindegyike feleakkora, mint az el6z6.

63. abra

Haaz A, B, G, [ ... pontsorozatot tekintjiik, azt latjuk, hogy mindegyik
pont feleakkora tavolsagra van a C ponttol, mint az elézb. Igy eljara-
sunkat végtelen sokaig tudjuk folytatni; mindig kdzelebb jutunk a C
ponthoz, de sosem érjuk el.

Ha egy D pont a gérbén C felé mozog, akkor a CD egyenes nagyon
gyorsan oszcillal, ahogy ezt a 62. abran lattuk. A CD egyenes mere-
deksége felvaltva hol pozitiv, hol negativ, ahogyan a D pont kozeledik
a C ponthoz. Belathato, hogy ezek az értékek + 1/7 és — 1/7 kozott
valtakoznak. Igy amikor Dkézeledik a Cponthoz, a meredekség nem
tart semmilyen értékhez.

Remeélem, hogy az olvasonak ezzel a példaval kapcsolatban lesznek
bizonyos ellenérvei. (1) Egyik ellenérve lehet, hogy ez a gérbe val6jaban
nincs is megszerkesztve, mert végtelen sok kort kell rajzolni, és egy
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orokkévalosag kellene ahhoz, hogy elérjik a C pontot, amit vizsgalni
akarunk. (2) A masik ellenérv az volna, hogy ez semmi esetre sem egy
gorbe, hanem egy csomo kiilonb6zd gérbedarab egymas mellé he-
lyezve.

Ezekkel az ellenérvekkel az olvasé nem all egyedtil. A masodik ellen-
érvet egy vagy ket évszazaddal ezel6tt néhany igen nagy matematikus
vetette fel. Az els6 ellenérv pedig a matematikusok kozott még ma is
rossz érzéseket okoz és heves vitakat valt ki.

A masodik ellenérvre még visszatériink. Most vesstink egy pillantast
az elsére. Termeészetes, hogy logikai nehézségeket latunk egy olyan
szerkesztésben, amelynek kivitelezéséhez egy 6rokkévalosagra van
sziikség. De végiggondoltuk-e mar, mi térténne, ha csak olyan dol-
gokrol beszélnénk, amelyek véges szamu lépésben megkonstrualha-
tok? Gondolom, az olvaso talalkozott mar néhanyszor a it szammal.
De meg tudna-e mondani pontosan, melyik szam a ri? Van aki azt
mondja, hogy 3 1/7. Pontosan 3 1/7? Nem, sokkal inkabb 3,1416,
ami joval kisebb, mint 3 1/7. Akkor pontosan 3,1416? Nem; t6bb ezer
tizedesjegyre kiszamitottak, de mégigy sem adhato meg pontosan. De
hat akkor mi ez a szam?

Latni fogjuk, hogy akarhogyan is probaljuk megadni mt értékét, min-
denképpen valamilyen végtelen eljarasra van sziikségiink. Altalaban
ugy szoktuk meghatarozni rt értékét, mint az egység sugaru kor ke-
ruletének és atmérdjének aranyat. De mi a kor kertilete? Arkhime-
dész a korbe és a kor kore irt 96 oldalu szabalyos sokszoggel kozeli-
tette meg. Erezte, hogy a kor kertilete kisebb, mint a kéréirt sokszog
kertilete, és nagyobb, mint a beirt sokszog kertilete. Ity modon ki tudta
szamitani, hogy az egységatmeérdju kor kertilete
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koze esik. De mieért kellene megallnunk a 96 oldalti sokszdgnél? Na-
gyobb oldalszamu sokszoggel pontosabb becslést kapunk. Ez az elja-
ras azonban végtelen. Egyetlen ponton sem mondhatjuk befejezett-
nek; mindig csak azt mondhatjuk, hogy rt két megadott szam kozé
esik. A T szam pontos értékét csak ugy definialhatjuk, hogy vessziik
mindezeket a kozelitéseket; mindegyik becslés egy, a it szamot tartal-
mazo intervallumot ad meg; 1t az egyetlen olyan szam, amely mind-
egyik intervallumban benne van; ez az egyetlen olyan szam, amely
nagyobb minden koérbe irt szabalyos sokszog kertileténél és kisebb
minden koér koré irt szabalyos sokszog kertileténél.

Maskeépp is ki lehet szamitani wérteket. Az itt kdvetkezo eljaras tisztan
aritmetikai jellegl1. Sok vonatkozasban egyszertibb, mint az el6bbi
geometriai modszer. Egyetlen hibaja, hogy itt nem tudom elmagya-
razni, hogyan lehet bebizonyitani. Azonban mar az analizis tanulasa-
nak els6é évében meg lehet érteni, hogy min alapul ez a modszer. Las-
suk ezek utan magat a modszert. Tekintsuik az

l | l l
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és igy tovabb. Be lehet bizonyitani, hogy paratlan n értékekre S, na-
gyobb, mint 17/4, €s paros n €rtékekre S, kisebb, mint 1z/4. Tovabba,
allitasunk rogziti /4 értékét. Nincs mas olyan szam, amely az S, S4,
S6 ... szamok mindegyikénél kisebb és az S;, Ss, Ss .. . szamok mind-
egyikénél nagyobb. De mindezen szamok kiszamitasahoz egy 6rokke-
valosagra volna sziikség. Ugyhogy e modszer alapjan sem tudjuk /4
értekét pontosan megadni anélktil, hogy ne kellene egy végtelen elja-
ras befejezését feltételezntink hozza. Viszont lehetdségiink van arra,
hogy 1/ 4 értékét olyan pontosan megkézelitstik, amennyire csak akar-
Juk. A sor els6 egymillio tagja 6sszegének kiszamitasaval /4 érteket
korulbeltil 6t tizedesjegy pontossaggal kapnank meg; ezt az ered-
meényt 4-gyel szorozva 1 egy kozelitéséhez jutnank. De egyetlen ilyen
véges eljaras sem adja meg pontosan 1 értékeét.

Valgjaban ez a sor nem nagyon alkalmas arra, hogy m értékét kozeli-
téen kiszamitsuk. De ez most nem is fontos, csak azt akartuk meg-
mutatni, hogy még senki sem hatarozta meg pontosan r értekeét va-
lamilyen végtelen eljaras alkalmazasa nélkul.

Ezek szerint, ha valaki tiltakozni akar a 128. oldalon szerepl6 gérbe
szerkesztése miatt, mivel végtelen sok lépést tartalmaz, akkor egy se-
reg mas dolog ellen is ugyanigy tiltakozhatna. Tiltakoznia kellene, ha
valaki a  szamrol, vagy egy kor kertletérdl, tertiletérél beszel. Ezek
mind csak végtelen eljarasok segitségével definialhatok. Valojaban az
analizis lényeges kapcsolatban van a végtelen eljarasokkal. Az s'va-
lodi sebesség valami olyan, amit a kis h hosszaisagu intervallumokon
vett atlagsebességek egyre jobban megkdzelitenek, de sosem érnek el.
A gbrbe y'meredeksége valami olyan, amit a CD egyenes meredeksége
egyre jobban megkozelit, de sosem ér el. Ha a meredekségek és se-
bességek meghatarozasakor végtelen eljarasokat is megengediink,
miért zarnank ki ezeket a gérbék és szabalyok megalkotasakor?
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Meég az aritmetikaban is el6fordulnak végtelen eljarasok. Ha az 1/9
tortet tizedestorttel akarjuk kifejezni, akkor a 0,1111111 ... szamot
kapjuk, amely egyesek veégtelen sorozatabol all. Az aritmetikaban
rendszerint egész vidaman felirjuk, hogy 1/9=0,1111111 ..., de va-
l6jaban némi magyarazatra szorul az, amikor azt mondjuk, hogy egy
végtelen kifejezes egyenl6 az 1/9 szammal. Mit értstink egy ilyen kije-
lentésen? Hogyan tudjuk megvizsgalni? Jelentését a koévetkezdkep-
pen magyarazhatjuk meg. Legyen

S:1=0,1,
S;=0,11
S3=0,111,

és igy tovabb. S, azt a tizedestortet fogja jelenteni, amelyben a tizedes-
vesszO utan ndarab egyes all. Az S; S, S;, ... sorozatban minden szam
koézelebb van az 1/9-hez, mint az el6z6, és elég messzire menve a so-
rozatban az eltérést olyan kicsivé tehetjik, amilyenre csak akarjuk.
Ugyanis voltaképpen

95:=09=1-01,
952,=0,99=1-0,01,
9S55=0,999=1-0,001.

Elég nagy n értéket valasztva 9S, értéke olyan kozel kertll az 1-hez,
amennyire csak akarjuk. Igy, ha nnévekszk, 9S, egyre jobban meg-
kozeliti az 1-et, és ez azt jelenti, hogy S. egyre jobban megkozeliti az
1/9-et. Ennek megfeleléen, amikor felijuk az Si;, S, S;, ... szamokat,
akkor az 6sszes lehetséges mas értek koziil kivalasztjuk az 1/9-et. Ez
a sorozat az 1/9 értékhez tart.
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Az olvas6 megfigyelheti, hogy ugyanazt a gondolatmenetet alkalmaz-
tama0,1111111 ... végtelen kifejezés megmagyarazasakor, amit ko-
rabban az

1-1/3+156-17+ ..

végtelen kifejezéssel kapcsolatban. Ha ezek utan valamilyen végtelen
kifejezést hasznalok, tudni fogjuk, mit értstink azon. Bizonyos ponton
megszakitjuk a kifejezést és kiszamitjuk az értékét; azutan megnéz-
zUk, hogy ez az értek kozeledik-e egy rogzitett értekhez, ha egyre tébb
és tobb tagot veszlink figyelembe.

A0O,1111111 ... végtelen tizedestortet

o * o) * b * b
10 10 10 10
alakban is felirhatjuk. A 1/10 tért ugyanolyan, mint a tébbi tort. Er-
dekes eredményeket kapunk, ha ilyen sorokat vizsgalunk:

2\ )"
Sok mas ilyen tipusu kifejezést is képezhettink és vizsgalhatunk. Ahe-

lyett, hogy minden ilyen kifejezést kiilon megnéznénk, az algebra se-
gitségével egyszerre megvizsgalhatjuk az 6sszes

X+X2+X3+x4+ ...

alaku vegtelen kifejezést, Ez egyébkeént szerepel a kézépiskolai mate-
matika anyagban is, ahol bebizonyitjak, hogy ha x valodi tért, akkor
a fenti kifejezés az x/(l - x) értékhez kozeledik. Megfigyelhetjiik, hogy
ha x helyébe 1/10-et helyettesittink, akkor ez a formula eredmeé-
nyunkkel 6sszhangban az 1/9 értéket adja.

”\3

-—

3
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Azx +x2 +x3 +x* + ... végtelen kifejezés, ahol x valodi tort, ezek szerint
az x/ (1 — x) kdzdnséges algebrai kifejezéssel helyettesitheto, tehat vol-
taképp nem kaptunk semmiféle Gjat. Sok esetben azonban a végtelen
kifejezések valami olyat adnak, amit mas titon nem kaphatnank meg,
Példaul az

m m® m’ m?

m
3 > 7 9

kifejezés, ahol m tetszdleges valodi tort, nem helyettesithetd semmi-
lyen kozonséges algebrai kifejezéssel. Ez adja meg a 64. abran lathato
sivhosszusagat. Ezen az abran az A PBegységsugard, Okozéppont
negyedkor. Az y = mx egyenes, amelynek meredeksége m, a kort a P
pontban metszi. Az APiv hossziisaga s.

64. abra - s’ iv hosszusdga

y = mx
P

O | A

Valgjaban nagyon sok olyan érdekes szabaly van, amely csak végtelen
sorok segitségevel fejezhetd ki. Ezek vizsgalatara nagyon jo modszert
ad az analizis. Mind a tiszta, mind az alkalmazott matematikaban az
igy kapott eredmények teljesen megbizhatonak és kielégitének bizo-
nyultak. A matematika szegényebb lenne, a természettudomanyokat
pedig megbénitana a végtelen eljarasok kirekesztése. Eppen ezért a
matematikusok munkajuk soran felhasznaljak a végtelen eljarasokat
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is. De ugy banunk a végtelennel, mint a dinamittal; 6vatosnak kell
lenntink.

Az eddig elmondottaknak az volt a célja, hogy eloszlassa a kétséget,
amit a 128. oldalon lev6 végtelen eljarassal kapcsolatban érezhetttink.
Ez volt az ottani els6 ellenvetéstink. Ugyanott egy masik ellenvetés is
felmertilt, mégpedig az, hogy a 63. abran levd grafikon nem egyetlen
g6rbe, hanem kiilénb6z6 kérdk darabjainak egymas mellé helyezese.

Tekintsuik a kévetkezd egyenletet:

| 4+ x4 x4 33+
ahol feltessziik, hogy x pozitiv. Gondolom, egyetértiink abban, hogy

ez egy egyenlet, és grafikonjat ennek megfeleléen egy formula adja
meg. Mi a grafikonja ennek az egyenletnek?

Tekintstik mindenekel6tt a grafikon x = 0 és x = 1 értékek kdzott ré-
szet. Mivel x valodi tort, a 133. oldalon felirt 6sszefligges szerint
X -+ x* 4 X° x*4 ... =

Mindkét oldalhoz hozzaadunk 1-et

| 4 x4+ x24+ x4 X4 o =)
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Ezt az értéket behelyettesitve egyenletiink nevezdjébe kapjuk, hogy y
=1 —x, hax valodi tort.

Nézziik most, mi toérténik, ha x nagyobb, mint 1. Ha példaul az x =2
értéket vessziik, akkor

!

y értekét megkapjuk, ha a nevezdben allo sorbol n tagot vesziink, és
megnézzik, hogy a tort értéke mihez tart, ha n egyre nagyobb és na-
gyobb lesz. Példaul, ha a nevezdben 6t tagot vesziink, akkor a tért ér-
téke 1/31 lesz; ha tiz tagot vesziink figyelembe, akkor a tort értéke
1/1023; ha husz tagot vesziink, akkor 1 / 1 048 575. Miné€l tébb ta-
got vesziink figyelembe, annal kisebb lesz a tort értéke; valojaban, a
tort érteke a nullahoz koézeledik, és ez az x =2 érteékhez tartozo y értek.
Ha mas 1-nél nagyobb szamot vesziink, ugyanezt kapjuk. Minden 1-
nél nagyobb x érteék esetén y értéke nulla.

Igy ez az egyszer(1 formula is két grafikondarabot eredményez. A O és
1 kozotti x értékekre a grafikon egybeesik az y = 1 — x egyenessel. Ha
x értéke 1-nél nagyobb, akkor a grafikon az y = O egyenessel egyezik
meg. gy az egyenlet grafikonja a 65. abran lathato gorbe.

65. abra
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Az elemi algebrabol ismert egyszer kifejezések nem irnak le ilyen gor-
bét. De ha végtelen sorokkal is szamolunk, akkor a tébb kiilénallo
geometriai alakzatbol allo grafikonok mindennaposak lesznek.

Az elektronikaban és mas tudomanyagakban gyakran szerepel egy
bizonyos tipusu végtelen kifejezés, amelyet Fourier-sornak neveziink.
Fourier-sorral kénnyen kaphatunk a 66. abran lathatokhoz hasonlo
grafikonokat.

(a) - ) o e o ©

NNV AN
O OO
(3 st U acls U it |

66. dbra

Az abran lathato (¢) grafikon killénésen jelentés mind a televizio, mind
a radar ado-vevé szempontjabol. Olyan tipust mozgast reprezental,
amelyben egy féenypont allando sebességgel mozog a képernydén ke-
resztll, majd hirtelen visszatér a kiindulépontra, és ez allandoan is-
meétlédik.

A (d) gorbe egy kis tréfa, amelyet egy zeneelmélet konyvben talaltam.
Valaki lefényképezte a baratjat és a profilt egy harmonikus analizator
nevl gépbe taplalta. A gép kiszamitott egy formulat, amelynek grafi-
konjan ez az arc Ujra és Ujra ismétlédik.
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Az (a) grafikon egy négyszog-rezges, a (b) grafikon egy flirész-rezgés
grafikonja.

Nemcsak az elektronikaban talalhatunk olyan grafikont, amely tébb
kiilonbozd gorbébdl all. A 67. abra egy felpattand labda viselkedését
mutatja.

67. dbra

Erdekes, hogy — legalabbis elméletben — a labda véges id6 alatt végte-
len sokat pattan. Példaul, minden egyes felpattanas utan az el6z6 ma-
gassag negyedére ugrik fel, és mindegyik pattanas ideje fele az el6z6-
nek.

Gorbe, amelynek sehol sincs iranya

A 62. abran olyan gorbét lattunk, amely atmegy a Cponton, de ebben
a pontban nincs iranya. Természetesen ugyanezt elmondhatjuk arrol
a joval egyszeribb gorbérél, amit a 68. abran latunk. Ennek a
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gbrbének a P pontban térése van, és ebben a pontban nem tudunk
érintét rajzolni hozza. Nincs ebben semmi meglepd. Ez a gérbe egy-
szerGen valamilyen iranyban bemegy a Ppontba, és egy masik irany-
ban jo6n ki onnan.

68. abra

Mindkét példankban egyetlen olyan pont volt, ahol a gérbe ,rosszul”
viselkedett. A 62. abran a gbérbe a C pontban tétovazik, a 68. abran
pedig a Ppontban téréspont van. A tébbi pontban viszont szokasosan
viselkednek ezek a gorbék. Hosszu1 évszazadokig azt gondoltak, hogy
az ilyen pontok kivételesek, a gbrbék csak izolalt pontokban lehetnek
ilyenek. 1875-ben azonban megjelent egy cikk, amelybdl kidertilt,
hogy van olyan gérbe, amely csupa ilyen tétova pontbol all. Barmelyik
pontot is valasztjuk ki a gérbén, a gérbe atmegy rajta, de nem lehet
megmondani, hogy milyen iranyban! Ez nagy meglepetést okozott a
matematikusoknak. Vilagossa valt, hogy az analizisben nem az az
els6 kérdés, hogy ,Mi a gérbe meredeksége a Ppontban?”, hanem az,
hogy ,,Van-e a gbrbének meredeksége a P pontban?”

Az olyan egyszerl formulaval kapcsolatban, mint y = 2x3— 3x2, az is-
kolaban azt varjak a tanulotol, hogy hatarozza meg y-t, nem hangsu-
lyozzak azt a kérdést, hogy létezik-e egyaltalan az y' Ezen a szinten az
analizisben csak olyan egyszerti formulakkal dolgoznak, amelyekre y’
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biztosan létezik. Lehetnek természetesen olyan pontok, mint az y =Vx
esetén a koordinata-rendszer kezdépontja, ahol az érint6 fliggdleges,
igy ynek nincs véges értéke. A gérbének azonban ebben a pontban
is van meghatarozott iranya. A koézépiskolai tananyagban azonban
tilnyomo tébbségben sima gérbékkel talalkozhatunk.

Mi is megtehetnénk, hogy nem foglalkozunk olyan gérbékkel, amely-
nek nincs iranya. Mégis, komoly okunk van arra, hogy ne tegytik ezt.
Mindenekel6tt gyavasag volna. Olyan régiokba érttink, ahol a dolgok
maskent viselkednek, mint ahogy megszoktuk; most forduljunk visz-
sza?

Vannak azonban mas, joval hatarozottabb okok is. Ez az 0j, ktilénos
tartomany a mi tertlletink hataran helyezkedik el. Gyakran vada-
szunk olyan matematikai zsakmanyra, amely keresztezi ezt a hatar-
vonalat. Ezen a ponton sem akarjuk feladni a vadaszatot. Ezeket a
kiilénleges gorbéket olyan formulak adjak meg, amelyek pontosan
olyanok, mint amilyeneket valoban alkalmazunk, nemcsak a tiszta
matematikaban, hanem a miszaki gyakorlatban és a természettudo-
manyokban is. Ilyeneket hataroznak meg a Fourier-sorok, amelyek
kiilénésen fontosak a termeészettudomanyokban, és valojaban az el-
meéleti fizikabol erednek. Az életben nehezen lehetne hatarvonalat
huizni azok koze a jelenségek kozé, amiket vizsgalni akarunk, és azok
koze, amiket nem akarunk vizsgalni; minden amellett szol, hogy at-
lépjiik ezt a mesterséges sorompot.

Tegytik fel tehat, hogy mégis foglalkozunk irany nélkuli gbrbékkel.
Nem csupan azt mondjuk, hogy ilyen gérbék léteznek, hanem tu-
dunk olyan valésagos formulat felirni, amely irany nélktili gérbét ad
meg. (J. L. B. Cooper egy cikkében (,Mathematical Monsters,” Mathe-
matical Gazette, December, 1954) a kovetkezd példat adja: fix) = sin x
+1/4sin2x+ 1/9 sin 6x + 1/16 sin 24x + ... Az altalanos tag 1/n?
sin n! x.) Mi térténne, ha megprobalnank felrajzolni egy ilyen, irany
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nélkili gorbét? Valami ilyesmi: Tegyuik fel, hogy elészor az x =0, 1, 2,
3 értekeknek megfeleld y értékeket szamitjuk ki.

A 69. abran lathato elhelyezkedés

609. dbra

pontokat kaphatnank, és azt gondolhatnank, hogy a gérbe valami
ilyesmi:

//______._.
I

70. dbra
A biztonsag kedvéért még néhany pontot bejeloliink. Kiszamitjuk az
1/4-enkénti x értekeknek, mondjuk azx=1/4,1/2,3/4,1,1 1/4, ...

értekeknek megfelel6 y értekeket. Azt latjuk, hogy ezek a 71. abran
lathaté modon helyezkednek el.
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71. abra

Igy aztan revidealjuk a gbrbe alakjarol alkotott eddigi elképzeléstinket.
Most uigy latjuk, hogy ilyen gérbét kapunk:

72. abra
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Ujra berajzolunk még néhany tovabbi pontot, és azt tapasztaljuk,
hogy ezek még tébb hullamhoz vezetnek. Az (j pontok

73. abra

(1/16-onkeént) a 73. abran lathatok.

74. abra
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Igy a 74. abran lathato gorbét kapjuk. Es igy tovabb. Mindegyik lépés-
ben révidebb és révidebb hullamokat kapunk. A gérbe végtelentil ran-
cos! Es mégis, teljesen jol meghatarozott gérbe. Olyan sok pontjat tud-
juk megadni, ahanyat csak akarunk, ugyanugy, mint ha elemi grafi-
kont rajzolnank. Minél t&bb pontot rajzolunk, annal vilagosabba va-
lik, hogy milyen a gbrbe alakja. De nem tudjuk egyetlen vonallal fel-
vazolni gy, ahogyan az egyszeruibb grafikonokat. (A 62. abran lattuk,
hogyan érhet6 el az, hogy a Cpontban a gérbének nem lehet megha-
tarozott iranyt tulajdonitani: a C pont kérnyezetében minden hataron
tal strtis6do és nem cstkkend meredekségti hullamok beiktatasaval.
Az itt (70-74. abra) vazolt eljaras arra mutat ra, hogy hasonlé mod-
szerrel olyan szerkesztés is lehetséges, amely a gbrbe minden pontja-
ban kizarja, hogy a gérbének iranyt tulajdonithassunk.)
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Szakkifejezések szotara

Kényvemben az analizis elemeit, amennyire csak lehetett, kdznapi
nyelven igyekeztem elmondani. Ha az olvasé majd mas analiziskény-
veket olvas, sziiksége lesz a matematikusok altal alkalmazott jelek és
specialis kifejezések ismeretére.

Derivalt
Azt mondjuk, hogy s'az s derwdlja. A derivalt mas jelolései ds/dt, Ds,
Dss, Ezek pontosan ugyanazt jelentik, mint

S.
Differencialas
A derivalt keresésének problémajat differencialasnak nevezziik. Igy
a 3. fejezetben megtanultuk, hogyan kell a t>-et differencialni, a 4. fe-

jezetben a t', az 5. fejezetben tetszdleges polinom differencialasaval is-
merkedtlink meg.

Integralas

A tertllet- és térfogatszamitasok integrdlasi problemak. Az integralas
a differencialas megforditasanak tekinthetd. A | jel az integralas jele.
A 9. fejezet végén meghataroztuk egy felgdbmb térfogatat. Eredmeé-
nylnket a matematikusok igy irtak volna fel:

2 =
T = (]l — 13)d¢.
.
J o
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Hatarerték

Ebben a kényvben sokszor megfigyelttik, hogy valami egy bizonyos
ertékhez ,kozeledik”, vagy egy bizonyos értékneél ,allapodik meg”. A 2.
fejezetben azt lattuk, hogy az 5, 5,9, 5,99, 5,999, ... szamok a 6 érték-
hez kézelednek. A 74. oldalon a 23. abran azt lattuk, hogy a CD egye-
nes meredeksége egyre kozelebb és kozelebb kertil a gérbe C pontbeli
meredekségehez. Elég sok egyest irva a 0,11111 ... 111 szam olyan
kozel kertll az 1/9 torthéz, amennyire csak akarjuk. Mindegyik eset-
ben valami tart eqy hatdrértékhez. Bar ezt a szot nem hangsulyoztuk,
a hatarérték fogalma atitatott mindent, amirél ebben a kényvben szo
volt.

Fiiggvény

A figgvény szo jelentése fejlédott és valtozott az utolsé harom évsza-
zad folyaman. Az .,y az x figgvénye” kifejezés el6szor valami olyasmit
jelentett, hogy x és y kdzott valamilyen, formulaval megadhato kap-
csolat van. Ilyen példaul az y = 2x + 1 vagy azy = x2 vagy azy =3 +
1). Ezek mindegyikében a XVIII. szazad matematikusai egy formulat
lattak, amely x segitségével megadja y-t Tegytk fel, hogy talaltak va-
lamilyen eljarast, amely mindezekre és még sok mas formulara alkal-
mazhato. Ezt mondtak: ,Legyen y az x tetszdleges fliggvénye”, €s ezt
igy roviditettek: y = f{x).

Keésdbb ez a modszer mar nem bizonyult elégségesnek. A 65. abran
keét vonaldarabbol allo grafikont lattunk. Azx = 0 és x = 1 kozotti érte-
kekre y értéke 1 —x. Ha x nagyobb, mint 1, akkor y értéke nulla. Igy
keét formulank van, y=1-xés y = 0. Két figgvénylink van, tehat vagy
egy fUggvény egy részét hozzaillesztjiik egy masik fliggvény egy része-
hez, vagy ...? E kérdés viharos vitat valtott ki a matematikusok kozott.
Az id6 mulasaval egyre tobb és tobb szokatlan grafikon latott
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napvilagot, és vegul kidertilt, hogy legjobb az egyszer(i algebrai formu-
lakrol tanultakat elfelejteni. Megallapodtak abban, hogy y = f{¥) jelent-
hessen barmilyen eljarast, amelynél x értékének megadasa rogziti y
értékét. Igy a 65. abra grafikonja fliggvényt ad meg; ha tetszéleges po-
zitiv x értéket valasztok, a grafikonrol leolvashato a megfelel6 y érték.
Ha azt mondom, hogy x = 2, akkor latjuk, hogy y =0. Ha x = 3/4,
akkor y = 1/4. Nem fordulhat €l6, hogy nem tudunk valaszt adni a
kérdésre. Ha megmondom x értékeét, akkor ezzel rogzitettem y értékeét.
Minden olyan eljaras, amely minden x értekhez hozzarendel egy y ér-
téket, figgvényt ad meg.

A 65. abra grafikonjat csak pozitiv x értékekre rajzoltuk meg. A fiigg-
vény tehat nincs minden x értékre értelmezve, csak pozitiv x érté-
kekre. De emiatt nem érdemes nyugtalankodni. Az algebratanulas
els6 évében az y = Vx fliggvényt csak pozitiv x értékekre definialjak.
Nem tudunk semmit sem a negativ szamok négyzetgyokérdl. Azt
mondjuk, hogy a \x értelmezési tartomdnya (az algebra kezdetén)
a pozitiv X értékek halmaza. Ha az y ={{x) fliggvényt csak bizonyos x
értekekre értelmezziik, akkor azt mondjuk, hogy ezek az értekek al-
kotjak a fligguény értelmezési tartomdanycdt.

Példaul, ha x egész szam, akkor y lehet az x legnagyobb primténye-
z6je, de ennek a definicionak nincs értelme, ha x tértszam. Olyan
flggvényt definialtunk, amelynek értelmezési tartomanya az egész
szamok halmaza.

A hagyomanyos algebraban x és y szamokat jelentenek. De figgve-
nyekrol akkor is beszélhetiink, ha sz6 sincs szamokrol. Példaul, te-
gyuk fel, hogy az 1789 év ota eltelt 6sszes idépontot tekintjik. Ezek
alkotjak a flggvény értelmezési tartomanyat. Ezekben az években
minden idépontban volt az Egyestilt Allamok elnékének valamilyen
szinll szeme. A torténelmet ismerve meg tudjuk mondani, hogy me-
lyik idépontban milyen szin1 szemrél van szo. Olyan eljarasunk van
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tehat, amellyel az 1789 ota eltelt idéponthoz egy meghatarozott szint
rendel hozza. Eljarasunk fliggvényt ad meg. Hossz Uit vezetett az al-
gebrai formulaktol idaig! A ,figgvény” szot napjainkban ebben a na-
gyon tag értelemben hasznaljuk.

Meég valamit. A k6zonséges algebrahoz visszatérve tekintstik at a ko-
vetkezd ket eljarast:

L eljaras:

% Vegyunk tetszoleges x szamot.

% Adjunk hozza 1-et.

% Az eredményt emeljik négyzetre.

% Ez megadja y érteket.
II. eljaras:

% Vegylnk tetszbleges x szamot.

% Emeljik négyzetre.

% Adjuk hozza a szam keétszeresét.

% Adjunk hozza 1-et.

% Ez megadja y értékeét.
Mindegyik eljaras egy figgvényt definial. Az eljarasok kuilénboézok.
Mondhatjuk-e, hogy a kapott fliggvények is ktillénb6zok?
Vegylk példaul az x= S értéket. Az els6 eljaras szerint y = (5 +1)2 = 36,
all. eljaras szerint y = 52 + 2 ¢ 5 + 1 = 36. Igy mindkét eljaras esetében
az x = S értékhez az y = 36 érték tartozik. Barmilyen szamot is ve-
sziink, mindig ezt tapasztaljuk. Az L. eljaras az y = (x + |)? formulanak,
a Il. eljaras az ezzel ekvivalens y = x2 + 2x+ 1 formulanak felel meg.
A matematikusok egyetértenek abban, hogy mindkét eljaras ugyan-
azt a fligguényt adja meg. Benntinket csak a végeredmény érdekel.
Ha barmilyen eljarasnal az x= 5 esetén az y =36, x =1 esetén azy =
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4, és altalaban x=nesetén az y=(n+ 1)? értéket kapjuk, akkor ez ugyan-
azt a fUggvényt adja meg, mint a fenti I. eljaras.

Talalkozhat az olvaso a figgvény igy kezd6d6 definicidjaval: ,A fligg-
vény olyan rendezett parok halmaza, ..". Ez nagyon suritett és
absztrakt 6sszefoglalasa mindannak, amit a fentiekben kérvonalaz-
tam. Nem szeretem az olyan definiciot, amelyik igy kezdédik: ,A fligg-
vény ...”, éppugy, mint ahogy az olyan definiciok sem tesznek bol-
dogga, mint példaul ,Az elektromossag ...” vagy ,A magnesesség...”
vagy ,,Az arany ...”. K6zelebb all hozzam, ha olyan vizsgalatsort adha-
tok, amelynek alapjan azt mondhatja az olvaso, hogy ,,Ez valoszintleg
egy elektromosan toltott test” vagy , Ez valoszintileg egy magnes”, vagy
»Lz valoszinlleg egy darab arany”. Ugyanigy, a fenti vizsgalatok alap-
jan az olvas6 meg tudja mondani, hogy (I) egy adott eljaras mikor ad
meg flUggvenyt, és () ket latszolag ktilonbo6zo eljaras mikor adja meg
ugyanazt a fliggvényt.

Fontos, hogy kiilonbséget tegytink a fligguény és a fligguény értéke
kozott. Ha fa fenti 1. eljarassal megadott fliggvényt jelenti, akkor azt
irhatjuk, hogy 36 = f{5). Ez azt jelenti, hogy az I. eljaras az x= 5 érték
esetében az y = 36 értekhez vezet. Ha x = 5, akkor a fligguény értéke
36. Helytelen volna azt mondani, hogy az f figgvény a 36. Kézelebb
allunk az igazsaghoz, ha azt mondjuk, hogy maga az fbet(1 a kovet-
kez6 operaciot jelzi: ,adjunk hozza 1-et és emeljik négyzetre”. Az f{5)
azt az eredményt jelenti, amit akkor kapunk, ha ezt az eljarast az §
szamra alkalmazzuk.
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